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Введение

В последнее время все больший научный и практический интерес представ

ляют связанные нестационарные модели механики деформируемого твердого те

ла, в частности, модели механодиффузии, поскольку сама диффузия, влияя на

напряженно-деформированное состояние тела, может оказывать нежелательное

воздействие на конструкции или их отдельные элементы. Например, диффузия,

вызывая движение вакансий и дислокаций, может влиять на процесс трещино

образования и старения материалов. В связи с этим, представляется практиче

ски важным вопрос о качественной и количественной оценках взаимодействия

механических и диффузионных полей. Также немаловажную роль в вопросах

моделирования технических систем играет учет других полей, например, теп

ловых и электромагнитных, наличие которых может вызывать термоупругие,

термодиффузионные, пьезоэлектрические, пьезомагнитные и прочие эффекты.

Существует достаточно много подходов к созданию математических моде

лей, описывающих те или иные процессы, в той или иной степени приближенные

к реальным физическим или механическим процессам. К одному из наиболее

перспективных подходов относится построение и анализ моделей связанных по

лей, к которым можно отнести механическое и диффузионное поля, благодаря

которому становится возможным наиболее точное и комплексное описание тех

нологических и физических процессов, происходящих в изучаемом теле (сплош

ной деформируемой среде).

Как известно, наличие диффузионных потоков приводит к перераспреде

лению компонентов вещества, вызывающего объемные изменения, вследствие

чего в диффузионной зоне возникает напряженно-деформированное состояние.

Оно, в свою очередь, влияет на величину диффузионного потока, поскольку

в результате деформаций изменяется расстояние между атомами решетки. Од

нако влияние механических нагрузок на диффузионное поле имеет достаточно
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сложную природу и зависит от механизма диффузии. Если диффузия происхо

дит по вакансионному механизму, то увеличение давления уменьшает скорость

диффузии. Происходит это потому, что увеличение содержания вакансий уве

личивает объем кристалла, давление стремится уменьшить объем кристалла

и поэтому понижает содержание вакансий, соответственно уменьшая скорость

диффузии. Если диффузия происходит по межузельному механизму, то, с одной

стороны, увеличение давления повышает содержание межузельных атомов, а с

другой стороны, атомы в кристалле сближаются и перемещение между узлами

затрудняется.

Работа посвящена исследованию нестационарного взаимодействия механи

ческого и диффузионных полей в цилиндрических телах. С практической точки

зрения интерес к такого рода проблемам возникает благодаря тому, что данные

тела являются основой различных трубопроводов (нефте- и газопроводы, систе

мы отопления), используются в качестве валов и втулок в конструкциях, име

ющих очень широкий спектр применения в технике. При этом взаимодействие

тех или иных физических полей, в процессе эксплуатации указанных объектов,

может оказывать негативное влияние на функционирование и целостность кон

струкций или же их отдельных элементов, испытывающих нагрузки различной

физической природы.

Для полноценного анализа возникающих при этом эффектов необходима

разработка моделей механодиффузии, а также специальных методов решения

соответствующих начально-краевых задач. В этой связи важно отметить, что

на сегодняшний день не существует общих аналитических методов исследова

ния нестационарных задач механики связанных полей и, в частности, задач

механодиффузии.

Структура работы. Диссертация состоит из введения, четырёх глав, за

ключения и списка литературы из 123 наименований. Общий объем диссертации

– 122 страницы, включая 52 рисунка и 1 таблицу.
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В первой главе приведен обзор научных публикаций по заявленной те

матике исследования, сделанных за последние десятилетия в России и за её

пределами. Были проанализированы различные подходы к построению моде

лей механодиффузии, а также используемые методы решения динамических

задач механодиффузии для тел с плоскими и криволинейными границами.

Отмечено, что в части решения нестационарных задач, за редким исключе

нием, использовались преимущественно численно-аналитические методы, осно

ванные на применении преобразования Лапласа с его последующим численным

обращением с помощью метода Дурбина и его модификаций. При этом вопро

сы, связанные с построением собственных функций упругодиффузионного опе

ратора в криволинейных системах координат, с последующим использованием

рядов Фурье по системам собственных функций, в известных на сегодняшний

день публикациях не рассматривались.

Далее в этой главе приводится замкнутая математическая постановка од

номерной задачи упругой диффузии для цилиндрических тел. Здесь же дает

ся общее описание алгоритма решения поставленной задачи, основанного на

использовании метода эквивалентных граничных условий, согласно которому

решение сформулированной задачи выражается через известное решение вспо

могательной задачи, которое, в свою очередь, находится с помощью разложения

в ряды по собственным функциям упруго-диффузионного оператора.

Во второй главе дается постановка задачи Штурма-Лиувилля для од

номерного упругодиффузионного оператора в цилиндрической системе коорди

нат. Показано, что аналитическое решение этой задачи возможно только для

4-х типов граничных условий. Эти 4 типа граничных условий определяют, так

называемые, вспомогательные задачи, с помощью которых по методу эквива

лентных граничных условий находится решение основной задачи.

Здесь же, используя найденные собственные функции, построены инте

гральные преобразования, применяемые в дальнейшем при решении задач для
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сплошного и полого цилиндров, находящихся под действием нестационарных

упругодиффузионных возмущений.

В третьей и четвертой главах описывается алгоритм решения одно

мерных нестационарных задач механодиффузии для однородного ортотропного

сплошного и полого цилиндров, находящихся под действием поверхностных и

объемных возмущений, с учетом релаксации диффузионных потоков. Для реше

ния этих задач используется описанный выше метод эквивалентных граничных

условий.

Для построения функций Грина вспомогательных задач используется инте

гральное преобразование Лапласа по времени и разложение в ряды по собствен

ным функциям упругодиффузионного оператора, которые получены в главе 2.

Обращение преобразования Лапласа осуществляется аналитически с помощью

вычетов и таблиц операционного исчисления.

С целью верификации полученных решений построены предельные пере

ходы к моделям с бесконечной скоростью распространения диффузионных по

токов, а также к классическим несвязанным задачам упругости и диффузии,

решения которых известны. Здесь же рассмотрены предельные переходы к ста

тическим моделям механодиффузии.

На примере трехкомпонентного цилиндра, выполненного из сплава цин

ка, меди и алюминия, находящегося под действием поверхностных и объёмных

механодиффузионных нагрузок, исследовано взаимодействие механического и

диффузионного полей. Проанализировано влияние релаксационных эффектов

на кинетику массопереноса. Решение представлено в аналитической форме и в

виде графиков зависимости искомых полей перемещения и приращений концен

трации компонент среды от времени и координат.

В заключении приводятся основные результаты диссертации.

Целью диссертационной работы является исследование нестационар

ного взаимодействия механических и диффузионных полей в различных упру
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гих телах цилиндрической формы, а также постановка новых начально-краевых

задач механодиффузии, их решение и практические расчеты, выполненные в

математических пакетах и позволяющие количественно оценить эффекты, обу

словленные взаимным влиянием вышеуказанных полей друг на друга.

Актуальность работы связана с тем, что за последние годы, согласно

проделанному обзору, значительно возрос интерес ученых к проблеме исследо

вания связанных механодиффузионных процессов, да и сами модели, описываю

щие эти процессы, постоянно совершенствуются, что необходимо для получения

более точного описания функционирования конструкций и их отдельных эле

ментов, эксплуатирующихся в условиях разнофакторных внешних воздействий.

При этом данная тема, несмотря на возросшую за последние годы публикаци

онную активность, изучена далеко не полностью. Это в полной мере относится

к моделям механодиффузии для тел с криволинейными границами, где в части

разработки методов решения нестационарных задач сделано очень мало.

Методы исследования. Для построения замкнутой модели механодиф

фузии используется математический аппарат линейной теории упругости, за

коны термодинамики и, в частности, законы массопереноса. Метод решения

основан на применении аппарата обобщенных функций, теории интегральных

преобразований и рядов Фурье. Также применяется метод эквивалентных гра

ничных условий, который позволяет выразить решение одной начально-крае

вой задачи через известное решение другой задачи, отличающейся от исходной

только набором краевых условий.

Научная новизна работы заключается в построении численно-анали

тических решений нового класса одномерных нестационарных задач упругой

диффузии в цилиндрической системе координат, с учетом релаксации диффу

зионных потоков. В частности, были решены задачи для сплошного и полого

цилиндров, находящихся под действием либо поверхностных, либо объемных

возмущений.
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Достоверность и обоснованность результатов обеспечивается исполь

зованием известных методов построения моделей механики деформируемого

твёрдого тела и термодинамики, апробированных методов решения начально

краевых задач и строго доказанных утверждений. Кроме того, проведено срав

нение результатов с известными решениями задач теории упругости. Для одно

мерных задач также выполнялась проверка путем перехода к решениям соот

ветствующих статических задач.

Практическая значимость работы заключается в разработке методик

расчета напряженно-деформированного состояния упругих сред и элементов

конструкций цилиндрической формы, работающих в условиях нестационарных

внешних воздействий, с учетом протекающих в них явлений массопереноса.

Примерами таких конструкций являются: нефте- и газопроводы, трубопрово

ды систем отопления, валы и втулки в механизмах и двигателях.

На защиту выносятся следующие основные результаты и поло

жения:

- постановка и разработка метода решения одномерной задачи механодиф

фузии для ортотропных многокомпонентных цилиндрических тел,

- постановка и решение задачи Штурма-Лиувилля для одномерного упру

годиффузионного оператора в цилиндрической системе координат,

- построение объемных и поверхностных функций Грина для сплошного и

полого ортотропных цилиндров,

- численное исследование взаимодействия механического и диффузионных

полей в цилиндрических телах под действием различных поверхностных и объ

емных нестационарных механодиффузионных возмущений.

Апробация работы. Все основные результаты данной работы являлись

предметами докладов, обсуждений и дискуссий на всероссийских и междуна

родных конференциях, симпозиумах и семинарах:

– Международный симпозиум «Динамические и технологические пробле
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мы механики конструкций и сплошных сред» им. А.Г. Горшкова (Калужская

область, г. Кременки, 2018–2023);

– Международная научно-практическая конференция «Проблемы безопас

ности на транспорте» (Беларусь, Гомель, 2020–2023);

– XIX Всероссийская школа-семинар «Современные проблемы аэрогидро

динамики» (Сочи, 2019);

– Международная конференция «Авиация и космонавтика» (Москва, МАИ,

2019–2020);

– Научная конференция «Ломоносовские чтения» (Москва, 2017–2023);

– Международная молодёжная научная конференция «Гагаринские чте

ния» (Москва, 2019–2022);

– Международный научный семинар «Динамическое деформирование и

контактное взаимодействие тонкостенных конструкций при воздействии полей

различной физической природы» (Москва, 2016–2018);

– Всероссийская школа-семинар «Математическое моделирование и био

механика в современном университете» (Краснодарский край, Дивноморское,

2021–2023);

– Всероссийская конференция молодых учёных-механиков «YSM» (Сочи,

2018, 2020–2023);

– Конференция-конкурс молодых учёных научно-исследовательского ин

ститута механики МГУ имени М.В. Ломоносова (Москва, 2021);

– Международная конференция «Современные проблемы механики сплош

ных сред» (Ростов-на-Дону, 2020);

– Международная молодежная научная конференция «Актуальные про

блемы современной механики сплошных сред и небесной механики» (Томск,

2019);

– Всероссийская конференция «Механика деформируемого твердого тела

в проектировании конструкций» (Пермь, 2022).
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Публикации. По теме диссертационного исследования опубликовано: 5

статей [12–16] в рецензируемых журналах, 11 статей в сборниках трудов всерос

сийских и международных конференций [18–24, 26–29] и 25 тезисов докладов.

Всего – 41 публикация.
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Глава 1

Математическая постановка нестационарных

задач механодиффузии в цилиндрической

системе координат

В данной главе приведён обзор современного состояния исследований в об

ласти механодиффузии, а также построена одномерная нестационарная модель

упругой диффузии в цилиндрической системе координат.

1.1. Современное состояние исследований

Взаимодействие диффузии и напряжений – предмет давних исследований,

носящих как экспериментальный, так и теоретический характер. В настоящее

время проблема анализа механодиффузионных процессов в сплошных средах

также остается весьма актуальной, ибо круг исследуемых вопросов в этой об

ласти постоянно расширяется за счет того, что учитываются возмущения раз

личной физической природы, в частности, температурные и электромагнитные.

Кроме того, зачастую используются уточненные модели тепломассообмена, учи

тывающие конечную скорость распространения тепловых и диффузионных по

токов, играющих важную роль при расчете целого ряда быстропротекающих

нестационарных процессов.

Среди наиболее близких к тематике диссертационного исследования работ

можно выделить работы ряда зарубежных авторов, среди которых: M. Aouadi,

S.Y. Atwa, Z. Egypt, D. Bhattacharya, M. Kanoria, S. Choudhary, S. Deswal,

K. Kalkal, M. Elhagary, M.I.A. Othman, A.M. El-Sayed, R. Kumar, V. Chawla,

T. Kansal, J.N. Sharma, H.H. Sherief, F.A. Hamza, H. Saleh. Среди российских
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и советских ученых в данной области науки известны: Бурак Я.И., Вильчев

ская Е.Н., Дасюк Я.И., Еремеев В.С., Индейцев Д.А., Князева А.Г., Келлер И.Э.,

Кушнир Р.М., Морозов Н.Ф., Подстригач Я.С., Раврик М.С., Стерлин М.Д.,

Фрейдин А.Б., Швец Р.Н.

Говоря об истории вопроса, следует отметить, что в 1932 году советский

ученый-физик, профессор МГУ, член-корреспондент АН СССР – Сергей Тихо

нович Конобеевский (1890-1970) – обнаружил влияние внутренних напряжений

на процессы диффузии в сплавах [6, 37]. Им также были созданы основы со

временной теории старения и распада как сплавов, так и твердых растворов,

металлических соединений. Первая научная публикация на эту тему была сде

лана спустя 4 года В.С. Горским – в 1936 году. В ней был рассмотрен вопрос

об обмене положениями двух разноименных соседних атомов в изгибаемой пла

стинке из медно-золотого сплава, а также впервые экспериментально была дока

зана непосредственная связь между диффузией и внутренними напряжениями

в твердых телах и сплошных средах [8]. Были и другие публикации на эту те

му, в которых были получены основные экспериментальные зависимости между

деформациями и тепломассопереносом в твердых телах [7,46,94,98].

Первая попытка теоретически осмыслить взаимосвязь между напряженно

деформированным состоянием и дислокационной структурой, возникающей в

процессе диффузии, была предпринята значительно позже [99]. В настоящее

время сформирована достаточно строгая математическая теория термомехано

диффузии, основанная на феноменологических подходах и моделях термодина

мики и механики сплошной среды [4,11,42,43,50,72,95].

Надо сказать, что теоретические основы, заложенные в работах конца 20-го

века [4,11,50,54,55,95], позволили в дальнейшем перейти к построению замкну

тых математических моделей и формулировке начально-краевых задач механо

диффузии, причем исследовались, в основном, линейные модели (в силу того,

что они наиболее просты).
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В известных на сегодняшний день работах рассматриваются вопросы, свя

занные с построением моделей механодиффузии [10, 11, 35, 42, 50, 54, 55, 80, 93],

термоупругой диффузии [4,7,43,47,57–62,64–71,73,75,79,81,82,89,90,92,95,96,

102–107, 112, 115–119], несвязанной электромагнитоупругой диффузии и термо

диффузии [17,21,25,60,63,72,78,87,88,97,113,123]. Следует отдельно выделить

работы [36,49,84], посвященные моделированию механохимических процессов в

упругих средах, а также [74,75,89,90,107], где учитывается вязкость материала

и [89,91], где рассмативались моментные среды.

В настоящее время практически все модели тепломассопереноса учитыва

ют конечную скорость распространения тепловых и диффузионных возмуще

ний, что обусловлено релаксацией диффузионных потоков [57–63, 68–70, 73, 76,

78, 81, 82, 87, 89–92, 97, 102, 104, 116, 117]. Это особенно важно при описании вы

сокочастотных и импульсных процессов. В представленных выше работах ис

пользуются модели: Каттанео, Лорда-Шульмана, Грина-Линсди, Грина-Нагди

и т. д. Отдельно можно выделить статьи [58,79,83,101,105], где для описания ре

лаксационных эффектов используется аппарат дробного дифференцирования.

Несколько сложнее обстоит дело с решением задач нестационарной свя

занной механодиффузии и термомеханодиффузии. Здесь следует отметить ра

боты [63, 68, 73, 78, 88, 91, 95, 97, 106], посвященные методам решения начально

краевых задач термоупругости с учетом диффузии в прямоугольной декарто

вой системе координат, а также публикации [47,48,57–59,61,62,69,79,81,82,85,

86, 89, 93, 96, 100, 107–111, 114, 116–118], в которых рассматриваются методы ре

шения указанных задач в криволинейных (в основном, в цилиндрической или

сферической) системах координат.

Анализ этих публикаций показывает, что в плане решения соответствую

щих начально-краевых задач, наиболее полно изучены модели в прямоугольной

декартовой системе координат. При решении нестационарных задач в различ

ных криволинейных системах координат основной проблемой является нахож
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дение системы собственных функций, являющихся решением соответствующей

задачи Штурма-Лиувилля. Этот вопрос достаточно основательно рассмотрен в

работе [41], посвященной моделям теплопереноса в сплошных средах, в том чис

ле, в телах, имеющих цилиндрическую и сферическую формы. Применительно

к связанным задачам механодиффузии и термомеханодиффузии, данный во

прос на сегодняшний день в известных научных работах не обсуждался.

При решении нестационарных задач для сплошных сред используются, как

правило, интегральные преобразования [57, 58, 61–63, 69, 73, 79, 81, 82, 89, 90, 96,

102,115]: Лапласа, Фурье, Ганкеля и т. д., что продемонстрировано в указанных

работах. При этом обращение преобразования Лапласа осуществляется числен

но с помощью метода Дурбина (и его модификаций) [61–63,81,82,89,90,101,102],

алгоритма Gaver–Stehfast [115, 116], а также с помощью квадратурных фор

мул, основанных на использовании ортогональных многочленов [69], сумм Ри

мана [57, 58, 69, 73, 79, 96] и т. д. Не вдаваясь в обсуждение достоинств и недо

статков данных подходов, отметим только, что такие алгоритмы подходят лишь

для определенного класса функций. При этом надо отметить, что при решении

связанных задач искомые величины в пространстве изображений имеют очень

громоздкий вид. Поэтому верифицировать тот или иной алгоритм обращения

изображений весьма сложно.

Достаточно основательный анализ существующих на сегодняшний день

методов обращения преобразования Лапласа дан в работе [51]. Выводы, полу

ченные авторами, позволяют утверждать, что универсального алгоритма обра

щения интегрального преобразования Лапласа не существует. Таким образом,

вопросы, связанные с разработкой аналитических методов решения нестацио

нарных задач, и, в частности, задач термомеханодиффузии, также являются

актуальными.

Ввиду бурного развития вычислительной техники, ряд ученых пытаются

использовать для решения начально-краевых задач численные методы, напри
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мер, метод конечных разностей [47,49] или конечных элементов [65,70,117]. При

всех достоинствах численных методов, нельзя не упомянуть, что при использо

вании, например, конечно-разностных схем, существенным вопросом является

их анализ на устойчивость, что, в свою очередь, влияет на сходимость реше

ния, полученного с их помощью, к решению исходной задачи. Это достаточно

сложная математическая проблема, связанная с установлением непрерывной

зависимости конечно-разностных схем от входных данных, к которым относят

ся коэффициенты дифференциальных операторов, а также параметры началь

ных и граничных условий. Указанное свойство, как известно, характеризует

корректность конечно-разностных схем и в каждом конкретном случае требует

отдельного исследования. Такие же проблемы могут возникнуть и при исполь

зовании метода конечных элементов.

В заключение отметим, что в известных на сегодняшний день публикаци

ях рассматривались нестационарные задачи только для бинарных систем. Та

ким образом, постановки задач для многокомпонентных сред являются новыми.

Предлагаемые алгоритмы, позволяющие получать решение начально-краевых

задач механодиффузии для цилиндрических тел в явном виде, также обладают

научной новизной и являются отличительной особенностью настоящей работы.

1.2. Модель механодиффузии в произвольной

криволинейной системе координат

Для построения модели, описывающей одномерные механодиффузионные

процессы в телах цилиндрической формы, воспользуемся общей моделью меха

нодиффузии для произвольных анизотропных тел [31,43,113]:
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𝜌
𝜕2𝑢𝑖

𝜕𝑡2
= ∇𝑗
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(1.1)

где: 𝑖, 𝑗, 𝑘, 𝑙 = 1, 3; 𝑡 – время; 𝑢𝑖 – компоненты вектора механических переме

щений; 𝑥𝑗 – криволинейные координаты; ∇𝑗 – ковариантная производная по

криволинейной координате 𝑥𝑗; 𝜂(𝑞) = 𝑛(𝑞) − 𝑛
(𝑞)
0 – приращение концентрации

многокомпонентного вещества; 𝑛
(𝑞)
0 и 𝑛(𝑞) – начальная и текущая концентра

ции 𝑞–го вещества в составе 𝑁 + 1–компонентной среды; 𝑚(𝑞) – молярная масса

𝑞–го вещества в составе 𝑁 + 1–компонентной среды; C = 𝐶 𝑖𝑗𝑘𝑙e𝑖e𝑗e𝑘e𝑙 – тензор

упругих постоянных; 𝜌 – плотность сплошной среды; 𝛼(𝑞) = 𝛼(𝑞)𝑖𝑗e𝑖e𝑗 – упру

годиффузионный тензор, характеризующий деформации, возникающие вслед

ствие диффузии; 𝐷(𝑞𝑟)𝑖𝑗 = 𝑔(𝑞𝑟)𝐷(𝑞)𝑖𝑗, 𝐷(𝑞)𝑖𝑗 – коэффициенты диффузии; 𝑔(𝑞𝑟) –

термодинамические множители Даркена; 𝑅 – универсальная газовая постоян

ная; 𝑇0 – температура сплошной среды; F = 𝐹 𝑖e𝑖 – удельная плотность объ

ёмных сил; 𝐹 (𝑞) – объемная плотность источников массопереноса; 𝜏 (𝑞) – время

релаксации диффузионных потоков.

Термодинамические множители Даркена определяются так [11,31,43]:

𝑔(𝑞𝑟) = 𝛿𝑞𝑟 +
𝑛(𝑞)𝑑 ln 𝛾(𝑞)

𝑛(𝑟)𝑑 ln𝑛(𝑟)
. (1.2)

Здесь 𝛿𝑞𝑟 – символ Кронекера, 𝛾(𝑞) – коэффициент активности.

Если среда является идеальным твердым раствором, то [11,31,43]

𝛾(𝑞) = 1, 𝑔(𝑞𝑟) = 𝛿𝑞𝑟. (1.3)

В системе (1.1) первое равенство представляет собой уравнение движения

сплошной среды с учетом массопереноса. Следующие равенства – это уравнения
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массопереноса с учетом деформации среды. Наконец, последнее равенство –

закон сохранения массы в локальной форме.

1.3. Постановка одномерных задач

Объектом рассмотрения в данной работе является тело цилиндрической

формы (сплошной или полый цилиндр), находящееся под действием поверх

ностных и объемных механодиффузионных возмущений. Цилиндр выполнен

из однородного многокомпонентного материала (твердый раствор) и под дей

ствием приложенной механической нагрузки в нем возникает восходящий диф

фузионный поток (эффект Горского [8]), т.е. перераспределение концентрации

компонентов твердого раствора под действием упругой деформации. При этом

массоперенос, вследствие вызываемых им объемных изменений, также влияет

на напряженно-деформированное состояние цилиндра.

Для описания указанных физических процессов необходимо перейти к од

номерной модели упругой диффузии в цилиндрической системе координат. Бу

дем полагать, что искомые поля перемещений и приращения концентраций за

висят только от радиальной координаты и времени (нестационарная задача)

u = {𝑢𝑟 (𝑟, 𝑡) , 0, 0}, 𝜂 = 𝜂 (𝑟, 𝑡). Здесь 𝑢𝑟 (𝑟, 𝑡) – физическая компонента вектора

механических перемещений, которая определяется так:

𝑢𝑟 =
𝑢1
𝐻1

= 𝑢1𝐻1 = 𝑢1 = 𝑢1,

где 𝐻𝛼 – параметры Ламе, которые находятся по формулам (𝑔𝑖𝑗 – компоненты

метрического тензора) [5]

𝐻𝛼 =
√
𝑔𝛼𝛼, 𝐻1 = 1, 𝐻2 = 𝑟, 𝐻3 = 1.

Вычисляя ковариантные производные в (1.1), получаем следующие пред
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ставления для уравнений движения сплошной среды:

𝜌
𝜕2𝑢𝑟
𝜕𝑡2

= 𝐶11
𝜕2𝑢𝑟
𝜕𝑟2

+
𝐶11

𝑟

𝜕𝑢𝑟
𝜕𝑟

− 𝐶22

𝑟2
𝑢𝑟 −

𝑁∑︁
𝑗=1

𝛼
(𝑗)
1

𝜕𝜂(𝑗)

𝜕𝑟
+ 𝜌𝐹𝑟,

0 =
𝐶61

𝑟

𝜕2𝑢𝑟
𝜕𝑟2

+
(𝐶62 + 2𝐶16)

𝑟2
𝜕𝑢𝑟
𝜕𝑟

+
𝐶62

𝑟3
𝑢𝑟−

−
𝑁∑︁
𝑗=1

(︃
𝛼
(𝑗)
6

𝑟

𝜕𝜂(𝑗)

𝜕𝑟
+

2𝛼
(𝑗)
6

𝑟2
𝜂(𝑗)

)︃
+ 𝜌

𝐹𝜙

𝑟
,

0 = 𝐶51
𝜕2𝑢𝑟
𝜕𝑟2

+
𝐶52

𝑟

𝜕𝑢𝑟
𝜕𝑟

− 𝐶52

𝑟2
𝑢𝑟 −

𝑁∑︁
𝑗=1

(︃
𝛼
(𝑗)
5

𝜕𝜂(𝑗)

𝜕𝑟
+

𝛼
(𝑗)
5

𝑟
𝜂(𝑗)

)︃
+ 𝜌𝐹𝑧,

(1.4)

Здесь 𝐹𝑟, 𝐹𝜙 и 𝐹𝑧 – физические компоненты вектора массовых сил, 𝛼(𝑞)
𝑗 и

𝐶𝑖𝑗 – физические компоненты тензоров 𝛼(𝑞) и C соответственно, записанные в

нотации Фойгта [5].

Так как для нахождения 𝑢𝑟 (𝑟, 𝑡) вполне достаточно одного уравнения, то

второе и третье равенства в (1.4) должны выполняться тождественно. Для этого

необходимо потребовать:

𝐶16 = 𝐶26 = 0, 𝐶15 = 𝐶25 = 0, 𝛼
(𝑞)
5 = 𝛼

(𝑞)
6 = 0, 𝐹 2 = 𝐹 3 = 0. (1.5)

Кроме того, в случае цилиндрической симметрии имеют место равенства

[5, 45]:

𝐶22 = 𝐶11, 𝛼
(𝑞)
1 = 𝛼

(𝑞)
2 . (1.6)

Из равенств (1.5) и (1.6) следует, что для компонент тензора диффузии

справедливы соотношения

𝐷
(𝑞)
1 = 𝐷

(𝑞)
2 , 𝐷

(𝑞)
5 = 𝐷

(𝑞)
6 = 0, (1.7)

где 𝐷
(𝑞)
𝑗 – физические компоненты тензора диффузии D(𝑞) = 𝐷(𝑞)𝑖𝑗e𝑖e𝑗, запи

санные в нотации Фойгта.

Теперь, с учетом (1.5)–(1.7), находим оставшиеся ковариантные производ

ные ∇𝑖

[︀
𝐷𝑖𝑗∇𝑗

(︀
𝛼𝑘𝑙∇𝑘𝑢𝑙

)︀]︀
и ∇𝑖𝐷

(𝑞𝑟)𝑖𝑗∇𝑗𝜂
(𝑞) в (1.1). В результате получаем урав
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нения, описывающие одномерные упруго-диффузионные процессы в цилиндри

ческой системе координат [12–15,121]:

𝐶11

(︂
𝜕2𝑢𝑟
𝜕𝑟2

+
1

𝑟

𝜕𝑢𝑟
𝜕𝑟

− 𝑢𝑟
𝑟2

)︂
−

𝑁∑︁
𝑗=1

𝛼
(𝑗)
1

𝜕𝜂(𝑗)

𝜕𝑟
+ 𝜌𝐹𝑟 = 𝜌

𝜕2𝑢

𝜕𝑡2
,

−Λ
(𝑞)
11

(︂
𝜕3𝑢𝑟
𝜕𝑟3

+
2

𝑟

𝜕2𝑢𝑟
𝜕𝑟2

− 1

𝑟2
𝜕𝑢𝑟
𝜕𝑟

+
𝑢𝑟
𝑟3

)︂
+

𝑁∑︁
𝑟=1

(︂
𝐷

(𝑞𝑟)
1

𝜕2𝜂(𝑟)

𝜕𝑟2
+

+𝐷
(𝑞𝑟)
1

1

𝑟

𝜕𝜂(𝑟)

𝜕𝑟

)︂
+ 𝜌𝐹 (𝑞) =

𝜕𝜂(𝑞)

𝜕𝑡
+ 𝜏 (𝑞)

𝜕2𝜂(𝑞)

𝜕𝑡2
.

(1.8)

Здесь 𝐷
(𝑞𝑟)
𝑗 = 𝑔(𝑞𝑟)𝐷

(𝑟)
𝑗 , 𝐹 (𝑞) – объемная плотность источников массопере

носа, а коэффициенты Λ
(𝑞)
𝛼𝛽 определяются по формулам

Λ
(𝑞)
𝛼𝛽 =

𝑚(𝑞)𝑛
(𝑞)
0 𝐷

(𝑞)
𝛼 𝛼

(𝑞)
𝛽

𝜌𝑅𝑇0
.

Перейдем к безразмерным величинам (при одинаковом начертании они

обозначаются символом «*», который далее опускается) по следующим форму

лам:
𝑟* =

𝑟

𝐿
, 𝑢 =

𝑢𝑟
𝐿
, 𝜏 =

𝐶𝑡

𝐿
, 𝐶2 =

𝐶11

𝜌
, 𝑐𝑖𝑗 =

𝐶𝑖𝑗

𝐶11
, 𝜂𝑞 = 𝜂(𝑞)

𝛼𝑞 =
𝛼
(𝑞)
1

𝐶11
, 𝐷𝑞𝑟 =

𝐷
(𝑞𝑟)
1

𝐶𝐿
, Λ𝑞 =

Λ
(𝑞)
11

𝐶𝐿
, 𝐹1 =

𝐹𝑟𝐿

𝐶11
, 𝐹𝑞+1 =

𝐹 (𝑞)𝐿

𝐶
,

(1.9)

где 𝐶 – скорость волны растяжения-сжатия в упругой среде, 𝐿 – линейный мас

штаб, который в задачах для сплошного цилиндра выбирается равным радиусу

цилиндра, а в задачах для полого цилиндра – равным внешнему радиусу.

В результате получаем (штрих обозначает производную по переменной 𝑟,

точка – производную по безразмерному времени 𝜏 ):

�̈� = 𝑢′′ +
𝑢′

𝑟
− 𝑢

𝑟2
−

𝑁∑︁
𝑗=1

𝛼𝑗𝜂
′
𝑗 + 𝐹1,

�̇�𝑞 + 𝜏𝑞𝜂𝑞 = −Λ𝑞

(︂
𝑢′′′ +

2𝑢′′

𝑟
− 𝑢′

𝑟2
+

𝑢

𝑟3

)︂
+

𝑁∑︁
𝑗=1

𝐷𝑞𝑗

(︂
𝜂′′𝑗 +

𝜂′𝑗
𝑟

)︂
+ 𝐹𝑞+1.

(1.10)
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1.4. Краевые условия

Для получения замкнутой постановки задачи, на поверхности цилиндри

ческого тела (𝑟1 ≤ 𝑟 ≤ 𝑟2) задаются краевые условия следующего вида:

– кинематические условия

𝑢𝑟|𝑟=𝑟2
= 𝑓 (11) (𝑡), 𝜂(𝑞)

⃒⃒⃒
𝑟=𝑟2

= 𝑓 (𝑞+1,1) (𝑡),

𝑢𝑟|𝑟=𝑟1
= 𝑓 (12) (𝑡), 𝜂(𝑞)

⃒⃒⃒
𝑟=𝑟1

= 𝑓 (𝑞+1,2) (𝑡);
(1.11)

– динамические условия

𝜎𝑟|𝑟=𝑟2
= 𝑓 (11) (𝑡),

(︃
𝐽 (𝑞)
𝑟 + 𝜏 (𝑞)

𝜕𝐽
(𝑞)
𝑟

𝜕𝑡

)︃⃒⃒⃒⃒
⃒
𝑟=𝑟2

= 𝑓 (𝑞+1,1) (𝑡),

𝜎𝑟|𝑟=𝑟1
= 𝑓 (12) (𝑡),

(︃
𝐽 (𝑞)
𝑟 + 𝜏 (𝑞)

𝜕𝐽
(𝑞)
𝑟

𝜕𝑡

)︃⃒⃒⃒⃒
⃒
𝑟=𝑟1

= 𝑓 (𝑞+1,2) (𝑡);

(1.12)

Возможны также смешанные условия, представляющие собой всевозмож

ные комбинации кинематических и динамических условий (1.11) и (1.12).

Исходя из того, что среда в начальный момент времени находится в невоз

мущенном состоянии, начальные условия полагаются нулевыми

𝑢𝑟|𝑡=0 = 0, �̇�𝑟|𝑡=0 = 0, 𝜂𝑟|𝑡=0 = 0, �̇�𝑟|𝑡=0 = 0, (1.13)

В цилиндрической системе координат физические компоненты тензора ме

ханических напряжений и вектора диффузионного потока имеют вид

𝜎𝑟 = 𝐶11𝜀𝑟 + 𝐶12𝜀𝜙 −
𝑁∑︁
𝑗=1

𝛼
(𝑗)
1 𝜂(𝑗) = 𝐶11

𝜕𝑢𝑟
𝜕𝑟

+ 𝐶12
𝑢𝑟
𝑟

−
𝑁∑︁
𝑗=1

𝛼
(𝑗)
1 𝜂(𝑗),

𝜎𝜙 = 𝐶12𝜀𝑟 + 𝐶11𝜀𝜙 −
𝑁∑︁
𝑗=1

𝛼
(𝑗)
1 𝜂(𝑗) = 𝐶12

𝜕𝑢𝑟
𝜕𝑟

+ 𝐶11
𝑢𝑟
𝑟

−
𝑁∑︁
𝑗=1

𝛼
(𝑗)
1 𝜂(𝑗),

𝜎𝑧 = 𝐶13𝜀𝑟 + 𝐶13𝜀𝜙 −
𝑁∑︁
𝑗=1

𝛼
(𝑗)
1 𝜂(𝑗) = 𝐶13

𝜕𝑢𝑟
𝜕𝑟

+ 𝐶13
𝑢𝑟
𝑟

−
𝑁∑︁
𝑗=1

𝛼
(𝑗)
3 𝜂(𝑗),

(1.14)
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𝐽 (𝑞)
𝑟 + 𝜏 (𝑞)

𝜕𝐽
(𝑞)
𝑟

𝜕𝑡
=

=
1

𝐻1

[︃
𝐷(𝑞)11𝑚(𝑞)𝑛

(𝑞)
0

𝑅𝑇0
∇1

(︁
𝛼(𝑞)𝑘𝑙∇𝑙𝑢𝑘

)︁
−

𝑁∑︁
𝑟=1

𝐷(𝑞𝑟)11∇1𝜂
(𝑟)

]︃
=

= Λ
(𝑞)
11

(︂
𝜕2𝑢𝑟
𝜕𝑟2

+
1

𝑟

𝜕𝑢𝑟
𝜕𝑟

− 𝑢𝑟
𝑟2

)︂
−

𝑁∑︁
𝑟=1

𝐷
(𝑞𝑟)
1

𝜕𝜂(𝑟)

𝜕𝑟
.

(1.15)

Наиболее типичными являются следующие виды граничных условий на

каждой из поверхностей полого цилиндрического тела: либо

𝑢𝑟|𝑟=𝑟2
= 𝑓 (11) (𝑡), 𝑢𝑟|𝑟=𝑟1

= 𝑓 (12) (𝑡),[︃
Λ
(𝑞)
11

(︂
𝜕2𝑢𝑟
𝜕𝑟2

+
1

𝑟

𝜕𝑢𝑟
𝜕𝑟

− 𝑢𝑟
𝑟2

)︂
−

𝑁∑︁
𝑗=1

𝐷
(𝑞𝑗)
1

𝜕𝜂(𝑗)

𝜕𝑟

]︃⃒⃒⃒⃒
⃒
𝑟=𝑟2

= 𝑓 (𝑞+1,1) (𝑡),

[︃
Λ
(𝑞)
11

(︂
𝜕2𝑢𝑟
𝜕𝑟2

+
1

𝑟

𝜕𝑢𝑟
𝜕𝑟

− 𝑢𝑟
𝑟2

)︂
−

𝑁∑︁
𝑗=1

𝐷
(𝑞𝑗)
1

𝜕𝜂(𝑗)

𝜕𝑟

]︃⃒⃒⃒⃒
⃒
𝑟=𝑟1

= 𝑓 (𝑞+1,2) (𝑡),

(1.16)

либо(︃
𝐶11

𝜕𝑢𝑟
𝜕𝑟

+ 𝐶12
𝑢𝑟
𝑟

−
𝑁∑︁
𝑗=1

𝛼
(𝑗)
1 𝜂(𝑗)

)︃⃒⃒⃒⃒
⃒
𝑟=𝑟2

= 𝑓 (11) (𝑡), 𝜂(𝑞)
⃒⃒⃒
𝑟=𝑟2

= 𝑓 (𝑞+1,1) (𝑡),

(︃
𝐶11

𝜕𝑢𝑟
𝜕𝑟

+ 𝐶12
𝑢𝑟
𝑟

−
𝑁∑︁
𝑗=1

𝛼
(𝑗)
1 𝜂(𝑗)

)︃⃒⃒⃒⃒
⃒
𝑟=𝑟1

= 𝑓 (12) (𝑡), 𝜂(𝑞)
⃒⃒⃒
𝑟=𝑟1

= 𝑓 (𝑞+1,2) (𝑡).

(1.17)

Переходя к безразмерным величинам по формулам (1.9) получаем (штрих

обозначает производную по безразмереной радиальной координате):

– для граничных условий (1.16)

𝑢|𝑟=1 = 𝑓11 (𝜏),

[︃
Λ𝑞

(︂
𝑢′′ +

𝑢′

𝑟
− 𝑢

𝑟2

)︂
−

𝑁∑︁
𝑗=1

𝐷𝑞𝑗𝜂
′
𝑗

]︃⃒⃒⃒⃒
⃒
𝑟=1

= 𝑓𝑞+1,1 (𝜏),

𝑢|𝑟=𝑅1
= 𝑓12 (𝜏),

[︃
Λ𝑞

(︂
𝑢′′ +

𝑢′

𝑟
− 𝑢

𝑟2

)︂
−

𝑁∑︁
𝑗=1

𝐷𝑞𝑗𝜂
′
𝑗

]︃⃒⃒⃒⃒
⃒
𝑟=𝑅1

= 𝑓𝑞+1,2 (𝜏),

𝑓1𝑙 (𝜏) =
𝑓 (1𝑙) (𝜏𝐿/𝐶)

𝐿
, 𝑓𝑞+1,𝑙 (𝜏) =

𝑓 (𝑞+1,𝑙) (𝜏𝐿/𝐶)

𝐶
, 𝑅1 =

𝑟1

𝑟2
;

(1.18)
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– для граничных условий (1.17)(︃
𝑢′ + 𝑐12

𝑢

𝑟
−

𝑁∑︁
𝑗=1

𝛼𝑗𝜂𝑗

)︃⃒⃒⃒⃒
⃒
𝑟=1

= 𝑓11 (𝜏), 𝜂𝑞|𝑟=1 = 𝑓𝑞+1,1 (𝜏),(︃
𝑢′ + 𝑐12

𝑢

𝑟
−

𝑁∑︁
𝑗=1

𝛼𝑗𝜂𝑗

)︃⃒⃒⃒⃒
⃒
𝑟=𝑅1

= 𝑓12 (𝜏), 𝜂𝑞|𝑟=𝑅1
= 𝑓𝑞+1,2 (𝜏),

𝑓1𝑙 (𝜏) =
𝑓 (1𝑙) (𝜏𝐿/𝐶)

𝐶11
, 𝑓𝑞+1,𝑙 (𝜏) = 𝑓 (𝑞+1,𝑙) (𝜏𝐿/𝐶).

(1.19)

В случае изотропной среды: 𝑐11 = 𝑐22 = 𝜆+ 2𝜇 = 1, 𝑐12 = 𝜆, где 𝜆 и 𝜇 –

безразмерные упругие постоянные Ламе.

Для сплошного цилиндра краевые условия на границе 𝑟 = 𝑅1 заменяются

условием ограниченности искомых полей в точке 𝑟 = 0. Для внешних поверх

ностных возмущений принимаем следующие обозначения 𝑓𝑘 (𝜏) = 𝑓𝑘1 (𝜏).

В соответствии с физической постановкой задачи, изложенной в п. 1.2,

в дальнейшем будем рассматривать начально-краевую задачу для уравнений

(1.10) с нулевыми начальными условиями и краевыми условиями (1.19).

1.5. Метод решения

Следует отметить, что метод разделения переменных, часто используемый

при решении начально-краевых задач, накладывает определенные ограничения

на вид дифференциальных операторов, входящих в дифференциальное уравне

ние, на геометрию рассматриваемой области и на вид граничных условий. Этот

вопрос, на примере задач дифракции цилиндрических и сферических волн, до

статочно подробно обсуждался в работах [38,39]. Было доказано, что невозмож

но осуществить процедуру разделения пространственных переменных в много

мерных задачах в цилиндрической системе координат в случае, когда на грани

це задаются нормальные напряжения.

В связанных задачах термоупругости и механодиффузии этот эффект про
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является уже в одномерных задачах. Граничные условия (1.19) не позволяют

разделить пространственную и временную переменные, что, в свою очередь, не

позволяет использовать ряды Фурье для построения решения краевой задачи.

Поэтому для решения поставленных задач будет использоваться метод эк

вивалентных граничных условий [12, 15, 30–33, 77, 120, 122], суть которого за

ключается в том, что вместо поставленной задачи рассматривается некоторая

вспомогательная задача, описываемая теми же уравнениями, имеющая ту же

область решения, но отличающаяся от исходной задачи граничными условиями.

Последние выбираются таким образом, чтобы была возможность получить ана

литическое решение вспомогательной задачи, например, методом разделения

переменных Фурье. Далее строятся соотношения, связывающие правые части

граничных условий обеих задач. В результате появляется возможность выра

зить решение исходной задачи через решение вспомогательной задачи. Для опи

сания метода рассмотрим начально-краевую задачу (1.10), (1.19), записанную

в операторной форме

L (y) = F; (1.20)

M (y)|Π = f (x, 𝜏) (x ∈ Π); (1.21)

N (y)|𝜏=0 = 0. (1.22)

Здесь L – матричный дифференциальный оператор уравнений (1.10), M

– матричный дифференциальный оператор краевых условий (1.19), N – мат

ричный дифференциальный оператор начальных условий, y = (u, 𝜂1, . . . 𝜂𝑁)
𝑇 –

столбец неизвестных, F и f – правые части уравнений (1.10) и краевых условий

(1.19).

Наряду с задачей (1.20)–(1.22) рассмотрим задачу, определяемую уравне

нием (1.20), начальными условиями (1.22) и следующими краевыми условиями:

M* (y)|Π = f* (x, 𝜏) (x ∈ Π). (1.23)
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Предположим, что решение задачи (1.20), (1.22), (1.23) известно и его мож

но представить в виде

y =

𝜏∫︁
0

∫︁
Π

G̃ (x, z, 𝜏, 𝑡) f* (z, 𝑡) 𝑑𝑆𝑑𝑡+

𝜏∫︁
0

∫︁
𝐺

G (x, z, 𝜏, 𝑡)F (z, 𝑡) 𝑑z𝑑𝑡, (1.24)

где G̃ и G – матрицы поверхностных и объемных функции Грина соответствен

но.

Тогда решение задачи (1.20)–(1.22) можно выразить через решение задачи

(1.20), (1.22), (1.23). Для этого потребуем, чтобы решение (1.24) удовлетворя

ло граничному условию (1.21). Получим интегральное уравнение относительно

функции f*:
𝜏∫︁

0

∫︁
Π

M
[︁
G̃ (x, z, 𝜏, 𝑡)

]︁
f* (z, 𝑡) 𝑑𝑆𝑑𝑡 =

= f (x, 𝜏)−
𝜏∫︁

0

∫︁
𝐺

M [G (x, z, 𝜏, 𝑡)]F (z, 𝑡) 𝑑z𝑑𝑡.

(1.25)

Найдя из этого уравнения функцию f* и подставив в формулу (1.24), по

лучаем решение задачи (1.20)–(1.22).

В соответствии с изложенным алгоритмом, в качестве вспомогательной за

дачи для цилиндра, находящегося под действием равномерно приложенного по

всей его поверхности давления, будем использовать задачу с краевыми услови

ями следующего вида (обоснование дается в главе 2):(︃
𝑢′ +

𝑢

𝑟
−

𝑁∑︁
𝑗=1

𝛼𝑗𝜂𝑗

)︃⃒⃒⃒⃒
⃒
𝑟=1

= 𝑓 *
11 (𝜏) , 𝜂𝑞|𝑟=1 = 𝑓𝑞+1,1 (𝜏),(︃

𝑢′ +
𝑢

𝑟
−

𝑁∑︁
𝑗=1

𝛼𝑗𝜂𝑗

)︃⃒⃒⃒⃒
⃒
𝑟=𝑅1

= 𝑓 *
12 (𝜏) , 𝜂𝑞|𝑟=𝑅1

= 𝑓𝑞+1,2 (𝜏),

(1.26)

где функции 𝑓 *
1𝑙 (𝜏) подлежат определению.

Таким образом, алгоритм решения задачи (1.10), (1.19) с нулевыми началь

ными условиями разбивается на ряд этапов:
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– вначале находятся функции Грина вспомогательной задачи (1.10), (1.26).

Для их нахождения используются интегральное преобразование Лапласа по

времени и разложение в ряды Фурье по собственным функциям упругодиффу

зионного оператора. Этому вопросу посвящена глава 2;

– затем строится интегральное уравнение вида (1.25), которое связывает

между собой правые части граничных условий (1.19) и (1.26). Из этого уравне

ния определяются функции 𝑓 *
1𝑙 (𝜏);

– решение исходной задачи (1.10), (1.19) определяется как свертка функ

ций Грина вспомогательной задачи (1.10), (1.26) с найденными функциями

𝑓 *
1𝑙 (𝜏).
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Глава 2

Построение собственных функций

упругодиффузионного оператора в

цилиндрической системе координат

В данной главе даётся постановка и приводится решение задачи Штурма

Лиувилля, позволяющей получить собственные функции упругодиффузионно

го оператора, используемые в дальнейшем для построения решения задач, сфор

мулированных в главе 1.

2.1. Постановка и решение задачи Штурма-Лиувилля

Будем искать решение уравнения (1.10), при отсутствии массовых сил, в

виде

𝑢 (𝑟, 𝜏) = 𝑉 (𝑟)𝑊 (𝜏), 𝜂𝑞 (𝑟, 𝜏) = Φ𝑞 (𝑟)Ψ (𝜏). (2.1)

Полагаем для простоты, что релаксационные эффекты отсутствуют (𝜏𝑞 = 0)

и среда является идеальным твердым раствором (𝐷𝑞𝑟 = 𝛿𝑘𝑟𝐷𝑞). Тогда, подстав

ляя (2.1) в (1.10), получаем [12]

𝑉 (𝑟) �̈� (𝜏) = 𝑉 ′′ (𝑟)𝑊 (𝜏) +
𝑉 ′ (𝑟)𝑊 (𝜏)

𝑟
−

−𝑉 (𝑟)𝑊 (𝜏)

𝑟2
−

𝑁∑︁
𝑗=1

𝛼𝑗Φ
′
𝑗 (𝑟)Ψ (𝜏),

Φ𝑞 (𝑟)Ψ
′ (𝜏) = 𝐷𝑞

(︂
Φ′′

𝑞 (𝑟)Ψ (𝜏) +
Φ′

𝑞 (𝑟)Ψ (𝜏)

𝑟

)︂
−

−Λ𝑞

(︂
𝑉 ′′′ (𝑟)𝑊 (𝜏) +

2𝑉 ′′ (𝑟)𝑊 (𝜏)

𝑟
− 𝑉 ′ (𝑟)𝑊 (𝜏)

𝑟2
+

𝑉 (𝑟)𝑊 (𝜏)

𝑟3

)︂
.

Теперь первое уравнение поделим на 𝑉 (𝑟)𝑊 (𝜏), а остальные уравнения
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– на Φ𝑞 (𝑟)Ψ (𝜏):

�̈� (𝜏)

𝑊 (𝜏)
=

𝑉 ′′ (𝑟)

𝑉 (𝑟)
+

𝑉 ′ (𝑟)

𝑟𝑉 (𝑟)
− 1

𝑟2
−

𝑁∑︁
𝑗=1

𝛼𝑗

Φ′
𝑗 (𝑟)Ψ (𝜏)

𝑉 (𝑟)𝑊 (𝜏)
,

Ψ′ (𝜏)

Ψ (𝜏)
= 𝐷𝑞

(︂
Φ′′

𝑞 (𝑟)

Φ𝑞 (𝑟)
+

Φ′
𝑞 (𝑟)

𝑟Φ𝑞 (𝑟)

)︂
−

−Λ𝑞

(︂
𝑉 ′′′ (𝑟)𝑊 (𝜏)

Φ𝑞 (𝑟)Ψ (𝜏)
+

2𝑉 ′′ (𝑟)𝑊 (𝜏)

𝑟Φ𝑞 (𝑟)Ψ (𝜏)
− 𝑉 ′ (𝑟)𝑊 (𝜏)

𝑟2Φ𝑞 (𝑟)Ψ (𝜏)
+

𝑉 (𝑟)𝑊 (𝜏)

𝑟3Φ𝑞 (𝑟)Ψ (𝜏)

)︂
.

В этих уравнениях левая часть не зависит от 𝑟, а в правых частях есть

слагаемые, не зависящие от 𝜏 , поэтому будем искать решение на множестве

таких функций, в которых обе части уравнений не зависят ни от 𝑟, ни от 𝜏 . В

этом случае

�̈� (𝜏)

𝑊 (𝜏)
=

𝑉 ′′ (𝑟)

𝑉 (𝑟)
+

𝑉 ′ (𝑟)

𝑟𝑉 (𝑟)
− 1

𝑟2
− 𝑝

𝑁∑︁
𝑗=1

𝛼𝑗

Φ′
𝑗 (𝑟)

𝑉 (𝑟)
= −𝛾2,

Ψ̇ (𝜏)

Ψ (𝜏)
= 𝐷𝑞

(︂
Φ′′

𝑞 (𝑟)

Φ𝑞 (𝑟)
+

Φ′
𝑞 (𝑟)

𝑟Φ𝑞 (𝑟)

)︂
−

−Λ𝑞

𝑝

(︂
𝑉 ′′′ (𝑟)

Φ𝑞 (𝑟)
+

2𝑉 ′′ (𝑟)

𝑟Φ𝑞 (𝑟)
− 𝑉 ′ (𝑟)

𝑟2Φ𝑞 (𝑟)
+

𝑉 (𝑟)

𝑟3Φ𝑞 (𝑟)

)︂
= −𝛾2𝜔,

(2.2)

Ψ(𝜏)

𝑊 (𝜏)
= 𝑝, (2.3)

где 𝛾, 𝜔 и 𝑝 – некоторые константы.

В результате приходим к следующей задаче Штурма-Лиувилля [12]:

𝑉 ′′ (𝑟) +
𝑉 ′ (𝑟)

𝑟
− 𝑉 (𝑟)

𝑟2
− 𝑝

𝑁∑︁
𝑗=1

𝛼𝑗Φ
′
𝑗 (𝑟) = −𝛾2𝑉 (𝑟),

𝐷𝑞

(︂
Φ′′

𝑞 (𝑟) +
Φ′

𝑞 (𝑟)

𝑟

)︂
− Λ𝑞

𝑝

(︂
𝑉 ′′′ (𝑟) +

2𝑉 ′′ (𝑟)

𝑟
− 𝑉 ′ (𝑟)

𝑟2
+

𝑉 (𝑟)

𝑟3

)︂
=

= −𝛾2𝜔Φ𝑞 (𝑟).

(2.4)

Эта система дополняется нулевыми граничными условиями.

Для упрощения выкладок ограничимся случаем, когда 𝑁 = 1. Индекс 𝑞,

обозначающий номер компоненты вещества, для краткости записи опустим. Та
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ким образом, вместо уравнений (2.4) будем рассматривать уравнения вида

𝑉 ′′ (𝑟) +
𝑉 ′ (𝑟)

𝑟
− 𝑉 (𝑟)

𝑟2
− 𝑝𝛼Φ′ (𝑟) = −𝛾2𝑉 (𝑟),

𝐷

(︂
Φ′′ (𝑟) +

Φ′ (𝑟)

𝑟

)︂
− Λ

𝑝

(︂
𝑉 ′′′ (𝑟) +

2𝑉 ′′ (𝑟)

𝑟
− 𝑉 ′ (𝑟)

𝑟2
+

𝑉 (𝑟)

𝑟3

)︂
=

= −𝛾2𝜔Φ (𝑟).

(2.5)

Решение будем искать в следующей форме [40,44]:

𝑉 (𝑟) = 𝑉 *𝐽1 (𝜈𝑟) + 𝑉 **𝑌1 (𝜈𝑟), Φ (𝑟) = Φ*𝐽0 (𝜈𝑟) + Φ**𝑌0 (𝜈𝑟), (2.6)

где 𝐽𝛼 (𝑧) – функция Бесселя 1-го рода порядка 𝛼, 𝑌𝛼 (𝑧) – функция Бесселя

2-го рода (функция Неймана) порядка 𝛼 [1, 56].

Подставляя (2.6) в (2.5), с учетом равенств

𝑑𝐽0 (𝜈𝑟)

𝑑𝑟
= 𝜈𝐽 ′

0 (𝜈𝑟) = −𝜈𝐽1 (𝜈𝑟),

𝑑𝑌0 (𝜈𝑟)

𝑑𝑟
= 𝜈𝑌 ′

0 (𝜈𝑟) = −𝜈𝑌1 (𝜈𝑟),

𝑑𝐽1 (𝜈𝑟)

𝑑𝑟
= 𝜈𝐽 ′

1 (𝜈𝑟) = 𝜈𝐽0 (𝜈𝑟)−
𝐽1 (𝜈𝑟)

𝑟
,

𝑑𝑌1 (𝜈𝑟)

𝑑𝑟
= 𝜈𝑌 ′

1 (𝜈𝑟) = 𝜈𝑌0 (𝜈𝑟)−
𝑌1 (𝜈𝑟)

𝑟
,

1

𝑟

𝑑

𝑑𝑟

[︂
𝑟
𝑑𝐽1 (𝜈𝑟)

𝑑𝑟

]︂
= −

(︂
𝜈2 − 1

𝑟2

)︂
𝐽1 (𝜈𝑟),

1

𝑟

𝑑

𝑑𝑟

[︂
𝑟
𝑑𝐽0 (𝜈𝑟)

𝑑𝑟

]︂
= −𝜈2𝐽0 (𝜈𝑟);

(2.7)

𝑉 ′′ (𝑟) +
𝑉 ′ (𝑟)

𝑟
− 𝑉 (𝑟)

𝑟2
= −𝜈2𝑉 (𝑟),

𝑉 ′′′ +
2𝑉 ′′

𝑟
− 𝑉 ′

𝑟2
+

𝑉

𝑟3
=

𝑑

𝑑𝑟

(︂
𝑉 ′′ +

𝑉 ′

𝑟
− 𝑉

𝑟2

)︂
+

1

𝑟

(︂
𝑉 ′′ +

𝑉 ′

𝑟
− 𝑉

𝑟2

)︂
,

(2.8)

получаем: (︀
𝜈2 − 𝛾2

)︀
𝑉 * − 𝑝𝜈𝛼Φ* = 0, −Λ

𝑝
𝑉 * +

(︀
𝐷𝜈2 − 𝛾2𝜔

)︀
Φ* = 0.(︀

𝜈2 − 𝛾2
)︀
𝑉 ** − 𝑝𝜈𝛼Φ** = 0, −Λ

𝑝
𝑉 ** +

(︀
𝐷𝜈2 − 𝛾2𝜔

)︀
Φ** = 0.

(2.9)



30

Эти две однородные системы имеют одинаковые матрицы коэффициентов.

Для существования нетривиального решения необходимо, чтобы их определи

тели равнялись нулю:⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒𝜈2 − 𝛾2 −𝑝𝜈𝛼

−Λ𝜈3

𝑝
𝐷𝜈2 − 𝛾2𝜔

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒ = (︀𝜈2 − 𝛾2

)︀ (︀
𝐷𝜈2 − 𝛾2𝜔

)︀
− 𝜈4𝛼Λ = 0.

Как видно из данного разложения, характеристическое уравнение не зави

сит от параметра 𝑝, поэтому в дальнейшем, без ограничения общности, будем

полагать, что 𝑝 = 1. Корни характеристического уравнения имеют вид

𝜈𝑙 = ±𝛾

⎯⎸⎸⎷𝐷 − 𝜔 ±
√︁

(𝐷 − 𝜔)2 − 4𝜔 (𝐷 − 𝛼Λ)

2𝐷

(︀
𝑙 = 1, 4

)︀
.

(2.10)

Рассмотрим далее уравнения относительно 𝑊 и Ψ в (2.2):

�̈� (𝜏) = −𝛾2𝑊 (𝜏), Ψ̇ (𝜏) = −𝛾2𝜔Ψ(𝜏).

Общее решение этих уравнений имеет вид

𝑊 (𝜏) = 𝐶1𝑒
𝑖𝛾𝜏 + 𝐶2𝑒

−𝑖𝛾𝜏 , Ψ(𝜏) = 𝐶𝑒−𝛾2𝜔𝜏 .

Подставляя эти равенства в (2.3), получаем

𝐶1𝑒
𝑖𝛾𝜏 + 𝐶2𝑒

−𝑖𝛾𝜏 = 𝐶𝑒−𝛾2𝜔𝜏 .

Это равенство возможно, если 𝜔 = ±𝑖/𝛾. При этом одна из констант 𝐶1

или 𝐶2 должна быть равна нулю, т.е.

𝜔 =
𝑖

𝛾
⇒ 𝐶1 = 0, 𝐶 = 𝐶2,

или

𝜔 = − 𝑖

𝛾
⇒ 𝐶2 = 0, 𝐶 = 𝐶1.
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Воспользуемся для определенности первым равенством. Подставляя эти

значения в (2.10), получаем

𝜈1 = 𝛾𝐴1, 𝜈2 = 𝛾𝐴2, 𝜈3 = −𝜈1, 𝜈4 = −𝜈2,

𝐴1 =

⎯⎸⎸⎷𝛾𝐷 − 𝑖+
√︁
(𝛾𝐷 − 𝑖)2 − 4𝑖𝛾 (𝐷 − 𝛼Λ)

2𝛾𝐷
,

𝐴2 =

⎯⎸⎸⎷𝛾𝐷 − 𝑖−
√︁
(𝛾𝐷 − 𝑖)2 − 4𝑖𝛾 (𝐷 − 𝛼Λ)

2𝛾𝐷
.

(2.11)

Таким образом, общее решение системы (2.5) имеет вид

𝑉 (𝑟) =
2∑︁

𝑙=1

[𝑉 *
𝑙 𝐽1 (𝜈𝑙𝑟) + 𝑉 **

𝑙 𝑌1 (𝜈𝑙𝑟)],

Φ (𝑟) =
2∑︁

𝑙=1

[Φ*
𝑙 𝐽0 (𝜈𝑙𝑟) + Φ**

𝑙 𝑌0 (𝜈𝑙𝑟)],

(2.12)

где постоянные 𝑉 *
𝑙 , 𝑉 **

𝑙 , Φ*
𝑙 и Φ**

𝑙 находятся из граничных условий и связаны

между собой соотношениями, вытекающими из уравнений (2.9):

Φ*
𝑙 =

𝜈2𝑙 − 𝛾2

𝜈𝑙𝛼
𝑉 *
𝑙 , Φ**

𝑙 =
𝜈2𝑙 − 𝛾2

𝜈𝑙𝛼
𝑉 **
𝑙 . (2.13)

Учитывая свойства функций Бесселя [56], будем рассматривать следую

щие виды граничных условий [12]:

𝑉 |𝑟=𝑅1
= 0, 𝑉 |𝑟=𝑅2

= 0,[︂
Λ

(︂
𝑉 ′′ +

𝑉 ′

𝑟
− 𝑉

𝑟2

)︂
−𝐷Φ′

]︂⃒⃒⃒⃒
𝑟=𝑅1

= 0,[︂
Λ

(︂
𝑉 ′′ +

𝑉 ′

𝑟
− 𝑉

𝑟2

)︂
−𝐷Φ′

]︂⃒⃒⃒⃒
𝑟=𝑅2

= 0

(2.14)

или (︂
𝑉 ′ +

𝑉

𝑟
− 𝛼Φ

)︂⃒⃒⃒⃒
𝑟=𝑅1

= 0,

(︂
𝑉 ′ +

𝑉

𝑟
− 𝛼Φ

)︂⃒⃒⃒⃒
𝑟=𝑅2

= 0,

Φ|𝑟=𝑅1
= 0, Φ|𝑟=𝑅2

= 0

(2.15)
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или
𝑉 |𝑟=𝑅1

= 0,

(︂
𝑉 ′ +

𝑉

𝑟
− 𝛼Φ

)︂⃒⃒⃒⃒
𝑟=𝑅2

= 0,[︂
Λ

(︂
𝑉 ′′ +

𝑉 ′

𝑟
− 𝑉

𝑟2

)︂
−𝐷Φ′

]︂⃒⃒⃒⃒
𝑟=𝑅1

= 0, Φ|𝑟=𝑅2
= 0

(2.16)

или (︂
𝑉 ′ +

𝑉

𝑟
− 𝛼Φ

)︂⃒⃒⃒⃒
𝑟=𝑅1

= 0, 𝑉 |𝑟=𝑅2
= 0,

Φ|𝑟=𝑅1
= 0,

[︂
Λ

(︂
𝑉 ′′ +

𝑉 ′

𝑟
− 𝑉

𝑟2

)︂
−𝐷Φ′

]︂⃒⃒⃒⃒
𝑟=𝑅2

= 0.

(2.17)

Начнем с граничных условий вида (2.14). Подставляя (2.12) в (2.14), при

ходим к следующей системе линейных алгебраических уравнений:

2∑︁
𝑙=1

[𝑉 *
𝑙 𝐽1 (𝜈𝑙𝑅2) + 𝑉 **

𝑙 𝑌1 (𝜈𝑙𝑅2)] = 0,

2∑︁
𝑙=1

𝛿𝑙 [𝑉
*
𝑙 𝐽1 (𝜈𝑙𝑅2) + 𝑉 **

𝑙 𝑌1 (𝜈𝑙𝑅2)] = 0,

2∑︁
𝑙=1

[𝑉 *
𝑙 𝐽1 (𝜈𝑙𝑅1) + 𝑉 **

𝑙 𝑌1 (𝜈𝑙𝑅1)] = 0,

2∑︁
𝑙=1

𝛿𝑙 [𝑉
*
𝑙 𝐽1 (𝜈𝑙𝑅1) + 𝑉 **

𝑙 𝑌1 (𝜈𝑙𝑅1)] = 0,

𝛿𝑙 =
𝐷
(︀
𝜈2𝑙 − 𝛾2

)︀
𝛼

− Λ𝜈2𝑙 .

Запишем матрицу этой системы:⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
𝐽1 (𝜈1𝑅2) 𝐽1 (𝜈2𝑅2) 𝑌1 (𝜈1𝑅2) 𝑌1 (𝜈2𝑅2)

𝛿1𝐽1 (𝜈1𝑅2) 𝛿2𝐽1 (𝜈2𝑅2) 𝛿1𝑌1 (𝜈1𝑅2) 𝛿2𝑌1 (𝜈2𝑅2)

𝐽1 (𝜈1𝑅1) 𝐽1 (𝜈2𝑅1) 𝑌1 (𝜈1𝑅1) 𝑌1 (𝜈2𝑅1)

𝛿1𝐽1 (𝜈1𝑅1) 𝛿2𝐽1 (𝜈2𝑅1) 𝛿1𝑌1 (𝜈1𝑅1) 𝛿2𝑌1 (𝜈2𝑅1)

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ .
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С помощью элементарных преобразований она приводится к виду⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1 0 0 0

0 1 0
𝑌1 (𝜈2𝑅2)

𝐽1 (𝜈2𝑅2)

0 0 1 0

0 0 0
𝑌1 (𝜈2𝑅1)

𝐽1 (𝜈2𝑅1)
− 𝑌1 (𝜈2𝑅2)

𝐽1 (𝜈2𝑅2)

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
.

Отсюда следует, что необходимым условием существования ненулевого ре

шения является выполнение следующего равенства:

𝐽1 (𝜈2𝑅2)𝑌1 (𝜈2𝑅1)− 𝑌1 (𝜈2𝑅2) 𝐽1 (𝜈2𝑅1) = 0.

При этом 𝑉 *
1 = 0 и 𝑉 **

1 = 0. Для остальных постоянных получаем

𝑉 *
2 = −

𝑌1

(︁
𝛾𝐴2𝑅2

)︁
𝐽1

(︁
𝛾𝐴2𝑅2

)︁𝑉 **
2 , ∀𝑉 **

2 ∈ R.

Таким образом, приходим к следующему решению:

𝑉 (𝑟) =
∞∑︁
𝑛=1

𝑣𝑛Ψ11 (𝜆𝑛𝑟), Φ (𝑟) =
∞∑︁
𝑛=1

𝜙𝑛Ψ10 (𝜆𝑛𝑟); (2.18)

Ψ11 (𝜆𝑛𝑟) = 𝑌1 (𝜆𝑛𝑅2) 𝐽1 (𝜆𝑛𝑟)− 𝐽1 (𝜆𝑛𝑅2)𝑌1 (𝜆𝑛𝑟),

Ψ10 (𝜆𝑛𝑟) = 𝑌1 (𝜆𝑛𝑅2) 𝐽0 (𝜆𝑛𝑟)− 𝐽1 (𝜆𝑛𝑅2)𝑌0 (𝜆𝑛𝑟),
(2.19)

где 𝜆𝑛 удовлетворяют уравнению

Ψ11 (𝜆𝑛𝑅1) = 0. (2.20)

Для граничных условий вида (2.15) получаем следующую систему линей

ных алгебраических уравнений для определения величин 𝑉 *
𝑙 и 𝑉 **

𝑙 :
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2∑︁
𝑙=1

𝜀𝑙 [𝑉
*
𝑙 𝐽0 (𝜈𝑙𝑅2) + 𝑉 **

𝑙 𝑌0 (𝜈𝑙𝑅2)] = 0,

2∑︁
𝑙=1

(𝛽𝑙 − 𝜀𝑙) [𝑉
*
𝑙 𝐽0 (𝜈𝑙𝑅2) + 𝑉 **

𝑙 𝑌0 (𝜈𝑙𝑅2)] = 0,

2∑︁
𝑙=1

𝜀𝑙 [𝑉
*
𝑙 𝐽0 (𝜈𝑙𝑅1) + 𝑉 **

𝑙 𝑌0 (𝜈𝑙𝑅1)] = 0,

2∑︁
𝑙=1

(𝛽𝑙 − 𝜀𝑙) [𝑉
*
𝑙 𝐽0 (𝜈𝑙𝑅1) + 𝑉 **

𝑙 𝑌0 (𝜈𝑙𝑅1)] = 0,

𝜀𝑙 =
𝛾2 − 𝜈2𝑙

𝜈𝑙
, 𝛽𝑙 = 𝜈𝑙.

Матрица этой системы приводится к виду

∼

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1 0 0 0

0 1 0
𝑌0 (𝜈2𝑅2)

𝐽0 (𝜈2𝑅2)

0 0 1 0

0 0 0
𝑌0 (𝜈2𝑅1)

𝐽0 (𝜈2𝑅1)
− 𝑌0 (𝜈2𝑅2)

𝐽0 (𝜈2𝑅2)

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
.

Отсюда снова получаем, что 𝑉 *
1 = 0 и 𝑉 **

1 = 0, а для остальных неизвест

ных

𝑉 *
2 = −𝑌0 (𝜈2𝑅2)

𝐽0 (𝜈2𝑅2)
𝑉 **
2 , ∀𝑉 **

2 ∈ R.

Подставляя в (2.12), получаем

𝑉 (𝑟) =
∞∑︁
𝑛=1

𝑣𝑛Ψ01 (𝜆𝑛𝑟), Φ (𝑟) =
∞∑︁
𝑛=1

𝜙𝑛Ψ00 (𝜆𝑛𝑟); (2.21)

Ψ01 (𝜆𝑛𝑟) = 𝑌0 (𝜆𝑛𝑅2) 𝐽1 (𝜆𝑛𝑟)− 𝐽0 (𝜆𝑛𝑅2)𝑌1 (𝜆𝑛𝑟),

Ψ00 (𝜆𝑛𝑟) = 𝑌0 (𝜆𝑛𝑅2) 𝐽0 (𝜆𝑛𝑟)− 𝐽0 (𝜆𝑛𝑅2)𝑌0 (𝜆𝑛𝑟),
(2.22)

где 𝜆𝑛 удовлетворяют уравнению

Ψ00 (𝜆𝑛𝑅1) = 0. (2.23)
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Таблица 2.1 Решения задачи Штурма-Лиувилля

Граничные условия Решение задачи Штурма-Лиувилля

𝑉 (𝑅2) = 0, 𝑉 (𝑅1) = 0,[︂
Λ𝑞

(︂
𝑉 ′′ +

𝑉 ′

𝑟
− 𝑉

𝑟2

)︂
−𝐷𝑞Φ

′
𝑞

]︂⃒⃒⃒⃒
𝑟=𝑅2

= 0,[︂
Λ𝑞

(︂
𝑉 ′′ +

𝑉 ′

𝑟
− 𝑉

𝑟2

)︂
−𝐷𝑞Φ

′
𝑞

]︂⃒⃒⃒⃒
𝑟=𝑅1

= 0;

𝑉 (𝑟) =
∞∑︁
𝑛=1

𝑣𝑛Ψ11 (𝜆𝑛𝑟),

Φ𝑞 (𝑟) =
∞∑︁
𝑛=1

𝜙𝑞𝑛Ψ10 (𝜆𝑛𝑟),

Ψ11 (𝜆𝑛𝑅1) = 0;

Φ𝑞 (𝑅2) = 0, Φ𝑞 (𝑅1) = 0,(︃
𝑉 ′ +

𝑉

𝑟
−

𝑁∑︁
𝑗=1

𝛼𝑗Φ𝑗

)︃⃒⃒⃒⃒
⃒
𝑟=𝑅1

= 0,(︃
𝑉 ′ +

𝑉

𝑟
−

𝑁∑︁
𝑗=1

𝛼𝑗Φ𝑗

)︃⃒⃒⃒⃒
⃒
𝑟=𝑅2

= 0;

𝑉 (𝑟) =
∞∑︁
𝑛=1

𝑣𝑛Ψ01 (𝜆𝑛𝑟),

Φ𝑞 (𝑟) =
∞∑︁
𝑛=1

𝜙𝑞𝑛Ψ00 (𝜆𝑛𝑟),

Ψ11 (𝜆𝑛𝑅1) = 0;

Φ𝑞 (𝑅2) = 0, 𝑉 (𝑅1) = 0,[︂
Λ𝑞

(︂
𝑉 ′′ +

𝑉 ′

𝑟
− 𝑉

𝑟2

)︂
−𝐷𝑞Φ

′
𝑞

]︂⃒⃒⃒⃒
𝑟=𝑅1

= 0,(︃
𝑉 ′ +

𝑉

𝑟
−

𝑁∑︁
𝑗=1

𝛼𝑗Φ𝑗

)︃⃒⃒⃒⃒
⃒
𝑟=𝑅2

= 0;

𝑉 (𝑟) =
∞∑︁
𝑛=1

𝑣𝑛Ψ11 (𝜆𝑛𝑟),

Φ𝑞 (𝑟) =
∞∑︁
𝑛=1

𝜙𝑞𝑛Ψ10 (𝜆𝑛𝑟),

Ψ01 (𝜆𝑛𝑅1) = 0;

Φ𝑞 (𝑅1) = 0, 𝑉 (𝑅2) = 0,[︂
Λ𝑞

(︂
𝑉 ′′ +

𝑉 ′

𝑟
− 𝑉

𝑟2

)︂
−𝐷𝑞Φ

′
𝑞

]︂⃒⃒⃒⃒
𝑟=𝑅2

= 0,(︃
𝑉 ′ +

𝑉

𝑟
−

𝑁∑︁
𝑗=1

𝛼𝑗Φ𝑗

)︃⃒⃒⃒⃒
⃒
𝑟=𝑅1

= 0;

𝑉 (𝑟) =
∞∑︁
𝑛=1

𝑣𝑛Ψ01 (𝜆𝑛𝑟),

Φ𝑞 (𝑟) =
∞∑︁
𝑛=1

𝜙𝑞𝑛Ψ00 (𝜆𝑛𝑟),

Ψ10 (𝜆𝑛𝑅1) = 0.
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Аналогичным образом находятся собственные функции для задач с крае

выми условиями (2.16) и (2.17).

Выполненные построения остаются справедливыми в случае более слож

ных моделей для многокомпонентных сред (𝑁 ≥ 1) и с учетом эффектов релак

сации (𝜏𝑞 ̸= 0). Например, при 𝜏𝑞 ̸= 0, 𝑁 = 1 изменяется только второе равен

ство в (2.2), которое записывается так:

Ψ̇ (𝜏) + 𝜏𝑞Ψ̈ (𝜏)

Ψ (𝜏)
= −𝛾2𝜔 (𝑞 = 1).

При этом система (2.4) не изменяется и представление ее решения в форме

(2.6) сохраняется. Поэтому далее аналогичным образом получается результат

в виде (2.12), с той лишь разницей, что коэффициенты 𝛾𝐴𝑗 будут отличаться

от тех, что получены при 𝜏𝑞 = 0 и 𝑁 = 1. Алгоритм построения собственных

функций обобщается на случай многокомпонентной среды (𝑁 > 1) [12].

Полученные результаты представлены в таблице 2.1.

2.2. Представление решения задачи механодиффузии в

виде рядов по собственным функциям

Рассмотрим следующие ряды:

𝑓 (𝑟) =
∞∑︁
𝑛=1

𝑓𝑛Ψ𝛼𝛽 (𝜆𝑛𝑟), 𝑓𝑛 =
1

‖Ψ𝛼𝛽 (𝜆𝑛𝑟)‖2

𝑅2∫︁
𝑅1

𝑟𝑓 (𝑟)Ψ𝛼𝛽 (𝜆𝑛𝑟) 𝑑𝑟. (2.24)

Здесь функции Ψ𝛼𝛽 (𝜆𝑛𝑟) определены в таблице 2.1 предыдущего пункта,

а величины ‖Ψ𝛼𝛽 (𝜆𝑛𝑟)‖2 определяются так:

‖Ψ𝑘𝑙 (𝜆𝑛𝑟)‖2 =
𝑅2∫︁

𝑅1

𝑟Ψ𝑘𝑙 (𝜆𝑛𝑟)Ψ𝑘𝑙 (𝜆𝑛𝑟) 𝑑𝑟. (2.25)

Используя известное равенство [56]∫︁
𝑧𝑍𝜈(𝜆𝑧)𝑆𝜈(𝜇𝑧)𝑑𝑧 =

𝜇𝑧𝑍𝜈(𝜆𝑧)𝑆𝜈−1(𝜇𝑧)− 𝜆𝑧𝑍𝜈−1(𝜆𝑧)𝑆𝜈(𝜇𝑧)

𝜆2 − 𝜇2
,
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где в качестве 𝑍𝜈 и 𝑆𝜈 выступает любая из функций 𝐽𝜈 или 𝑌𝜈, а 𝜆 и 𝜇 – произ

вольные числа, нетрудно получить аналогичное соотношение для введенных в

предыдущем пункте функций Ψ𝛼𝛽:∫︁
𝑟Ψ𝛼𝛽 (𝜆𝑟)Ψ𝛼𝛽 (𝜇𝑟) 𝑑𝑟 =

=
𝜇𝑟Ψ𝛼𝛽 (𝜆𝑟)Ψ𝛼,𝛽−1 (𝜇𝑟)− 𝜆𝑟Ψ𝛼,𝛽−1 (𝜆𝑟)Ψ𝛼𝛽 (𝜇𝑟)

𝜆2 − 𝜇2
.

(2.26)

Рассмотрим далее несколько случаев.

1. Пусть 𝜆 удовлетворяет уравнению (2.20)

Ψ11 (𝜆𝑅1) = 𝐽1 (𝜆𝑅2)𝑌1 (𝜆𝑅1)− 𝑌1 (𝜆𝑅2) 𝐽1 (𝜆𝑅1) = 0.

При этом из (2.19) следует, что

Ψ11 (𝜆𝑅2) = 𝐽1 (𝜆𝑅2)𝑌1 (𝜆𝑅2)− 𝑌1 (𝜆𝑅2) 𝐽1 (𝜆𝑅2) = 0. (2.27)

Тогда
𝑅2∫︁

𝑅1

𝑟Ψ11 (𝜆𝑟)Ψ11 (𝜇𝑟) 𝑑𝑟 =

=
𝜇𝑅2Ψ11 (𝜆𝑅2)Ψ10 (𝜇𝑅2)− 𝜆𝑅2Ψ10 (𝜆𝑅2)Ψ11 (𝜇𝑅2)

𝜆2 − 𝜇2
−

−𝜇𝑅1Ψ11 (𝜆𝑅1)Ψ10 (𝜇𝑅1)− 𝜆𝑅1Ψ10 (𝜆𝑅1)Ψ11 (𝜇𝑅1)

𝜆2 − 𝜇2
=

=
𝜆𝑅2Ψ10 (𝜆𝑅2)Ψ11 (𝜇𝑅2)− 𝜆𝑅1Ψ10 (𝜆𝑅1)Ψ11 (𝜇𝑅1)

𝜇2 − 𝜆2
.

(2.28)

Для вычисления предела при 𝜇 → 𝜆 воспользуемся правилом Лопиталя

Бернулли:

𝑅2∫︁
𝑅1

𝑟Ψ11(𝜇𝑟)Ψ11(𝜇𝑟)𝑑𝑟= lim
𝜇→𝜆

𝜆𝑅2Ψ10(𝜆𝑅2)Ψ11(𝜇𝑅2)−𝜆𝑅1Ψ10(𝜆𝑅1)Ψ11(𝜇𝑅1)

𝜇2 − 𝜆2
=

=
1

2
lim
𝜇→𝜆

𝜆𝑅2
2Ψ10 (𝜆𝑅2)Ψ

′
11 (𝜇𝑅2)− 𝜆𝑅2

1Ψ10 (𝜆𝑅1)Ψ11 (𝜇𝑅1)

𝜇
=

=
1

2

[︀
𝑅2

2Ψ10 (𝜆𝑅2)Ψ
′
11 (𝜆𝑅2)−𝑅2

1Ψ10 (𝜆𝑅1)Ψ
′
11 (𝜆𝑅1)

]︀
.
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Далее воспользуемся следующими формулами, которые вытекают из фор

мул для производных функций Бесселя [56]:

𝑑Ψ11 (𝜆𝑟)

𝑑𝑟
= 𝜆Ψ′

11 (𝜆𝑟) = −1

𝑟
Ψ11 (𝜆𝑟) + 𝜆Ψ10 (𝜆𝑟),

𝑑Ψ10 (𝜆𝑟)

𝑑𝑟
= 𝜆Ψ′

10 (𝜆𝑟) = −𝜆Ψ11 (𝜆𝑟).

(2.29)

Тогда

𝑅2∫︁
𝑅1

𝑟Ψ11 (𝜇𝑟)Ψ11 (𝜇𝑟) 𝑑𝑟 =

=
1

2

[︀
𝑅2

2Ψ10 (𝜆𝑅2)Ψ
′
11 (𝜆𝑅2)−𝑅2

1Ψ10 (𝜆𝑅1)Ψ
′
11 (𝜆𝑅1)

]︀
=

=
1

2

[︂
𝑅2

2

(︂
Ψ10 (𝜆𝑅2)−

Ψ11 (𝜆𝑅2)

𝜆𝑅2

)︂
Ψ10 (𝜆𝑅2)−

−𝑅2
1

(︂
Ψ10 (𝜆𝑅1)−

Ψ11 (𝜆𝑅1)

𝜆𝑅1

)︂
Ψ10 (𝜆𝑅1)

]︂
=

= {Ψ11 (𝜆𝑅2) = Ψ11 (𝜆𝑅1) = 0} =
𝑅2

2

2
[Ψ10 (𝜆𝑅2)]

2 − 𝑅2
1

2
[Ψ10 (𝜆𝑅1)]

2.

Если же 𝜇 ̸= 𝜆 и тоже удовлетворяет уравнению (2.20), то из равенства

(2.28) с учётом (2.27) получаем

𝑅2∫︁
𝑅1

𝑟Ψ11 (𝜆𝑟)Ψ11 (𝜇𝑟) 𝑑𝑟 = 0.

Таким образом

𝑅2∫︁
𝑅1

𝑟Ψ11 (𝜆𝑛𝑟)Ψ11 (𝜆𝑘𝑟) 𝑑𝑟 =

⎧⎨⎩ 0, 𝑛 ̸= 𝑘

Ψ1 (𝜆𝑛) , 𝑘 = 𝑛
, (2.30)

Ψ1 (𝜆𝑛) = ‖Ψ11 (𝜆𝑛𝑟)‖2 =
𝑅2

2

2
[Ψ10 (𝜆𝑛𝑅2)]

2 − 𝑅2
1

2
[Ψ10 (𝜆𝑛𝑅1)]

2. (2.31)

Аналогично получаем:

𝑅2∫︁
𝑅1

𝑟Ψ10 (𝜆𝑛𝑟)Ψ10 (𝜆𝑘𝑟) 𝑑𝑟 =

⎧⎨⎩ 0, 𝑛 ̸= 𝑘

Ψ1 (𝜆𝑛) , 𝑘 = 𝑛
, (2.32)
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где 𝜆𝑛 удовлетворяют уравнению (2.20) и при этом Ψ1 (𝜆𝑛) = ‖Ψ11 (𝜆𝑛𝑟)‖2 =

‖Ψ10 (𝜆𝑛𝑟)‖2.

Разобранный случай соответствует краевой задаче с граничными условия

ми вида (2.14).

2. Для задачи с граничными условиями (2.15) при вычислении величин

‖Ψ𝛼𝛽 (𝜆𝑛𝑟)‖2 предполагается, что 𝜆𝑛 удовлетворяют уравнению (2.23), откуда

следует, что

Ψ00 (𝜆𝑛𝑅2) = 𝐽0 (𝜆𝑛𝑅2)𝑌0 (𝜆𝑛𝑅2)− 𝑌0 (𝜆𝑛𝑅2) 𝐽0 (𝜆𝑛𝑅2) = 0.

Выполняем аналогичные действия и получаем (𝛼 = 0, 1):

𝑅2∫︁
𝑅1

𝑟Ψ0𝛼 (𝜆𝑛𝑟)Ψ0𝛼 (𝜆𝑘𝑟) 𝑑𝑟 =

⎧⎨⎩ 0, ∀𝑛 ̸= 𝑘

Ψ0 (𝜆𝑛) , 𝑘 = 𝑛
, (2.33)

Ψ0 (𝜆𝑛) = ‖Ψ0𝛼 (𝜆𝑛𝑟)‖2 =
𝑅2

2

2
[Ψ01 (𝜆𝑛𝑅2)]

2 − 𝑅2
1

2
[Ψ01 (𝜆𝑛𝑅1)]

2. (2.34)

3. В задачах со смешанными граничными условиями вида (2.16) полагаем,

что 𝜆𝑛 удовлетворяют уравнению

Ψ01 (𝜆𝑛𝑅1) = 0. (2.35)

Тогда

𝑅2∫︁
𝑅1

𝑟Ψ1𝛼 (𝜆𝑛𝑟)Ψ1𝛼 (𝜆𝑘𝑟) 𝑑𝑟 =

⎧⎨⎩ 0, 𝑛 ̸= 𝑘,

Ψ̃1 (𝜆𝑛) , 𝑘 = 𝑛
(𝛼 = 0, 1) (2.36)

Ψ̃1 (𝜆𝑛) =
𝑅2

2

2
[Ψ11 (𝜆𝑛𝑅2)]

2 − 𝑅2
1

2
[Ψ10 (𝜆𝑛𝑅1)]

2. (2.37)

4. Наконец, для краевых условий (2.17) значения 𝜆𝑛 удовлетворяют урав

нению

Ψ10 (𝜆𝑛𝑅1) = 0. (2.38)
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В этом случае

𝑅2∫︁
𝑅1

𝑟Ψ0𝛼 (𝜆𝑛𝑟)Ψ0𝛼 (𝜆𝑘𝑟) 𝑑𝑟 =

⎧⎨⎩ 0, 𝑛 ̸= 𝑘,

Ψ̃0 (𝜆𝑛) , 𝑘 = 𝑛
(𝛼 = 0, 1) (2.39)

Ψ̃0 (𝜆𝑛) =
𝑅2

2

2
[Ψ00 (𝜆𝑛𝑅2)]

2 − 𝑅2
1

2
[Ψ01 (𝜆𝑛𝑅1)]

2. (2.40)

2.3. Преобразование интегральных операторов

При использовании рядов (2.24), для решения поставленных в работе задач

необходимо получить формулы для преобразования дифференциальных опера

торов, входящих в (1.10). Как и прежде, будем рассматривать 4 вида граничных

условий (2.14)–(2.17).

Рассмотрим вначале краевые условия (2.14). В соответствии с результата

ми, полученными в предыдущих пунктах, решение задачи ищется в виде

𝑉 (𝑟) =
∞∑︁
𝑛=1

𝑣𝑛Ψ11 (𝜆𝑛𝑟), 𝑣𝑛 =
1

Ψ1 (𝜆𝑛)

𝑅2∫︁
𝑅1

𝑟𝑉 (𝑟)Ψ11 (𝜆𝑛𝑟) 𝑑𝑟,

Φ𝑞 (𝑟, 𝜏) =
∞∑︁
𝑛=1

𝜙𝑞𝑛Ψ10 (𝜆𝑛𝑟), 𝜙𝑞𝑛 =
1

Ψ1 (𝜆𝑛)

𝑅2∫︁
𝑅1

𝑟Φ𝑞 (𝑟)Ψ10 (𝜆𝑛𝑟) 𝑑𝑟,

(2.41)

где величины Ψ1 (𝜆𝑛) определяются по формулам (2.31), а 𝜆𝑛 являются корнями

уравнения (2.20).

Найдем формулы для преобразования производных в уравнениях (1.10).

Имеем

𝑅2∫︁
𝑅1

𝑟𝑉 ′ (𝑟)Ψ10 (𝜆𝑛𝑟) 𝑑𝑟 =

𝑅2∫︁
𝑅1

𝑟Ψ10 (𝜆𝑛𝑟) 𝑑𝑉 = 𝑟Ψ10 (𝜆𝑛𝑟)𝑉 |𝑅2

𝑅1
−

−
𝑅2∫︁

𝑅1

[Ψ10 (𝜆𝑛𝑟)− 𝑟𝜆𝑛Ψ11 (𝜆𝑛𝑟)]𝑉 𝑑𝑟 = 𝑟Ψ10 (𝜆𝑛𝑟)𝑉 |𝑅2

𝑅1
−

(2.42)
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−
𝑅2∫︁

𝑅1

Ψ10 (𝜆𝑛𝑟)𝑉 𝑑𝑟 + 𝜆𝑛

𝑅2∫︁
𝑅1

𝑟Ψ11 (𝜆𝑛𝑟)𝑉 𝑑𝑟.

Таким образом

𝑅2∫︁
𝑅1

𝑟

(︂
𝑉 ′ +

𝑉

𝑟

)︂
Ψ10 (𝜆𝑛𝑟) 𝑑𝑟 = 𝑟Ψ10 (𝜆𝑛𝑟)𝑉 |𝑅2

𝑅1
+ 𝜆𝑛Ψ1 (𝜆𝑛) 𝑣𝑛. (2.43)

Аналогично

𝑅2∫︁
𝑅1

𝑟Φ′
𝑞 (𝑟)Ψ11 (𝜆𝑛𝑟) 𝑑𝑟 =

𝑅2∫︁
𝑅1

𝑟Ψ11 (𝜆𝑛𝑟) 𝑑Φ𝑞 = 𝑟Ψ11 (𝜆𝑛𝑟) Φ𝑞|𝑅2

𝑅1
−

−
𝑅2∫︁

𝑅1

[Ψ11 (𝜆𝑛𝑟)−Ψ11 (𝜆𝑛𝑟) + 𝑟𝜆𝑛Ψ10 (𝜆𝑛𝑟)] Φ𝑞𝑑𝑟 = −𝜆𝑛

𝑅2∫︁
𝑅1

𝑟Ψ10 (𝜆𝑛𝑟) Φ𝑞𝑑𝑟.

Таким образом

𝑅2∫︁
𝑅1

𝑟Φ′
𝑞 (𝑟)Ψ11 (𝜆𝑛𝑟) 𝑑𝑟 = −𝜆𝑛Ψ1 (𝜆𝑛)𝜙𝑞𝑛. (2.44)

Далее для дифференциального оператора 2-го порядка, с учетом равенства

𝑉 ′′ +
𝑉 ′

𝑟
− 𝑉

𝑟2
=

1

𝑟

𝑑

𝑑𝑟
(𝑟𝑉 ′)− 𝑉

𝑟2
, (2.45)

имеем:

𝑅2∫︁
𝑅1

(︂
𝑉 ′′ +

𝑉 ′

𝑟
− 𝑉

𝑟2

)︂
Ψ11 (𝜆𝑛𝑟) 𝑟𝑑𝑟 =

𝑅2∫︁
𝑅1

𝑑

𝑑𝑟
(𝑟𝑉 ′)Ψ11 (𝜆𝑛𝑟) 𝑑𝑟 −

𝑅2∫︁
𝑅1

𝑉

𝑟
Ψ11 (𝜆𝑛𝑟) 𝑑𝑟 =

= 𝑟𝑉 ′Ψ11 (𝜆𝑛𝑟)|𝑅2

𝑅1
−

𝑅2∫︁
𝑅1

𝑟𝑉 ′
[︂
−1

𝑟
Ψ11 (𝜆𝑛𝑟) + 𝜆𝑛Ψ10 (𝜆𝑛𝑟)

]︂
𝑑𝑟 −

𝑅2∫︁
𝑅1

𝑉

𝑟
Ψ11 (𝜆𝑛𝑟) 𝑑𝑟 =

=

𝑅2∫︁
𝑅1

𝑉 ′Ψ11 (𝜆𝑛𝑟) 𝑑𝑟 − 𝜆𝑛

𝑅2∫︁
𝑅1

𝑟𝑉 ′Ψ10 (𝜆𝑛𝑟) 𝑑𝑟 −
𝑅2∫︁

𝑅1

𝑉

𝑟
Ψ11 (𝜆𝑛𝑟) 𝑑𝑟.
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Первый интеграл преобразуем так:
𝑅2∫︁

𝑅1

𝑉 ′Ψ11 (𝜆𝑛𝑟) 𝑑𝑟 = 𝑉Ψ11 (𝜆𝑛𝑟)|𝑅2

𝑅1
−

𝑅2∫︁
𝑅1

𝑉

[︂
−1

𝑟
Ψ11 (𝜆𝑛𝑟) + 𝜆𝑛Ψ10 (𝜆𝑛𝑟)

]︂
𝑑𝑟 =

=

𝑅2∫︁
𝑅1

𝑉

𝑟
Ψ11 (𝜆𝑛𝑟) 𝑑𝑟 − 𝜆𝑛

𝑅2∫︁
𝑅1

𝑉Ψ10 (𝜆𝑛𝑟) 𝑑𝑟.

Подставляя этот результат в предыдущее равенство, получаем
𝑅2∫︁

𝑅1

(︂
𝑉 ′′ +

𝑉 ′

𝑟
− 𝑉

𝑟2

)︂
Ψ11 (𝜆𝑛𝑟) 𝑟𝑑𝑟 =

𝑅2∫︁
𝑅1

𝑉

𝑟
Ψ11 (𝜆𝑛𝑟) 𝑑𝑟 − 𝜆𝑛

𝑅2∫︁
𝑅1

𝑉Ψ10 (𝜆𝑛𝑟) 𝑑𝑟−

−𝜆𝑛

𝑅2∫︁
𝑅1

𝑟𝑉 ′Ψ10 (𝜆𝑛𝑟) 𝑑𝑟 −
𝑅2∫︁

𝑅1

𝑉

𝑟
Ψ11 (𝜆𝑛𝑟) 𝑑𝑟 = −𝜆𝑛

𝑅2∫︁
𝑅1

𝑟

(︂
𝑉 ′ +

𝑉

𝑟

)︂
Ψ10 (𝜆𝑛𝑟) 𝑑𝑟.

Используя (2.43), приходим к следующей формуле для преобразования

дифференциального оператора 2-го порядка (2.45):
𝑅2∫︁

𝑅1

(︂
𝑉 ′′ +

𝑉 ′

𝑟
− 𝑉

𝑟2

)︂
Ψ11 (𝜆𝑛𝑟) 𝑟𝑑𝑟 = −𝜆𝑛 𝑟Ψ10 (𝜆𝑛𝑟)𝑉 |𝑅2

𝑅1
− 𝜆2

𝑛Ψ1 (𝜆𝑛) 𝑣𝑛. (2.46)

Аналогично
𝑅2∫︁

𝑅1

(︂
Φ′′

𝑞 +
Φ′

𝑞

𝑟

)︂
Ψ10 (𝜆𝑛𝑟) 𝑟𝑑𝑟 =

𝑅2∫︁
𝑅1

𝑑

𝑑𝑟

(︀
𝑟Φ′

𝑞

)︀
Ψ10 (𝜆𝑛𝑟) 𝑑𝑟 =

= 𝑟Φ′
𝑞Ψ10 (𝜆𝑛𝑟)

⃒⃒𝑅2

𝑅1
+ 𝜆𝑛

𝑅2∫︁
𝑅1

𝑟Φ′
𝑞Ψ11 (𝜆𝑛𝑟) 𝑑𝑟.

С учетом формулы (2.44), получаем
𝑅2∫︁

𝑅1

(︂
Φ′′

𝑞 +
Φ′

𝑞

𝑟

)︂
Ψ10 (𝜆𝑛𝑟) 𝑟𝑑𝑟 = 𝑟Φ′

𝑞Ψ10 (𝜆𝑛𝑟)
⃒⃒𝑅2

𝑅1
− 𝜆2

𝑛Ψ1 (𝜆𝑛)𝜙𝑞𝑛. (2.47)

Для дифференциального оператора 3-го порядка, с учетом представления

𝑍 ′′′ +
2𝑍 ′′

𝑧
− 𝑍 ′

𝑧2
+

𝑍

𝑧3
=

𝑑

𝑑𝑧

(︂
𝑍 ′′ +

𝑍 ′

𝑧
− 𝑍

𝑧2

)︂
+

1

𝑧

(︂
𝑍 ′′ +

𝑍 ′

𝑧
− 𝑍

𝑧2

)︂
, (2.48)
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имеем

𝑅2∫︁
𝑅1

(︂
𝑉 ′′′ +

2𝑉 ′′

𝑟
− 𝑉 ′

𝑟2
+

𝑉

𝑟3

)︂
Ψ10 (𝜆𝑛𝑟) 𝑟𝑑𝑟 =

=

𝑅2∫︁
𝑅1

𝑑

𝑑𝑟

(︂
𝑉 ′′ +

𝑉 ′

𝑟
− 𝑉

𝑟2

)︂
Ψ10 (𝜆𝑛𝑟) 𝑟𝑑𝑟+

+

𝑅2∫︁
𝑅1

(︂
𝑉 ′′ +

𝑉 ′

𝑟
− 𝑉

𝑟2

)︂
Ψ10 (𝜆𝑛𝑟) 𝑟𝑑𝑟 =

(︂
𝑉 ′′ +

𝑉 ′

𝑟
− 𝑉

𝑟2

)︂
Ψ10 (𝜆𝑛𝑟) 𝑟

⃒⃒⃒⃒𝑅2

𝑅1

−

−
𝑅2∫︁

𝑅1

(︂
𝑉 ′′ +

𝑉 ′

𝑟
− 𝑉

𝑟2

)︂
[Ψ10 (𝜆𝑛𝑟)− 𝑟𝜆𝑛Ψ11 (𝜆𝑛𝑟)] 𝑑𝑟 =

=

(︂
𝑉 ′′ +

𝑉 ′

𝑟
− 𝑉

𝑟2

)︂
Ψ10 (𝜆𝑛𝑟) 𝑟

⃒⃒⃒⃒𝑅2

𝑅1

+ 𝜆𝑛

𝑅2∫︁
𝑅1

𝑟

(︂
𝑉 ′′ +

𝑉 ′

𝑟
− 𝑉

𝑟2

)︂
Ψ11 (𝜆𝑛𝑟) 𝑑𝑟.

С учетом (2.46), это равенство преобразуется так:

𝑅2∫︁
𝑅1

(︂
𝑉 ′′′ +

2𝑉 ′′

𝑟
− 𝑉 ′

𝑟2
+

𝑉

𝑟3

)︂
Ψ10 (𝜆𝑛𝑟) 𝑟𝑑𝑟 =

=

(︂
𝑉 ′′ +

𝑉 ′

𝑟
− 𝑉

𝑟2

)︂
Ψ10 (𝜆𝑛𝑟) 𝑟

⃒⃒⃒⃒𝑅2

𝑅1

− 𝜆2
𝑛 𝑟Ψ10 (𝜆𝑛𝑟)𝑉 |𝑅2

𝑅1
− 𝜆3

𝑛Ψ1 (𝜆𝑛) 𝑣𝑛.

(2.49)

Для задачи с краевыми условиями (2.15) решение ищется в виде

𝑉 (𝑟) =
∞∑︁
𝑛=1

𝑣𝑛Ψ01 (𝜆𝑛𝑟), 𝑣𝑛 =
1

Ψ0 (𝜆𝑛)

𝑅2∫︁
𝑅1

𝑟𝑉 (𝑟)Ψ01 (𝜆𝑛𝑟) 𝑑𝑟,

Φ𝑞 (𝑟) =
∞∑︁
𝑛=1

𝜙𝑞𝑛Ψ00 (𝜆𝑛𝑟), 𝜙𝑞𝑛 =
1

Ψ0 (𝜆𝑛)

𝑅2∫︁
𝑅1

𝑟Φ𝑞 (𝑟, 𝜏)Ψ00 (𝜆𝑛𝑟) 𝑑𝑟,

(2.50)

где величины Ψ0 (𝜆𝑛) определяются по формулам (2.34), а 𝜆𝑛 являются корнями

уравнения (2.23).



44

Выполняя аналогичные построения, получаем:
𝑅2∫︁

𝑅1

𝑟

(︂
𝑉 ′ +

𝑉

𝑟

)︂
Ψ00 (𝜆𝑛𝑟) 𝑑𝑟 =

𝑅2∫︁
𝑅1

𝑟Ψ00 (𝜆𝑛𝑟) 𝑑𝑉 = 𝜆𝑛Ψ0 (𝜆𝑛) 𝑣𝑛. (2.51)

𝑅2∫︁
𝑅1

𝑟Φ′
𝑞 (𝑟)Ψ01 (𝜆𝑛𝑟) 𝑑𝑟 = 𝑟Ψ01 (𝜆𝑛𝑟) Φ𝑞 (𝑟)|𝑅2

𝑅1
− 𝜆𝑛Ψ0 (𝜆𝑛)𝜙𝑞𝑛. (2.52)

𝑅2∫︁
𝑅1

(︂
𝑉 ′′ +

𝑉 ′

𝑟
− 𝑉

𝑟2

)︂
Ψ01 (𝜆𝑛𝑟) 𝑟𝑑𝑟 =

= 𝑟

(︂
𝑉 ′ +

𝑉

𝑟

)︂
Ψ01 (𝜆𝑛𝑟)

⃒⃒⃒⃒𝑅2

𝑅1

− 𝜆2
𝑛Ψ0 (𝜆𝑛) 𝑣𝑛.

(2.53)

𝑅2∫︁
𝑅1

(︂
Φ′′

𝑞 +
Φ′

𝑞

𝑟

)︂
Ψ00 (𝜆𝑛𝑟) 𝑟𝑑𝑟 = 𝜆𝑛 𝑟Ψ01 (𝜆𝑛𝑟) Φ𝑞 (𝑟)|𝑅2

𝑅1
− 𝜆2

𝑛Ψ0 (𝜆𝑛)𝜙𝑞𝑛. (2.54)

𝑅2∫︁
𝑅1

(︂
𝑉 ′′′ +

2𝑉 ′′

𝑟
− 𝑉 ′

𝑟2
+

𝑉

𝑟3

)︂
Ψ00 (𝜆𝑛𝑟) 𝑟𝑑𝑟 =

= 𝜆𝑛 𝑟

(︂
𝑉 ′ +

𝑉

𝑟

)︂
Ψ01 (𝜆𝑛𝑟)

⃒⃒⃒⃒𝑅2

𝑅1

− 𝜆3
𝑛Ψ0 (𝜆𝑛) 𝑣𝑛.

(2.55)

Точно так же получаем формулы для преобразования дифференциальных

операторов оставшихся двух задач. В частности, для краевой задачи со смешан

ными граничными условиями (2.16) имеем:
𝑅2∫︁

𝑅1

𝑟

(︂
𝑉 ′ +

𝑉

𝑟

)︂
Ψ10 (𝜆𝑛𝑟) 𝑑𝑟 = −𝑅1Ψ10 (𝜆𝑛𝑅1)𝑉 (𝑅1) + 𝜆𝑛𝑣𝑛Ψ̃1 (𝜆𝑛), (2.56)

𝑅2∫︁
𝑅1

𝑟Φ′
𝑞 (𝑟)Ψ11 (𝜆𝑛𝑟) 𝑑𝑟 = 𝑅2Ψ11 (𝜆𝑛𝑅2) Φ𝑞 (𝑅2)− 𝜆𝑛𝜙𝑞𝑛Ψ̃1 (𝜆𝑛), (2.57)

𝑅2∫︁
𝑅1

(︂
𝑉 ′′ +

𝑉 ′

𝑟
− 𝑉

𝑟2

)︂
Ψ11 (𝜆𝑛𝑟) 𝑟𝑑𝑟 = 𝜆𝑛𝑅1Ψ10 (𝜆𝑘𝑅1)𝑉 (𝑅1)+

+𝑅2

[︂
𝑉 ′ (𝑅2) +

𝑉 (𝑅2)

𝑅2

]︂
Ψ11 (𝜆𝑛𝑅2)− 𝜆2

𝑛𝑣𝑛Ψ̃1 (𝜆𝑛),

(2.58)
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𝑅2∫︁
𝑅1

(︂
Φ′′

𝑞 +
Φ′

𝑞

𝑟

)︂
Ψ10 (𝜆𝑛𝑟) 𝑟𝑑𝑟 = −𝑅1Φ

′
𝑞 (𝑅1)Ψ10 (𝜆𝑛𝑅1)+

+𝜆𝑛𝑅2Ψ11 (𝜆𝑘𝑅2) Φ𝑞 (𝑅2)− 𝜆2
𝑛𝜙𝑞𝑛Ψ̃1 (𝜆𝑛),

(2.59)

𝑅2∫︁
𝑅1

(︂
𝑉 ′′′ +

2𝑉 ′′

𝑟
− 𝑉 ′

𝑟2
+

𝑉

𝑟3

)︂
Ψ10 (𝜆𝑛𝑟) 𝑟𝑑𝑟 =

= 𝜆𝑛𝑅2

[︂
𝑉 ′ (𝑅2) +

𝑉 (𝑅2)

𝑅2

]︂
Ψ11 (𝜆𝑛𝑅2)− 𝜆3

𝑛𝑣𝑛Ψ̃1 (𝜆𝑛)−

−
[︂
𝑉 ′′ (𝑅1) +

𝑉 ′ (𝑅1)

𝑅1
− 𝑉 (𝑅1)

𝑅2
1

− 𝜆2
𝑛𝑉 (𝑅1)

]︂
Ψ10 (𝜆𝑛𝑅1)𝑅1.

(2.60)

Решение этой задачи ищется в виде

𝑉 (𝑟) =
∞∑︁
𝑛=1

𝑣𝑛Ψ11 (𝜆𝑛𝑟), 𝑣𝑛 =
1

Ψ̃1 (𝜆𝑛)

𝑅2∫︁
𝑅1

𝑟𝑉 (𝑟)Ψ11 (𝜆𝑛𝑟) 𝑑𝑟,

Φ𝑞 (𝑟, 𝜏) =
∞∑︁
𝑛=1

𝜙𝑞𝑛Ψ10 (𝜆𝑛𝑟), 𝜙𝑞𝑛 =
1

Ψ̃1 (𝜆𝑛)

𝑅2∫︁
𝑅1

𝑟Φ𝑞 (𝑟)Ψ10 (𝜆𝑛𝑟) 𝑑𝑟,

(2.61)

где 𝜆𝑛 удовлетворяют уравнению

Ψ01 (𝜆𝑛𝑅1) = 0.

2.4. Предельный переход к задаче для сплошного

цилиндра

В задаче Штурма-Лиувилля для круга 0 ≤ 𝑟 ≤ 𝑅0 имеем два вида гранич

ных условий:

𝑉 (𝑅0) = 0,

[︂
Λ𝑞

(︂
𝑉 ′′ +

𝑉 ′

𝑟
− 𝑉

𝑟2

)︂
−𝐷𝑞Φ

′
𝑞

]︂⃒⃒⃒⃒
𝑟=𝑅0

= 0 (2.62)

или

Φ𝑞 (𝑅0) = 0,

(︃
𝑉 ′ +

𝑉

𝑟
−

𝑁∑︁
𝑗=1

𝛼𝑗Φ𝑞

)︃⃒⃒⃒⃒
⃒
𝑟=𝑅0

= 0. (2.63)
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Постоянные 𝑉 **
𝑙 и Φ**

𝑙 в (2.12) следует положить равными нулю, так как

функция 𝑌0 (𝑟) не является ограниченной в нуле. В этом случае:

Ψ00 (𝜆𝑛𝑟) = Ψ10 (𝜆𝑛𝑟) = 𝐽0 (𝜆𝑛𝑟),

Ψ10 (𝜆𝑛𝑟) = Ψ11 (𝜆𝑛𝑟) = 𝐽1 (𝜆𝑛𝑟),
(2.64)

‖Ψ00 (𝜆𝑛𝑟)‖2 = ‖Ψ01 (𝜆𝑛𝑟)‖2 = ‖𝐽1 (𝜆𝑛𝑟)‖2 =
𝑅2

0

2
[𝐽1 (𝜆𝑛𝑅0)]

2,

‖Ψ10 (𝜆𝑛𝑟)‖2 = ‖Ψ11 (𝜆𝑛𝑟)‖2 = ‖𝐽0 (𝜆𝑛𝑟)‖2 =
𝑅2

0

2
[𝐽0 (𝜆𝑛𝑅0)]

2.

(2.65)

Тогда из формул (2.41) получаем, что решение краевой задачи с однород

ными граничными условиями (2.62) имеет вид

𝑉 (𝑟) =
∞∑︁
𝑛=1

𝑣𝑛𝐽1 (𝜆𝑛𝑟), 𝑣𝑛 =
2

𝑅2
0[𝐽0 (𝜆𝑛𝑅0)]

2

𝑅0∫︁
0

𝑟𝑉 (𝑟) 𝐽1 (𝜆𝑛𝑟) 𝑑𝑟,

Φ𝑞 (𝑟, 𝜏) =
∞∑︁
𝑛=1

𝜙𝑞𝑛𝐽0 (𝜆𝑛𝑟), 𝜙𝑞𝑛 =
2

𝑅2
0[𝐽0 (𝜆𝑛𝑅0)]

2

𝑅0∫︁
0

𝑟Φ𝑞 (𝑟) 𝐽0 (𝜆𝑛𝑟) 𝑑𝑟,

(2.66)

где 𝜆𝑛 являются корнями уравнения

𝐽1 (𝜆𝑛𝑅0) = 0. (2.67)

При этом, с учетом свойств производных функций Бесселя, числа 𝜆𝑛 удо

влетворяют также уравнению вида

𝐽 ′
0 (𝜆𝑛𝑅0) = 0. (2.68)

Аналоги формул для преобразования производных запишутся так:

𝑅0∫︁
0

𝑟

(︂
𝑉 ′ +

𝑉

𝑟

)︂
𝐽0 (𝜆𝑛𝑟) 𝑑𝑟 = 𝑅0𝐽0 (𝜆𝑛𝑅0)𝑉 (𝑅0) + 𝜆𝑛

𝑅2
0

2
[𝐽0 (𝜆𝑛𝑅0)]

2𝑣𝑛, (2.69)

𝑅0∫︁
0

𝑟Φ′
𝑞 (𝑟) 𝐽1 (𝜆𝑘𝑟) 𝑑𝑟 = −𝜆𝑛

𝑅2
0

2
[𝐽0 (𝜆𝑛𝑅0)]

2𝜙𝑞𝑛, (2.70)
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𝑅0∫︁
0

(︂
𝑉 ′′ +

𝑉 ′

𝑟
− 𝑉

𝑟2

)︂
𝐽1 (𝜆𝑛𝑟) 𝑟𝑑𝑟 =

= −𝜆𝑛𝑅0𝐽0 (𝜆𝑛𝑅0)𝑉 (𝑅0)− 𝜆2
𝑛

𝑅2
0

2
[𝐽0 (𝜆𝑛𝑅0)]

2𝑣𝑛,

(2.71)

𝑅0∫︁
0

(︂
Φ′′

𝑞 +
Φ′

𝑞

𝑟

)︂
𝐽0 (𝜆𝑛𝑟) 𝑟𝑑𝑟 =

= 𝑅0Φ
′
𝑞 (𝑅0) 𝐽0 (𝜆𝑛𝑅0)− 𝜆2

𝑛

𝑅2
0

2
[𝐽0 (𝜆𝑛𝑅0)]

2𝜙𝑞𝑛,

(2.72)

𝑅0∫︁
0

(︂
𝑉 ′′′ +

2𝑉 ′′

𝑟
− 𝑉 ′

𝑟2
+

𝑉

𝑟3

)︂
𝐽0 (𝜆𝑛𝑟) 𝑟𝑑𝑟 =

=

(︂
𝑉 ′′ (𝑅0) +

𝑉 ′ (𝑅0)

𝑅0
− 𝑉 (𝑅0)

𝑅2
0

)︂
𝐽0 (𝜆𝑛𝑅0)𝑅0−

−𝜆2
𝑛𝑅0𝐽0 (𝜆𝑛𝑅0)𝑉 (𝑅0)− 𝜆3

𝑛

𝑅2
0

2
[𝐽0 (𝜆𝑛𝑅0)]

2𝑣𝑛.

(2.73)

Соответственно, для краевой задачи с граничными условиями (2.62) реше

ние ищется в следующей форме

𝑉 (𝑟) =
∞∑︁
𝑛=1

𝑣𝑛𝐽1 (𝜆𝑛𝑟), 𝑣𝑛 =
2

𝑅2
0[𝐽1 (𝜆𝑛𝑅0)]

2

𝑅0∫︁
0

𝑟𝑉 (𝑟) 𝐽1 (𝜆𝑛𝑟) 𝑑𝑟,

Φ𝑞 (𝑟, 𝜏) =
∞∑︁
𝑛=1

𝜙𝑞𝑛𝐽0 (𝜆𝑛𝑟), 𝜙𝑞𝑛 =
2

𝑅2
0[𝐽1 (𝜆𝑛𝑅0)]

2

𝑅0∫︁
0

𝑟Φ𝑞 (𝑟) 𝐽0 (𝜆𝑛𝑟) 𝑑𝑟,

(2.74)

где 𝜆𝑛 являются корнями уравнения

𝐽0 (𝜆𝑛𝑅0) = 0, (2.75)

а также удовлетворяют уравнению

𝜆𝑛𝑅0𝐽
′
1 (𝜆𝑛𝑅0) + 𝐽1 (𝜆𝑛𝑅0) = 0.

Формулы преобразования дифференциальных операторов тогда принима
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ют следующий вид:

𝑅0∫︁
0

𝑟

(︂
𝑉 ′ +

𝑉

𝑟

)︂
𝐽0 (𝜆𝑛𝑟) 𝑑𝑟 = 𝜆𝑛

𝑅2
0

2
[𝐽1 (𝜆𝑛𝑅0)]

2𝑣𝑛, (2.76)

𝑅0∫︁
0

𝑟Φ′
𝑞 (𝑟) 𝐽1 (𝜆𝑛𝑟) 𝑑𝑟 = 𝑅0𝐽1 (𝜆𝑛𝑅0) Φ𝑞 (𝑅0)− 𝜆𝑛

𝑅2
0

2
[𝐽1 (𝜆𝑛𝑅0)]

2𝜙𝑞𝑛, (2.77)

𝑅0∫︁
0

(︂
𝑉 ′′ +

𝑉 ′

𝑟
− 𝑉

𝑟2

)︂
𝐽1 (𝜆𝑛𝑟) 𝑟𝑑𝑟 =

= 𝑅0

[︂
𝑉 ′ (𝑅0) +

𝑉 (𝑅0)

𝑅0

]︂
𝐽1 (𝜆𝑛𝑅0)− 𝜆2

𝑛

𝑅2
0

2
[𝐽1 (𝜆𝑛𝑅0)]

2𝑣𝑛,

(2.78)

𝑅0∫︁
0

(︂
Φ′′

𝑞 +
Φ′

𝑞

𝑟

)︂
𝐽0 (𝜆𝑛𝑟) 𝑟𝑑𝑟 =

= 𝜆𝑛𝑅0𝐽1 (𝜆𝑛𝑅0) Φ𝑞 (𝑅0)− 𝜆2
𝑛

𝑅2
0

2
[𝐽1 (𝜆𝑛𝑅0)]

2𝜙𝑞𝑛,

(2.79)

𝑅0∫︁
0

(︂
𝑉 ′′′ +

2𝑉 ′′

𝑟
− 𝑉 ′

𝑟2
+

𝑉

𝑟3

)︂
𝐽0 (𝜆𝑛𝑟) 𝑟𝑑𝑟 =

= 𝜆𝑛𝑅0

[︂
𝑉 ′ (𝑅0) +

𝑉 (𝑅0)

𝑅0

]︂
𝐽1 (𝜆𝑛𝑅0)− 𝜆3

𝑛

𝑅2
0

2
[𝐽1 (𝜆𝑛𝑅0)]

2𝑣𝑛.

(2.80)
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Глава 3

Моделирование нестационарных

механодиффузионных процессов в сплошном

цилиндре

3.1. Интегральное представление решения

Рассматривается одномерная задача об определении напряженно-дефор

мированного состояния сплошного 𝑁 +1–компонентного цилиндра радиуса 𝑅0,

находящегося под влиянием нестационарных механодиффузионных возмуще

ний.

Рис. 3.1 Иллюстрация к постановке задачи. Сплошной цилиндр. 𝑓𝑖 – по

верхностные возмущения, 𝐹𝑗 – объёмные возмущния

Физико-механические процессы в данной сплошной среде описываются свя

занной системой уравнений упругой диффузии (1.10), (1.19) с нулевыми началь

ными условиями. Полагая характерный линейный размер 𝐿 = 𝑅0 и переходя

к безразмерным величинам по формулам (1.9), приходим к начально-краевой

задаче для цилиндра единичного радиуса. Полагаем для простоты, что среда

является идеальным твердым раствором, т.е. 𝐷𝑞𝑟 = 𝛿𝑘𝑟𝐷𝑞.

Как было ранее отмечено (см. п. 1.4), основная проблема заключается в

невозможности построения решения поставленной задачи в виде рядов Фурье.

Это существенно осложняет обращение интегрального преобразования Лапла
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са по времени, которое также используется при решении этой задачи. Для пре

одоления указанной трудности используется метод эквивалентных граничных

условий, который заключается в том, что вместо исходной задачи (1.10), (1.19)

рассматривается вспомогательная задача для уравнений (1.10) с граничными

условиями вида

(︃
𝑢′ +

𝑢

𝑟
−

𝑁∑︁
𝑗=1

𝛼𝑗𝜂𝑗

)︃⃒⃒⃒⃒
⃒
𝑟=1

= 𝑓 *
1 (𝜏), 𝜂𝑞|𝑟=1 = 𝑓𝑞+1 (𝜏), (3.1)

где функция 𝑓 *
1 (𝜏) подлежит определению. Решение этой задачи записывается

в виде

𝑢 (𝑟, 𝜏) =

𝜏∫︁
0

𝐺11 (𝑟, 𝜏 − 𝑡) 𝑓 *
1 (𝑡) 𝑑𝑡+

𝑁+1∑︁
𝑚=2

𝜏∫︁
0

𝐺1𝑚 (𝑟, 𝜏 − 𝑡) 𝑓𝑚 (𝑡) 𝑑𝑡+

+
𝑁+1∑︁
𝑚=1

𝜏∫︁
0

1∫︁
0

�̃�1𝑚 (𝑟, 𝜉, 𝑡)𝐹𝑚 (𝜉, 𝜏 − 𝑡) 𝑑𝑡𝑑𝜉,

𝜂𝑞 (𝑟, 𝜏) =

𝜏∫︁
0

𝐺𝑞+1,1 (𝑟, 𝜏 − 𝑡) 𝑓 *
1 (𝑡) 𝑑𝑡+

𝑁+1∑︁
𝑚=2

𝜏∫︁
0

𝐺𝑞+1,𝑚 (𝑟, 𝜏 − 𝑡) 𝑓𝑚 (𝑡) 𝑑𝑡+

+
𝑁+1∑︁
𝑚=1

𝜏∫︁
0

1∫︁
0

�̃�𝑞+1,𝑚 (𝑟, 𝜉, 𝑡)𝐹𝑚 (𝜉, 𝜏 − 𝑡) 𝑑𝑡𝑑𝜉,

(3.2)

Здесь 𝐺𝑛𝑚 (𝑟, 𝜏) , ∀𝑛,𝑚 = 1, 𝑁 + 1 – поверхностные функции Грина, пред

ставляющие собой решения следующих начально-краевых задач:

(︂
𝐺′′

1𝑚 +
𝐺′

1𝑚

𝑟
− 𝐺1𝑚

𝑟2

)︂
−

𝑁∑︁
𝑗=1

𝛼𝑗𝐺
′
𝑗+1,𝑚 = �̈�1𝑚,

−Λ𝑞

(︂
𝐺′′′

1𝑚 +
2𝐺′′

1𝑚

𝑟
− 𝐺′

1𝑚

𝑟2
+

𝐺1𝑚

𝑟3

)︂
+

+𝐷𝑞

(︂
𝐺′′

𝑞+1,𝑚 +
𝐺′

𝑞+1,𝑚

𝑟

)︂
= �̇�𝑞+1,𝑚 + 𝜏𝑞�̈�𝑞+1,𝑚,

(3.3)
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(︃
𝐺′

1𝑚 +
1

𝑟
𝐺1𝑚 −

𝑁∑︁
𝑗=1

𝛼𝑗𝐺𝑗+1,𝑚

)︃⃒⃒⃒⃒
⃒
𝑟=1

= 𝛿1𝑚𝛿 (𝜏), 𝐺𝑞+1,𝑚|𝑟=1 = 𝛿𝑞+1,𝑚𝛿 (𝜏). (3.4)

Соответственно �̃�𝑘𝑚 (𝑟, 𝜉, 𝜏) , ∀𝑘,𝑚 = 1, 𝑁 + 1, 0 ≤ 𝜉 ≤ 1 – объемные

функции Грина рассматриваемой задачи, удовлетворяющие следующим начально

краевым задачам:(︃
�̃�′′

1𝑚 +
�̃�′

1𝑚

𝑟
− �̃�1𝑚

𝑟2

)︃
−

𝑁∑︁
𝑗=1

𝛼𝑗�̃�
′
𝑗+1,𝑚 + 𝛿1𝑚𝛿 (𝑟 − 𝜉) 𝛿 (𝜏) = ¨̃𝐺1𝑚,

−Λ𝑞

(︃
�̃�′′′

1𝑚 +
2�̃�′′

1𝑚

𝑟
− �̃�′

1𝑚

𝑟2
+

�̃�1𝑚

𝑟3

)︃
+𝐷𝑞

(︃
�̃�′′

𝑞+1,𝑚 +
�̃�′

𝑞+1,𝑚

𝑟

)︃
+

+𝛿𝑞+1,𝑚𝛿 (𝑟 − 𝜉) 𝛿 (𝜏) = ˙̃𝐺𝑞+1,𝑚 + 𝜏𝑞
¨̃𝐺𝑞+1,𝑚;

(3.5)

(︃
�̃�′

1𝑚 +
�̃�1𝑚

𝑟
−

𝑁∑︁
𝑗=1

𝛼𝑗�̃�𝑗+1,𝑚

)︃⃒⃒⃒⃒
⃒
𝑟=1

= 0, �̃�𝑞+1,𝑚

⃒⃒⃒
𝑟=1

= 0. (3.6)

Начальные условия для поверхностных и объемных функций Грина пола

гаем нулевыми.

3.2. Алгоритм построения поверхностных функций Грина

Для нахождения поверхностных функций Грина применяем к задаче (3.3),

(3.4) интегральное преобразование Лапласа по времени, затем первое уравнение

в (3.3) домножаем на 𝑟𝐽1 (𝜆𝑛𝑟), а второе – на 𝑟𝐽0 (𝜆𝑛𝑟), после чего интегрируем

оба уравнения по 𝑟 в промежутке [0, 1]:

1∫︁
0

(︂
𝐺′′𝐿

1𝑚 +
1

𝑟
𝐺′𝐿

1𝑚 − 1

𝑟2
𝐺𝐿

1𝑚

)︂
𝐽1 (𝜆𝑛𝑟) 𝑟𝑑𝑟−

−
𝑁∑︁
𝑗=1

𝛼𝑗

1∫︁
0

𝐺′𝐿
𝑗+1,𝑚𝐽1 (𝜆𝑛𝑟) 𝑟𝑑𝑟 = 𝑠2

1∫︁
0

𝐺𝐿
1𝑚𝐽1 (𝜆𝑛𝑟) 𝑟𝑑𝑟,
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−Λ𝑞

1∫︁
0

(︂
𝐺′′′𝐿

1𝑚 +
2

𝑟
𝐺′′𝐿

1𝑚 − 1

𝑟2
𝐺′𝐿

1𝑚 +
1

𝑟3
𝐺𝐿

1𝑚

)︂
𝐽0 (𝜆𝑛𝑟) 𝑟𝑑𝑟+

+𝐷𝑞

1∫︁
0

(︂
𝐺′′𝐿

𝑞+1,𝑚 +
1

𝑟
𝐺′𝐿

𝑞+1,𝑚

)︂
𝐽0 (𝜆𝑛𝑟) 𝑟𝑑𝑟=

(︀
𝑠+ 𝜏𝑞𝑠

2
)︀ 1∫︁
0

𝐺𝐿
𝑞+1,𝑚𝐽0 (𝜆𝑛𝑟) 𝑟𝑑𝑟;

(3.7)

(︃
𝐺′𝐿

1𝑚 +
1

𝑟
𝐺𝐿

1𝑚 −
𝑁∑︁
𝑗=1

𝛼𝑗𝐺
𝐿
𝑗+1,𝑚

)︃⃒⃒⃒⃒
⃒
𝑟=1

= 𝛿1𝑚, 𝐺𝐿
𝑞+1,𝑚

⃒⃒
𝑟=1

= 𝛿𝑞+1,𝑚. (3.8)

Здесь 𝐽0 (𝑧), 𝐽1 (𝑧) – функции Бесселя 0-го и 1-го порядков, 𝜆𝑛 – корни

характеристического уравнения (2.75).

Далее, с учетом граничных условий (3.8) и формул (2.75)–(2.80), получаем

𝑘1𝑛 (𝑠)𝐺
𝐿
1𝑚𝑛 (𝑠)− 𝜆𝑛

𝑁∑︁
𝑗=1

𝛼𝑗𝐺
𝐿
𝑗+1,𝑚𝑛 (𝑠) =

2

𝐽1 (𝜆𝑛)
𝛿1𝑚,

𝑘𝑞+1,𝑛 (𝑠)𝐺
𝐿
𝑞+1,𝑚𝑛 (𝑠)− Λ𝑞𝜆

3
𝑛𝐺

𝐿
1𝑚𝑛 (𝑠) =

=
2𝜆𝑛Λ𝑞

𝐽1 (𝜆𝑛)

(︃
𝐷𝑞

Λ𝑞
𝛿𝑞+1,𝑚 − 𝛿1𝑚 −

𝑁∑︁
𝑗=1

𝛼𝑗𝛿𝑗+1,𝑚

)︃
,

𝑘1𝑛 (𝑠) = 𝜆2
𝑛 + 𝑠2, 𝑘𝑞+1,𝑛 (𝑠) = 𝐷𝑞𝜆

2
𝑛 + 𝑠+ 𝜏𝑞𝑠

2,

(3.9)

где, в соответствии с формулами (2.74),

𝐺𝐿
1𝑚 (𝑟, 𝑠) =

∞∑︁
𝑛=1

𝐺𝐿
1𝑚𝑛 (𝑠) 𝐽1 (𝜆𝑛𝑟),

𝐺𝐿
𝑞+1,𝑚𝑛 (𝑟, 𝑠) =

∞∑︁
𝑛=1

𝐺𝐿
𝑞+1,𝑚𝑛 (𝑠) 𝐽0 (𝜆𝑛𝑟),

𝐺𝐿
𝑞+1,𝑚𝑛 (𝑠) =

2

𝐽2
1 (𝜆𝑛)

1∫︁
0

𝑟𝐺𝐿
𝑞+1,𝑚 (𝑟, 𝑠) 𝐽0 (𝜆𝑛𝑟) 𝑑𝑟,

𝐺𝐿
1𝑚𝑛 (𝜆𝑛, 𝑠) =

2

𝐽2
1 (𝜆𝑛)

1∫︁
0

𝑟𝐺𝐿
1𝑚 (𝑟, 𝑠) 𝐽1 (𝜆𝑛𝑟) 𝑑𝑟.

(3.10)

Решение системы линейных алгебраических уравнений (3.9) имеет вид
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⎧⎨⎩ 𝐺𝐿
11𝑛 (𝑠)

𝐺𝐿
1,𝑞+1,𝑛 (𝑠)

⎫⎬⎭ =
2

𝐽1 (𝜆𝑛)𝑃𝑛 (𝑠)

⎧⎨⎩ 𝑃11𝑛 (𝑠)

𝑃1,𝑞+1,𝑛 (𝑠)

⎫⎬⎭ ,

𝐺𝐿
𝑞+1,1𝑛 (𝑠) = − 2

𝐽1 (𝜆𝑛)

[︂
𝜆𝑛Λ𝑞

𝑘𝑞+1,𝑛 (𝑠)
+

𝑃𝑞+1,1𝑛 (𝑠)

𝑄𝑞𝑛 (𝑠)

]︂
,

𝐺𝐿
𝑞+1,𝑝+1,𝑛 (𝑠) = − 2

𝐽1 (𝜆𝑛)

[︂
𝜆𝑛 (Λ𝑞𝛼𝑝 −𝐷𝑞𝛿𝑝𝑞)

𝑘𝑞+1,𝑛 (𝑠)
+

𝑃𝑞+1,𝑝+1,𝑛 (𝑠)

𝑄𝑞𝑛 (𝑠)

]︂
,

(3.11)

где

𝑃𝑛 (𝑠) = 𝑘1𝑛 (𝑠)Π𝑛 (𝑠)− 𝜆4
𝑛

𝑁∑︁
𝑗=1

𝛼𝑗Λ𝑗Π𝑗𝑛 (𝑠), 𝑄𝑞𝑛 (𝑠) = 𝑘𝑞+1,𝑛 (𝑠)𝑃𝑛 (𝑠),

Π𝑛 (𝑠) =
𝑁∏︁
𝑗=1

𝑘𝑗+1,𝑛 (𝑠), Π𝑗𝑛 (𝑠) =
𝑁∏︁

𝑘=1,𝑘 ̸=𝑗

𝑘𝑘+1,𝑛 (𝑠);

(3.12)

𝑃11𝑛 (𝑠) = Π𝑛 (𝑠)− 𝜆2
𝑛

𝑁∑︁
𝑗=1

𝛼𝑗Λ𝑗Π𝑗𝑛 (𝑠), 𝑃𝑞+1,𝑘𝑛 (𝑠) = −Λ𝑞𝜆
3
𝑛𝑃11𝑛 (𝑠),

𝑃1,𝑞+1,𝑛 (𝑠) = 𝜆2
𝑛𝛼𝑞

[︃
𝐷𝑞Π𝑞𝑛 (𝑠)−

𝑁∑︁
𝑗=1

𝛼𝑗Λ𝑗Π𝑗𝑛 (𝑠)

]︃
.

(3.13)

Учитывая то, что все функции в (3.11)–(3.13) являются рациональными и

зависят от комплексного параметра 𝑠, оригиналы функций влияния по Лапла

су можно отыскать аналитически, используя теорию вычетов и стандартные

таблицы операционного исчисления [9] (штрихом в формулах ниже обозначена

производная по параметру преобразования 𝑠):

𝐺1𝑘𝑛 (𝜏) =
2

𝐽1 (𝜆𝑛)

2𝑁+2∑︁
𝑙=1

𝐴
(𝑙)
1𝑘𝑛 exp (𝑠𝑙𝑛𝜏),

𝐺𝑞+1,1𝑛 (𝜏) = − 2

𝐽1 (𝜆𝑛)

[︃
2𝑁+4∑︁
𝑙=1

𝐴
(𝑙)
𝑞+1,1𝑛 exp (𝑠𝑙𝑛𝜏) + 𝜆𝑛Λ𝑞

2∑︁
𝑗=1

exp (𝜒𝑗𝑞𝑛𝜏)

𝑘′𝑞+1,𝑛 (𝜒𝑗𝑞𝑛)

]︃
,

𝐺𝑞+1,𝑝+1,𝑛 (𝜏) =
2

𝐽1 (𝜆𝑛)

2𝑁+4∑︁
𝑙=1

𝐴
(𝑙)
𝑞+1,𝑝+1,𝑛 exp (𝑠𝑙𝑛𝜏)−

−2𝜆𝑛 (Λ𝑞𝛼𝑝 −𝐷𝑞𝛿𝑝𝑞)

𝐽1 (𝜆𝑛)

2∑︁
𝑗=1

exp (𝜒𝑗𝑞𝑛𝜏)

𝑘′𝑞+1 (𝜆𝑛, 𝜒𝑗𝑞𝑛)
,

(3.14)
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𝐴
(𝑙)
1𝑘𝑛 =

𝑃1𝑘𝑛 (𝑠𝑙𝑛)

𝑃 ′
𝑛 (𝑠𝑙𝑛)

, 𝐴
(𝑙)
𝑞+1,𝑘𝑛 =

𝑃𝑞+1,𝑘𝑛 (𝑠𝑙𝑛)

𝑄′
𝑞𝑛 (𝑠𝑙𝑛)

.

Здесь 𝑠𝑙𝑛 (𝜆𝑛) – нули полинома 𝑃𝑛 (𝑠), а 𝜒𝑗𝑞𝑛 (𝜆𝑛) – дополнительные нули

полинома 𝑄𝑞𝑛 (𝑠), определяемые по формулам:

𝜒1𝑞𝑛 (𝜆𝑛) = 𝑠2𝑁+3,𝑛 (𝜆𝑛) =
−1−

√︀
1− 4𝜏𝑞𝐷𝑞𝜆2

𝑛

2𝜏𝑞
,

𝜒2𝑞𝑛 (𝜆𝑛) = 𝑠2𝑁+4,𝑛 (𝜆𝑛) =
−1 +

√︀
1− 4𝜏𝑞𝐷𝑞𝜆2

𝑛

2𝜏𝑞
.

(3.15)

3.3. Алгоритм построения объемных функций Грина

Алгоритм нахождения объёмных функций Грина полностью аналогичен

алгоритму построения поверхностных функций Грина. Применяем интеграль

ное преобразование Лапласа по времени к системе (3.5), (3.6), а затем первое

уравнение в этой системе умножаем на 𝑟𝐽1 (𝜆𝑛𝑟), второе – на 𝑟𝐽0 (𝜆𝑛𝑟) и за

тем интегрируем полученные равенства по 𝑟 в промежутке [0, 1]. Опуская по

дробности, изложенные в предыдущем пункте, получаем (верхний индекс «𝐿»

обозначает трансформанту Лапласа, 𝑠 – параметр преобразования):

𝑘1𝑛 (𝑠) �̃�
𝐿
1𝑚𝑛 (𝜉, 𝑠)− 𝜆𝑛

𝑁∑︁
𝑗=1

𝛼𝑗�̃�
𝐿
𝑗+1,𝑚𝑛 (𝜉, 𝑠) = 𝐹1𝑛 (𝜉),

Λ𝑞𝜆
3
𝑛�̃�

𝐿
1𝑚𝑛 (𝜉, 𝑠)− 𝑘𝑞+1,𝑛 (𝑠) �̃�

𝐿
𝑞+1,𝑚𝑛 (𝜉, 𝑠) = 𝐹𝑞+1,𝑛 (𝜉),

(3.16)

где 𝜆𝑛 – корни уравнения 𝐽0 (𝜆𝑛) = 0, функции 𝑘𝑙𝑛 (𝑠) определены в (3.9), а

остальные параметры полученной системы определяются так:

𝐹1𝑛 (𝜉) =
2𝛿1𝑚

𝐽2
1 (𝜆𝑛)

𝐽1 (𝜆𝑛𝜉) 𝜉, 𝐹𝑞+1,𝑛 (𝜉) = −2𝛿𝑞+1,𝑚

𝐽2
1 (𝜆𝑛)

𝐽0 (𝜆𝑛𝜉) 𝜉, (3.17)

�̃�𝐿
1𝑚 (𝑟, 𝜉, 𝑠) =

∞∑︁
𝑛=1

�̃�𝐿
1𝑚𝑛 (𝜉, 𝑠) 𝐽1 (𝜆𝑛𝑟),

�̃�𝐿
𝑞+1,𝑚 (𝑟, 𝜉, 𝑠) =

∞∑︁
𝑛=1

�̃�𝐿
𝑞+1,𝑚𝑛 (𝜉, 𝑠) 𝐽0 (𝜆𝑛𝑟),

(3.18)
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�̃�𝐿
1𝑚𝑛 (𝜉, 𝑠) =

2

𝐽2
1 (𝜆𝑛)

1∫︁
0

𝑟�̃�𝐿
1𝑚 (𝑟, 𝜉, 𝑠) 𝐽1 (𝜆𝑛𝑟) 𝑑𝑟,

�̃�𝐿
𝑞+1,𝑚𝑛 (𝜉, 𝑠) =

2

𝐽2
1 (𝜆𝑛)

1∫︁
0

𝑟�̃�𝐿
𝑞+1,𝑚 (𝑟, 𝜉, 𝑠) 𝐽0 (𝜆𝑛𝑟) 𝑑𝑟.

Решение системы (3.16) имеет вид

�̃�𝐿
11𝑛 (𝜉, 𝑠) =

2𝜉 𝐽1 (𝜆𝑛𝜉)𝑃11𝑛 (𝑠)

𝐽2
1 (𝜆𝑛)𝑃𝑛 (𝑠)

,

�̃�𝐿
1,𝑞+1,𝑛 (𝜉, 𝑠) =

2𝜉 𝐽0 (𝜆𝑛𝜉)𝑃1,𝑞+1,𝑛 (𝑠)

𝐽2
1 (𝜆𝑛)𝑃𝑛 (𝑠)

,

�̃�𝐿
𝑞+1,1𝑛 (𝜉, 𝑠) =

2𝜉 𝐽1 (𝜆𝑛𝜉)𝑃𝑞+1,1𝑛 (𝑠)

𝐽2
1 (𝜆𝑛)𝑄𝑞𝑛 (𝑠)

,

�̃�𝐿
𝑞+1,𝑝+1,𝑛 (𝜉, 𝑠) =

2𝜉 𝐽0 (𝜆𝑛𝜉)

𝐽2
1 (𝜆𝑛)

[︃
𝛿𝑞𝑝

𝑘𝑞+1,𝑛 (𝑠)
+

𝑃𝑞+1,𝑝+1,𝑛 (𝑠)

𝑄𝑞𝑛 (𝑠)

]︃
,

(3.19)

где величины 𝑃𝑚𝑘𝑛 (𝑠) определяются из формул

𝑃11𝑛 (𝑠) = Π𝑛 (𝑠), 𝑃𝑞+1,𝑘𝑛 (𝑠) = Λ𝑞𝜆
3
𝑛𝑃1𝑘𝑛 (𝑠),

𝑃1,𝑞+1,𝑛 (𝑠) = 𝜆𝑛𝛼𝑞Π𝑞𝑛 (𝑠),
(3.20)

а многочлены 𝑃𝑛 (𝑠), 𝑄𝑞𝑛 (𝑠), Π𝑛 (𝑠) и Π𝑗𝑛 (𝑠) – по формулам (3.12).

Используя обратное интегральное преобразование Лапласа по времени, по

аналогии с методикой, описанной в предыдущем пункте, определяем оригиналы

объёмных функций влияния (производные берутся по переменной 𝑠):

�̃�11𝑛 (𝜉, 𝜏) =
2𝜉 𝐽1 (𝜆𝑛𝜉)

𝐽2
1 (𝜆𝑛)

2𝑁+2∑︁
𝑘=1

𝐴
(𝑘)
11𝑛 (𝑠𝑘𝑛) exp (𝑠𝑘𝑛𝜏),

�̃�1,𝑞+1,𝑛 (𝜉, 𝜏) =
2𝜉 𝐽0 (𝜆𝑛𝜉)

𝐽2
1 (𝜆𝑛)

2𝑁+2∑︁
𝑘=1

𝐴
(𝑘)
1,𝑞+1,𝑛 (𝑠𝑘𝑛) exp (𝑠𝑘𝑛𝜏),

�̃�𝑞+1,1𝑛 (𝜉, 𝜏) =
2𝜉 𝐽1 (𝜆𝑛𝜉)

𝐽2
1 (𝜆𝑛)

2𝑁+4∑︁
𝑘=1

𝐴
(𝑘)
𝑞+1,1𝑛 (𝑠𝑘𝑛) exp (𝑠𝑘𝑛𝜏),

(3.21)
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�̃�𝑞+1,𝑝+1,𝑛 (𝜉, 𝜏) =
2𝜉 𝐽0 (𝜆𝑛𝜉)

𝐽2
1 (𝜆𝑛)

[︃
2∑︁

𝑙=1

𝛿𝑞𝑝 exp (𝜒𝑙𝑞𝑛𝜏)

𝑘′𝑞+1,𝑛 (𝜒𝑙𝑞𝑛)
+

+
2𝑁+4∑︁
𝑘=1

𝐴
(𝑘)
𝑞+1,𝑝+1,𝑛 (𝑠𝑘𝑛) exp (𝑠𝑘𝑛𝜏)

]︃
;

𝐴
(𝑘)
1𝑚𝑛 (𝑠𝑘𝑛) =

𝑃1𝑚𝑛 (𝑠𝑘𝑛)

𝑃 ′
𝑛 (𝑠𝑘)

, 𝐴
(𝑘)
𝑞+1,𝑚𝑛 (𝑠𝑘𝑛) =

𝑃𝑞+1,𝑚𝑛 (𝑠𝑘𝑛)

𝑄′
𝑞𝑛 (𝑠𝑘𝑛)

; (3.22)

𝐺1𝑚 (𝑟, 𝜉, 𝜏) =
∞∑︁
𝑛=1

𝐺1𝑚𝑛 (𝜉, 𝜏) 𝐽1 (𝜆𝑛𝑟),

𝐺𝑞+1,𝑚 (𝑟, 𝜉, 𝜏) =
∞∑︁
𝑛=1

𝐺𝑞+1,𝑚𝑛 (𝜉, 𝜏) 𝐽0 (𝜆𝑛𝑟),

(3.23)

где 𝑠𝑘𝑛 ∀𝑘 = 1, 2𝑁 + 2 – нули полинома 𝑃𝑛 (𝑠), 𝜒𝑗𝑞𝑛 – дополнительные нули по

линома 𝑄𝑞𝑛 (𝑠), определяемые по формулам (3.15).

3.4. Решение задачи для сплошного цилиндра методом

эквивалентных граничных условий

Для нахождения решения задачи (1.10), (1.19) полагаем, что решение вспо

могательной задачи (1.10), (3.1) должно удовлетворять граничным условиям

(1.19). Поэтому

𝑓1 (𝜏) =

𝜏∫︁
0

𝑋1 (1, 𝜏 − 𝑡) 𝑓 *
1 (𝑡) 𝑑𝑡+

𝑁+1∑︁
𝑚=2

𝜏∫︁
0

𝑋𝑚 (1, 𝜏 − 𝑡) 𝑓𝑚 (𝑡) 𝑑𝑡+

+
𝑁+1∑︁
𝑘=1

1∫︁
0

𝜏∫︁
0

�̃�𝑚 (𝑟, 𝜉, 𝜏 − 𝑡)𝐹𝑘 (𝜉, 𝑡) 𝑑𝜉𝑑𝑡,

(3.24)

где

𝑋𝑚 (𝑟, 𝑡) = 𝐺′
1𝑚 (𝑟, 𝑡) +

𝑐12
𝑟
𝐺1𝑚 (𝑟, 𝑡)−

𝑁∑︁
𝑗=1

𝛼𝑗𝐺𝑗+1,𝑚 (𝑟, 𝑡) ,

�̃�𝑘 (𝑟, 𝜉, 𝑡) = �̃�′
1𝑘 (𝑟, 𝜉, 𝑡) +

𝑐12
𝑟
�̃�1𝑘 (𝑟, 𝜉, 𝑡)−

𝑁∑︁
𝑗=1

𝛼𝑗�̃�𝑗+1,𝑘 (𝑟, 𝜉, 𝑡).
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С учетом граничных условий (3.1), имеем:
𝜏∫︁

0

[︃
𝐺′

11 (1, 𝜏 − 𝑡) +𝐺11 (1, 𝜏 − 𝑡)−
𝑁∑︁
𝑗=1

𝛼𝑗𝐺𝑗+1,1 (1, 𝜏 − 𝑡)

]︃
𝑓 *
1 (𝑡) 𝑑𝑡 =

=

𝜏∫︁
0

𝛿 (𝜏 − 𝑡) 𝑓 *
1 (𝑡) 𝑑𝑡 = 𝑓 *

1 (𝜏).

Поэтому уравнение (3.24) запишется следующим образом:

𝑓 *
1 (𝜏) +

𝜏∫︁
0

𝑎 (𝜏 − 𝑡) 𝑓 *
1 (𝑡) 𝑑𝑡 = 𝜙 (𝜏),

𝑎 (𝜏 − 𝑡) = (𝑐12 − 1)𝐺11 (1, 𝜏 − 𝑡),

𝜙 (𝜏) = 𝑓1 (𝜏) + (1− 𝑐12)
𝑁+1∑︁
𝑚=2

𝜏∫︁
0

𝐺1𝑚 (1, 𝜏 − 𝑡) 𝑓𝑚 (𝑡) 𝑑𝑡+

+(1− 𝑐12)
𝑁+1∑︁
𝑘=1

1∫︁
0

𝜏∫︁
0

�̃�1𝑘 (1, 𝜉, 𝜏 − 𝑡)𝐹𝑘 (𝜉, 𝑡) 𝑑𝜉𝑑𝑡.

(3.25)

Полученное уравнение решается численно с помощью квадратурных фор

мул. Так как функции Грина могут иметь особенности, то, с целью более успеш

ного применения формул численного интегрирования, имеет смысл преобразо

вать уравнение (3.25) к следующему виду:
𝜏∫︁

0

𝑓 *
1 (𝑡) 𝑑𝑡+

𝜏∫︁
0

𝐴 (𝜏 − 𝑡) 𝑓 *
1 (𝑡) 𝑑𝑡 = 𝐹 (𝜏),

𝐴 (𝜏) =

𝜏∫︁
0

𝑎 (𝑡) 𝑑𝑡, 𝐴 (𝜏 − 𝑡) =

𝜏−𝑡∫︁
0

𝑎 (𝜉)𝑑𝜉,

𝐹 (𝜏) = 𝜙 (𝜏)− 𝐴 (𝜏) 𝑓 *
1 (0).

(3.26)

При этом функции 𝑓 *
1 (0) должны удовлетворять определённым соотноше

ниям. Исходя из условия сопряжения начальных и граничных условий в угло

вых точках пространственно-временной области рассматриваемых задач, а так
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же с учетом нулевых начальных условий, будем далее полагать, что 𝑓 *
1 (0) = 0.

Следовательно, 𝐹 (𝜏) = 𝜙 (𝜏).

Теперь, для решения уравнения (3.26) разбиваем область [0, 𝑇 ] изменения

времени 𝜏 на 𝑁𝜏 отрезков точками 𝑡𝑚 = 𝑚ℎ
(︀
𝑚 = 0, 𝑁𝜏

)︀
с равномерным шагом

ℎ = 𝑇/𝑁𝜏 и вводим сеточные функции вида 𝑦𝑚 = 𝑓 *
1 (𝑡𝑚) , 𝐴𝑚 = 𝐴 (𝑡𝑚).

Интеграл в уравнении (3.26) при 𝜏 = 𝑡𝑚 приближенно заменяем суммой,

соответствующей формуле средних прямоугольников:

𝜏∫︁
0

𝐴 (𝜏 − 𝑡)
𝜕𝑓 *

1 (𝑡)

𝜕𝑡
𝑑𝑡 ≈ ℎ𝑆𝑚−1/2 + ℎ𝐴1/2 𝑦𝑚−1/2 ,

𝑆𝑚−1/2 =
𝑚−1∑︁
𝑙=1

𝐴𝑚−𝑙+1/2 y𝑙−1/2 ,

𝜏∫︁
0

𝜕𝑓 *
1 (𝑡)

𝜕𝑡
𝑑𝑡 ≈ ℎ𝑄𝑚−1/2 + ℎ𝑄1/2 y𝑚−1/2 , 𝑄𝑚−1/2 =

𝑚−1∑︁
𝑙=1

𝑦𝑙−1/2 ,

𝑡𝑚−1/2 =
𝑡𝑚−1 + 𝑡𝑚

2
= ℎ

(︂
𝑚− 1

2

)︂
,

𝑡𝑚−𝑙+1/2 = 𝑡𝑚 − 𝑡𝑙−1/2 = ℎ

(︂
𝑚− 𝑙 +

1

2

)︂ (︀
∀𝑚 = 1, 𝑁𝜏

)︀
.

В результате приходим к рекуррентной последовательности равенств вида

(∀𝑚 ≥ 1): (︀
𝐴1/2 + 1

)︀
𝑦𝑚−1/2 =

𝜙 (𝑡𝑚)

ℎ
− 𝑆𝑚−1/2 −𝑄𝑚−1/2 .

Откуда получаем:

𝑦𝑚−1/2 =
1

𝐴1/2 + 1

[︂
𝜙 (𝑡𝑚)

ℎ
− 𝑆𝑚−1/2 −𝑄𝑚−1/2

]︂
. (3.27)

Решение исходной задачи (1.10), (1.19) получается путем численного вы

числения сверток (3.2) функций Грина вспомогательной задачи (1.10), (3.1) с

функцией, полученной в результате численного решения уравнения (3.26). Зна

чения этой функции в узлах сетки определяются по формулам (3.27). Таким

образом, численное решение исходной задачи запишется так:
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𝑢 (𝑟, 𝜏𝑖) = ℎ
𝑖∑︁

𝑚=1

𝐺*
11

(︀
𝑟, 𝑡𝑖−𝑚+1/2

)︀
𝑦𝑚−1/2 +

𝑁+1∑︁
𝑚=2

𝜏𝑖∫︁
0

𝐺1𝑚 (𝑟, 𝜏𝑖 − 𝑡) 𝑓𝑚 (𝑡) 𝑑𝑡+

+
𝑁+1∑︁
𝑚=1

𝜏𝑖∫︁
0

1∫︁
0

�̃�1𝑚 (𝑟, 𝜉, 𝑡)𝐹𝑚 (𝜉, 𝜏𝑖 − 𝑡) 𝑑𝑡𝑑𝜉,

𝜂𝑞 (𝑟, 𝜏𝑖)=ℎ
𝑖∑︁

𝑚=1

𝐺*
𝑞+1,1

(︀
𝑟, 𝑡𝑖−𝑚+1/2

)︀
𝑦𝑚−1/2+

𝑁+1∑︁
𝑚=2

𝜏𝑖∫︁
0

𝐺𝑞+1,𝑚 (𝑟, 𝜏𝑖−𝑡)𝑓𝑚 (𝑡) 𝑑𝑡+

+
𝑁+1∑︁
𝑚=1

𝜏𝑖∫︁
0

1∫︁
0

�̃�𝑞+1,𝑚 (𝑟, 𝜉, 𝑡)𝐹𝑚 (𝜉, 𝜏𝑖 − 𝑡) 𝑑𝑡𝑑𝜉,

𝐺*
𝑚𝑘 (𝑥, 𝜏) =

𝜏∫︁
0

𝐺𝑚𝑘 (𝑥, 𝑡)𝑑𝑡.

(3.28)

3.5. Предельные переходы к модели с бесконечной

скоростью распространения диффузионных потоков

и к упругой модели

Полагая 𝜏𝑞 = 0, получаем классическую модель механодиффузии с бес

конечной скоростью распространения диффузионных потоков. При 𝜏𝑞 → 0 сте

пень многочлена 𝑃 (𝜆𝑛, 𝑠) изменяется с 2𝑁 + 2 до 𝑁 + 2, а для дополнительных

нулей имеют место следующие предельные переходы:

𝜒1𝑞 (𝜆𝑛) → −𝐷𝑞𝜆
2
𝑛, 𝜒2𝑞 (𝜆𝑛) → −∞ (𝜏𝑞 → 0).

Тогда:

exp (𝜒1𝑞𝜏) → exp
(︀
−𝐷𝑞𝜆

2
𝑛𝜏
)︀
, exp (𝜒2𝑞𝜏) → 0 (𝜏𝑞 → 0).

Полагая далее 𝛼𝑝 = 0, переходим к классическим моделям упругости и

массопереноса для сплошного цилиндра в задаче (1.10), (3.1). Вычисляя соот

ветствующие пределы в (3.13) и (3.20) при 𝛼𝑞 → 0, получаем (учитывая, что
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Λ𝑞 → 0 при 𝛼𝑞 → 0):

lim
𝛼𝑞→0

𝑃11𝑛 (𝑠) = Π𝑛 (𝑠), lim
𝛼𝑞→0

𝑃1,𝑞+1,𝑛 (𝑠) = 0, lim
𝛼𝑞→0

𝑃𝑞+1,𝑘𝑛 (𝑠) = 0,

lim
𝛼𝑞→0

𝑃11𝑛 (𝑠) = Π𝑛 (𝑠), lim
𝛼𝑞→0

𝑃1,𝑞+1,𝑛 (𝑠) = 0, lim
𝛼𝑞→0

𝑃𝑞+1,𝑘𝑛 (𝑠) = 0,

lim
𝛼𝑞→0

𝑃𝑛 (𝑠) = 𝑘1𝑛 (𝑠)Π𝑛 (𝑠), lim
𝛼𝑞→0

𝑄𝑞𝑛 (𝑠) = 𝑘𝑞+1,𝑛 (𝑠) 𝑘1𝑛 (𝑠)Π𝑛 (𝑠).

(3.29)

Поверхностные функции Грина для несвязанных задач будем обозначать

в виде 𝐺𝑢 (𝑟, 𝜏), 𝐺𝜂
𝑞 (𝑟, 𝜏) и представлять в форме рядов:

𝐺𝑢 (𝑟, 𝜏) = 𝐺11 (𝑟, 𝜏)|𝛼𝑞=0 =
∞∑︁
𝑛=1

𝐺𝑢
𝑛 (𝜏) 𝐽1 (𝜆𝑛𝑟),

𝐺𝜂
𝑞 (𝑟, 𝜏) = 𝐺𝑞+1,𝑞+1 (𝑟, 𝜏)|𝛼𝑞=0 =

∞∑︁
𝑛=1

𝐺𝜂
𝑞𝑛 (𝜏) 𝐽0 (𝜆𝑛𝑟),

(3.30)

где коэффициенты этих рядов определяются по формулам (3.14) при 𝛼𝑞 = 0.

Аналогичным образом, для объемных функций Грина получаем

�̃�𝑢 (𝑟, 𝜉, 𝜏) = �̃�11 (𝑟, 𝜉, 𝜏)
⃒⃒⃒
𝛼𝑞=0

=
∞∑︁
𝑛=1

�̃�𝑢
𝑛 (𝜉, 𝜏) 𝐽1 (𝜆𝑛𝑟),

�̃�𝜂
𝑞 (𝑟, 𝜉, 𝜏) = �̃�𝑞+1,𝑞+1 (𝑟, 𝜉, 𝜏)

⃒⃒⃒
𝛼𝑞=0

=
∞∑︁
𝑛=1

�̃�𝜂
𝑞𝑛 (𝜉, 𝜏) 𝐽0 (𝜆𝑛𝑟).

(3.31)

Здесь коэффициенты рядов находятся по формулам (3.21) при 𝛼𝑞 = 0.

С учетом предельных переходов (3.29), имеем

𝐺𝑢
𝑛 (𝜏) =

2 sin𝜆𝑛𝜏

𝐽1 (𝜆𝑛)𝜆𝑛
, 𝐺𝜂

𝑞𝑛 (𝜏) =
2𝜆𝑛𝐷𝑞

𝐽1 (𝜆𝑛)

2∑︁
𝑗=1

exp (𝜒𝑗𝑞𝑛𝜏)

𝑘′𝑞+1,𝑛 (𝜒𝑗𝑞𝑛)
,

�̃�𝑢
𝑛 (𝜉, 𝜏) =

2𝜉 𝐽1 (𝜆𝑛𝜉) sin𝜆𝑛𝜏

𝜆𝑛𝐽2
1 (𝜆𝑛)

,

𝐺𝜂
𝑞𝑛 (𝜉, 𝜏) =

2𝜉 𝐽0 (𝜆𝑛𝜉)

𝐽2
1 (𝜆𝑛)

2∑︁
𝑗=1

exp (𝜒𝑗𝑞𝑛𝜏)

𝑘′𝑞+1,𝑛 (𝜆𝑛, 𝜒𝑗𝑞𝑛)
.

(3.32)

В соответствии с (3.28), решение исходной задачи (1.10), (1.19), при 𝛼𝑞 = 0,
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запишется так:

𝑢 (𝑟, 𝜏𝑖) =
𝑖∑︁

𝑚=1

𝐺
(︀
𝑟, 𝑡𝑖−𝑚+1/2

)︀
𝑦𝑚−1/2 +

𝜏𝑖∫︁
0

1∫︁
0

�̃�𝑢 (𝑟, 𝜉, 𝜏)𝐹1 (𝜉, 𝜏𝑖 − 𝑡) 𝑑𝑡𝑑𝜉,

𝜂𝑞 (𝑟, 𝜏) = 0, 𝐺 (𝑟, 𝜏) =

𝜏∫︁
0

𝐺𝑢 (𝑟, 𝑡)𝑑𝑡.

(3.33)

3.6. Статические механодиффузионные процессы

Полагая в граничных условиях (1.19) и (3.1), а также в уравнениях (1.10)

𝑓 *
1 (𝜏) = 𝑓 *

1𝐻 (𝜏), 𝑓1 (𝜏) = 𝑓1𝐻 (𝜏), 𝑓𝑞+1 (𝜏) = 𝑓𝑞+1𝐻 (𝜏),

𝐹𝑘 (𝜉, 𝜏) = 𝐹𝑘 (𝜉)𝐻 (𝜏)
(3.34)

и переходя к пределу при 𝜏 → ∞, получаем решение статической задачи меха

нодиффузии для сплошного цилиндра.

Функции Грина статической задачи 𝐺𝑠𝑡
𝑚𝑘 (𝑟) выражаются через функции

Грина 𝐺𝑚𝑘 (𝑟, 𝜏) соответствующей динамической задачи с помощью равенства

[9]
𝐺𝑠𝑡

𝑚𝑘 (𝑟) = lim
𝜏→∞

[𝐺𝑚𝑘 (𝑟, 𝜏) *𝐻 (𝜏)] =

= lim
𝑠→0

[︂
𝑠𝐺𝐿

𝑚𝑘 (𝑟, 𝑠)
1

𝑠

]︂
= lim

𝑠→0
𝐺𝐿

𝑚𝑘 (𝑟, 𝑠).
(3.35)

Здесь символ «*» обозначает свертку по времени.

В этом случае из формул (3.11)–(3.13) получаем

𝐺𝑠𝑡
11𝑛 = 𝐺𝐿

11𝑛 (0) =
2

𝐽1 (𝜆𝑛)𝜆2
𝑛

, 𝐺𝑠𝑡
1,𝑞+1,𝑛 = 𝐺𝐿

1,𝑞+1,𝑛 =
2𝛼𝑞

𝐽1 (𝜆𝑛)𝜆2
𝑛

,

𝐺𝑠𝑡
𝑞+1,1𝑛 = 𝐺𝐿

𝑞+1,1𝑛 (0) = 0, 𝐺𝑠𝑡
𝑞+1,𝑝+1,𝑛 = 𝐺𝐿

𝑞+1,𝑝+1,𝑛 (0) =
2𝛿𝑝𝑞

𝐽1 (𝜆𝑛)𝜆𝑛
,

(3.36)

𝐺𝑠𝑡
11 (𝑟) =

∞∑︁
𝑛=1

𝐺𝑠𝑡
11 (𝜆𝑛) 𝐽1 (𝜆𝑛𝑟) = 2

∞∑︁
𝑛=1

𝐽1 (𝜆𝑛𝑟)

𝐽1 (𝜆𝑛)𝜆2
𝑛

,

𝐺𝑠𝑡
𝑞+1,1 (𝑟) =

∞∑︁
𝑛=1

𝐺𝑠𝑡
𝑞+1,1 (𝜆𝑛) 𝐽0 (𝜆𝑛𝑟) = 0,
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𝐺𝑠𝑡
1,𝑞+1 (𝑟) =

∞∑︁
𝑛=1

𝐺𝑠𝑡
1,𝑞+1 (𝜆𝑛) 𝐽1 (𝜆𝑛𝑟) = 2𝛼𝑞

∞∑︁
𝑛=1

𝐽1 (𝜆𝑛𝑟)

𝐽1 (𝜆𝑛)𝜆2
𝑛

,

𝐺𝑠𝑡
𝑞+1,𝑝+1 (𝑟) =

∞∑︁
𝑛=1

𝐺𝑠𝑡
𝑞+1,𝑝+1 (𝜆𝑛, 𝜏) 𝐽0 (𝜆𝑛𝑟) = 2𝛿𝑝𝑞

∞∑︁
𝑛=1

𝐽0 (𝜆𝑛𝑟)

𝐽1 (𝜆𝑛)𝜆𝑛
.

Аналогичным образом, для объемных функций Грина �̃�𝑠𝑡
𝑚𝑘 (𝑟) статической

задачи из формул (3.19), (3.20) и (3.13) находим

�̃�𝑠𝑡
11𝑛 (𝜉) = �̃�𝐿

11𝑛 (𝜉, 0) =
2𝜉 𝐽1 (𝜆𝑛𝜉) Φ

𝐽2
1 (𝜆𝑛)𝜆2

𝑛

,

�̃�𝑠𝑡
1,𝑞+1,𝑛 (𝜉) = �̃�𝐿

1,𝑞+1,𝑛 (𝜉, 0) =
2𝜉 𝐽0 (𝜆𝑛𝜉)𝛼𝑞Φ𝑞

𝐽2
1 (𝜆𝑛)𝜆3

𝑛

,

�̃�𝑠𝑡
𝑞+1,1𝑛 (𝜉) = �̃�𝐿

𝑞+1,1𝑛 (𝜉, 0) =
2𝜉 𝐽1 (𝜆𝑛𝜉) Λ𝑞Φ

𝐽2
1 (𝜆𝑛)𝜆𝑛𝐷𝑞

=
2𝜉 𝐽1 (𝜆𝑛𝜉) Λ𝑞Φ𝑞

𝐽2
1 (𝜆𝑛)𝜆𝑛

,

�̃�𝑠𝑡
𝑞+1,𝑝+1,𝑛 (𝜉) = �̃�𝐿

𝑞+1,𝑝+1,𝑛 (𝜉, 0) =
2𝜉 𝐽0 (𝜆𝑛𝜉)

𝐷𝑞𝜆2
𝑛𝐽

2
1 (𝜆𝑛)

(𝛿𝑞𝑝 + Λ𝑞𝛼𝑝Φ𝑝),

(3.37)

где

Φ =

𝑁∏︀
𝑗=1

𝐷𝑗

𝑁∏︀
𝑗=1

𝐷𝑗 −
𝑁∑︀
𝑗=1

𝛼𝑗Λ𝑗

𝑁∏︀
𝑘=1,𝑘 ̸=𝑗

𝐷𝑘

,

Φ𝑞 =

𝑁∏︀
𝑘=1,𝑘 ̸=𝑞

𝐷𝑘

𝑁∏︀
𝑗=1

𝐷𝑗 −
𝑁∑︀
𝑗=1

𝛼𝑗Λ𝑗

𝑁∏︀
𝑘=1,𝑘 ̸=𝑗

𝐷𝑘

.

(3.38)

Тогда, с учетом (3.18), получаем

�̃�𝑠𝑡
11 (𝑟, 𝜉) = 2𝜉Φ

∞∑︁
𝑛=1

𝐽1 (𝜆𝑛𝜉)

𝐽2
1 (𝜆𝑛)𝜆2

𝑛

𝐽1 (𝜆𝑛𝑟),

�̃�𝑠𝑡
1,𝑞+1 (𝑟, 𝜉) = 2𝜉𝛼𝑞Φ𝑞

∞∑︁
𝑛=1

𝐽0 (𝜆𝑛𝜉)

𝐽2
1 (𝜆𝑛)𝜆3

𝑛

𝐽1 (𝜆𝑛𝑟),

�̃�𝑠𝑡
𝑞+1,1 (𝑟, 𝜉) = 2𝜉Λ𝑞Φ𝑞

∞∑︁
𝑛=1

𝐽1 (𝜆𝑛𝜉)

𝐽2
1 (𝜆𝑛)𝜆𝑛

𝐽0 (𝜆𝑛𝑟),

�̃�𝑠𝑡
𝑞+1,𝑝+1 (𝑟, 𝜉) =

2𝜉 (𝛿𝑞𝑝 + Λ𝑞𝛼𝑝Φ𝑝)

𝐷𝑞

∞∑︁
𝑛=1

𝐽0 (𝜆𝑛𝜉)

𝜆2
𝑛𝐽

2
1 (𝜆𝑛)

𝐽0 (𝜆𝑛𝑟).

(3.39)
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Статический аналог уравнения (3.25) запишется так:

𝑓 *
1 + (𝑐12 − 1)𝐺𝑠𝑡

11 (1) 𝑓
*
1 = 𝜙, (3.40)

где

𝜙 = 𝑓1 + (1− 𝑐12)
𝑁+1∑︁
𝑚=2

𝐺𝑠𝑡
1𝑚 (1) 𝑓𝑚 + (1− 𝑐12)

𝑁+1∑︁
𝑘=1

1∫︁
0

�̃�𝑠𝑡
1𝑘 (1, 𝜉)𝐹𝑘 (𝜉) 𝑑𝜉. (3.41)

Следовательно

𝑓 *
1 =

𝜙

1 + (𝑐12 − 1)𝐺𝑠𝑡
11 (1)

. (3.42)

Отсюда, преобразуя в (3.28) свертки, в соответствии с равенством (3.35) и

учитывая (3.42), получаем решение статического аналога задачи (1.10), (1.19)

в следующем виде:

𝑢𝑠𝑡 (𝑟) =
𝜙𝐺𝑠𝑡

11 (𝑟)

1 + (𝑐12 − 1)𝐺𝑠𝑡
11 (1)

+
𝑁+1∑︁
𝑚=2

𝐺𝑠𝑡
1𝑚 (𝑟) 𝑓𝑚+

+
𝑁+1∑︁
𝑚=1

1∫︁
0

�̃�𝑠𝑡
1𝑚 (𝑟, 𝜉)𝐹𝑚 (𝜉) 𝑑𝜉,

𝜂𝑠𝑡𝑞 (𝑟) =
𝜙𝐺𝑠𝑡

𝑞+1,1 (𝑟)

1 + (𝑐12 − 1)𝐺𝑠𝑡
11 (1)

+
𝑁+1∑︁
𝑚=2

𝐺𝑠𝑡
𝑞+1,𝑚 (𝑟) 𝑓𝑚+

+
𝑁+1∑︁
𝑚=1

1∫︁
0

�̃�𝑠𝑡
𝑞+1,𝑚 (𝑟, 𝜉)𝐹𝑚 (𝜉) 𝑑𝜉.

(3.43)

Если на поверхности цилиндра заданы только механические нагрузки, т.е.

𝑓𝑚 = 0, (∀𝑚 ≥ 2), то 𝜂𝑠𝑡𝑞 (𝑟) = 0. Следовательно, статические радиальные меха

нические нагрузки на поверхности цилиндра, в рамках линейной модели (1.10),

(1.19), никак не влияют на диффузионное поле внутри цилиндра. Это согла

суется с экспериментальными исследованиями, согласно которым увеличение

коэффициента объемной диффузии в первом приближении пропорционально

скорости деформации [94, 98]. Так как в статике скорость деформации равна

нулю, получаем и нулевую диффузию.
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3.7. Примеры расчетов

В качестве примера рассматриваем трехкомпонентный цилиндр (𝑁 = 2,

независимые компоненты: цинк и медь, которые диффундируют в алюминии).

Радиус цилиндра 5 · 10−4м. Физические характеристики этого материала следу

ющие [2]:

𝐶12 = 6.93 · 1010 H
м2

, 𝐶66 = 2.56 · 1010 H
м2

, 𝑇0 = 700К, 𝜌 = 2700
кг
м3

,

𝐿 = 0.5 · 10−2м, 𝛼
(1)
1 = 6.55 · 107Дж

кг
, 𝛼

(2)
1 = 6.14 · 107Дж

кг
,

𝐷
(1)
1 = 2.62 · 10−12м2

с
, 𝐷

(2)
1 = 2.89 · 10−15м2

с
,

𝑚(1) = 0.065
кг

моль
, 𝑚(2) = 0.064

кг
моль

.

(3.44)

Предполагается, что начальные концентрации цинка и меди в составе спла

ва малы: цинк – 1, 0%, медь – 4, 5%.

Пример 3.1. Полагаем для расчета, что массовые силы отсутствуют, а

поверхностные возмущения в граничных условиях (1.19) имеют вид:

𝑓1 (𝜏) = 𝐻 (𝜏), 𝑓𝑞+1 (𝜏) = 0. (3.45)

По формулам (3.27) вычисляем 𝑓 *
1 (𝑡𝑚), а затем по формулам (3.28) на

ходим решение исходной задачи. Результаты вычислений показаны на рисун

ках 3.2–3.6.

На рис. 3.2 представлено пространственное распределение поля механиче

ских перемещений внутри цилиндра. Расчеты по формулам (3.28) и (3.33) пока

зывают, что на рассматриваемом промежутке времени решения упругодиффу

зионной и упругой задач совпадают (рисунок 3.3). Это согласуется с результа

тами, полученными в работах других авторов [31], где отмечается, что влияние

диффузии на механическое поле начинает заметно проявляться в виде фазово

го сдвига только по истечении определенного промежутка времени, который на

несколько порядков превышает рассмотренный здесь. Однако при статических
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нагрузках влияние диффузионных процессов на поле механических перемеще

ний пренебрежимо мало (рисунок 3.4).

Рис. 3.2 Перемещения 𝑢 (𝑟, 𝜏).

Рис. 3.3 Перемещения 𝑢 (𝑟, 𝜏).
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Рис. 3.4 Перемещения 𝑢𝑠𝑡 (𝑟).

Рис. 3.5 Приращение концентрации цинка 𝜂1 (𝑟, 𝜏).
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Рис. 3.6 Приращение концентрации цинка 𝜂1 (𝑟, 𝜏).

На рисунках 3.5 и 3.6 продемонстрировано изменение приращения кон

центрации первого компонента (цинк), которое инициировано механическими

нагрузками, приложенными к боковой поверхности сплошного цилиндра. Как

видно, несмотря на значительный промежуток времени (безразмерному време

ни 𝜏 = 1012 соответствует 1.62 · 105сек), приращения концентраций цинка и

меди имеют очень маленькие значения.

Пример 3.2. Следующий пример демонстрирует взаимодействие механи

ческого и диффузионного полей в сплошном цилиндре, находящемся под дей

ствием внешних объемных нестационарных возмущений. Для расчета полагаем,

что объемные возмущения заданы следующим образом:

𝐹1 (𝑟, 𝜏) = 𝐽1 (𝜆1𝑟)𝐻 (𝜏), 𝐹𝑞+1 (𝑟, 𝜏) = 0. (3.46)

Результаты вычислений по формулам (3.27), (3.28) представлены на рисун

ках 3.7–3.16.

На рисунках 3.7–3.9 показано поле механических перемещений, а графики
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на рисунках 3.8 и 3.9 позволяют сравнить поля перемещений упругой и упруго

диффузионной задач при статических и динамических объемных возмущениях.

Рис. 3.7 Перемещения 𝑢 (𝑟, 𝜏).

Рис. 3.8 Перемещения 𝑢 (𝑟, 𝜏) в момент времени 𝜏 = 1.4.
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Рис. 3.9 Поле механических перемещений 𝑢𝑠𝑡 (𝑟).

Как видно на рисунках 3.8 и 3.9, при объемных механических возмущени

ях, как, впрочем, и при поверхностных, влияние диффузионных процессов на

поле механических перемещений пренебрежимо мало.

На рисунках 3.10–3.16 продемонстрированы приращения концентраций цин

ка и меди, инициированные механическими нагрузками (3.46). Как видно, ха

рактер диффузионных процессов для цинка и меди одинаков, однако имеются

различия в интенсивности.

Эти же рисунки позволяют проанализировать влияние релаксационных

эффектов на кинетику массопереноса. Например, видно, что в начальные мо

менты времени (рис. 3.10–3.13) результаты расчетов по модели с релаксацией

и по классической модели массопереноса различаются на несколько порядков.

Однако со временем релаксационные эффекты начинают затухать (рис. 3.14 и

3.15) и к моменту времени 𝜏 = 1012 практически исчезают (рис. 3.16).
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Рис. 3.10 Приращение концентрации цинка 𝜂1 (𝑟, 𝜏) с учетом релаксации

(𝜏 (1) = 200 сек).

Рис. 3.11 Приращение концентрации цинка 𝜂1 (𝑟, 𝜏) без учета релаксации

(𝜏 (1) = 0 сек).
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Рис. 3.12 Приращение концентрации меди 𝜂2 (𝑟, 𝜏) с учетом релаксации

(𝜏 (1) = 200 сек).

Рис. 3.13 Приращение концентрации меди 𝜂2 (𝑟, 𝜏) без учета релаксации

(𝜏 (1) = 0 сек).
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Рис. 3.14 Приращение концентрации цинка 𝜂1 (𝑟, 𝜏). Сравнение моделей с

релаксацией и без релаксации в момент времени 𝜏 = 0.35 · 109.

Рис. 3.15 Приращение концентрации цинка 𝜂1 (𝑟, 𝜏). Сравнение моделей с

релаксацией и без релаксации в момент времени 𝜏 = 0.5 · 1011.
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Рис. 3.16 Приращение концентрации цинка 𝜂1 (𝑟, 𝜏). Сравнение моделей с

релаксацией и без релаксации в момент времени 𝜏 = 0.5 · 1012.

Таким образом, релаксационные эффекты проявляются на некотором ко

нечном промежутке времени и далее исчезают.

Кроме того, увеличение начальных концентраций цинка и меди в соста

ве сплава в 𝑘 раз приводит к такому же 𝑘–кратному увеличению приращений

концентраций цинка и меди и очень слабо влияет на поле механических пере

мещений сплошного цилиндра.

Пример 3.3. Проведем аналогичные расчеты для случая, когда внешние

возмущения содержат только объемные источники массы цинка:

𝐹1 (𝑟, 𝜏) = 0, 𝐹2 (𝑟, 𝜏) = 𝐽0 (𝜆1𝑟)𝐻 (𝜏), 𝐹𝑞+2 (𝑟, 𝜏) = 0. (3.47)

Результаты вычислений представлены на рисунках 3.17–3.25.

Рисунки 3.17–3.19 демонстрируют поле механических перемещений в раз

личные моменты времени, которое инициировано объемными источниками мас

сопереноса первого компонента сплава (цинк). Как видно, с течением времени

механические перемещения, вызванные диффузионными процессами, могут до



74

стигать существенных значений (рисунок 3.19).

Полученные результаты согласуются с результатами, полученными в рабо

те [31], где показано, что в аналогичной задаче для слоя с плоскими границами

𝑢 (𝑟, 𝜏) ∼ 𝜏 при 𝜏 → ∞, что примерно можно наблюдать на рисунках 3.18 и

3.19.

Рис. 3.17 Перемещения 𝑢 (𝑟, 𝜏) (начальные моменты времени).

На рисунках 3.20–3.25 показаны приращения концентраций цинка и меди,

вызванные наличием объемных источников массы цинка. В частности, на рисун

ках 3.20–3.23 можно проследить динамику роста концентрации цинка, которая

возникает при заданных возмущениях (3.47). Однако, в отличие от перемеще

ний, концентрация цинка не растет бесконечно, а имеет предельное значение,

совпадающее с решением статической задачи. Это предельное значение дости

гается при 𝜏 ∼ 1012.

На рисунках 3.24–3.25 можно видеть, что диффузия цинка очень слабо

влияет на массоперенос меди. Даже при очень больших временах приращение

концентрации меди является пренебрежимо малым.
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Рис. 3.18 Перемещения 𝑢 (𝑟, 𝜏) (времена порядка 1012).

Рис. 3.19 Перемещения 𝑢 (𝑟, 𝜏) (времена порядка 1013).
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Результаты, полученные в данной главе, опубликованы в работах [13–16,

19,20,22–24,26,27,29].

Рис. 3.20 Приращение концентрации цинка 𝜂1 (𝑟, 𝜏) с учетом релаксации

(𝜏 (1) = 200 сек, начальные времена).

Рис. 3.21 Приращение концентрации меди 𝜂2 (𝑟, 𝜏) (𝜏 (2) = 200 сек, началь

ные времена).
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Рис. 3.22 Приращение концентрации цинка 𝜂1 (𝑟, 𝜏). Сравнение моделей с

релаксацией и без релаксации в момент времени 𝜏 = 0.5 · 1011.

Рис. 3.23 Приращение концентрации цинка 𝜂1 (𝑟, 𝜏). Сравнение моделей в

момент времени 𝜏 = 0.5 · 1012.
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Рис. 3.24 Приращение концентрации меди 𝜂2 (𝑟, 𝜏) с учетом релаксации

(𝜏 (1) = 200 сек).

Рис. 3.25 Приращение концентрации меди 𝜂2 (𝑟, 𝜏). Сравнение моделей в

момент времени 𝜏 = 0.5 · 1011.
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Глава 4

Моделирование нестационарных

механодиффузионных процессов в полом

цилиндре

4.1. Интегральное представление решения

Рассматривается одномерная задача об определении напряженно-деформи

рованного состояния полого 𝑁 + 1–компонентного цилиндра (𝑟1 ≤ 𝑟 ≤ 𝑟2), на

ходящегося под влиянием нестационарных упругодиффузионных возмущений.

Рис. 4.1 Иллюстрация к постановке задачи. Полый цилиндр. 𝑓𝑖𝑗 – поверх

ностные возмущения, 𝐹𝑗 – объёмные возмущения

Физико-механические процессы в цилиндре описываются связанной систе

мой уравнений упругой диффузии (1.10), (1.19) с нулевыми начальными усло

виями. Характерный линейный размер 𝐿 = 𝑟2, материал цилиндра – идеальный

твердый раствор, т.е. 𝐷𝑞𝑟 = 𝛿𝑘𝑟𝐷𝑞.

Как и прежде, вместо исходной задачи (1.10), (1.19) рассматривается вспо

могательная задача для уравнений (1.10) с граничными условиями вида

(︃
𝑢′ +

𝑢

𝑟
−

𝑁∑︁
𝑗=1

𝛼𝑗𝜂𝑗

)︃⃒⃒⃒⃒
⃒
𝑟=1

= 𝑓 *
11 (𝜏), 𝜂𝑞|𝑟=1 = 𝑓𝑞+1,1 (𝜏), (4.1)
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(︃
𝑢′ +

𝑢

𝑟
−

𝑁∑︁
𝑗=1

𝛼𝑗𝜂𝑗

)︃⃒⃒⃒⃒
⃒
𝑟=𝑅1

= 𝑓 *
12 (𝜏), 𝜂𝑞|𝑟=𝑅1

= 𝑓𝑞+1,2 (𝜏), 𝑅1 =
𝑟1
𝑟2
,

где функции 𝑓 *
1𝑙 (𝜏) (𝑙 = 1, 2) подлежат определению.

Решение этой задачи записывается в виде

𝑢 (𝑟, 𝜏)=
2∑︁

𝑙=1

𝜏∫︁
0

𝐺11𝑙 (𝑟, 𝜏 − 𝑡) 𝑓 *
1𝑙 (𝑡) 𝑑𝑡+

2∑︁
𝑙=1

𝑁+1∑︁
𝑚=2

𝜏∫︁
0

𝐺1𝑚𝑙 (𝑟, 𝜏 − 𝑡) 𝑓𝑚𝑙 (𝑡) 𝑑𝑡+

+
𝑁+1∑︁
𝑚=1

𝜏∫︁
0

1∫︁
𝑅1

�̃�1𝑚 (𝑟, 𝜉, 𝑡)𝐹𝑚 (𝜉, 𝜏 − 𝑡) 𝑑𝑡𝑑𝜉,

𝜂𝑞(𝑟, 𝜏)=
2∑︁

𝑙=1

𝜏∫︁
0

𝐺𝑞+1,1𝑙(𝑟, 𝜏−𝑡)𝑓 *
1𝑙 (𝑡) 𝑑𝑡+

2∑︁
𝑙=1

𝑁+1∑︁
𝑚=2

𝜏∫︁
0

𝐺𝑞+1,𝑚𝑙(𝑟, 𝜏−𝑡)𝑓𝑚𝑙 (𝑡) 𝑑𝑡+

+
𝑁+1∑︁
𝑚=1

𝜏∫︁
0

1∫︁
𝑅1

�̃�𝑞+1,𝑚 (𝑟, 𝜉, 𝑡)𝐹𝑚 (𝜉, 𝜏 − 𝑡) 𝑑𝑡𝑑𝜉.

(4.2)

Здесь 𝐺𝑛𝑚𝑙 (𝑟, 𝜏)
(︀
𝑛, 𝑚 = 1, 𝑁 + 1

)︀
– поверхностные функции Грина рас

сматриваемой задачи, т.е. решения следующих краевых задач с нулевыми на

чальными условиями:(︂
𝐺′′

1𝑚𝑙 +
𝐺′

1𝑚𝑙

𝑟
− 𝐺1𝑚𝑙

𝑟2

)︂
−

𝑁∑︁
𝑗=1

𝛼𝑗𝐺
′
𝑗+1,𝑚𝑙 = �̈�1𝑚𝑙,

−Λ𝑞

(︂
𝐺′′′

1𝑚𝑙 +
2𝐺′′

1𝑚𝑙

𝑟
− 𝐺′

1𝑚𝑙

𝑟2
+

𝐺1𝑚𝑙

𝑟3

)︂
+𝐷𝑞

(︂
𝐺′′

𝑞+1,𝑚𝑙 +
𝐺′

𝑞+1,𝑚𝑙

𝑟

)︂
=

= �̇�𝑞+1,𝑚𝑙 + 𝜏𝑞�̈�𝑞+1,𝑚𝑙;

(4.3)

(︃
𝐺′

1𝑚𝑙 +
1

𝑟
𝐺1𝑚𝑙 −

𝑁∑︁
𝑗=1

𝛼𝑗𝐺𝑗+1,𝑚𝑙

)︃⃒⃒⃒⃒
⃒
𝑟=1

= 𝛿1𝑚𝛿1𝑙𝛿 (𝜏),(︃
𝐺′

1𝑚𝑙 +
1

𝑟
𝐺1𝑚𝑙 −

𝑁∑︁
𝑗=1

𝛼𝑗𝐺𝑗+1,𝑚𝑙

)︃⃒⃒⃒⃒
⃒
𝑟=𝑅1

= 𝛿1𝑚𝛿2𝑙𝛿 (𝜏),

(4.4)

𝐺𝑞+1,𝑚𝑙|𝑟=1 = 𝛿𝑞+1,𝑚𝛿1𝑙𝛿 (𝜏), 𝐺𝑞+1,𝑚𝑙|𝑟=𝑅1
= 𝛿𝑞+1,𝑚𝛿2𝑙𝛿 (𝜏).
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Соответственно, �̃�𝑘𝑚 (𝑟, 𝜉, 𝜏) , ∀𝑘,𝑚 = 1, 𝑁 + 1, ∀𝜉 ∈ [0; 1] – объемные функ

ции Грина, которые удовлетворяют системе уравнений (3.5) и краевым услови

ям вида [︃
�̃�′

1𝑚 +
�̃�1𝑚

𝑟
−

𝑁∑︁
𝑗=1

𝛼𝑗�̃�𝑗+1,𝑚

]︃⃒⃒⃒⃒
⃒
𝑟=1

= 0, �̃�𝑞+1,𝑚

⃒⃒⃒
𝑟=1

= 0,[︃
�̃�′

1𝑚 +
�̃�1𝑚

𝑟
−

𝑁∑︁
𝑗=1

𝛼𝑗�̃�𝑗+1,𝑚

]︃⃒⃒⃒⃒
⃒
𝑟=𝑅1

= 0, �̃�𝑞+1,𝑚

⃒⃒⃒
𝑟=𝑅1

= 0,

�̃�1𝑚

⃒⃒⃒
𝜏=0

= ˙̃𝐺𝑞+1,𝑚

⃒⃒⃒
𝜏=0

= �̃�𝑞+1,𝑚

⃒⃒⃒
𝜏=0

= ˙̃𝐺𝑞+1,𝑚

⃒⃒⃒
𝜏=0

= 0.

(4.5)

4.2. Алгоритм построения поверхностных функций Грина

Применяем к задаче (4.3), (4.4) интегральное преобразование Лапласа по

времени, после чего первое уравнение в (4.3) домножаем на 𝑟Ψ01 (𝜆𝑛𝑟), второе

– на 𝑟Ψ00 (𝜆𝑛𝑟), а затем интегрируем по 𝑟 в промежутке [𝑅1, 1]:

1∫︁
𝑅1

(︂
𝐺′′𝐿

1𝑚𝑙 +
1

𝑟
𝐺′𝐿

1𝑚𝑙 −
1

𝑟2
𝐺𝐿

1𝑚𝑙

)︂
Ψ01 (𝜆𝑛𝑟) 𝑟𝑑𝑟−

−
𝑁∑︁
𝑗=1

𝛼𝑗

1∫︁
𝑅1

𝐺′𝐿
𝑗+1,𝑚𝑙Ψ01 (𝜆𝑛𝑟) 𝑟𝑑𝑟 = 𝑠2

1∫︁
𝑅1

𝐺𝐿
1𝑚𝑙Ψ01 (𝜆𝑛𝑟) 𝑟𝑑𝑟,

−Λ𝑞

1∫︁
𝑅1

(︂
𝐺′′′𝐿

1𝑚𝑙 +
2

𝑟
𝐺′′𝐿

1𝑚𝑙 −
1

𝑟2
𝐺′𝐿

1𝑚𝑙 +
1

𝑟3
𝐺𝐿

1𝑚𝑙

)︂
Ψ00 (𝜆𝑛𝑟) 𝑟𝑑𝑟+

+𝐷𝑞

1∫︁
𝑅1

(︂
𝐺′′𝐿

𝑞+1,𝑚𝑙+
1

𝑟
𝐺′𝐿

𝑞+1,𝑚𝑙

)︂
Ψ00 (𝜆𝑛𝑟) 𝑟𝑑𝑟=

(︀
𝑠+ 𝜏𝑞𝑠

2
)︀ 1∫︁
𝑅1

𝐺𝐿
𝑞+1,𝑚𝑙Ψ00 (𝜆𝑛𝑟)𝑟𝑑𝑟;

(4.6)

(︃
𝐺′𝐿

1𝑚𝑙 +
1

𝑟
𝐺𝐿

1𝑚𝑙 −
𝑁∑︁
𝑗=1

𝛼𝑗𝐺
𝐿
𝑗+1,𝑚𝑙

)︃⃒⃒⃒⃒
⃒
𝑟=1

= 𝛿1𝑚𝛿1𝑙, 𝐺𝐿
𝑞+1,𝑚𝑙

⃒⃒
𝑟=1

= 𝛿𝑞+1,𝑚𝛿1𝑙,(︃
𝐺′𝐿

1𝑚𝑙 +
1

𝑟
𝐺𝐿

1𝑚𝑙 −
𝑁∑︁
𝑗=1

𝛼𝑗𝐺
𝐿
𝑗+1,𝑚𝑙

)︃⃒⃒⃒⃒
⃒
𝑟=𝑅1

= 𝛿1𝑚𝛿2𝑙, 𝐺𝐿
𝑞+1,𝑚𝑙

⃒⃒
𝑟=𝑅1

= 𝛿𝑞+1,𝑚𝛿2𝑙.

(4.7)



82

Здесь 𝜆𝑛 – корни уравнения Ψ00 (𝜆𝑛𝑅1) = 0.

Далее, преобразуя интегралы с помощью формул (2.51)–(2.55), получаем

следующую систему линейных алгебраических уравнений:

𝑘1𝑛 (𝑠)𝐺
𝐿
1𝑚𝑙𝑛 (𝑠)− 𝜆𝑛

𝑁∑︁
𝑗=1

𝛼𝑗𝐺
𝐿
𝑗+1,𝑚𝑙𝑛 (𝑠) =

𝛿1𝑚
Ψ0 (𝜆𝑛)

Ω𝑙𝑛,

−Λ𝑞𝜆
3
𝑛𝐺

𝐿
1𝑚𝑙𝑛 (𝑠) + 𝑘𝑞+1,𝑛 (𝑠)𝐺

𝐿
𝑞+1,𝑚𝑙𝑛 (𝑠) =

= − 2𝜆𝑛Λ𝑞

Ψ0 (𝜆𝑛)

(︃
𝛿1𝑚 +

𝑁∑︁
𝑗=1

𝛼𝑗𝛿𝑗+1,𝑚 − 𝐷𝑞

Λ𝑞
𝛿𝑞+1,𝑚

)︃
Ω𝑙𝑛;

(4.8)

Ω𝑙𝑛 = Ψ01 (𝜆𝑛) 𝛿1𝑙 −𝑅1Ψ01 (𝜆𝑛𝑅1) 𝛿2𝑙, (4.9)

где 𝑘1𝑛 (𝑠) и 𝑘𝑞+1,𝑛 (𝑠) находятся по формулам (3.17), а остальные величины

определяются так:

𝐺𝐿
𝑞+1,𝑚 (𝑟, 𝑠) =

∞∑︁
𝑛=1

𝐺𝐿
𝑞+1,𝑚𝑛 (𝑠)Ψ00 (𝜆𝑛𝑟),

𝐺𝐿
1𝑚 (𝑟, 𝑠) =

∞∑︁
𝑛=1

𝐺𝐿
1𝑚𝑛 (𝑠)Ψ01 (𝜆𝑛𝑟),

𝐺𝐿
𝑞+1,𝑚𝑛 (𝑠) =

1

Ψ0 (𝜆𝑛)

1∫︁
𝑅1

𝑟𝐺𝐿
𝑞+1,𝑚 (𝑟, 𝑠)Ψ00 (𝜆𝑛𝑟) 𝑑𝑟,

𝐺𝐿
1𝑚𝑛 (𝑠) =

1

Ψ0 (𝜆𝑛)

1∫︁
𝑅1

𝑟𝐺𝐿
1𝑚 (𝑟, 𝑠)Ψ01 (𝜆𝑛𝑟) 𝑑𝑟.

(4.10)

Решение системы линейных алгебраических уравнений (4.8) имеет вид

⎧⎨⎩ 𝐺𝐿
11𝑙𝑛 (𝑠)

𝐺𝐿
1,𝑞+1,𝑙𝑛 (𝑠)

⎫⎬⎭ =
1

Ψ0 (𝜆𝑛)𝑃𝑛 (𝑠)

⎧⎨⎩ 𝑃11𝑙𝑛 (𝑠)

𝑃1,𝑞+1,𝑙𝑛 (𝑠)

⎫⎬⎭ ,

𝐺𝐿
𝑞+1,1𝑙𝑛 (𝑠) = − 1

Ψ0 (𝜆𝑛)

[︂
𝜆𝑛Λ𝑞Ω𝑙𝑛

𝑘𝑞+1,𝑛 (𝑠)
+

𝑃𝑞+1,1𝑙𝑛 (𝑠)

𝑄𝑞𝑛 (𝑠)

]︂
,

𝐺𝐿
𝑞+1,𝑝+1,𝑙𝑛 (𝜆𝑛, 𝑠) = − 1

Ψ0 (𝜆𝑛)

[︂
𝜆𝑛 (Λ𝑞𝛼𝑝 −𝐷𝑞𝛿𝑝𝑞) Ω𝑙𝑛

𝑘𝑞+1,𝑛 (𝑠)
+

𝑃𝑞+1,𝑝+1,𝑙𝑛 (𝑠)

𝑄𝑞𝑛 (𝑠)

]︂
,

(4.11)
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где 𝑃𝑛 (𝑠), 𝑄𝑞𝑛 (𝑠), Π𝑛 (𝑠), Π𝑗𝑛 (𝑠) – полиномы, определяемые формулами (3.12),

а остальные полиномы находятся по формулам

𝑃11𝑙𝑛 (𝑠) = Ω𝑙𝑛

[︃
Π𝑛 (𝑠)− 𝜆2

𝑛

𝑁∑︁
𝑗=1

𝛼𝑗Λ𝑗Π𝑗𝑛 (𝑠)

]︃
,

𝑃1,𝑞+1,𝑙𝑛 (𝑠) = 𝜆2
𝑛𝛼𝑞Ω𝑙𝑛

[︃
𝐷𝑞Π𝑞𝑛 (𝑠)−

𝑁∑︁
𝑗=1

𝛼𝑗Λ𝑗Π𝑗𝑛 (𝑠)

]︃
,

𝑃𝑞+1,𝑘𝑙𝑛 (𝑠) = −Λ𝑞𝜆
3
𝑛𝑃1𝑘𝑙𝑛 (𝑠).

(4.12)

Используя обратное интегральное преобразование Лапласа по времени,

определяем оригиналы поверхностных функций влияния в следующем виде

(производные берутся по переменной 𝑠):

𝐺1𝑘𝑙𝑛 (𝜏) =
1

Ψ0 (𝜆𝑛)

2𝑁+2∑︁
𝑚=1

𝐴
(𝑚)
1𝑘𝑙𝑛 exp (𝑠𝑚𝑛𝜏),

𝐴
(𝑚)
1𝑘𝑙𝑛 =

𝑃1𝑘𝑙𝑛 (𝑠𝑚𝑛)

𝑃 ′
𝑛 (𝑠𝑚𝑛)

, 𝐴
(𝑚)
𝑞+1,𝑘𝑙𝑛 =

𝑃𝑞+1,𝑘𝑙𝑛 (𝑠𝑚𝑛)

𝑄′
𝑞𝑛 (𝑠𝑚𝑛)

,

(4.13)

𝐺𝑞+1,1𝑙𝑛 (𝜏) = − 1

Ψ0 (𝜆𝑛)
×

×

[︃
2𝑁+4∑︁
𝑚=1

𝐴
(𝑚)
𝑞+1,1𝑙𝑛 exp (𝑠𝑚𝑛𝜏) + 𝜆𝑛Λ𝑞Ω𝑙

2∑︁
𝑗=1

exp (𝜒𝑗𝑞𝑛𝜏)

𝑘′𝑞+1,𝑛 (𝜒𝑗𝑞𝑛)

]︃
,

𝐺𝑞+1,𝑝+1,𝑙𝑛 (𝜏) = − 1

Ψ0 (𝜆𝑛)

[︃
2𝑁+4∑︁
𝑚=1

𝐴
(𝑚)
𝑞+1,𝑝+1,𝑙𝑛 exp (𝑠𝑚𝑛𝜏)+

+𝜆𝑛

(︁
Λ𝑞𝛼𝑝 −𝐷

(𝑞)
1 𝛿𝑝𝑞

)︁
Ω𝑙

2∑︁
𝑗=1

exp (𝜒𝑗𝑞𝑛𝜏)

𝑘′𝑞+1,𝑛 (𝜒𝑗𝑞𝑛)

]︃
.

(4.14)

Здесь 𝑠𝑙𝑛 – нули полинома 𝑃𝑛, а 𝜒𝑗𝑞𝑛 – дополнительные нули полинома 𝑄𝑞𝑛,

определяемые по формулам (3.15).

4.3. Алгоритм построения объемных функций Грина

Действуя так же, как и в предыдущем пункте, применяем к задаче (3.5),

(4.5) преобразование Лапласа, после чего первое уравнение в (3.5) домножаем
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на 𝑟Ψ01 (𝜆𝑛𝑟), второе – на 𝑟Ψ00 (𝜆𝑛𝑟), а затем проинтегрируем по 𝑟 в промежутке

[𝑅1, 1]. Используя при этом формулы для преобразования дифференциальных

операторов (2.51)–(2.55), получаем систему линейных алгебраических уравне

ний следующего вида:

𝑘1𝑛 (𝜆𝑛, 𝑠) �̃�
𝐿
1𝑚𝑛 (𝜉, 𝑠)− 𝜆𝑛

𝑁∑︁
𝑗=1

𝛼𝑗�̃�
𝐿
𝑗+1,𝑚𝑛 (𝜉, 𝑠) = 𝐹1𝑛 (𝜉),

−Λ𝑞𝜆
3
𝑛�̃�

𝐿
1𝑚𝑛 (𝜉, 𝑠) + 𝑘𝑞+1,𝑛 (𝑠) �̃�

𝐿
𝑞+1,𝑚𝑛 (𝜉, 𝑠) = 𝐹𝑞+1,𝑛 (𝜉),

𝐹1 (𝜉) =
𝛿1𝑚𝜉Ψ01 (𝜆𝑛𝜉)

Ψ0 (𝜆𝑛)
, 𝐹𝑞+1,𝑛 (𝜉) =

𝛿𝑞+1,𝑚𝜉Ψ00 (𝜆𝑛𝜉)

Ψ0 (𝜆𝑛)
,

(4.15)

где

�̃�𝐿
𝑞+1,𝑚 (𝑟, 𝜉, 𝑠) =

∞∑︁
𝑛=1

�̃�𝐿
𝑞+1,𝑚𝑛 (𝜉, 𝑠)Ψ00 (𝜆𝑛𝑟),

�̃�𝐿
1𝑚 (𝑟, 𝜉, 𝑠) =

∞∑︁
𝑛=1

�̃�𝐿
1𝑚𝑛 (𝜉, 𝑠)Ψ01 (𝜆𝑛𝑟),

�̃�𝐿
𝑞+1,𝑚𝑛 (𝜉, 𝑠) =

1

Ψ0 (𝜆𝑛)

1∫︁
𝑅1

𝑟�̃�𝐿
𝑞+1,𝑚 (𝑟, 𝜉, 𝑠)Ψ00 (𝜆𝑛𝑟) 𝑑𝑟,

�̃�𝐿
1𝑚𝑛 (𝜉, 𝑠) =

1

Ψ0 (𝜆𝑛)

1∫︁
𝑅1

𝑟�̃�𝐿
1𝑚 (𝑟, 𝜉, 𝑠)Ψ01 (𝜆𝑛𝑟) 𝑑𝑟.

(4.16)

Как и ранее, решение системы (4.15) запишем в следующей форме:

�̃�𝐿
11𝑛 (𝜉, 𝑠) =

Ψ01 (𝜆𝑛𝜉) 𝜉𝑃11𝑛 (𝑠)

Ψ0 (𝜆𝑛)𝑃𝑛 (𝑠)
,

�̃�𝐿
1,𝑞+1,𝑛 (𝜉, 𝑠) =

Ψ00 (𝜆𝑛𝜉) 𝜉𝑃1,𝑞+1,𝑛 (𝑠)

Ψ0 (𝜆𝑛)𝑃𝑛 (𝑠)
,

�̃�𝐿
𝑞+1,1𝑛 (𝜉, 𝑠) =

Ψ01 (𝜆𝑛𝜉) 𝜉

Ψ0 (𝜆𝑛)

𝑃𝑞+1,1𝑛 (𝑠)

𝑄𝑞𝑛 (𝑠)
,

�̃�𝐿
𝑞+1,𝑝+1,𝑛 (𝜉, 𝑠) =

Ψ00 (𝜆𝑛𝜉) 𝜉

Ψ0 (𝜆𝑛)

[︃
𝛿𝑞𝑝

𝑘𝑞+1,𝑛 (𝑠)
+

𝑃𝑞+1,𝑝+1,𝑛 (𝑠)

𝑄𝑞𝑛 (𝑠)

]︃
.

(4.17)

Здесь многочлены 𝑃𝑛 (𝑠), 𝑄𝑞𝑛 (𝑠), Π𝑛 (𝑠) и Π𝑗𝑛 (𝑠) находятся по формулам

(3.12), а многочлены 𝑃𝑚𝑘𝑛 (𝑠) – по формулам (3.20).
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Оригиналы изображений по Лапласу (4.17) находятся с помощью стандарт

ных таблиц операционного исчисления и вычетов [9]:

�̃�11𝑛 (𝜉, 𝜏) =
Ψ01 (𝜆𝑛𝜉) 𝜉

Ψ0 (𝜆𝑛)

2𝑁+2∑︁
𝑙=1

𝐴
(𝑙)
11𝑛 (𝑠𝑙𝑛) exp (𝑠𝑙𝑛𝜏),

�̃�1,𝑞+1,𝑛 (𝜉, 𝜏) =
Ψ00 (𝜆𝑛𝜉) 𝜉

Ψ0 (𝜆𝑛)

2𝑁+2∑︁
𝑙=1

𝐴
(𝑙)
1,𝑞+1,𝑛 (𝑠𝑙𝑛) exp (𝑠𝑙𝑛𝜏),

�̃�𝑞+1,𝑝+1,𝑛 (𝜉, 𝜏) =
Ψ01 (𝜆𝑛𝜉) 𝜉

Ψ0 (𝜆𝑛)

2𝑁+4∑︁
𝑙=1

𝐴
(𝑙)
𝑞+1,1𝑛 (𝑠𝑙𝑛) exp (𝑠𝑙𝑛𝜏),

�̃�𝑞+1,𝑝+1,𝑛 (𝜉, 𝜏) =
Ψ00 (𝜆𝑛𝜉) 𝜉

Ψ0 (𝜆𝑛)
×

×

[︃
2∑︁

𝑟=1

𝛿𝑞𝑝 exp (𝜒𝑟𝑞𝑛𝜏)

𝑘′𝑞+1,𝑛 (𝜒𝑟𝑞𝑛)
+

2𝑁+4∑︁
𝑙=1

𝐴
(𝑙)
𝑞+1,𝑝+1,𝑛 (𝑠𝑙𝑛) exp (𝑠𝑙𝑛𝜏)

]︃
.

(4.18)

где коэффициенты 𝐴
(𝑙)
𝑚𝑘𝑛 находятся по формулам (3.22).

4.4. Решение задачи для полого цилиндра методом

эквивалентных граничных условий

Как и в главе 3, после нахождения функций Грина необходимо постро

ить интегральные соотношения, связывающие правые части граничных условий

(4.1) и (1.19). Для этого подставляем решение (4.2) задачи (1.10), (4.1) в гра

ничные условия (1.19). Получаем уравнения относительно искомых функций

𝑓 *
1𝑘 (𝜏):

𝜏∫︁
0

[𝑋11 (1, 𝜏 − 𝑡) 𝑓 *
11 (𝑡) +𝑋12 (1, 𝜏 − 𝑡) 𝑓 *

12 (𝑡)] 𝑑𝑡 = 𝜙1 (𝜏),

𝜏∫︁
0

[𝑋11 (𝑅1, 𝜏 − 𝑡) 𝑓 *
11 (𝑡) +𝑋12 (𝑅1, 𝜏 − 𝑡) 𝑓 *

12 (𝑡)] 𝑑𝑡 = 𝜙2 (𝜏),

(4.19)

где
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𝜙1 (𝜏) = 𝑓11 (𝜏)−
2∑︁

𝑙=1

𝑁+1∑︁
𝑚=2

𝜏∫︁
0

𝑋𝑚𝑙 (1, 𝜏 − 𝑡) 𝑓𝑚𝑙 (𝑡) 𝑑𝑡−

−
𝑁+1∑︁
𝑘=1

1∫︁
𝑅1

𝜏∫︁
0

�̃�𝑘 (1, 𝜉, 𝜏 − 𝑡)𝐹𝑘 (𝜉, 𝑡) 𝑑𝜉𝑑𝑡,

𝜙2 (𝜏) = 𝑓12 (𝜏)−
2∑︁

𝑙=1

𝑁+1∑︁
𝑚=2

𝜏∫︁
0

𝑋𝑚𝑙 (𝑅1, 𝜏 − 𝑡) 𝑓𝑚𝑙 (𝑡) 𝑑𝑡−

−
𝑁+1∑︁
𝑘=1

1∫︁
𝑅1

𝜏∫︁
0

�̃�1 (𝑟, 𝜉, 𝜏 − 𝑡)𝐹𝑘 (𝜉, 𝑡) 𝑑𝜉𝑑𝑡,

(4.20)

𝑋𝑚𝑙 (𝑟, 𝑡) = 𝐺′
1𝑚𝑙 (𝑟, 𝑡) +

𝑐12
𝑟
𝐺1𝑚𝑙 (𝑟, 𝑡)−

𝑁∑︁
𝑗=1

𝛼𝑗𝐺𝑗+1,𝑚𝑙 (𝑟, 𝑡),

�̃�𝑘 (𝑟, 𝜉, 𝑡) = �̃�′
1𝑘 (𝑟, 𝜉, 𝑡) +

𝑐12
𝑟
�̃�1𝑘 (𝑟, 𝜉, 𝑡)−

𝑁∑︁
𝑗=1

𝛼𝑗�̃�𝑗+1,𝑘 (𝑟, 𝜉, 𝑡).

Учитывая граничные условия (4.1) и рассуждая так же, как и в п. 3.4,

получаем

𝜙1 (𝜏) = 𝑓11 (𝜏) + (1− 𝑐12)
2∑︁

𝑙=1

𝑁+1∑︁
𝑚=2

𝜏∫︁
0

𝐺1𝑚𝑙 (1, 𝜏 − 𝑡) 𝑓𝑚𝑙 (𝑡) 𝑑𝑡+

+(1− 𝑐12)
𝑁+1∑︁
𝑘=1

1∫︁
𝑅1

𝜏∫︁
0

�̃�1𝑘 (1, 𝜉, 𝜏 − 𝑡)𝐹𝑘 (𝜉, 𝑡) 𝑑𝜉𝑑𝑡,

𝜙2 (𝜏) = 𝑓12 (𝜏) +
1− 𝑐12
𝑅1

2∑︁
𝑙=1

𝑁+1∑︁
𝑚=2

𝜏∫︁
0

𝐺1𝑚2 (𝑅1, 𝜏 − 𝑡) 𝑓𝑚2 (𝑡) 𝑑𝑡+

+
1− 𝑐12
𝑅1

𝑁+1∑︁
𝑘=1

1∫︁
𝑅1

𝜏∫︁
0

�̃�1𝑘 (𝑅1, 𝜉, 𝜏 − 𝑡)𝐹𝑘 (𝜉, 𝑡) 𝑑𝜉𝑑𝑡.

(4.21)
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Тогда система интегральных уравнений (4.19) записывается так:

𝑓 *
11 (𝜏) + (𝑐12 − 1)

𝜏∫︁
0

𝐺111 (1, 𝜏 − 𝑡) 𝑓 *
11 (𝑡) 𝑑𝑡+

+(𝑐12 − 1)

𝜏∫︁
0

𝐺112 (1, 𝜏 − 𝑡) 𝑓 *
12 (𝑡) 𝑑𝑡 = 𝜙1 (𝜏),

𝑐12 − 1

𝑅1

𝜏∫︁
0

𝐺111 (𝑅1, 𝜏 − 𝑡) 𝑓 *
11 (𝑡) 𝑑𝑡+ 𝑓 *

12 (𝜏)+

+
𝑐12 − 1

𝑅1

𝜏∫︁
0

𝐺112 (𝑅1, 𝜏 − 𝑡) 𝑓 *
12 (𝑡) 𝑑𝑡 = 𝜙2 (𝜏).

(4.22)

Путем однократного интегрирования по частям (см. п. 3.4) эта система

приводится к виду (точка означает производную по времени)

𝜏∫︁
0

𝑎11 (𝜏 − 𝑡) 𝑓 *
11 (𝑡) 𝑑𝑡+

𝜏∫︁
0

𝑎12 (𝜏 − 𝑡) 𝑓 *
12 (𝑡) 𝑑𝑡 = 𝜙1 (𝑡),

𝜏∫︁
0

𝑎21 (𝜏 − 𝑡) 𝑓 *
11 (𝑡) 𝑑𝑡+

𝜏∫︁
0

𝑎22 (𝜏 − 𝑡) 𝑓 *
12 (𝑡) 𝑑𝑡 = 𝜙2 (𝑡).

(4.23)

Здесь
𝑎11 (𝜏 − 𝑡) = (𝑐12 − 1)𝐺*

111 (1, 𝜏 − 𝑡) + 1,

𝑎12 (𝜏 − 𝑡) = (𝑐12 − 1)𝐺*
112 (1, 𝜏 − 𝑡),

𝑎21 (𝜏 − 𝑡) =
𝑐12 − 1

𝑅1
𝐺*

111 (𝑅1, 𝜏 − 𝑡),

𝑎22 (𝜏 − 𝑡) =
𝑐12 − 1

𝑅1
𝐺*

112 (𝑅1, 𝜏 − 𝑡) + 1,

𝐺*
11𝑖 (𝑟, 𝜏) =

𝜏∫︁
0

𝐺11𝑖 (𝑟, 𝑡) 𝑑𝑡.

(4.24)

Как и в задаче для сплошного цилиндра, эта система решается численно с

помощью квадратурных формул средних прямоугольников. Интегралы в (4.23)

аппроксимируются следующим образом:
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𝑡𝑚∫︁
0

𝑎𝑖𝑗 (𝑡𝑚 − 𝑡) 𝑓 *
1𝑙 (𝑡) 𝑑𝑡 = ℎ𝐴

(1/2)
𝑖𝑗 𝑦

(𝑚−1/2)
𝑙 + ℎ𝑆

(𝑚−1/2)
𝑖𝑗𝑙 ,

где

𝑡𝑚 = 𝑚ℎ, 𝑡𝑚−1/2 =

(︂
𝑚− 1

2

)︂
ℎ,

𝑆
(𝑚−1/2)
𝑖𝑗𝑙 =

𝑚−1∑︁
𝑘=1

𝐴
(𝑚−𝑘+1/2)
𝑖𝑗 𝑦

(𝑘−1/2)
𝑙

(︀
∀𝑚 = 0, 𝑁𝜏

)︀
,

𝑦
(𝑚)
𝑙 =

𝜕𝑓 *
1𝑙 (𝑡𝑚)

𝜕𝜏
, 𝑦

(𝑚−1/2)
𝑙 =

𝜕𝑓 *
1𝑙

(︀
𝑡𝑚 − 𝑡1/2

)︀
𝜕𝜏

,

𝐴
(𝑚)
𝑖𝑗 = 𝑎𝑖𝑗 (𝑡𝑚), 𝐴

(𝑚−𝑘+1/2)
𝑖𝑗 = 𝑎𝑖𝑗

(︀
𝑡𝑚 − 𝑡𝑘−1/2

)︀
.

Таким образом система интегральных уравнений (4.23) сводится к системе

линейных алгебраических уравнений

Ay𝑚−1/2 = b𝑚−1/2, A =

⎛⎝𝐴
(1/2)
11 𝐴

(1/2)
12

𝐴
(1/2)
21 𝐴

(1/2)
22

⎞⎠ , y𝑚−1/2 =

⎛⎝𝑦
(𝑚−1/2)
1

𝑦
(𝑚−1/2)
2

⎞⎠ ,

b𝑚−1/2 =

⎛⎝𝑏
(𝑚−1/2)
1

𝑏
(𝑚−1/2)
2

⎞⎠ , 𝑏
(𝑚−1/2)
𝑖 =

1

ℎ

(︁
𝜙𝑖 (𝑡𝑚)− ℎ𝑆

(𝑚−1/2)
𝑖11 − ℎ𝑆

(𝑚−1/2)
𝑖22

)︁
,

решение которой находим по формулам Крамера

𝑦
(𝑚−1/2 )
1 =

𝑏1𝐴
(1/2 )
22 − 𝑏2𝐴

(1/2 )
12

𝐴
(1/2 )
11 𝐴

(1/2 )
22 − 𝐴

(1/2 )
12 𝐴

(1/2 )
21

,

𝑦
(𝑚−1/2 )
2 =

𝑏2𝐴
(1/2 )
11 − 𝑏1𝐴

(1/2 )
21

𝐴
(1/2 )
11 𝐴

(1/2 )
22 − 𝐴

(1/2 )
12 𝐴

(1/2 )
21

.

(4.25)

В результате, решение исходной задачи (1.10), (1.19) в точках 𝜏 = 𝑡𝑖 запи

шется так:

𝑢 (𝑟, 𝑡𝑖) =
𝑁+1∑︁
𝑘=1

1∫︁
𝑅1

𝑡𝑖∫︁
0

�̃�1𝑘 (𝑟, 𝜉, 𝑡𝑖 − 𝑡)𝐹𝑘 (𝜉, 𝑡) 𝑑𝜉𝑑𝑡+

+ℎ
2∑︁

𝑙=1

𝑖∑︁
𝑚=1

𝐺*
11𝑙

(︀
𝑟, 𝑡𝑖−𝑚+1/2

)︀
𝑦
(𝑚−1/2 )
𝑙 ,

(4.26)
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𝜂𝑞 (𝑟, 𝑡𝑖) =
𝑁+1∑︁
𝑘=1

1∫︁
𝑅1

𝑡𝑖∫︁
0

�̃�𝑞+1,𝑘 (𝑟, 𝜉, 𝑡𝑖 − 𝑡)𝐹𝑘 (𝜉, 𝑡) 𝑑𝜉𝑑𝑡+

+ℎ
2∑︁

𝑙=1

𝑖∑︁
𝑚=1

𝐺*
𝑞+1,1𝑙

(︀
𝑟, 𝑡𝑖−𝑚+1/2

)︀
𝑦
(𝑚−1/2 )
𝑙 ,

4.5. Модели с бесконечной скоростью распространения

диффузионных потоков, несвязанные и статические

модели

Предельные переходы к классическим моделям с бесконечными скоростя

ми распространения диффузионных потоков, а также к упругим и статическим

моделям осуществляются таким же образом, как и в п. 3.5, 3.6. Фактически,

результат получается формальной заменой 𝐽𝛼 (𝜆𝑛𝑟) на Ψ0𝛼 (𝜆𝑛𝑟) и 𝐽2
1 (𝜆𝑛) /2 на

Ψ0 (𝜆𝑛) в формулах, полученных в п 3.5 и 3.6. Например, функции Грина для

несвязанных задач запишутся так (аналоги формул (3.32)):

𝐺𝑢
𝑙𝑛 (𝜏) =

Ω𝑙𝑛 sin𝜆𝑛𝜏

Ψ0 (𝜆𝑛)𝜆𝑛
, �̃�𝑢

𝑛 (𝜉, 𝜏) =
Ω𝑙𝑛𝜉Ψ01 (𝜆𝑛𝜉) sin𝜆𝑛𝜏

𝜆𝑛Ψ0 (𝜆𝑛)
,

𝐺𝜂
𝑙𝑞𝑛 (𝜏) =

𝜆𝑛𝐷𝑞Ω𝑙𝑛

Ψ0 (𝜆𝑛)

2∑︁
𝑗=1

exp (𝜒𝑗𝑞𝑛𝜏)

𝑘′𝑞+1,𝑛 (𝜒𝑗𝑞𝑛)
,

�̃�𝜂
𝑞𝑛 (𝜉, 𝜏) =

Ω𝑙𝑛𝜉Ψ00 (𝜆𝑛𝜉)

Ψ0 (𝜆𝑛)

2∑︁
𝑗=1

exp (𝜒𝑗𝑞𝑛𝜏)

𝑘′𝑞+1,𝑛 (𝜆𝑛, 𝜒𝑗𝑞𝑛)
.

(4.27)

Здесь коэффициенты Ω𝑙𝑛 определяются по формулам (4.9).

Для перехода к статическим режимам задаём внешние возмущения в ос

новной и вспомогательной задачи следующим образом

𝑓 *
1𝑙 (𝜏) = 𝑓 *

1𝑙𝐻 (𝜏), 𝑓1𝑙 (𝜏) = 𝑓1𝑙𝐻 (𝜏), 𝑓𝑞+1,𝑙 (𝜏) = 𝑓𝑞+1,𝑙𝐻 (𝜏),

𝐹𝑘 (𝜉, 𝜏) = 𝐹𝑘 (𝜉)𝐻 (𝜏)

Используя предельный переход (3.35), из формул (4.11), (4.12), (4.16) и

(4.17) получаем статические функции Грина для полого цилиндра:
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𝐺𝑠𝑡
11𝑙 (𝑟) =

∞∑︁
𝑛=1

Ω𝑙𝑛Ψ01 (𝜆𝑛𝑟)

Ψ0 (𝜆𝑛)𝜆2
𝑛

, 𝐺𝑠𝑡
1,𝑞+1,𝑙 (𝑟) = 𝛼𝑞

∞∑︁
𝑛=1

Ω𝑙𝑛Ψ01 (𝜆𝑛𝑟)

Ψ0 (𝜆𝑛)𝜆2
𝑛

,

𝐺𝑠𝑡
𝑞+1,1𝑙 (𝑟) = 0, 𝐺𝑠𝑡

𝑞+1,𝑝+1,𝑙 (𝑟) = 𝛿𝑝𝑞

∞∑︁
𝑛=1

Ω𝑙𝑛Ψ00 (𝜆𝑛𝑟)

Ψ0 (𝜆𝑛)𝜆𝑛
;

(4.28)

�̃�𝑠𝑡
11 (𝑟, 𝜉) = 𝜉Φ

∞∑︁
𝑛=1

Ψ01 (𝜆𝑛𝜉)

Ψ0 (𝜆𝑛)𝜆2
𝑛

Ψ01 (𝜆𝑛𝑟),

�̃�𝑠𝑡
1,𝑞+1 (𝑟, 𝜉) = 𝜉𝛼𝑞Φ𝑞

∞∑︁
𝑛=1

Ψ00 (𝜆𝑛𝜉)

Ψ0 (𝜆𝑛)𝜆3
𝑛

Ψ01 (𝜆𝑛𝑟),

�̃�𝑠𝑡
𝑞+1,1 (𝑟, 𝜉) = 𝜉Λ𝑞Φ𝑞

∞∑︁
𝑛=1

Ψ01 (𝜆𝑛𝜉)

Ψ0 (𝜆𝑛)𝜆𝑛
Ψ00 (𝜆𝑛𝑟),

�̃�𝑠𝑡
𝑞+1,𝑝+1 (𝑟, 𝜉) =

𝜉 (𝛿𝑞𝑝 + Λ𝑞𝛼𝑝Φ𝑝)

𝐷𝑞

∞∑︁
𝑛=1

Ψ00 (𝜆𝑛𝜉)

Ψ0 (𝜆𝑛)𝜆2
𝑛

Ψ00 (𝜆𝑛𝑟),

(4.29)

где величины Φ𝑞 и Φ определяются по формулам (3.38).

Статический аналог уравнений (4.22) в этом случае записывается в виде

�̃�11𝑓
*
11 + �̃�12𝑓

*
12 = 𝜙1, �̃�21𝑓

*
11 + �̃�22𝑓

*
12 = 𝜙2, (4.30)

где
�̃�11 = 1 + (𝑐12 − 1)𝐺𝑠𝑡

111 (1), �̃�12 = (𝑐12 − 1)𝐺𝑠𝑡
112 (1),

�̃�21 =
𝑐12 − 1

𝑅1
𝐺𝑠𝑡

111 (𝑅1) , �̃�22 = 1 +
𝑐12 − 1

𝑅1
𝐺𝑠𝑡

112 (𝑅1),

𝜙1 = 𝑓11 + (1− 𝑐12)
2∑︁

𝑙=1

𝑁+1∑︁
𝑚=2

𝐺𝑠𝑡
1𝑚𝑙 (1) 𝑓𝑚𝑙+

+(1− 𝑐12)
𝑁+1∑︁
𝑘=1

1∫︁
𝑅1

�̃�𝑠𝑡
1𝑘 (1, 𝜉)𝐹𝑘 (𝜉) 𝑑𝜉,

𝜙2 = 𝑓12 +
1− 𝑐12
𝑅1

2∑︁
𝑙=1

𝑁+1∑︁
𝑚=2

𝐺𝑠𝑡
1𝑚𝑙 (𝑅1) 𝑓𝑚𝑙+

+
1− 𝑐12
𝑅1

𝑁+1∑︁
𝑘=1

1∫︁
𝑅1

�̃�𝑠𝑡
1𝑘 (𝑅1, 𝜉)𝐹𝑘 (𝜉) 𝑑𝜉.

(4.31)
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Решение (4.30) находим по формулам Крамера

𝑓 *
11 =

�̃�22𝜙1 − �̃�12𝜙2

�̃�11�̃�22 − �̃�12�̃�21
, 𝑓 *

12 =
�̃�11𝜙2 − �̃�21𝜙1

�̃�11�̃�22 − �̃�12�̃�21
. (4.32)

Таким образом статический аналог формул (4.26) запишется так:

𝑢 (𝑟) =
𝑁+1∑︁
𝑘=1

1∫︁
𝑅1

�̃�1𝑘 (𝑟, 𝜉)𝐹𝑘 (𝜉) 𝑑𝜉 +
2∑︁

𝑙=1

𝑖∑︁
𝑚=1

𝐺𝑠𝑡
11𝑙 (𝑟) 𝑓

*
1𝑙,

𝜂𝑞 (𝑟) =
𝑁+1∑︁
𝑘=1

1∫︁
𝑅1

�̃�𝑞+1,𝑘 (𝑟, 𝜉)𝐹𝑘 (𝜉) 𝑑𝜉 +
2∑︁

𝑙=1

𝑖∑︁
𝑚=1

𝐺𝑠𝑡
𝑞+1,1𝑙 (𝑟) 𝑓

*
1𝑙,

(4.33)

4.6. Примеры расчетов

Для расчета будем рассматривать полый цилиндр, внутренний радиус ко

торого равен 7 · 10−4м, внешний – 10−3м. Цилиндр выполнен из трехкомпонент

ного материала (цинк и медь диффундируют в дюралюминии), физические

характеристики которого заданы равенствами (3.44). В качестве примеров рас

смотрим различные способы нагружения цилиндра.

Пример 4.1. Полагаем для расчета, что массовые силы отсутствуют, а

поверхностные возмущения в граничных условиях (1.19) имеют вид

𝑓11 (𝜏) = 𝐻 (𝜏), 𝑓12 (𝜏) = 0, 𝑓𝑞+1,1 (𝜏) = 𝑓𝑞+1,2 (𝜏) = 0, (4.34)

т.е. рассматривается случай, когда давление задано на внешней поверхности

цилиндра, а внешняя поверхность свободна от нагружения.

Подставляя эти значения в формулы (4.26), получаем перемещения, при

ращения концентраций цинка и меди, соответствующие заданным нагрузкам.

Результаты вычислений представлены на рисунках 4.2–4.8. На рисунке 4.3

сравниваются поля перемещений для упругой (пунктирная линия) и упруго

диффузионной задач. Как видно, диффузионные процессы при заданных на

грузках (4.34) почти не влияют на механическое поле. Аналогичная ситуация

имеет место для статических нагрузок (рисунки 4.7, 4.8).
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Рис. 4.2 Перемещения 𝑢 (𝑟, 𝜏), соответствующие решению упругодиффузи

онной задачи.

Рис. 4.3 Перемещения 𝑢 (𝑟, 𝜏). Сравнение решений упругой и упругодиф

фузионной задач.
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Рис. 4.4 Приращение концентрации цинка 𝜂1 (𝑟, 𝜏).

Рис. 4.5 Приращение концентрации меди 𝜂2 (𝑟, 𝜏).
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Рис. 4.6 Радиальные напряжения 𝜎𝑟 (𝑟, 𝜏).

Рис. 4.7 Перемещения 𝑢𝑠𝑡 (𝑟) для статической задачи. Сравнение решений

упругой и упругодиффузионной задач.
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Рис. 4.8 Напряжения 𝜎𝑠𝑡
𝑟 (𝑟) для статической задачи. Сравнение решений

упругой и упругодиффузионной задач.

На рисунках 4.4 и 4.5 показаны диффузионные поля, инициированные на

грузками (4.34). Жирная сплошная линия на этих рисунках соответствует мак

симальному приращению концентрации. Видно, что максимумы для цинка и

меди достигаются в разные моменты времени. Для цинка это время 𝜏 ∼ 1012.

Для меди – 𝜏 ∼ 1015. На рисунке 4.6 продемонстрированы радиальные напря

жения.

Пример 4.2. Опять рассмотрим случай, когда давление задано на внеш

ней поверхности цилиндра, а внутренняя поверхность свободна от нагружения,

но на этот раз поверхностные возмущения в граничных условиях (1.19) зададим

следующим образом:

𝑓11 (𝜏) = 𝜏 exp (−𝜏), 𝑓12 (𝜏) = 0, 𝑓𝑞+1,1 (𝜏) = 𝑓𝑞+1,2 (𝜏) = 0. (4.35)

На рисунках 4.11–4.14 можно видеть, насколько существенно различаются

диффузионные поля, рассчитанные с учетом и без учета релаксации диффузи

онных потоков. При этом данные диффузионные поля, по аналогии с преды
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дущими расчетными примерами, не оказывают сколь-либо существенного вли

яния на механические поля перемещений и напряжений, показанные на рисун

ках 4.9 и 4.10.

Рис. 4.9 Перемещения 𝑢 (𝑟, 𝜏), соответствующие решению упругодиффузи

онной задачи.

Пример 4.3. Еще один пример демонстрирует взаимодействие механиче

ского и диффузионного полей в полом цилиндре, находящемся под действием

внешних объемных нестационарных возмущений. Для расчета полагаем, что

объемные возмущения заданы следующим образом:

𝐹1 (𝑟, 𝜏) = Ψ01 (𝜆1𝑟)𝐻 (𝜏), 𝐹𝑞+1 (𝑟, 𝜏) = 0. (4.36)

В этом расчетном примере (рисунки 4.18–4.27) показаны различные ста

дии развития процесса диффузии как с учетом релаксации диффузионных по

токов, так и без ее учета. По аналогии с предыдущими примерами, здесь, в

частности, показано, сколь существенным становится влияние релаксации на

кинетику массопереноса в начальные моменты времени (рисунки 4.18–4.21), ее

постепенное уменьшение с течением времени (рисунки 4.22–4.25) и, наконец,
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Рис. 4.10 Радиальные напряжения 𝜎𝑟 (𝑟, 𝜏).

Рис. 4.11 Приращение концентрации цинка 𝜂1 (𝑟, 𝜏) с учетом релаксации

диффузионных потоков.



98

Рис. 4.12 Приращение концентрации цинка 𝜂1 (𝑟, 𝜏) без учета релаксации

диффузионных потоков.

Рис. 4.13 Приращение концентрации меди 𝜂2 (𝑟, 𝜏) с учетом релаксации

диффузионных потоков.
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Рис. 4.14 Приращение концентрации меди 𝜂2 (𝑟, 𝜏) без учета релаксации

диффузионных потоков.

Рис. 4.15 Перемещения 𝑢 (𝑟, 𝜏), соответствующие решению упругодиффу

зионной задачи.
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Рис. 4.16 Перемещения 𝑢 (𝑟, 𝜏).

Рис. 4.17 Радиальные напряжения 𝜎𝑟 (𝑟, 𝜏).
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Рис. 4.18 Приращение концентрации цинка 𝜂1 (𝑟, 𝜏) с учетом релаксации

(начальные моменты времени).

Рис. 4.19 Приращение концентрации цинка 𝜂1 (𝑟, 𝜏) без учета релаксации

(начальные моменты времени).
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Рис. 4.20 Приращение концентрации меди 𝜂2 (𝑟, 𝜏) с учетом релаксации

(начальные моменты времени).

Рис. 4.21 Приращение концентрации меди 𝜂2 (𝑟, 𝜏) без учета релаксации

(начальные моменты времени).
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Рис. 4.22 Приращение концентрации цинка 𝜂1 (𝑟, 𝜏) с учетом релаксации

(развитие процесса).

Рис. 4.23 Приращение концентрации цинка 𝜂1 (𝑟, 𝜏) без учета релаксации

(развитие процесса).
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Рис. 4.24 Приращение концентрации меди 𝜂2 (𝑟, 𝜏) с учетом релаксации

(развитие процесса).

Рис. 4.25 Приращение концентрации меди 𝜂2 (𝑟, 𝜏) без учета релаксации

(развитие процесса).
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Рис. 4.26 Приращение концентрации цинка 𝜂1 (𝑟, 𝜏) (предельное развитие

процесса).

Рис. 4.27 Приращение концентрации меди 𝜂2 (𝑟, 𝜏) (предельное развитие

процесса).
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полное затухание (рисунки 4.26, 4.27).

По результатам численного моделирования, выполненного в главах 3 и 4,

можно сказать следующее:

1. Нестационарные механические нагрузки порождают слабое диффузион

ное поле, которое, в силу своей малости, уже практически не влияет на

поле перемещений.

2. Статические поверхностные механические нагрузки не порождают диф

фузионного поля.

3. Нестационарные объемные источники массопереноса могут по прошествии

времени порождать существенные механические перемещения.

4. Релаксационные эффекты влияют на кинетику массопереноса только в

начальные моменты времени, соизмеримые с временами релаксации ком

понент в составе сплошной среды.

5. Релаксационные диффузионные эффекты не влияют на поле механичес

ских перемещений.

Выводы, полученные в работе, совпадают на качественном уровне с ре

зультатами экспериментальных исследований, полученных ранее другими авто

рами [94]. Результаты, полученные в главе 4, опубликованы в работах [12,18,28].
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Заключение

В представленной диссертационной работе проведено исследование неста

ционарного взаимодействия механических и диффузионных полей в сплошных

и полых цилиндрических телах.

Основные результаты работы:

1. Из общей модели механодиффузии для произвольной анизотропной сре

ды получена одномерная модель механодиффузии в цилиндрической системе

координат. Построенная модель учитывает конечную скорость распростране

ния диффузионных возмущений, обусловленную релаксацией диффузионных

потоков.

2. Сформулирована и решена задача Штурма-Лиувилля для одномерного

упругодиффузионного оператора в цилиндрической системе координат. Постро

ены системы собственных функций для упругодиффузионного оператора, соот

ветствующие различным видам граничных условий, допускающих процедуру

разделения переменных.

3. Методом эквивалентных граничных условий решены одномерные неста

ционарные задачи механодиффузии для сплошных и полых однородных много

компонентных цилиндров, находящихся под действием поверхностных и объем

ных механодиффузионных возмущений.

4. Проанализированы:

– предельные переходы от модели с конечной скоростью распространения

диффузионных возмущений к классической модели механодиффузии с беско

нечной скоростью распространения диффузионных возмущений;

– предельные переходы к упругим и диффузионным задачам;

– предельные переходы к статическим задачам механодиффузии.

5. Исследовано взаимное влияние механических и диффузионных полей

друг на друга при различных видах внешних нагружений цилиндрических тел.
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