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Îáùàÿ õàðàêòåðèñòèêà ðàáîòû

Íà ñîâðåìåííîì óðîâíå ðàçâèòèÿ òåõíîëîãèé ñîçäàíèå ìàòåðèàëîâ ñ çà�

ðàíåå çàïðîãðàììèðîâàííûìè ñâîéñòâàìè è ìîäèôèêàöèÿ óæå èìåþùèõñÿ

ìàòåðèàëîâ ïîä íîâûå ñòàíäàðòû êà÷åñòâà � îäíî èç àêòóàëüíûõ íàïðàâëå�

íèé ðàçðàáîòîê â îáëàñòè òåõíîëîãèè îáðàáîòêè êîíñòðóêöèîííûõ ìàòåðèà�

ëîâ. Ðàçðàáîòêà ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé âîçäåéñòâèÿ ðàçëè÷íûõ ôàêòîðîâ

íà îáðàáàòûâàåìûé ìàòåðèàë è àíàëèç ïîëó÷àåìûõ ðåçóëüòàòîâ ïîçâîëÿþò

ðàññìîòðåòü áîëüøåå ÷èñëî ýôôåêòîâ âçàèìîäåéñòâèÿ ôèçè÷åñêèõ ïîëåé ïðè

ìèíèìèçàöèè ôèíàíñîâûõ çàòðàò â ñëó÷àå èññëåäîâàíèÿ ñëîæíûõ âûñîêîòåõ�

íîëîãè÷åñêèõ ïðîöåññîâ.

Ñóùåñòâóåò öåëûé ðÿä ïîäõîäîâ ê ñîçäàíèþ ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé,

è îäèí èç ïåðñïåêòèâíûõ, äàþùèõ âîçìîæíîñòü íàèáîëåå òî÷íî îïèñàòü êîì�

ïëåêñíûå òåõíîëîãè÷åñêèå è ôèçè÷åñêèå ïðîöåññû, ÿâëÿåòñÿ ïîñòðîåíèå è

àíàëèç ìîäåëåé ñâÿçàííûõ ïîëåé: ìåõàíè÷åñêèõ, òåïëîâûõ, ýëåêòðè÷åñêèõ,

ìàãíèòíûõ è äèôôóçèîííûõ. Èçâåñòíî, ÷òî äåôîðìàöèÿ òåëà ñâÿçàíà ñ èç�

ìåíåíèåì ñîäåðæàùåãîñÿ â íåì òåïëà, à èìåííî, èçìåíÿþùååñÿ âî âðåìåíè

ïîëå äåôîðìàöèé âûçûâàåò èçìåíåíèå ïîëÿ òåìïåðàòóðû, è íàîáîðîò. Òàêèì

æå îáðàçîì, íàëè÷èå äèôôóçèîííûõ ïîòîêîâ ïðèâîäèò ê ïåðåðàñïðåäåëåíèþ

êîìïîíåíòîâ âåùåñòâà, ïîýòîìó â äèôôóçèîííîé çîíå âîçíèêàåò íàïðÿæ¼ííî�

äåôîðìèðîâàííîå ñîñòîÿíèå, êîòîðîå â ñâîþ î÷åðåäü çà ñ÷åò äåôîðìàöèè êðè�

ñòàëëè÷åñêîé ðåøåòêè âëèÿåò íà âåëè÷èíó äèôôóçèîííîãî ïîòîêà.

Ìîäåëèðîâàíèå ñâÿçàííîñòè ïîëåé íåîáõîäèìî íå òîëüêî ïðè îïèñàíèè

òåõíîëîãè÷åñêèõ ïðîöåññîâ. Èñïîëüçîâàíèå ôóíêöèîíàëüíûõ ýëåìåíòîâ ìà�

øèí è ïðèáîðîâ, èçãîòîâëåííûõ èç ìíîãîêîìïîíåíòíûõ ìàòåðèàëîâ, â óñëî�

âèÿõ èíòåíñèâíûõ íàãðóçîê ðàçëè÷íîé ôèçè÷åñêîé ïðèðîäû îáóñëîâëèâàåò

íåîáõîäèìîñòü èññëåäîâàíèÿ òåðìîìåõàíè÷åñêîãî ïîâåäåíèÿ ýòèõ ýëåìåíòîâ.

Êîëè÷åñòâåííîå îïèñàíèå è ïðîãíîçèðîâàíèå ñâîéñòâ òåë èç óïîìÿíóòûõ ìà�

òåðèàëîâ îñíîâûâàåòñÿ íà òåîðåòè÷åñêèõ ìîäåëÿõ ìåõàíèêè ñïëîøíîé ñðåäû,

êîòîðûå â ðàìêàõ êîíòèíóàëüíûõ ïðåäñòàâëåíèé ó÷èòûâàþò âçàèìîñâÿçü ôè�

çèêî-ìåõàíè÷åñêèõ ïîëåé â òåëàõ ñëîæíîé âíóòðåííåé ñòðóêòóðû.
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Ìîäåëè, ðàññìàòðèâàþùèå ïîâåäåíèå ìàòåðèàëà â óïðóãîé çîíå ñ ó÷¼�

òîì òåïëîìàññîïåðåíîñà, íàçûâàþòñÿ òåðìîóïðîãîäèôôóçèîííûìè ìîäåëÿ�

ìè. Òàêæå ïðèìåíèìû ñëîâîñî÷åòàíèÿ �òåðìîóïðóãàÿ äèôôóçèÿ�, �òåðìîóïðó�

ãîñòü ñ ó÷åòîì äèôôóçèè�. Òåðìèí �thermoelastic di�usion� ÷àñòî èñïîëüçóåò�

ñÿ çà ðóáåæîì íà ðÿäó ñ òåðìèíîì �thermoelastodi�usion�. Ñëåäóåò îòìåòèòü,

÷òî â íàñòîÿùåå âðåìÿ íå ñóùåñòâóåò îáùèõ ìåòîäîâ àíàëèòè÷åñêîãî èññëåäî�

âàíèÿ íåñòàöèîíàðíûõ çàäà÷ ìåõàíèêè ñâÿçàííûõ ïîëåé, â ÷àñòíîñòè çàäà÷

òåðìîìåõàíîäèôôóçèè.

Äàííàÿ ðàáîòà ïîñâÿùåíà ðàçðàáîòêå àíàëèòè÷åñêèõ ìåòîäîâ èññëåäî�

âàíèÿ îäíîãî èç êëàññîâ íåñòàöèîíàðíûõ çàäà÷ òåðìîóïðóãîé äèôôóçèè, à

èìåííî � îäíîìåðíûõ çàäà÷ äëÿ òåë ñ ïëîñêèìè ãðàíèöàìè.

Öåëüþ ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ èññëåäîâàíèå íåñòàöèîíàðíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ

ìåõàíè÷åñêèõ, òåìïåðàòóðíûõ è äèôôóçèîííûõ ïîëåé â óïðóãèõ ñðåäàõ, âêëþ�

÷àþùåå ïîñòàíîâêè è ðåøåíèÿ íîâûõ çàäà÷, à òàêæå ïðàêòè÷åñêèå ðàñ÷å�

òû, ïîçâîëÿþùèå êîëè÷åñòâåííî îöåíèòü ýôôåêòû, îáóñëîâëåííûå âçàèìíûì

âëèÿíèå óêàçàííûõ ïîëåé äðóã íà äðóãà.

Àêòóàëüíîñòü ðàáîòû îáóñëîâëåíà âñå áîëåå è áîëåå âîçðàñòàþùèì

èíòåðåñîì ê ïðîáëåìå èññëåäîâàíèÿ ñâÿçàííûõ òåðìîìåõàíîäèôôóçèîííûõ

ïðîöåññîâ, ÷òî ïîäòâåðæäàåòñÿ áîëüøèì ÷èñëîì ñîâðåìåííûõ ïóáëèêàöèé

êàê â Ðîññèè, òàê è çà ðóáåæîì. Ìîäåëè, îïèñûâàþùèå óêàçàííûå ïðîöåñ�

ñû, ïîñòîÿííî ñîâåðøåíñòâóþòñÿ ñ öåëüþ ïîëó÷åíèÿ áîëåå òî÷íîãî îïèñàíèÿ

ôóíêöèîíèðîâàíèÿ êîíñòðóêöèé è èõ îòäåëüíûõ ýëåìåíòîâ, ðàáîòàþùèõ â

óñëîâèÿõ âîçäåéñòâèÿ íàãðóçîê ðàçëè÷íîé ôèçè÷åñêîé ïðèðîäû.

Ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ.Äëÿ ïîñòðîåíèÿ çàìêíóòîé ìîäåëè òåðìîóïðó�

ãîé äèôôóçèè èñïîëüçóåòñÿ àïïàðàò ëèíåéíîé òåîðèè óïðóãîñòè, çàêîíû òåð�

ìîäèíàìèêè è òåïëîìàññîïåðåíîñà. Ìåòîä ðåøåíèÿ áàçèðóåòñÿ íà òåîðèè

îáîáùåííûõ ôóíêöèé, ñ ïîìîùüþ êîòîðîé èñêîìûå ðåøåíèÿ ïðåäñòàâëÿþòñÿ

â èíòåãðàëüíîé ôîðìå. ßäðàìè ýòèõ ïðåäñòàâëåíèé ÿâëÿþòñÿ ôóíêöèè Ãðè�

íà, äëÿ íàõîæäåíèÿ êîòîðûõ èñïîëüçóåòñÿ ìåòîä ðàçäåëåíèÿ ïåðåìåííûõ, ðå�

àëèçóþùèéñÿ ñ ïîìîùüþ ðàçëîæåíèé â ðÿäû ïî ñîáñòâåííûì ôóíêöèÿì òåð�

ìîóïðóãîäèôôóçèîííîãî îïåðàòîðà è ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëàïëàñà. Óêàçàííûé
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ïîäõîä ïîçâîëÿåò â ÿâíîì âèäå ïîëó÷èòü ðåøåíèÿ ðàññìàòðèâàåìûõ çàäà÷,

÷òî â ñâîþ î÷åðåäü ïîçâîëÿåò ñ ïîìîùüþ ìàòåìàòè÷åñêèõ ïàêåòîâ ïðîàíà�

ëèçèðîâàòü ýôôåêòû, ñâÿçàííûå ñ âçàèìîäåéñòâèåì ìåõàíè÷åñêîãî, òåìïåðà�

òóðíîãî è äèôôóçèîííûõ ïîëåé.

Íàó÷íàÿ íîâèçíà ðàáîòû ñîñòîèò â ïîñòðîåíèè ðåøåíèé íîâîãî êëàññà

îäíîìåðíûõ íåñòàöèîíàðíûõ çàäà÷ òåðìîóïðóãîé äèôôóçèè â ïðÿìîóãîëü�

íîé äåêàðòîâîé ñèñòåìå êîîðäèíàò ñ ó÷åòîì ðåëàêñàöèè òåïëîâûõ è äèôôó�

çèîííûõ ïîòîêîâ, à òàêæå íàëè÷èÿ ïåðåêðåñòíûõ äèôôóçèîííûõ ýôôåêòîâ.

Äîñòîâåðíîñòü è îáîñíîâàííîñòü ðåçóëüòàòîâ îáåñïå÷èâàåòñÿ èñ�

ïîëüçîâàíèåì èçâåñòíûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ ìåòîäîâ ïîñòðîåíèÿ ìîäåëåé ìåõà�

íèêè ñâÿçàííûõ ïîëåé, êîòîðûå áàçèðóþòñÿ íà èçâåñòíûõ óðàâíåíèÿõ ìåõà�

íèêè äåôîðìèðóåìîãî òâ¼ðäîãî òåëà, òåïëîìàññîïåðåíîñà è òåðìîäèíàìèêè.

Äëÿ ðåøåíèÿ íà÷àëüíî-êðàåâûõ çàäà÷ èñïîëüçóþòñÿ àïðîáèðîâàííûå ìåòîäû

ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè. Äëÿ âåðèôèêàöèè ðåçóëüòàòîâ âûïîëíÿëîñü ñðàâíå�

íèå ïîëó÷åííûõ ðåøåíèé çàäà÷ òåðìîìåõàíîäèôôóçèè ñ èçâåñòíûìè ðåøåíè�

ÿìè çàäà÷ óïðóãîñòè è èññëåäîâàëèñü ïåðåõîäû ê ðåøåíèÿì ñîîòâåòñòâóþùèõ

ñòàòè÷åñêèõ çàäà÷.

Ïðàêòè÷åñêàÿ çíà÷èìîñòü ðàáîòû ñîñòîèò â ðàçðàáîòêå ìåòîäèê

ðàñ÷åòà íàïðÿæåííî-äåôîðìèðîâàííîãî ñîñòîÿíèÿ óïðóãèõ ñðåä è ýëåìåíòîâ

êîíñòðóêöèé, ðàáîòàþùèõ â óñëîâèÿõ íåñòàöèîíàðíûõ âíåøíèõ âîçäåéñòâèé,

ñ ó÷åòîì ïðîòåêàþùèõ â íèõ ÿâëåíèé òåïëîìàññîïåðåíîñà. Èíòåðåñ ê ïîäîáíî�

ãî ðîäà ïðîáëåìàì îáúÿñíÿåòñÿ òåì, ÷òî âçàèìîäåéñòâèå ôèçè÷åñêèõ ïîëåé

â ñïëîøíûõ ñðåäàõ ìîæåò îêàçûâàòü íåæåëàòåëüíîå âëèÿíèå íà ôóíêöèî�

íèðîâàíèå êîíñòðóêöèé è èõ îòäåëüíûõ ýëåìåíòîâ, ðàáîòàþùèõ â óñëîâèÿõ

íàãðóçîê ðàçëè÷íîé ôèçè÷åñêîé ïðèðîäû. Àíàëèç âîçíèêàþùèõ ïðè ýòîì

ýôôåêòîâ íåâîçìîæåí áåç ðàçðàáîòêè ìîäåëåé òåðìîìåõàíîäèôôóçèè è ìå�

òîäîâ ðåøåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ íà÷àëüíî-êðàåâûõ çàäà÷. Âñ¼ ýòî â öåëîì

îáóñëàâëèâàåò ïðàêòè÷åñêóþ çíà÷èìîñòü ðàáîòû.

Àïðîáàöèÿ ðåçóëüòàòîâ èññëåäîâàíèÿ. Âñå îñíîâíûå ðåçóëüòàòû

ðàáîòû áûëè ïðåäìåòîì äîêëàäîâ, îáñóæäåíèé è äèñêóññèé íà ðîññèéñêèõ è

ìåæäóíàðîäíûõ êîíôåðåíöèÿõ, ñèìïîçèóìàõ è ñúåçäàõ:
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� 14th International Conference on Fracture ICF 14 (Rhodes, Greece, 2017);

� 7th International Conf. on Math Modeling in Physical Sciences (Moscow, 2018);

� Ìåæäóíàðîäíûé ñèìïîçèóì ¾Äèíàìè÷åñêèå è òåõíîëîãè÷åñêèå ïðîáëåìû

ìåõàíèêè êîíñòðóêöèé è ñïëîøíûõ ñðåä¿ èì. À.Ã. Ãîðøêîâà (Ìîñêîâñêàÿ îá�

ëàñòü, ßðîïîëåö, Êðåìåíêè, 2013 � 2020);

� Ìåæäóíàð. íàó÷íî-ïðàêòè÷åñêèå êîíô. ¾Àêòóàëüíûå âîïðîñû è ïåðñïåê�

òèâû ðàçâèòèÿ òðàíñïîðòíîãî è ñòðîèòåëüíîãî êîìïëåêñîâ¿ è ¾Ïðîáëåìû

áåçîïàñíîñòè íà òðàíñïîðòå¿ (Áåëîðóññèÿ, Ãîìåëü, 2017 � 2019);

� XIX Âñåðîññèéñêàÿ øêîëà-ñåìèíàð ¾Ñîâðåìåííûå ïðîáëåìû àýðîãèäðîäè�

íàìèêè¿ (Ñî÷è, 2019);

� Ìåæäóíàð. êîíô. ¾Àâèàöèÿ è êîñìîíàâòèêà¿ (Ìîñêâà, 2014 � 2019);

� Ìåæäóíàðîäíàÿ íàó÷íàÿ êîíôåðåíöèÿ ¾Ñîâðåìåííûå ïðîáëåìû ìàòåìàòè�

êè, ìåõàíèêè, èíôîðìàòèêè¿. (Òóëà, 2014);

� Íàó÷íàÿ êîíôåðåíöèÿ ¾Ëîìîíîñîâñêèå ÷òåíèÿ¿ (Ìîñêâà, 2014 � 2019);

� Ìåæäóíàðîäíàÿ ìîëîä¼æíàÿ íàó÷íàÿ êîíôåðåíöèÿ ¾Ãàãàðèíñêèå ÷òåíèÿ¿

(Ìîñêâà, 2014 � 2020);

� Ìåæäóíàðîäíûé íàó÷íûé ñåìèíàð ¾Äèíàìè÷åñêîå äåôîðìèðîâàíèå è êîí�

òàêòíîå âçàèìîäåéñòâèå òîíêîñòåííûõ êîíñòðóêöèé ïðè âîçäåéñòâèè ïîëåé

ðàçëè÷íîé ôèçè÷åñêîé ïðèðîäû¿ (Ìîñêâà, 2015 � 2017);

� Âñåðîñ. øêîëà-ñåìèíàð ¾Ìàò. ìîäåëèðîâàíèå è áèîìåõ. â ñîâðåìåííîì óíè�

âåðñèòåòå¿ (Êðàñíîäàðñêèé êðàé, Äèâíîìîðñêîå, 2016 � 2019);

� Âñåðîññèéñêàÿ êîíôåðåíöèÿ ìîëîäûõ ó÷¼íûõ-ìåõàíèêîâ (Ñî÷è, 2017, 2018);

� IV Êîíôåðåíöèÿ ìîëîäûõ ó÷åíûõ è ñïåöèàëèñòîâ ¾Íàó÷íî-òåõíîëîãè÷åñêîå

ðàçâèòèå ñóäîñòðîåíèÿ¿ (Ñàíêò-Ïåòåðáóðã, 2017);

� Ìåæäóíàð. êîíô. ¾Ñîâðåìåííûå ïðîá. ÌÑÑ¿ (Ðîñòîâ-íà-Äîíó, 2016, 2018);

� XII Âñåðîññèéñêèé ñúåçä ïî ôóíäàìåíòàëüíûì ïðîáëåìàì òåîðåòè÷åñêîé è

ïðèêëàäíîé ìåõàíèêè (Óôà, 2019);

Íà ðàçëè÷íûõ ýòàïàõ ðàáîòà ïîääåðæèâàëàñü ãðàíòîì ÐÔÔÈ (êîä ïðî�

åêòà 18-31-00437).

Ïóáëèêàöèè. Îñíîâíûå ìàòåðèàëû äèññåðòàöèè îïóáëèêîâàíû â 35 ïå�

÷àòíûõ ðàáîòàõ, èç íèõ 10 ñòàòåé â ðåöåíçèðóåìûõ æóðíàëàõ, 25 â ñáîðíèêàõ
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òðóäîâ êîíôåðåíöèé è òåçèñîâ äîêëàäîâ.

Ñòðóêòóðà è îáú¼ì äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû: Äèññåðòàöèÿ ñîñòî�

èò èç ââåäåíèÿ, òð¼õ ãëàâ, ñïèñêà ëèòåðàòóðû èç 187 íàèìåíîâàíèé, çàêëþ÷å�

íèÿ è ïðèëîæåíèé. Îáú¼ì äèññåðòàöèè � 120 ñòðàíèö, âêëþ÷àÿ 27 ðèñóíêîâ.

Ñîäåðæàíèå ðàáîòû

Âî ââåäåíèè îáîñíîâàíà àêòóàëüíîñòü äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû, ñôîð�

ìóëèðîâàíà öåëü è àðãóìåíòèðîâàíà íàó÷íàÿ íîâèçíà èññëåäîâàíèé, ïîêàçàíà

ïðàêòè÷åñêàÿ çíà÷èìîñòü ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ, ïðåäñòàâëåíû âûíîñèìûå

íà çàùèòó íàó÷íûå ïîëîæåíèÿ.

Â ïåðâîé ãëàâå äàí îáçîð ñîâðåìåííîãî ñîñòîÿíèÿ èññëåäîâàíèé, èç

êîòîðîãî ñëåäóåò, ÷òî íåñìîòðÿ íà áîëüøîå ðàçíîîáðàçèå ñóùåñòâóþùèõ â

íàñòîÿùåå âðåìÿ ìîäåëåé òåðìîìåõàíîäèôôóçèè, ó÷èòûâàþùèõ â òîì ÷èñëå

ðåëàêñàöèîííûå òåïëîâûå è äèôôóçèîííûå ýôôåêòû, â îñíîâíîì ðàññìàòðè�

âàëèñü íåñâÿçàííûå çàäà÷è, ëèáî ñâÿçàííûå çàäà÷è â ñòàòè÷åñêîé èëè â ñòà�

öèîíàðíîé ïîñòàíîâêå. Äëÿ ðåøåíèÿ íåñòàöèîíàðíûõ çàäà÷ â áîëüøèíñòâå

ñëó÷àåâ èñïîëüçîâàëèñü ÷èñëåííûå ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ.

Òàêæå â ýòîé ãëàâå ïîñòðîåíà çàìêíóòàÿ ëèíåéíàÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé

òåðìîóïðóãîé äèôôóçèè äëÿ ìíîãîêîìïîíåíòíûõ àíèçîòðîïíûõ ñðåä â ïðî�

èçâîëüíîé êðèâîëèíåéíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò. Èç íå¼, êàê ÷àñòíûé ñëó÷àé,

ïîëó÷åíà îäíîìåðíàÿ ìîäåëü â ïðÿìîóãîëüíîé äåêàðòîâîé ñèñòåìå êîîðäèíàò

(òî÷êè � ïðîèçâîäíûå ïî áåçðàçìåðíîìó âðåìåíè τ , à øòðèõè � ïðîèçâîäíûå

ïî áåçðàçìåðíîé êîîðäèíàòå x):

ü = u′′ − buϑ′ −
N∑
q=1

αqη
′
q + F1 (x, τ) ,

ϑ̇+ τϑϑ̈ = κϑ′′ − bϑ (u̇′ + τϑü
′)−

N∑
q=1

βq (η̇q + τϑη̈q) + F2 (x, τ) ,

η̇q + τqη̈q =
N∑
p=1

Dqpη
′′
p − Λqu

′′′ −Mqϑ
′′ + Fq+2 (x, τ) .

(1)
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Çäåñü âñå ïàðàìåòðû ÿâëÿþòñÿ áåçðàçìåðíûìè. Èõ ñâÿçü ñ ðàçìåðíûìè

âåëè÷èíàìè îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

x =
x1

L
, u =

u1

L
, τ =

Ct

L
, C2 =

C1111

ρ
, αq =

α
(q)
11

C1111
,

Dqp =
D

(qp)
11

CL
, bϑ =

b11

ρc0
, κ =

κ11

ρc0LC
, τϑ =

Ctϑ
L
, τq =

Ct
(q)
η

L
,

Λq =
m(q)n

(q)
0 D

(qq)
11 α

(q)
11

ρRT0CL
, Mq =

n
(q)
0 D

(qq)
11 ln

[
n

(q)
0 γ(q)

]
CL

, ϑ =
T − T0

T0
,

βq =
R ln

[
n

(q)
0 γ(q)

]
m(q)c0

, bu =
b11T0

C1111
, F1 (τ, x) =

F (t, x1)L

C2
,

F2 (τ, x) =
Fϑ (t, x1)L

c0CT0
, Fq+2 (τ, x) =

F
(q)
η (t, x1)L

n
(q)
0 C

.

(2)

ãäå L � õàðàêòåðíûé ëèíåéíûé ðàçìåð, C � ñêîðîñòü âîëí ðàñòÿæåíèÿ-ñæà�

òèÿ, t � âðåìÿ, xi � ïðÿìîóãîëüíûå äåêàðòîâû êîîðäèíàòû; ui � êîìïîíåíòû

âåêòîðà ïåðåìåùåíèÿ; ρ � ïëîòíîñòü ñðåäû; Cijkl � êîìïîíåíòû òåíçîðà óïðó�

ãèõ ïîñòîÿííûõ; T0 � íà÷àëüíàÿ òåìïåðàòóðà ñðåäû; η
(q) = n(q)−n(q)

0 ; n
(q)
0 , n(q)

� íà÷àëüíàÿ è àêòóàëüíàÿ êîíöåíòðàöèè (ìàññîâûå äîëè) êîìïîíåíòû q -ãî

âåùåñòâà; êîýôôèöèåíòû α
(q)
ij õàðàêòåðèçóþò îáú¼ìíîå ðàñøèðåíèå çà ñ÷åò

ìàññîïåðåíîñà; R � óíèâåðñàëüíàÿ ãàçîâàÿ ïîñòîÿííàÿ, D
(qp)
ij � êîýôôèöèåí�

òû äèôôóçèè; m(q) � ìîëÿðíàÿ ìàññà; bij � òåìïåðàòóðíûå ïîñòîÿííûå; κij

� êîýôôèöèåíòû òåïëîïðîâîäíîñòè; c0 � óäåëüíàÿ òåïëîåìêîñòü; F � ïëîò�

íîñòü ìàññîâûõ ñèë; Fϑ � îáúåìíàÿ ïëîòíîñòü òåïëîâûõ èñòî÷íèêîâ; F
(q)
η �

ïëîòíîñòü èñòî÷íèêîâ ìàññîïåðåíîñà; tϑ � âðåìÿ ðåëàêñàöèè òåïëîâûõ ïîòî�

êîâ; t
(q)
η � âðåìÿ ðåëàêñàöèè äèôôóçèîííûõ ïîòîêîâ.

Óðàâíåíèÿ (1) äîïîëíÿþòñÿ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè 3-õ âèäîâ:

u|x=0 = f11 (τ) , u|x=1 = f12 (τ) ,

−κϑ′|x=0 = f21 (τ) ,

(
Λqu

′′ +Mqϑ
′ −

N∑
r=1

Dqrη
′
r

)∣∣∣∣∣
x=0

= fq+2,1 (τ) ,

−κϑ′|x=1 = f22 (τ) ,

(
Λqu

′′ +Mqϑ
′ −

N∑
r=1

Dqrη
′
r

)∣∣∣∣∣
x=1

= fq+2,2 (τ) ;

(3)
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ϑ|x=0 = f21 (τ) , ηq|x=0 = fq+2,1 (τ) ,

ϑ|x=1 = f22 (τ) , ηq|x=1 = fq+2,2 (τ) ,(
u′ − buϑ−

N∑
j=1

αjηj

)∣∣∣∣∣
x=0

= f11 (τ) ,

(
u′ − buϑ−

N∑
j=1

αjηj

)∣∣∣∣∣
x=1

= f12 (τ) ;

(4)

−κϑ′|x=0 = f21 (τ) , ϑ|x=1 = f22 (τ) ,

u|x=0 = f11 (τ) ,

(
Λqu

′′ +Mqϑ
′ −

N∑
r=1

Dqrη
′
r

)∣∣∣∣∣
x=0

= fq+2,1 (τ) ,

ηq|x=1 = fq+2,2 (τ) ,

(
u′ − buϑ−

N∑
j=1

αjηj

)∣∣∣∣∣
x=1

= f12 (τ) .

(5)

Íà÷àëüíûå óñëîâèÿ ïðèíèìàþòñÿ íóëåâûìè.

Ðåøåíèå ñôîðìóëèðîâàííûõ çàäà÷ ïðåäñòàâëÿåì â âèäå ñâ¼ðòîê:

u =
N+2∑
k=1

∫
Ω

G̃1k (x, ξ, τ)Fk (ξ, τ) dξ +
2∑
l=1

G1kl (x, τ) ∗ fkl (τ)

 ,
ϑ =

N+2∑
k=1

∫
Ω

G̃2k (x, ξ, τ)Fk (ξ, τ) dξ +
2∑
l=1

G2kl (x, τ) ∗ fkl (τ)

 ,
ηq =

N+2∑
k=1

∫
Ω

G̃q+2,k (x, ξ, τ)Fk (ξ, τ) dξ +
2∑
l=1

Gq+2,kl (x, τ) ∗ fkl (τ)

 .
(6)

Çäåñü ñèìâîë ¾∗¿ îçíà÷àåò ñâåðòêó ïî âðåìåíè; G̃ik = G̃ik (x, ξ, τ) � îáú¼ìíûå,

àGikl = Gikl (x, τ) � ïîâåðõíîñòíûå ôóíêöèè Ãðèíà çàäà÷è (1)
(
i = 1, N + 2

)
.

Â êà÷åñòâå ãåîìåòðè÷åñêîé îáëàñòè Ω ðàññìàòðèâàþòñÿ: îäíîìåðíûå ïëîñêèé

ñëîé [0, 1] è ïîëóïðîñòðàíñòâî [0, ∞).

Ïîâåðõíîñòíûå ôóíêöèè Ãðèíà Gikl (x, τ) óäîâëåòâîðÿþò óðîâíåíèÿì:

G̈1kl=G
′′
1kl − buG′2kl −

N∑
q=1

αqG
′
q+2,kl,

Ġ2kl+τϑG̈2kl = κG′′2kl−bϑ
(
Ġ′1kl+τϑG̈

′
1kl

)
−

N∑
q=1

βq

(
Ġq+2,kl+τϑG̈q+2,kl

)
, (7)
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Ġq+2,kl + τqG̈q+2,kl =
N∑
p=1

DqpG
′′
p+2,kl − ΛqG

′′′
1kl −MqG

′′
2kl;

à òàêæå êàêèì-ëèáî èç ãðàíè÷íûõ óñëîâèé, àíàëîãè÷íûõ (3) � (5). Äëÿ äåìîí�

ñòðàöèè òåðìîóïðóãîäèôôóçèîííûõ ýôôåêòîâ îãðàíè÷èìñÿ ðàññìîòðåíèåì

óñëîâèé, àíàëîãè÷íûõ (3):

G1k(x, τ)|x=0 = δ1kδ (τ) , −κG′2k(x, τ)|x=0 = δ2kδ (τ) ,(
ΛqG

′′
1k(x, τ) +MqG

′
2k(x, τ)−

N∑
p=1

DqpG
′
p+2,k(x, τ)

)∣∣∣∣∣
x=0

= δq+2,kδ (τ) ,

G1k(x, τ)|x=1 = 0, −κG′2k(x, τ)|x=1 = 0,(
ΛqG

′′
1k(x, τ) +MqG

′
2k(x, τ)−

N∑
p=1

DqpG
′
p+2,k(x, τ)

)∣∣∣∣∣
x=1

= 0.

(8)

Îáú¼ìíûå ôóíêöèè Ãðèíà G̃ikl (x, ξ, τ) óäîâëåòâîðÿþò óðàâíåíèÿì:

¨̃
G1k = G̃′′1k − buG̃′2kl −

N∑
q=1

αqG̃
′
q+2,kl + δ1kδ (x− ξ) δ (τ) ,

˙̃
G2kl + τϑ

¨̃
G2k = κG̃′′2k − bϑ

(
˙̃
G
′

1k + τϑ
¨̃
G
′

1k

)
−

−
N∑
q=1

βq

(
˙̃
Gq+2,k + τϑ

¨̃
Gq+2,kl

)
+ δ2kδ (x− ξ) δ (τ) ,

˙̃
Gq+2,kl + τq

¨̃
Gq+2,kl=

N∑
p=1

DqpG̃
′′
p+2,kl−ΛqG̃

′′′
1k−MqG̃

′′
2kl + δq+2,kδ(x− ξ)δ(τ) ;

(9)

à òàêæå îäíîðîäíûì ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì, ñîîòâåòñòâóþùèì (3) � (5).

Âî âòîðîé ãëàâå â ðàìêàõ ïîñòðîåííûõ ìîäåëåé ðàññìàòðèâàåòñÿ îä�

íîìåðíàÿ íåñòàöèîíàðíàÿ çàäà÷à òåðìîóïðóãîé äèôôóçèè äëÿ ñëîÿ è ïîëó�

ïðîñòðàíñòâà â äåêàðòîâîé ñèñòåìå êîîðäèíàò ñ ó÷¼òîì êîíå÷íîé ñêîðîñòè

ðàñïðîñòðàíåíèÿ òåïëîâûõ è äèôôóçèîííûõ âîçìóùåíèé.

Ïðèìåíÿÿ ê (7) è (8) ïðåîáðàçîâàíèå Ëàïëàñà ïî âðåìåíè ñ ó÷¼òîì íóëå�

âûõ íà÷àëüíûõ óñëîâèé (s � ïàðàìåòð ïðåîáðàçîâàíèÿ; âåðõíèé èíäåêñ ¾L¿

îáîçíà÷àåò òðàíñôîðìàíòó Ëàïëàñà ñîîòâåòñòâóþùåé ôóíêöèè), ïîëó÷àåì
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ñèñòåìó âèäà:

s2GL
1k(x, s) = GL

′′
1k (x, s)− buGL

′
2k(x, s)−

N∑
q=1

αqG
L
′
q+2,k(x, s),

ω(s)GL
2k(x, s) = κGL

′′
2k (x, s)− bϑω(s)GL

′
1k(x, s)− ω(s)

N∑
q=1

βqG
L
q+2,k(x, s),

χq(s)G
L
q+2,k(x, s) =

N∑
p=1

DqpG
L
′′
p+2,k(x, s)− ΛqG

L
′′′

1k (x, s)−MqG
L
′′

2k (x, s);

(10)

GL
1k(x, s)

∣∣
x=0

= δ1k, −κGL
′

2k(x, s)
∣∣∣
x=0

= δ2k,(
ΛqG

L
′′

1k (x, s) +MqG
L
′

2k(x, s)−
N∑
p=1

DqpG
L
′
p+2,k(x, s)

)∣∣∣∣∣
x=0

= δq+2,k,

GL
1k(x, s)

∣∣
x=1

= 0, −κGL
′

2k(x, s)
∣∣∣
x=1

= 0,(
ΛqG

L
′′

1k (x, s) +MqG
L
′

2k(x, s)−
N∑
p=1

DqpG
L
′
p+2,k(x, s)

)∣∣∣∣∣
x=1

= 0.

(11)

Äëÿ êðàòêîñòè çàïèñè â (10) ââåäåíû ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ:

ω(s) = s (1 + τϑs) , χq(s) = s (1 + τqs) . (12)

Äàëåå ïðåäñòàâëÿåì èçîáðàæåíèÿ ôóíêöèé Ãðèíà â âèäå ðÿäîâ Ôóðüå:

GL
1k(x, s) =

∞∑
n=1

GL
1kn(s) sin(λnx) (λn = πn) ,{

GL
2k(x, s)

GL
q+2,k(x, s)

}
=

1

2

{
GL

2k0(s)

GL
q+2,k0(s)

}
+
∞∑
n=1

{
GL

2kn(s)

GL
q+2,kn(s)

}
cos(λnx).

(13)

Äëÿ òîãî, ÷òîáû íàéòè óêàçàííûå êîýôôèöèåíòû ðàçëîæåíèÿ

GL
1kn(s) ≡ GLs

1k(λn, s) = 2

1∫
0

GL
1k(x, s) sin(λnx) dx,

{
GL

2kn(s)

GL
q+2,kn(s)

}
≡

{
GLc

2k(λn, s)

GLc
q+2,k(λn, s)

}
= 2

1∫
0

{
GL

2k(x, s)

GL
q+2,k(x, s)

}
cos(λnx) dx,

(14)
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óìíîæàåì â (10) ïåðâîå óðàâíåíèå íà 2 sin(λnx), à îñòàëüíûå � íà 2 cos(λnx).

Çàòåì èíòåãðèðóåì ïî ïðîñòðàíñòâåííîé ïåðåìåííîé x â èíòåðâàëå îò 0 äî

1. Ïîëó÷àåì ñëåäóþùóþ ÑËÀÓ îòíîñèòåëüíî êîýôôèöèåíòîâ GL
ikn:

k1G
L
1kn − buλnGL

2kn − λn
N∑
q=1

αqG
L
q+2,kn = F1,

bϑωλnG
L
1kn + k2G

L
2kn + ω

N∑
q=1

βqG
L
q+2,kn = F2,

−Λqλ
3
nG

L
1kn −Mqλ

2
nG

L
2kn + kq+2Gq+2,kn + λ2

n

N∑
p=1, p 6=q

DqpG
L
p+2,kn = Fq+2,

(15)

ãäå

F1 = 2λnδ1k, F2 = 2 (bϑωδ1k + δ2k) , Fq+2 = 2
(
−Λqλ

2
nδ1k + δq+2,k

)
; (16)

k1(λn, s)=s2+λ2
n, k2(λn, s)=ω(s)+κλ2

n, kq+2(λn, s)=χq(s)+Dqqλ
2
n. (17)

Ðåøåíèå ñèñòåìû (15) èìååò âèä

GL
210 = 2bϑ, GL

220 = 2
1

ω
, GL

2,q+2,0 = −2
βq
χq
, GL

q+2,q+2,0 = 2
1

χq
; (18)

GL
ikn =

Pik(λn, s)

P (λn, s)
. (19)

Çäåñü P (λn, s) � îïðåäåëèòåëü îäíîðîäíîé ñèñòåìû (15)

P (λn, s) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

k1 −buλn −α1λn −α2λn ... −αNλn
bϑλnω k2 β1ω β2ω ... βNω

−Λ1λ
3
n −M1λ

2
n k3 D12λ

2
n ... D1Nλ

2
n

−Λ2λ
3
n −M2λ

2
n D21λ

2
n k4 ... D2Nλ

2
n

... ... ... ... ... ...

−ΛNλ
3
n −MNλ

2
n DN1λ

2
n DN2λ

2
n ... kN

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
, (20)

à Pik(λn, s) � îïðåäåëèòåëè, ïîëó÷åííûå ïî ïðàâèëó Êðàìåðà èç P (λn, s) ïó�

ò¼ì çàìåíû i-îãî ñòîëáöà íà ñòîëáåö

(F1, F2, F3, ... , FN+2)
T . (21)
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Òàêèì îáðàçîì ïîëó÷åíû êîýôôèöèåíòû ðàçëîæåíèÿ èçîáðàæåíèé ôóíê�

öèé Ãðèíà (13) çàäà÷è (1), (3).

Äàëåå ïðîèçâîäèòñÿ ïåðåõîä ê îðèãèíàëàì. Òàê êàê ôóíêöèè P (λn, s)

è Pik(λn, s) ÿâëÿþòñÿ ìíîãî÷ëåíàìè, òî èçîáðàæåíèÿ êîýôôèöèåíòîâ Ôóðüå

äëÿ ôóíêöèé Ãðèíà ÿâëÿþòñÿ ðàöèîíàëüíûìè ôóíêöèÿìè îòíîñèòåëüíî ïà�

ðàìåòðà ïðåîáðàçîâàíèÿ s. Ïîýòîìó, äëÿ íàõîæäåíèÿ èõ îðèãèíàëîâ âîñïîëü�

çóåìñÿ òàáëèöàìè îïåðàöèîííîãî èñ÷èñëåíèÿ è òåîðåìàìè î âû÷åòàõ.

Ïóñòü sjn = sj (λn) ∈ C
(
j = 1, 2N + 4

)
� íóëè ìíîãî÷ëåíà P (λn, s),

òîãäà îðèãèíàëû ôóíêöèé Ãðèíà äëÿ äàííîé çàäà÷è â ñèëó ëèíåéíîñòè ïðå�

îáðàçîâàíèÿ Ëàïëàñà ïðèìóò âèä:

G1k (x, τ) =
∞∑
n=1

G1kn (τ) sin(λnx),{
G2k(x, τ)

Gq+2,k(x, τ)

}
=

1

2

{
G2k0(τ)

Gq+2,k0(τ)

}
+
∞∑
n=1

{
G2kn(τ)

Gq+2,kn(τ)

}
cos(λnx);

(22)

ãäå

G210 = 2bϑδ (τ) , G220 = 2

[
1− exp

(
− τ
τϑ

)]
,

G2,q+2,0 = −2βq

[
1− exp

(
− τ
τq

)]
, Gq+2,q+2,0 = 2

[
1− exp

(
− τ
τq

)]
;

(23)

Gikn =
2N+4∑
j=1

Pik (λn, sjn)

P ′ (λn, sjn)
exp (sjnτ) . (24)

Çäåñü øòðèõ îáîçíà÷àåò ïðîèçâîäíóþ ïî ïàðàìåòðó s.

Äëÿ íàõîæäåíèÿ ïåðåìåùåíèé, à òàê æå ïðèðàùåíèé òåìïåðàòóðû è

êîíöåíòðàöèé, íàéäåííûå ôóíêöèè Ãðèíà (22) ïîäñòàâëÿþòñÿ â ñâ¼ðòêè (6).

Ðåçóëüòàòû âòîðîé ãëàâû îïóáëèêîâàíû â ðàáîòàõ [1�5,7,9,13�24,26,30,

32,34].

Â òðåòüåé ãëàâå ïðèâîäèòñÿ àíàëèç ïîëó÷åííûõ ðåøåíèé, èññëåäóåòñÿ

âëèÿíèå ñâÿçàííîñòè ïîëåé ïåðåìåùåíèé, òåìïåðàòóð è êîíöåíòðàöèé. Òàêæå

ðàññìàòðèâàåòñÿ ó÷¼ò êîíå÷íîé ñêîðîñòè ðàñïðîñòðàíåíèÿ òåïëîâûõ è äèô�

ôóçèîííûõ âîçìóùåíèé. Ïîêàçàíà íåîáõîäèìîñòü ó÷¼òà ðåëàêñàöèîííûõ ýô�
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ôåêòîâ â ñâÿçàííûõ çàäà÷àõ òåðìîóïðóãîé äèôôóçèè íà âðåìåíàõ, ñîèçìå�

ðèìûõ ñ ýòèìè âðåìåíàìè ðåëàêñàöèè. Ïîìèìî ýòîãî, èññëåäîâàíî âëèÿíèå

ó÷¼òà ïåðåêð¼ñòíûõ äèôôóçèîííûõ ýôôåêòîâ íà òåðìîóïðóãîäèôôóçèîííûå

ïðîöåññû â ñïëîøíûõ ñðåäàõ. Ïîñòðîåíî ðåøåíèå ñòàöèîíàðíîé çàäà÷è òåðìî�

óïðóãîé äèôôóçèè äëÿ ìíîãîêîìïîíåíòíûõ ñðåä. Ïðèâåä¼í ïåðåõîä îò íåñòà�

öèîíàðíîãî ê ñòàöèîíàðíîìó ðåøåíèþ.

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó (1) äëÿ òåïëîèçîëèðîâàííîãî è çàôèêñèðîâàííîãî

íà ãðàíèöàõ îäíîðîäíîãî ñëîÿ èç äþðàëþìèíèÿ (q = 1 : 95% � àëþìèíèé,

q = 2 : 5% � ìåäü) òîëùèíîé 1ìì ïðè òåìïåðàòóðå 600Ê. Áåçðàçìåðíûå

âåëè÷èíû ñ ó÷¼òîì ôîðìóë (2) èìåþò âèä:

M1 = −7, 24 · 10−14, M2 = −1, 57 · 10−18, Λ1 = 8, 91 · 10−15,

Λ2 = 1, 05 · 10−18, D11 = 3, 29 · 10−15, D12 = 5, 24 · 10−20,

D21 = 4, 54 · 10−16, D22 = 4, 13 · 10−20, α1 = 4, 41 · 10−6,

α2 = 9, 29 · 10−7, κ = 9, 65 · 10−6, bu = 1, 38 · 10−2,

bϑ = 1.01, β1 = −7, 12 · 10−5, β2 = −6.47 · 10−6,

τT = 6.37 · 10−2, τ1 = 1.27 · 105, τ2 = 2.55 · 105.

(25)

Ïîëîæèì äëÿ ðàñ÷¼òà âñå ïðàâûå ÷àñòè â ãðàíè÷íûõ óñëîâèÿõ (3) ðàâ�

íûìè íóëþ, êðîìå äèôôóçèîííîãî ïîòîêà íà âåðõíåé ãðàíèöå x = 0:

f31 (τ) = ϕ ·H (τ) , (26)

ãäå ïîëàãàåì ϕ = 10−16. Òîãäà ðåøåíèå çàäà÷è èìååò âèä (λn = πn):

u (x, τ)=ϕ
∞∑
n=1

8∑
j=1

(esjτ − 1)P13 (λn, sj)

sjP ′ (λn, sj)
sin(λnx),

ϑ (x, τ)=ϕϑ0 + ϕ

∞∑
n=1

8∑
j=1

(esjτ − 1)P23 (λn, sj)

sjP ′ (λn, sj)
cos(λnx),

(27)

ηq (x, τ)=δ3qϕη30 + ϕ
∞∑
n=1

8∑
j=1

(esjτ − 1)Pq+2,3 (λn, sj)

sjP ′ (λn, sj)
cos(λnx).

Íóëåâûå ãàðìîíèêè ϑ0 è η30 ïðåäñòàâëåíû òàê:

ϑ0 = −2β1τ − 2β1τϑ(e
−τ/τϑ − 1), η30 = 2τ + 2τq(e

−τ/τq − 1).
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Ðåçóëüòàòû âû÷èñëåíèÿ ñâ¼ðòîê (6) ïîêàçàíû íà Ðèñ. 1 � 4. Îíè äåìîí�

ñòðèðóþò âçàèìîñâÿçü ìåõàíè÷åñêèõ è äèôôóçèîííûõ ïîëåé ïðè çàäàííîì

äèôôóçèîííîì ïîòîêå (26). Âû÷èñëåíèÿ ïðîâîäèëèñü ïðè 1000 ÷ëåíàõ ðÿäîâ

Ôóðüå. Äàëüíåéøåå óâåëè÷åíèå êîëè÷åñòâà ÷ëåíîâ ðÿäà íå ïðèâîäèò ê êà�

êèì-ëèáî âèäèìûì èçìåíåíèÿì. Ëèíèè: ñïëîøíàÿ � τ = 1 · 1013, ïóíêòèðíàÿ

� τ = 2 · 1013, øòðèõîâàÿ � τ = 3 · 1013. τ = 1013 ïðèìåðíî ñîîòâåòñòâóåò 432

÷àñàì.

Ðèñ. 1. Çàâèñèìîñòü u (x, τ) îò x è τ . Ðèñ. 2. Çàâèñèìîñòü u (x, τ) îò x.

Ðèñ. 3. Çàâèñèìîñòü η1 (x, τ) îò x. Ðèñ. 4. Çàâèñèìîñòü η2 (x, τ) îò x.

Â çàäà÷å òåðìîóïðóãîé äèôôóçèè ïðè îòíîñèòåëüíî áîëüøèõ âðåìåíàõ
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(τ >> τq > τϑ) ìîæíî ïðåíåáðå÷ü ðåëàêñàöèîííûìè ýôôåêòàìè è, ïîëàãàÿ,

÷òî τq → 0 è τϑ → 0, ïðîèçâåñòè ïåðåõîä ê êëàññè÷åñêèì çàêîíàì Ôóðüå è

Ôèêà. Â ýòîì ñëó÷àå ðàâåíñòâà (12) ïðèíèìàþò âèä:

ω(s) = s, ∀q χq(s) = s. (28)

Ðåøåíèÿ çàäà÷, ïîëó÷åííûå â Ãëàâå 2, ñîõðàíÿþò ñâîé âèä. Îäíàêî

íåîáõîäèìî îòìåòèòü, ÷òî êîëè÷åñòâî êîðíåé ìíîãî÷ëåíà P (λn, s) ñíèçèòñÿ ñ

2N+4 äî N+3. Òîãäà îðèãèíàëû ôóíêöèé Ãðèíà çàïèñûâàþòñÿ òàê (n ≥ 1):

Gikn (τ) =
N+3∑
j=1

Pik (λn, sj)

P ′ (λn, sj)
esjτ ; (29)

G220 = 2H(τ), G2,q+2,0 = −2βqH(τ), Gq+2,q+2,0 = 2H(τ). (30)

Ðåøåíèå çàäà÷è (1), (3) ñ ó÷¼òîì (26) è (28) ïðåäñòàâëåíî íà Ðèñ. 5 è 6.

Ëèíèè: ñïëîøíàÿ � ñ ó÷¼òîì êîíå÷íîé ñêîðîñòè ðàñïðîñòðàíåíèÿ, ïóíêòèð�

íàÿ � áåç ó÷¼òà êîíå÷íîé ñêîðîñòè ðàñïðîñòðàíåíèÿ. Íåîáõîäèìî îòìåòèòü,

÷òî ðàçëè÷èå ìåæäó ãðàôèêàìè ñòðèìèòñÿ ê íóëþ ïðè çíà÷åíèÿõ âðåìåíè τ ,

çíà÷èòåëüíî ïðåâûøàþùèõ âðåìåíà ðåëàêñàöèè.

Ðèñ. 5. Çàâèñèìîñòü u (x, τ) îò x ïðè

τ = 105.

Ðèñ. 6. Çàâèñèìîñòü η1 (x, τ) îò x ïðè

τ = 104.



17

Òàêèì îáðàçîì, ïîêàçàíî, ÷òî ó÷¼ò íåíóëåâûõ âðåì¼í ðåëàêñàöèè âíîñèò

çíà÷èòåëüíûé âêëàä â ðåøåíèå çàäà÷è òåðìîóïðóãîé äèôôóçèè íå òîëüêî

äëÿ ñàìèõ ïîòîêîâ, íî è äëÿ äåôîðìàöèé.

Òàêæå â Ãëàâå 3 ðàññìàòðèâàåòñÿ êëàññ íåñòàöèîíàðíûõ çàäà÷ ñâÿçàííîé

òåðìîóïðóãîé äèôôóçèè áåç ó÷¼òà ïåðåêð¼ñòíûõ äèôôóçèîííûõ ýôôåêòîâ.

Â ýòîì ñëó÷àå ïîëàãàåì, ÷òî

Dqp = δqpDq =

{
Dq, åñëè q = p

0, åñëè q 6= p
. (31)

Òàêîãî ðîäà çàäà÷è íóæíû ïðè ðàñ÷¼òå íàïðÿæ¼ííî-äåôîðìèðîâàííîãî ñî�

ñòîÿíèÿ (ÍÄÑ) òåðìîóïðóãîé ñðåäû, êîãäà âçàèìíîå ïåðåðàñïðåäåëåíèå êîì�

ïîíåíò ñðåäû çà ñ÷¼ò âíåøíèõ äèôôóçèîííûõ ïîòîêîâ íå ïðåäñòàâëÿåò èñ�

ñëåäîâàòåëüñêîãî èíòåðåñà.

Ðàññìîòðåííûå ðàíåå àëãîðèòìû ðåøåíèÿ â Ãëàâå 2 ñîõðàíÿþò ñâîé âèä,

îäíàêî îïðåäåëèòåëü îäíîðîäíîé ñèñòåìû (15) ñ ó÷¼òîì (31) çàïèñûâàåòñÿ

òàê:

P (λn, s) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

k1 −buλn −α1λn −α2λn ... −αNλn
bϑλnω k2 β1ω β2ω ... βNω

−Λ1λ
3
n −M1λ

2
n k3 0 ... 0

−Λ2λ
3
n −M2λ

2
n 0 k4 ... 0

... ... ... ... ... ...

−ΛNλ
3
n −MNλ

2
n 0 0 ... kN

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
. (32)

Îí èìååò âìåñòî (N + 2)2 âñåãî (5N + 4) íåíóëåâûõ ýëåìåíòîâ çà ñ÷¼ò ïðå�

íåáðåæåíèÿ ïåðåêð¼ñòíûìè äèôôóçèîííûìè ýôôåêòàìè, ÷òî çíà÷èòåëüíî

óïðîùàåò åãî âû÷èñëåíèå. Ïåðåõîä ê îðèãèíàëàì (22) îñóùåñòâëÿåòñÿ ïî ôîð�

ìóëàì (23) è (24). Ïðè÷¼ì ñàìè ôîðìóëû îñòàþòñÿ íåèçìåííûìè, à ìåíÿþòñÿ

òîëüêî ëèøü âõîäÿùèå â íèõ ìíîãî÷ëåíû.

Ïðîàíàëèçèðóåì âëèÿíèå ïåðåêð¼ñòíûõ äèôôóçèîííûõ íà ýôôåêòîâ ôè�

çè÷åñêèå ïîëÿ íà ðàññìîòðåííîì ðàíåå ðàñ÷¼òíîì ïðèìåðå. Ïåðåìåùåíèÿ

u (x, τ), à òàêæå ïðèðàùåíèÿ òåìïåðàòóðû ϑ (x, τ) è êîíöåíòðàöèè η1 (x, τ)

ïðè ýòîì ñîõðàíÿþò ñâîé âèä êàê â ñëó÷àå ñ ïîëíîé äèôôóçèîííîé ìàòðèöåé.
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Â ñâîþ î÷åðåäü, ïðèðàùåíèÿ η2 (x, τ) ïîêàçàíû íà Ðèñ. 7. Ëèíèè: ñïëîøíàÿ

� τ = 1 · 1013, ïóíêòèðíàÿ � τ = 2 · 1013, øòðèõîâàÿ � τ = 3 · 1013.

Ðèñ. 7. Çàâèñèìîñòü η2 (x, τ) îò êîîðäèíàòû x áåç ó÷¼òà ïåðåêð¼ñòíûõ äèô�

ôóçèîííûõ ýôôåêòîâ (Dpq = 0).

Ïðè ñðàâíåíèè ðèñóíêîâ 4 è 7 âèäíî, ÷òî ïðåíåáðåæåíèå ïåðåêðåñòíûìè

äèôôóçèîííûìè ýôôåêòàìè ïðèâîäèò ê çíà÷èòåëüíîìó èñêàæåíèþ ðåçóëü�

òàòîâ. Ïðè íàëè÷èè äèôôóçèîííîãî ïîòîêà ïåðâîé êîìïîíåíòû âåùåñòâà �

âòîðàÿ ðåàãèðóåò íà íåñêîëüêî ïîðÿäêîâ ñëàáåå, íå îòðàæàÿ ðåàëüíûõ ïðî�

öåññîâ.

Ðåçóëüòàòû òðåòüåé ãëàâû îïóáëèêîâàíû â ðàáîòàõ [6,8,10�12,25,27�29,

31,33,35].

Â Çàêëþ÷åíèè ïðîâåäåíî îñíîâíûå ðåçóëüòàòû ðàáîòû:

1. Ïîñòðîåíà ìîäåëü òåðìîóïðóãîäèôôóçèîííîé àíèçîòðîïíîé ìíîãî�

êîìïîíåíòíîé ñðåäû ñ ó÷åòîì êîíå÷íûõ ñêîðîñòåé ðàñïðîñòðàíåíèÿ òåïëîâûõ

è äèôôóçèîííûõ ïîòîêîâ, à òàêæå ñ ó÷åòîì ïåðåêðåñòíûõ äèôôóçèîííûõ

ýôôåêòîâ.

2. Ïðåäëîæåí àëãîðèòì ðåøåíèÿ íåñòàöèîíàðíûõ çàäà÷ òåðìîìåõàíî�

äèôôóçèè, îñíîâàííûé íà èñïîëüçîâàíèè èíòåãðàëüíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëà�

ïëàñà è ðàçëîæåíèè â ðÿäû Ôóðüå.

3. Ïîñòðîåíû îäíîìåðíûå íåñòàöèîíàðíûå ïîâåðõíîñòíûå è îáúåìíûå
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