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Аннотация. Рассмотрено сверхзвуковое обтекание пластины с закругленной 

кромкой в интервале чисел Кнудсена 10-2...1. Численные исследования проведены с 

использованием модели Навье-Стокса-Фурье и двухтемпературной модели. 

Проанализированы распределения газодинамических параметров по поверхности 

обтекаемого тела. Основное внимание уделено обтеканию носика пластины. 

Показано, что при числах Кнудсена 10-2 решения обеих моделей практически 

совпадают. При больших значениях числа Кнудсена распределения температуры по 

криволинейной поверхности, полученные рассматриваемыми моделями, 

существенно отличаются. 
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Abstract. The problem of flow around a surface with a large curvature (sharp edge) is 

becoming very relevant in connection with the development of modern technologies. In 

the vicinity of a sharp edge, a highly nonequilibrium gas flow occurs. Depending on the 
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sharpness (curvature of the surface) of the edge, the degree of non-equilibrium of the flow 

can approach the non-equilibrium in the shock wave. 

In the present work, we consider a supersonic flow of a diatomic gas around a plate 

of infinite span, which is installed parallel to the oncoming flow. The tip of the plate is 

rounded. The rounding radius characterizes the Knudsen number Кn of the problem being 

solved. The aim of this work is to estimate the maximum value of Kn at which the 

solutions of the NSF and M2T models practically coincide. 

The calculations were carried out for a diatomic gas at the Mach number M=2. The 

Knudsen number varied in the range Kn=10-2 ... 1. In the framework of the problem under 

consideration, Kn can be considered as the degree of pointedness of the nose, regardless of 

the degree of rarefaction of the gas, which is traditionally characterized by the number Kn. 

The most important gas parameters, from a practical point of view, are the density 

and temperature in the near-wall region. These parameters mainly determine the processes 

of erosion of the edge surface, leading to a change in its shape. 

The performed calculations show that for Kn>10-2 both models of the first 

approximation, which describe the energy exchange between the translational and 

rotational degrees of freedom in different ways, lead to significantly different temperature 

distributions. the temperature distributions are fairly close over the entire range of 

Knudsen numbers considered. 

Keywords: Navier-Stokes-Fourier model, two-temperature model, sharp edge, supersonic 

flow 
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Введение 

Проблема обтекания поверхности большой кривизны (острой кромки) 

становится весьма актуальна в связи с развитием современных технологий. В 

окрестности острой кромки возникает высоко неравновесное течение газа. В 

зависимости от величины заостренности (кривизны поверхности) кромки степень 

неравновесности течения может приближаться к неравновесности в ударной волне. 

В работе [1] на примере расчета профиля ударной волны было показано, что 

двухтемпературная модель течения (М2Т) [2]дает лучшие результаты при расчете 

профиля ударной волны по сравнению с моделью Навье-Стокса-Фурье (НСФ). Это 

связано с тем, что модель М2Т в уравнениях энергии явно содержит члены, 

отвечающие за выполнение второго закона термодинамики. 

В этой связи представляет интерес сравнение указанных моделей 

применительно к расчетам обтекания поверхностей большой кривизны. Для 

описания течений в этой области традиционно используются методы молекулярно 
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кинетической теории газов [3], теории сплошной среды [4] и моментные методы [5]. 

Для отдельного типа течений используются аналитические методы [6, 7]. 

Расчетные и экспериментальные данные [8, 9] по обтеканию абсолютно 

острой кромки свидетельствуют о весьма высокой степени неравновесности течения 

в окрестности кромки. В кнудсеновском слое наблюдаются разрывы поля 

газодинамических параметров. 

Большое количество работ посвящено сравнению модели НСФ и 

кинетических моделей течения. Эти работы можно разделить на две группы. В 

одной группе работ рассматривается обтекание пластины с абсолютно острой 

кромкой, однако решение строится без учета процессов, протекающих на самой 

кромке [10, 11, 12, 13, 14, 15, 16, 17]. В другой группе работ рассматриваются 

затупленные тела, но основное внимание уделено особенностям высоко скоростных 

течений [18, 21]. 

В настоящей работе рассматривается сверхзвуковое обтекание двухатомным 

газом пластины бесконечного размаха, установленной параллельно набегающему 

потоку. Носик пластины скруглен. Радиус скругления характеризует число 

КнудсенаKnрешаемой задачи. Целью работы является оценка максимального 

значения Kn, при котором решения модели НСФ и М2Т практически совпадают. 

 

1. Рассматриваемые модели течений 
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Модель НСФ представляет собой систему моментных уравнений неполного 

второго порядка[5, 1]. В случае плоского двумерного течения (0XY) эта система 

уравнений может быть представлена в следующем виде: 
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где: R – удельная газовая постоянная, cv – изохорная теплоемкость, γ – 

показатель адиабаты,μ – коэффициент вязкости, 
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В настоящей работе для коэффициента вязкости используется аппроксимация 

 sTT  .Параметр Z принят 5.2Z . 

В двухтемпературной модели энергии теплового движения молекул 

рассматриваются раздельно. Система уравнений этой модели, в отличие от (1), 
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содержит два уравнения энергии с релаксационными членами, отвечающими за 

выполнение второго закона термодинамики [1]: 
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Здесь Tt и Tr – температуры поступательных и вращательных степеней свободы 

молекул, φi и ωi – тепловые потоки поступательных и вращательных степеней 

свободы,  tRTp  / – время релаксации напряжений, 
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В этой модели коэффициент вязкости определяется поступательной 

температурой:  sTtT  . 

 

2. Метод решения 

Схема рассматриваемого течения представлена на рис. 1. Использована 

вычислительная сетка с переменным шагом. Верхняя половина пластины 

изображена толстой линией. Для большей наглядности расчетная сетка нанесена на 

все поле схемы, но узлы сетки, находящиеся внутри тела пластины, очевидно, не 

используются. 
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Рис 1. Схема расчетной области, rw – радиус скругления носика. 

Шаг сетки в области скругления носика пластины выбирался таким образом, 

чтобы узлы сетки располагались на поверхности пластины. 

Размер вычислительной области определялся из условия расположения 

периферийной части фронта ударной волны на нижней по потоку границе 

вычислительной области. 

В качестве единицы измерения длины принят радиус скругления носика 

пластины rw. Число Кнудсена определено как Kn=λ∞/rw, где 


 RT
p

 – 

средняя длина пробега молекулы. Размер вычислительной области выбирался в 

зависимости от Kn, и составлял: xmin=-20 ... -5, xmax=100, ymax=120 .. 150. 

Граничные условия выставлялись следующим образом: 
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- на левой и верхней границах вычислительной области принимались 

параметры невозмущенного потока ρ∞, T∞, U∞; 

- на правой границе   0,,
2





Tu
x

x2
; 

- на оси симметрии (xmin<x<0, y=0)   0,, 



Tu
y x , uy=0; 

- на твердой поверхности условия скольжения погранслоя. 

Решение системы дифференциальных уравнений формулировалось в виде 

краевой задачи на трехдиагональных матрицах с нестационарным членом, 

развернутых по оси X. Перед носиком платины (y<1) значение искомой функции в 

правой граничной точке определялось условиями скольжения погранслоя (третья 

краевая задача), в остальной вычислительной области условием   0,,
2





Tu
x

x2

(вторая краевая задача). Производные аппроксимировались центральными 

разностями на трех точках. 

При проведении расчетов по двум моделям использовались идентичные 

расчетные сетки и алгоритмы. 

 

3. Результаты расчетов 

Расчеты проведены для двухатомного газа при числе Маха M=2. Число 

Кнудсена изменялось в интервале Kn=10-2 ... 1. В рамках рассматриваемой задачи Kn 

может рассматриваться как степень заостренности носика, независимо от степени 

разреженности газа, которая традиционно характеризуется числом Kn. В выбранном 

интервале Kn радиус скругления изменяется от 100*λ∞ до 1*λ∞. 
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В качестве практического примера отметим, что на высотах порядка 30 

километров, характерных для летательных аппаратов с прямоточными реактивными 

двигателями, радиус скругления кромки воздухозаборника при указанных Kn будет 

составлять от1 до 0.01 мм. 

Наиболее важными параметрами газа, с практической точки зрения, являются 

плотность и температура в пристеночной области. Эти параметры, в основном, 

определяют процессы эрозии поверхности кромки, приводящие к изменению ее 

формы. 

На приведенных ниже графиках показаны распределения плотности и 

температуры по координате X. На отрицательных значения координаты приведены 

значения ρ, и T при y=0 (ось симметрии), на интервале 0<x<1 – значения параметров 

на скругленной поверхности (0<y<1), при x>1 – значения параметров на плоской 

поверхности (y=1). 

На представленных ниже рисунках показаны распределения плотности и 

температуры при M=2 и различных числах Кнудсена. 
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Рис.2. Распределение плотности, Kn=1, М=2, 1 – модель НСФ, 2 – модель М2Т. 
Утолщенными вертикальными линиями выделена область скругления. 

 

Рис.3. Распределение температуры, Kn=1, М=2, 1 – модель НСФ, 2 – модель 
М2Т. Утолщенными вертикальными линиями выделена область скругления. 
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Рис.4. Распределение плотности, Kn=0.1, М=2, 1 – модель НСФ, 2 – модель 
М2Т. Утолщенными вертикальными линиями выделена область скругления. 

 

Рис.5. Распределение температуры, Kn=0.1, М=2, 1 – модель НСФ, 2 – модель 
М2Т. Утолщенными вертикальными линиями выделена область скругления. 
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Рис. 6. Распределение плотности, Kn=0.01, М=2, 1 – модель НСФ, 2 – модель 

М2Т. Утолщенными вертикальными линиями выделена область скругления. 
 

 

Рис.7. Распределение температуры, Kn=0.01, М=2, 1 – модель НСФ, 2 – модель 
М2Т. Утолщенными вертикальными линиями выделена область скругления. 
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Заключение 

При Kn~1модели первого приближения, к которым относится и модель М2Т, 

теоретически не обоснованы, хотя в ряде практических задач, решаемых с помощью 

широко распространенных CFD-пакетов, модель НСФ используется для расчета 

полей течения в окрестности кромок, интерпретируемых как абсолютно острые. 

Число Kn, вычисленное по размеру затупления, в этом случае, очевидно, является 

неограниченно большим. 

Проведенные расчеты показывают, что при Kn>10-2обемодели первого 

приближения, по-разному описывающие энергообмен между поступательными и 

вращательными степенями свободы, приводят к существенно отличающимся 

распределениям температуры. Распределения температуры достаточно близки во 

всем рассмотренном интервале чисел Кнудсена. 

Для оценки границы применимости моделей первого приближения в задачах 

обтекания поверхностей большой кривизны в более общем смысле требуется 

сравнение решений этих моделей с кинетическими моделями, что уже при Kn=10-2 

представляет собой весьма сложную задачу. 
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