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Аннотация 

Активная транспортировка объектов космического мусора при помощи 

космических буксиров на тросовой связи является одним из перспективных методов 

очистки околоземного пространства. При разработке подобных транспортных 

систем необходимо учитывать особенности объектов космического мусора, в 

частности, наличие упругих элементов конструкции, остатков топлива. В 

представленной статье рассматривается задача увода объекта комического мусора 

типа орбитальная ступень с остатками топлива. Исследуется влияние остатков 

топлива на безопасность процесса увода такого объекта. В статье получены 

уравнения движения в центральном гравитационном поле механической системы, 

состоящей из космического буксира, объекта космического мусора и троса. 

Найдены стационарные решения уравнений движения, построены линеаризованные 
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уравнения в окрестности устойчивых стационарных решений. Приведены 

результаты численного моделирования, показывающие близость аналитических 

решений линеаризованных уравнений и численных решений исходных уравнений 

движения. Полученные линеаризованные уравнения могут быть полезны для 

определения параметров транспортной системы, обеспечивающих безопасный увод 

космического мусора. 

 

Ключевые слова: космический мусор, трос, космический буксир, полости с 

жидкостью, колебания. 

 

Введение 

В последние несколько лет были предложены различные способы удаления 

крупных объектов космического мусора с околоземных орбит [1-7]. Одним из 

перспективных способов является захват и последующая буксировка космического 

мусора на тросовой связи космическим буксиром [8-13]. При разработке и 

реализации способов увода объектов космического мусора необходимо учитывать 

особенности транспортируемых объектов. Существуют два типа объектов 

космического мусора – это отслужившие свой срок космические аппараты и 

орбитальные ступени ракет-носителей [14]. В отличии от космических аппаратов, 

орбитальные ступени более простые объекты для транспортировки, поскольку не 

имеют больших присоединённых упругих элементов, таких как антенны или 



 

 

солнечные батареи [15, 16]. С другой стороны, орбитальные ступени могут 

содержать остатки топлива, которые влияют на движение космического мусора и 

транспортной системы в целом. Влияние жидкого топлива на космические аппараты 

рассматривается в работах [17-19]. 

Целью настоящей статьи является разработка простой математической модели 

процесса тросовой орбитальной транспортировки объекта космического мусора 

типа орбитальная ступень с учётом остатков топлива в баках. Статья состоит из 

введения и трёх частей. В разделе 1 выводятся нелинейные уравнения, 

описывающие движение рассматриваемой системы в центральном гравитационном 

поле. В разделе 2 рассматривается движение системы в окрестности устойчивого 

стационарного положения. Построены линеаризованные уравнения относительного 

движения. Результаты численного моделирования приведены в разделе 3, которые 

показывают, что полученные упрощённые уравнения дают хорошее приближение к 

точному решению. 

1 Математическая модель 

Объект космического мусора рассматривается как твёрдое тело, содержащее 

подвижную массу жидкости. В общем случае, моделирование движения остатков 

топлива в баке чрезвычайно сложная задача. Здесь будет использована простейшая 

модель, в которой колеблющаяся жидкость представлена в виде эквивалентной 

маятниковой системы [20, 21]. Эта модель может быть использована для 

исследования малых колебаний жидкости в баке [22, 23]. 



 

 

Предполагается, что космический буксир имеет систему управления угловым 

движением, которая поддерживает его требуемую ориентацию, что позволяет 

рассматривать буксир в виде материальной точки. Трос, соединяющий буксир с 

объектом космического мусора, считается невесомым и нерастяжимым. Для записи 

уравнений движения используется формализм Лагранжа.  

 

1.1 Кинематика системы 

Рассматривается плоское движение буксировочной системы в орбитальной 

системе координат o oCx y , относительно центра масс всей системы C (рисунок 1). 

Движение системы происходит под действием силы тяги буксира F и силы 

притяжения Земли. Предполагается, что сила тяги F  направлена вдоль оси oCx .  

Положение орбитальной подвижной системы координат относительно 

геоцентрической инерциальной системы координат OXY определяется аргументом 

широты u. 

Положение космического мусора относительно орбитальной системы 

координат o oCx y определяется углом  и вектором 2R . Угол  определяет 

ориентацию троса, а угол  – это угол между тросом и продольной осью 

космического мусора (рисунок 2). Длина троса – 1l . Точка крепления троса 

относительно центра масс космического мусора определяется вектором 1ρ . Будем 

полагать, что точка закрепления троса лежит на продольной оси ступени 
T

1 1={x ,0}ρ



 

 

. Точка присоединения эквивалентного маятника определяется вектором 

T

3 3={x ,0}ρ . Длина эквивалентного маятника – 3l . Угол отклонения маятника от 

продольной оси объекта космического мусора определяется углом    (рисунок 2). 

 

Рис. 1 - Орбитальная система координат 

 

Вектор 1R , задающий положение буксира, определяется следующим образом: 

 1 2 1 x 1= ( ) ( ) l ,     R R A ρ A e  (1) 

где 
T

x = [1,0]e – единичный вектор, ( )A  и ( )A  - матрицы поворота 

 
cos sin cos( ) sin( )

( ) = , ( ) = .
sin cos sin( ) cos( )

        
          

A A   

Положение маятника относительно системы координат o oCx y  определяется 

вектором 3R  



 

 

 3 2 2 x 3= ( ) ( ( ) l ),     R R A ρ A e  (2) 

где 

 
cos sin

( ) = .
sin cos

   
    

A  

 

Рис. 2 - Космический мусор и космический буксир 

 

Движение буксира, объекта космического мусора и топлива рассматривается 

относительно центра масс системы, поэтому справедливо следующее условие 

 
3

i i

i=1

m = 0,R  (3) 

где im - масса буксира (i =1) , мусора (i = 2)  и остатков топлива (i = 3) . 

1.2 Кинетическая энергия системы и уравнения Лагранжа 

Кинетическая энергия относительного движения всей системы определяется 

выражением:  
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2 2

i i z

i=1

2T = m J ( ) ,  V

 

(4) 

где zJ – момент инерции объекта космического мусора, i i= d / dtV R  - относительная 

скорость тела i : 
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1 1 3 3 3 2 3 3 1 1

m (l s x s ) (M m )(x s l s )1
= ,

l m c l (M m )c c (x (m M) m x )M

   

  

        
         

V  

где 

 2 3 2= , = .      

Буквы c  и s обозначают косинус и синус аргумента, указанного в нижнем индексе. 

Гравитационная сила iG , действующая на тело i , определяется выражением: 

 i
i i3

i

m
= ,


G r

r
 (5) 

где  - гравитационный параметр Земли, ir - радиус-вектор тела i относительно 

центра Земли 

 i i= , i =1,2,3.r r R  (6) 

T={0,r}r – вектор центра масс всей системы. Вектор силы тяги буксира в 

орбитальной системе координат имеет вид 



 

 

 T={F,0} .F  

Будем полагать, что F = const . 

Орбитальная система координат 0 0Cx y  не является инерциальной системой 

координат, поэтому следует ввести дополнительные силы инерции 

 i i o o o i o i o i= m ( ( ) 2 ),       Φ a ω ω R ε R ω v  (7) 

где oa - ускорение центра масс механической системы 

 
o 2

r 2r
= .

r r

    
   

a  (8) 

oω , oε - угловые скорости и ускорения в системе координат 0 0Cx y  

 
T T

o o={0,0, } , ={0,0, } . ω ε  (9) 

Для того, чтобы получить производные r, , r, u запишем уравнения движения 

для центра масс системы в оскулирующих переменных ,p,e,   [24]: 

 = (1 ecos ),     (10) 

 
pF

p = 2 ,
mv

  (11) 

 
e cos

e = 2 F,
mv

 
  (12) 

 
cos

= 2 F,
mve


   (13) 

где = u  – угол истинной аномалии, p – фокальный параметр орбиты, e - 

эксцентриситет орбиты,   – аргумент перицентра, v  – орбитальная скорость: 



 

 

 
2(1 e 2ecos )

v = .
p

   
 (14) 

r  – расстояние между центром масс системы и центром Земли: 

 
p

r = .
1 ecos 

 (15) 

Производные r, , r, u  могут быть получены путём дифференцирования уравнений 

(13) и (15). 

Объект космического мусора рассматривается как твёрдое тело, поэтому 

необходимо учитывать влияние гравитационного момента [25]   

 2z y x3

2

3
M = (J J )sin2( ),

2r


   (16) 

где x zJ J  - поперечный момент инерции космического мусора. Космический 

буксир и жидкость считаются точечными массами, поэтому 1z 3zM = M = 0  . 

Обобщённые силы записываются в виде [24] 

 
3

i 1
k i i kz

i=1 k k

Q = ( ) M , k =1,2,3,
q q

 
    

 


R R
G Φ F  (17) 

где kq  - обобщённая координата 

 1 2 3q = , q = , q = .    (18) 

Используя (4) и (17) можно построить уравнения Лагранжа для 

рассматриваемой механической системы 

 i

i i

d T T
= Q , i =1,2,3.

dt q q

 


 
 (19) 



 

 

 

1.3 Упрощённые уравнения 

Полученные уравнения (19) могут быть проинтегрированы, но они очень 

громоздки и неудобны для анализа движения. Чтобы определить стационарные 

решения и затем изучить движение вблизи стационарной точки, запишем 

упрощённые уравнения при предположении, что орбита центра масс системы не 

изменяется ( r = const ) и длина троса мала по сравнению с радиусом орбиты. В силу 

этих допущений инерционные силы можно упростить и записать следующим 

образом 

 wi o o o i o i= m[ ( ) 2 ],      Φ Φ a ω ω R ω v  (20) 

где 3

o = / r = const 
 
- орбитальная угловая скорость, oa  - ускорение центра масс 

 
2

o o= .a r  (21) 

Второе слагаемое в (20) можно записать как 

 
2

o o i o i( ) = ,  ω ω R R  

тогда центробежная сила примет вид 

 
2

wi o i= m ( ). r RF  (22) 

Для круговой орбиты 

 
2

o 3
= ,

r


  (23) 

поэтому выражение (5) можно записать следующим образом 



 

 

 

3

2i
i i o i i3

i i

m r
= = m .

r r

 
   

 
G r r  (24) 

Выражение в квадратных скобках для iR << r заменим на приближенное 

выражение: 

 

3 3/2

i i

i

r 2y y
1 1 3 .

r r r


   

      
  

 

Это упрощение позволяет записать гравитационные силы в виде: 

 
2 i

i o i i

y
m 1 3 ,

r

 
   

 
G r

 (25) 

тогда обобщённые силы могут переписаны следующим образом: 

 
3

2 *1 i i
k i o o i k

i=1k k

y
Q = m ( 3 2 ) Q , k =1,2,3,

q M r q

 
        
 


R F R

F r ω v  (26) 

где  

 
T

o o={0,0, } , ={0,r,0},ω r  

 
*

1 z x z3

3
Q = (J J )cos( )sin( ) J .

r


      (27) 

Новые обобщённые силы (26) позволяют записать упрощённые уравнения 

движения, которые будут использоваться для изучения движения системы в 

окрестности стационарной точки. 

 



 

 

2 Движение системы вблизи стационарной точки 

2.1 Стационарные решения 

Рассматриваемая система "буксир – невесомый трос – мусор" может быть 

представлена в виде двух-массовой системы – гантели. В центральном 

гравитационном поле эта системы имеют две стационарные точки: неустойчивую – 

01 = 0  и устойчивую – 02 = / 2   [25]. Направление силы тяги F  сдвигает 

устойчивую стационарную точку к 02 < / 2  . Эта стационарная точка зависит от 

силы тяги буксира, длины троса, массы буксира и массы мусора. 

Для определения стационарных решений уравнений приравняем производные 

в уравнениях движения к нулю 

 = = = 0, = = = 0.       (28) 

В этом случае система уравнений (19) преобразуется в нелинейную систему 

уравнений для неизвестных углов 0 0 0, ,   . 

Для упрощения поиска стационарных решений этой системы найдём 

начальное приближение для угла 0 , для этого приравниваем Q  (26) к нулю, а 

также = 0  и = 0 . Тогда получим: 

 (acos Fb)sin = 0,   (29) 

где a,b  – коэффициенты, зависящие от параметров системы 



 

 

 

2 2 2

0 1 1 1 1 3 3 3 3 1 3 3 3 1 1

1 1 1 3 3 3

1 2 3 i i

a = 3 (x l ) M m (x l ) M m 2m m (l x )(l x ) ,

b = M (x l ) m (l x ),

M = m m m , M = M m , i =1,2,3.

      

  

  

 

На рисунке 3а показана обобщённая сила Q  как функция   и отмечены две 

стационарные точки 01 = 0  и 02 0.35  . Параметры системы представлены в 

таблице 1. 

Из уравнения (29) следует, что система имеет две стационарные точки. Первая 

стационарная точка определяется условием sin = 0 , а вторая стационарная точка 

находится из следующего выражения 

 acos Fb = 0,  (30) 

которое существует только, если Fb / a 1 .  

Рисунок 3б показывает стационарное решение 0  в зависимости от длины 

троса 1l  для F = 0.3N и параметров системы, которые представлены в таблице 1. 

Рисунок 3б иллюстрирует, что есть только одно стационарное решение для длины 

троса 
*

1 1l < l 400 m 

 0 0= 0, = 0,   (31) 

и два стационарных решения при 
*

1 1l > l  

 01 01 02 02= 0, = 0 и > 0, > 0.     (32)  



 

 

  

(а) (б) 

Рис. 3 - Обобщённая сила Q  как функция   и значение стационарной точки как 

функция длины троса: (а) 1Q ( ), = 0, l = 900    м, (б) 0  как функция 1l  

 

Для уменьшения влияние силы натяжения троса на движение космического 

буксира следует стремиться к одному стационарному решению (31). В этом случае 

возмущающий момент силы натяжения троса N , действующий на буксир, будет 

минимальным. Кроме того, движение с небольшим углом 0  уменьшает риск 

разрыва троса из-за воздействия струи работающего реактивного двигателя буксира. 

 

2.2 Линеаризованные уравнения 

После определения стационарных решений можно построить 

линеаризованные уравнения движения в окрестности стационарной точки 

0 0 0= = = 0   . Перепишем кинетическую энергию системы как квадратичную 

форму с постоянными коэффициентами 



 

 

 0T(q,q) T(q ,q),  (33) 

где 0 0 0 0q = ( , , )    - стационарная точка. В выражении для обобщённых сил введём 

замену переменных 

 0
ˆq = q q,  

где ˆˆ ˆ ˆq = ( , , )   - новые переменные, описывающие отклонения от стационарной 

точки 0q . Разложим обобщённые силы в ряд по q̂ , оставляя только члены первого 

порядка q̂ , и используя новые выражения для кинетической энергии (33) и 

обобщённых сил, получаем уравнения в хорошо известной форме 

 
3

ij j ij j

j=1

ˆ ˆ(a q b q ) = 0, i =1,2,3,  (34) 

 

11 12 13 11 12 13

21 22 23 21 22 23

31 32 33 31 32 33

a a a b b b

= a a a , = b b b .

a a a b b b

   
   
   
      

A B  (35) 

Коэффициенты матриц A и B  определяются следующими выражениями: 

 
2 2

11 3 3 1 1 3 3 1 1 1 1 3 3 3 3 3 z 3 3 3a = 2l m (m x M x ) m x (M x 2m x ) m M x J M l m M ,       (36) 

 
 12 21 3 3 1 1 1 3 3 3 3

2

1 3 3 1 1 1 1 1 1 1 3 3 3

a = a = l m m (2x l ) 2M x l M

m m x (2x l ) m M x (x l ) m M x ,

   

   
 (37) 

  13 31 3 3 1 1 3 3 3a = a = l m m x M (l x ) ,   (38) 

 

2 2 2

11 1 1 3 0 3 3 1 1 0 1

2 2 z x
3 3 3 0 3 3 3 3 3

b = (x (m (6m (x l ) F) FM) 3m M x

3(J J )M
m ( Fx 3M (l x ) )) Fl m ,

r

      

 
     

 (39) 



 

 

 

2 2 221
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2 z x
3 0 3 3 3 3 3 1 1 3 3 3 3

3 J
b = b = x (m ( 3 (2m (l x ) l M ) F) FM) 3m M x

r

3(J J ) M
m (3 (x l )(M (l x ) l m ) Fx ) Fl m ,

r


        

 
       

 (40) 

 
2

13 31 3 3 0 1 1 3 3 3b = b = l m (F 3 (m x M (l x ))),     (41) 

 
22 1 1 1 1 3 3 3 3

2 2 2

3 3 1 1 3 3 1 1 1 1 3 3 3 3 3 3 3 3 1 1 1

a = 2l m ( M x m x l m )

2l m (m x M x ) m x (M x 2m x ) m M x l m M l m M ,

    

     
 (42) 

  23 32 3 3 1 1 1 3 3 3a = a = l m m (x l ) M (l x ) ,    (43) 

 

2

22 3 3 0 3 3 1 1 1

2 2 2

1 1 1 3 3 0 1 1 1 1 3 3 3 1 3 3 1 1

2 2

3 3 3 0

b = l m (6 (M x m (l x )) F)

F(M (x l ) m x ) 3 (m M (x l ) m M x 2m m x (x l ))

3l m M ,

    

        



 (44) 

   2

23 32 3 3 0 1 1 1 3 3 3b = b = l m F 3 m (x l ) M (l x ) ,      (45) 

 
2

33 3 3 3a = l m M ,  (46) 

 
2

33 3 3 3 3 0b = l m (F 3l M ).   (47) 

Используя линейные уравнения (34), можно получить собственные частоты 

системы. Решения уравнений (34) имеют вид: 

 j jq = C sin t, j =1,2,3.  (48) 

Таблица 1 - Параметры космического буксира и космического мусора 

Параметр Значение Параметр Значение 

1m , кг 200 2m , кг 3000 

3m , кг 500 3l , м 1 

3x , кг -1 1x , м 5 

y zJ J , кг·м
2
 10000 xJ , кг·м

2
 3000 

 



 

 

Подстановка  (48) в (34) даёт уравнение вида 

 2det( ) = 0, A B  (49) 

которое позволяет найти три частоты  1 2 3, ,   . На рисунке 4 показаны частоты 

системы как функции длины троса (рисунок 4а) и как функции силы тяги (рисунок 

4б). 

3 Численный пример 

Сравним решения исходной нелинейной системы (19) с решениями 

линеаризованной системы (34) при следующих начальных условиях 

 0 0 0 0 0 0= 0.1, = 0.3, = 0, = = = 0.       (50) 

Параметры системы приведены в таблице 1. Решения получены для двух 

расчётных случаев. Первый расчётный случай: 1l = 30м, F = 2N. Второй расчётный 

случай: 1l = 300 м, F = 2 N. Результаты моделирования показаны на рисунке 5. 

Сравнение результатов показывает хорошую точность решения линеаризованной 

модели. 

  

(а) (б) 



 

 

Рис.4 - Собственные частоты системы как функции длины троса 1l  для F 0.3

N и как функции F  для l 100 м, j=1,2,3: (а) j 1(l ), j =1,2,3 , (б) 

j 1(F), j =1,2,3, l =100 м 

Заключение 

В статье получены уравнения движения космического мусора с остатками 

топлива при тросовой транспортировке. Найдены стационарные решения уравнений 

движения и выведены линеаризованные дифференциальные уравнения с 

постоянными коэффициентами движения системы вблизи стационарной точки. 

Показано, что решения, полученные с помощью линеаризованной системы, хорошо 

согласуются с решениями исходной нелинейной системы уравнений. Предлагаемые 

упрощённые уравнения могут быть использованы для исследования движения 

транспортной системы увода космического мусора с остатками топлива. 

  



 

 

 

 

 

 
(а) (б) 

Рис.5 - Решения нелинейных , ,  и линеаризованных уравнений L L L, ,  

для случаев 1l = 30м (случай 1) и 1l = 300м (случай 2) 
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