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Аннотация. Рассматривается задача термоупругости для сплошного цилиндра постоянной началь-
ной температуры, на изношенную поверхность которого наносится восстанавливающий тонкий слой из 
того же материала, что и материал цилиндра при температуре плавления. На поверхности слоя появля-
ется кольцевая трещина, которая при охлаждении восстановленной детали под действием возникаю-
щих растягивающих временных и остаточных осевых напряжений может вырасти до размеров, опас-
ных при эксплуатации. В работе определяется развитие кольцевой трещины в зависимости от интен-
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Введение 
В процессе эксплуатации различных деталей 

наблюдается износ их рабочих поверхностей.  
В настоящее время существует несколько спо-
собов восстановления этих поверхностей. Один 
из них заключается в нанесении на рабочую по-
верхность детали расплавленного слоя из того 
же материала, что и деталь, при температуре, 
близкой к температуре плавления. Например, 
при постоянной начальной температуре на из-
ношенную рабочую поверхность цилиндриче-
ской детали кругового поперечного сечения, 
длина которой значительно больше ее диаметра 
с ненагруженными торцами, наносится при 
температуре плавления слой расплава из того 
же материала, что и материал детали. Предпо-
лагается, что расплавленный слой имеет малую 
толщину, и поэтому мгновенно затвердевает, 
свариваясь с поверхностью детали, находясь 
при постоянной начальной температуре, равной 
температуре плавления.  

Как показано в работе [1], кольцевая трещи-
на появляется следующим образом. В момент 
нанесения покрытия в поперечном сечении по-
крытия возникает плоский микродефект полу-
круглой формы с диаметром, расположенным 
на поверхности покрытия и своим полукруглым 
контуром уходящим вглубь покрытия. В этой 
работе показано, что вначале охлаждения этот 
микродефект растет на поверхности покрытия 
вдоль диаметра, так как вблизи поверхности 
покрытия возникают наибольшие осевые 
напряжения, вызывающие этот рост. При этом 
по радиусу микродефект не растет, и полукруг 
вытягивается в полуэллипс и далее в кольцевую 
трещину, берега которой свободны от нагрузок. 
В дальнейшем кольцевая трещина начинает 
расти вглубь цилиндра. 

При решении задачи предполагается, что ци-
линдр является термоупругим телом, все термо-
упругие постоянные не зависят от температуры, 
однородны и изотропны. В такой постановке за-
дача о развитии трещины может быть решена в 
рамках механики хрупкого разрушения. 

Пусть в начальный момент времени сплош-
ной круговой цилиндр радиуса 0r  неограничен-
ной длины имеет постоянную начальную тем-
пературу Тс, а твердая цилиндрическая оболоч-
ка из того же материала ‒ температуру, очень 
близкую к температуре плавления Т0. Причем 
внутренний радиус оболочки 0r  равен радиусу 

цилиндра, а на ненагруженной внешней по-
верхности оболочки радиуса 0r  имеется коль-
цевая трещина, радиус фронта которой rd (r0 <  
< rd < rc). Берега трещины свободны от внешних 
нагрузок. Далее сплошной цилиндр вставляется 
в оболочку, и контактные поверхности свари-
ваются. Таким образом, в начальный момент 
времени в системе цилиндр – оболочка напря-
жений не возникает, несмотря на наличие пере-
пада температур. При охлаждении системы ци-
линдр – оболочка путем теплообмена внешней 
поверхности оболочки со средой температу- 
ры Тс на поверхности оболочки возникают рас-
тягивающие напряжения, что вызывает разви-
тие кольцевой трещины. Согласно поставлен-
ной выше задаче теплопроводности тепловые 
потоки в системе радиальны, и трещина не ока-
зывает никакого влияния на них. 

В связи с этим решение поставленной задачи 
механики хрупкого разрушения для сплошного 
кругового цилиндра радиуса rс, увеличенного 
на толщину наплавленного слоя (система ци-
линдр – оболочка), разбивается на сумму двух 
решений ,T

ijσ  P
ijσ  и ,T

iu ,P
iu  где ijσ  – тензоры 

напряжений; iu  – векторы перемещений. 
В первом решении для тензора напряжений 

T
ijσ  задачи нестационарной теории термоупру-

гости предполагается, что система цилиндр – 
оболочка не имеет трещины. В этом случае си-
стема цилиндр –оболочка находится в обоб-
щенном плоскодеформированном состоянии, 
содержит только главные напряжения, завися-
щие от радиуса и времени.  

Решение тепловой задачи 
Решение этой задачи получено в [2] для ци-

линдра неограниченной длины  ( )→∞  при 
условии, что источники теплоты ( , )q r t  и тем-
пература охлаждающей среды ( ) ,ct Tϕ =  а на-
чальная температура цилиндра 
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0 0

, 0 ,
( )
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c

c
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Тогда температурное поле в системе ци-
линдр – оболочка имеет вид 
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где суммирование происходит по корням транс-
цендентного уравнения   
 1 0( ) ( ).yJ y Bi J y=  (3) 

Здесь 0,1 ( )J y  – функции Бесселя от действи-
тельного аргумента нулевого и первого поряд-
ков первого рода; 0 ;сm r r=  T v va c= λ ρ  – 
температуропроводность материала системы; 

vρ  – массовая плотность; vc  – удельная тепло-
емкость; Tλ  – теплопроводность материала си-
стемы, 0Bi с Tr= α λ  – критерий Био; t – время; 

2Fo cat r=  – критерий Фурье; cr rρ =  – отно-
сительный текущий радиус. 

В случае тепловой изоляции цилиндра реше-
ние (2) легко проверяется. В самом деле, по-
скольку в начальный момент времени темпера-
тура цилиндра в пределах от нуля до r0 равна cT , 
а в пределах от r0 до rс равна Т0, то количество 
теплоты, накопленное в цилиндре, имеющем 
единичную образующую, равно 2

0v v cc r Tρ π +  
( )2 2

0 0.v v cc r r T+ρ π −  Во время остывания тепло-
изолированного цилиндра накопленная теплота 
в слое будет распространяться вглубь цилин-
дра, в область начальной температуры cT . В ре-
зультате конечная температура 1T  в цилиндре 
станет одинаковой по всему сечению и будет 
определяться из равенства 

( )2 2 2 2
0 0 0 1.v v c v v c v v cc r T c r r T c r Tρ π +ρ π − = ρ π  

Отсюда  

 
2 2 2

1 0 0
2 2

0
1 .c c

c c c

T T r r r
T T r r
− −

= = −
−

 (4) 

Этот простой результат можно получить из (2), 
полагая Bi 0=  (тепловая изоляция цилиндриче-
ской поверхности) и время .t →∞  

Тогда согласно (3) корни ny  определяются 
из уравнения 

 1 ( ) 0,yJ y =  0 10, ...y y=  (5) 

При t → ∞  все члены ряда (2) обращаются 
в нуль, кроме нулевого члена, и поэтому 
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Учитывая разложение в ряд функций Бес-
селя 0 ( )J y  и 1( ),J y  имеем при 0 0y →   
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21 1 ,
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r

= − = −  

что совпадает с (4). Поэтому в случае тепловой 
изоляции поверхности цилиндра к (2) необхо-
димо добавить еще слагаемое ( 21 m− ), связан-
ное с нулевым корнем. 

На рис. 1, 2 изображены распределения тем-
пературы ( ,Fo)θ ρ  по поперечному сечению си-
стемы (цилиндр-покрытие) при m = 0.9 для раз-
личных времен Fo в случае тепловой изоляции 
внешней поверхности покрытия при ,сr r=  
Bi = 0 (рис. 1), а в случае теплообмена между 
внешней поверхностью покрытия и средой нуле-
вой температуры (рис. 2) при Био, равном Bi = 10. 

 
Рис. 1. Распределение относительной температуры θ по по- 
перечному сечению цилиндра при различных временах Fo  
в случае тепловой изоляции цилиндрической поверхности (Bi = 0) 

 
Рис. 2. Распределение относительной температуры θ по по-
перечному сечению цилиндра при различных временах Fo в слу-
чае теплообмена цилиндрической поверхности со средой (Bi = 10) 
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Из этих рисунков видно, что при тепловой 
изоляции внешней поверхности покрытия (ци-
линдра радиуса cr ) (рис. 1) температура цилин-
дра стремится к 2

1 0(1 )( )с сT T m T T− = − − =  
00,19( )сT T= −  при t →∞ . На этом же рисунке 

хорошо просматривается тепловая изоляция 
внешней поверхности покрытия (касательная  
к температурному профилю при 1ρ =  имеет 
нулевой наклон к горизонтали для всех вре- 
мен Fo ). В случае с теплообменом между ци-
линдрической поверхностью со средой темпе-
ратуры сT , во-первых, температура цилиндра 
стремится к сT  при t →∞  и, во-вторых, на 
внешней поверхности цилиндра ( )1 сr rρ = =  
температура понижается по сравнению с внут-
ренними точками цилиндра вблизи поверхно-
сти. Кроме того, из рис. 2 видно, что касатель-
ные, проведенные к профилям температур при 

1,ρ =  отсекают отрезок на оси ,ρ  равный при-
мерно 0,1. Отсюда Bi 1 0,1 10,= =  что совпадает 
с заданным значением. 

2. Решение задачи термоупроугости 
Осевое напряжение ( , ),T

zz r tσ  которое по-
требуется для дальнейшего решения задачи, 
получено в работе [3] с учетом температурного 
поля (2) и имеет вид:  

  

( ) ( ) ( )
( )

( )
2

1 1
2 2 2

0 1 0

1 0

( 1
2

((

2 ,

) ) Bi
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e J y J y
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−σ −
= ×

α +

  
× −  

   

−

ρ

∑
 (6) 

где Tα  – коэффициент линейного температур-
ного расширения; Е – модуль упругости (Юнга); 
ν  – коэффициент Пуассона материала цилин-
дра соответственно. Нужно заметить, что, ис-
ходя из симметрии задачи, осевое перемещение 

T
zu  поперечного сечения цилиндра в месте рас-

положения трещины обращается в нуль.  
Из (6) следует, что начальные градиенты 

температур, имеющие место в поставленной за-
даче, вызывают начальное напряженно-дефор-
мированное состояние системы цилиндр – обо-
лочка. Однако поскольку согласно поставлен-
ной задаче система не напряжена в начальный 
момент времени, то из решения (6) необходимо 
вычесть решение, соответствующее начальному 
напряженно-деформированному состоянию си-
стемы цилиндр – оболочка при 2Fo 0.cat r= =  
Другими словами, при расчете напряжений 

температуру отсчета необходимо положить 
равной ( ),f r  выражаемой (1), то есть вместо 

( , )T r t  взять ( , ) ( ).T r t f r−  
( )*

0

1
( )

T
zz

T с
zz

v
Е T T−
σ −

σ = =
α
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2 exp Fo 1 .

n n n n
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−
= ×
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 × − − ρ−   

∑
 (7) 

На рис. 3, 4 изображены зависимости без-
размерного осевого напряжения * ( , Fo)zzσ ρ  
(сплошные линии) от времени Fo в различных 
точках поперечного сечения цилиндра ρ для 
тепловой изоляции цилиндрической поверхно-
сти Bi = 0 (рис. 3) и с теплообменом в среду 
температуры сT  (Bi = 10) (рис. 4) при m = 0.9 для 
обоих случаев. 

 
Рис. 3. Распределение осевого напряжения *σzz  по попереч-
ному сечению цилиндра при различных временах Fo в случае 
тепловой изоляции цилиндрической поверхности (Bi = 0) 
(сплошные линии) 

 
Рис. 4. Распределение осевого напряжения *σzz  по поперечно-
му сечению цилиндра при различных временах Fo в случае 
теплообмена цилиндрической поверхности со средой (Bi = 10) 
(сплошные линии) 
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В решении (7) к берегам трещины 
( )d cr r r< <  приложена нагрузка ,T

zzσ  в то вре-
мя как берега трещины свободны от нагрузок. 

Второе решение изотермической теории 
упругости рассматривается для цилиндра ради-
уса cr  с кольцевой трещиной на его поверхно-
сти. Однако в этом случае берега трещины 
имеют нормальную нагрузку ,T

zz−σ  компенси-
рующую осевую нагрузку первого решения. 

Математическая постановка второй задачи 
для полубесконечного цилиндра со смешанны-
ми граничными условиями на торце, модели-
рующими кольцевую трещину, такова: 
     ( )2P T

zz zz F r= −σ = − µσ ,  d cr r r< < ,  0z = , (8) 

 0P
zu = , 0 dr r< < , 0z = , (9) 

 0P
rzσ = , 0 cr r< < , 0z = , (10) 

 0P
rzσ = , cr r= , 0 z< < ∞ , (11) 

 0P
ru = , cr r= , 0 z< < ∞ . (12) 

Здесь µ  – модуль сдвига материала системы, и 
F(r) зависит еще и от времени. 

Нужно отметить, что граничные условия (11) 
и (12) на внешней поверхности цилиндра соот-
ветствуют скользящей жесткой заделке (соеди-
нение с натягом), тогда как согласно постанов-
ке задачи внешняя поверхность оболочки сво-
бодна от нагрузок 
 0P

rzσ = , cr r= , 0 z< < ∞ , (13) 

 0P
rrσ = , cr r= , 0 z< < ∞ . (14) 

Как показано в [4], решение задачи с гра-
ничными условиями (13) и (14) получается из 
других соображений. 

Указанное решение в сумме с первым удо-
влетворяет всем граничным условиям, в том 
числе и на берегах трещины. Решение задачи 
(8)–(12) сводится к нахождению функции ( ),g τ  
удовлетворяющей интегральному уравнению 
Фредгольма второго рода, которое дается вы-
ражением, полученным в [5] в случае сосредо-
точенной нормальной нагрузки на торцах ци-
линдра P = 0 и имеет вид 

( ) ( )
12 1

cg yF yr
α

τ =
π α ∫  arcsin 

y
α  dy – 

( )
1 1

2 2

(1 2 c
c

yF yr dyyF yr dy
yα α

〉
− − +
α π − τ
∫ ∫  

( ) ( )
( )

1
0

0
2

1

14 ( )c
K shyF yr dy I y ch d
I

∞

α

ξ  ξα
+ ξ − ξτ ξ + ξ ξαπ  ∫ ∫  

  ( )
( )

1

0
2

10

4 ( )
K

g v dv
I

α ∞ ξ
+

ξπ ∫ ∫ ch shv ch d ξα
ξ − ξτ ξ ξα 

, (15) 

где 0 ; d сr r< τ < α α =  – относительный радиус 
фронта трещины; 0,1( )I ξ  – функции Бесселя от 
мнимого аргумента нулевого и первого порядка 
первого рода, 1( )K ξ  – функция Бесселя от мни-
мого аргумента первого порядка второго рода 
(функция Макдональда). 

Функция g(x) связана с коэффициентом ин-
тенсивности напряжений (КИН) ,IК  управля-
ющим ростом трещины, следующей зависимо-
стью [6]. 

 2 ( ).с
I

rК gπ
= − µ α

α
 (16) 

Для дальнейшего решения аппроксимируем 
нагрузку (7), приложенную к берегам кольце-
вой трещины полиномом  

 ( ) 4
2

2
0

.
,

)
2

(
T
zz i

i
i

P t
r

r
t

=

σ
=

µ ∑  (17) 

Причем в связи с выбранной формой нагруз-
ки на берегах трещины (17) безразмерная 
нагрузка *

zzσ  (7) в данном случае аппроксими-
ровалась в пределах 0,86 1≤ ρ ≤  полиномом 
четной степени с коэффициентами 2 (Fo)iA  
(i = 0, 1, 2, 3, 4).  

* ( , Fo)zzσ ρ =
( ) ( )

0 0

( , )
( ) (

1 1
)

2T
zz

T c cTЕ T T Е
r

T
t

T
σ −ν − ν µ

= ×
α −α−

 

 
4 4

2 2 2
2 2

0 0
( ) (Fo) .i i i

i i
i i

P t r A
= =

× ρ = ρ∑ ∑  (18) 

Аппроксимированные полиномом *
zzσ  изоб-

ражены на рис. 3 и 4 штриховыми линиями в 
пределах 0,86 1.< ρ <  

Окончательный результат представлен вы-
ражением для безразмерного КИН *

IK  от без-

размерного времени (критерий Фурье) 2Fo
c

at
r

=   

для различных размеров кольцевой трещины α  
в виде:  

( ) 4
* *

2 2
0 0( )

2 1
(Fo) ( ).I

I i
c

i
c T i

K
K A g

r E T T =

− ν
=

−
= α

π α ∑  (19) 
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В (19) функция *
2 ( )ig α  связана с решением 

пяти (i = 0, 1, 2, 3, 4) интегральных уравне-
ний (15) относительно 2 ( )ig α  выражением 

 
2

2
2 *

2

( )( ) .
2 ( )

i
i c

i
i

P t rg
g

α
α = −

α
 (20) 

Численный расчет зависимостей *
2 ( )ig α   

от α  показал, что в области 0,85 0,95< α <  
решения для глубоких и мелких трещин сов-
падают [4].  

На рис. 5 для случая теплоизолированной 
цилиндрической поверхности ( Bi 0, 0,9m= = ) 
приведены зависимости *

IK  от времени Fo  для 
различных размеров кольцевой трещины ,α   
а на рис. 6 – для случая теплообмена цилиндри-
ческой поверхности со средой ( Bi 10, 0,9m= = ) 
приведены те же самые зависимости. 

 
Рис. 5. Зависимости КИН *

IK  от времени Fo для различных 
размеров кольцевой трещины α для теплоизолированной ци-
линдрической поверхности 

При заданной трещиностойкости (вязкости 
разрушения, критическом коэффициенте интен-
сивности напряжений) ICK  – постоянной мате-
риала – анализ этих зависимостей показывает, 
что рост кольцевой «горячей» трещины проис-
ходит довольно сложным образом. 

Для анализа полученных результатов зада-
дим для первого случая Bi 0=  безразмерную 
трещиностойкость * 0,318ICK =  (на рис. 5 гори-
зонтальная жирная сплошная линия). Тогда 
трещина начального размера 0.96, находящаяся 
внутри наплавленного слоя (так как относи-
тельная толщина оболочки наплавляемого по-
крытия 0,9m = ), сначала будет покоиться до 
момента времени Fo 0,15.=  В этот момент 
времени трещина растет скачком до размера 

0,866875.α =  Далее ее рост продолжается 
устойчиво по мере развития градиентом темпе-
ратур и достижения безразмерного КИН *

IK  его 
критического значения * 0,318.ICK =  Макси-
мального размера 0,86687494α =  трещина до-
стигает при бесконечно большом времени, про-
никая в наплавляемый цилиндр. 

Рассмотрим второй случай теплообмена ци-
линдрической поверхности со средой темпера-
туры cT . Для этого случая на рис. 6 приведе-
ны зависимости *

IK  от Fo при различных раз-
мерах кольцевой трещины α  для Bi 10=  и 

0,9.m =  

 
Рис. 6. Зависимости КИН *

IK  от времени Fo для различных 
размеров кольцевой трещины α в случае теплообмена цилин-
дрической поверхности со средой (Bi = 10) 

Нужно заметить, что безразмерная вязкость 

разрушения материала ( )*

0

2 1
( )c

IC
IC

c T

K
K

r E T T
− ν

=
π −α

 

зависит не только  от материала  ( , , , )TICK Eα ν   
и размера ,сr  но еще от начальной температуры 
цилиндра 0T  и температуры охлаждающей сре-
ды .сT  Поскольку при теплообмене со средой 
температуры сT  возникают более интенсивные 
температурные напряжения, чем при теплоизо-
ляции, то разрушение при теплообмене насту-
пает при более высокой температуре ,сT  так как 

0T  – температура плавления – постоянная вели-
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чина, а значит, при большем значении *
ICK  для 

одного и того же материала для одного и того 
же начального размера трещины ( 0,96)α = . 

Поэтому пусть безразмерная трещиностой-
кость * 0,332ICK =  (на рис. 6 горизонтальная 
жирная сплошная линия), тогда трещина 
начального размера 0,96,α =  которая нахо-
дится внутри оболочки-покрытии, сначала бу-
дет покоиться до времени Fo 0,06 . В этот 
момент времени она растет скачком до размера 

0,867002=α . Далее ее рост продолжается 
устойчиво по мере развития градиентов тем-
ператур и достижения КИН его критичес- 
кого значения 0,332. Максимального размера 

0,86700193=α  трещина достигает в момент 
времени Fo 0,12  и останавливается, проникая 
внутрь цилиндра, так как для всех последую-
щих размеров трещин *

IK  меньше * .ICK  Подоб-
ное развитие трещины, только более значитель-
ное, будет происходить, если * 0,318,ICK =  как в 
предыдущем случае. Эти развития трещин 
необходимо учитывать при нанесении наплав-
кой восстанавливающих слоев, соблюдая такие 
технологические режимы, при которых трещи-
ны не могли бы расти вообще или прорастать 
до размеров, не опасных для дальнейшей экс-
плуатации детали. Подобная плоская задача 
рассмотрена в [7, 8]. 

Заключение 

Рассмотрена задача о развитии кольцевой 
трещины на поверхности наплавляемого слоя 
при восстановлении изношенной рабочей по-
верхности сплошного цилиндра. Задача реша-
ется в рамках механики хрупкого разрушения в 
предположении, что цилиндр имеет начальную 
температуру ,cT  а твердый наплавленный слой 
из того же материала, что и цилиндр, имеет 
начальную температуру 0 ,T  близкую к темпе-
ратуре плавления. Возникающие при охлажде-
нии до температуры cT  восстанавливаемого 
цилиндра временные и остаточные напряжения 
могут вызвать развитие кольцевой трещины. 
Расчет КИН, управляющего ростом трещины, в 
зависимости от времени показал, что если тре-
щина начинает расти, то она сначала растет 
скачком, а потом относительно медленно, по 
мере развития температурных градиентов в ци-
линдре, а потом останавливается, не доходя до 
оси цилиндра (цилиндр лопнул). 

Заметим, что для исключения распростране-
ния кольцевой трещины необходимо перед 
наплавкой прогревать цилиндр (увеличить cT ). 

Это приведет к увеличению *
ICK =  

( )
0(

2
)

1IC

c T c

K
r E T T

− ν

−
=

π α
 и, следовательно, к подня-

тию горизонтальных жирных прямых на рис. 5 
и 6 и к выходу их из области зависимости *

IK  
от Fo  при заданных условиях теплового воз-
действия. 
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