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Построена математическая модель прогнозирования напряженного состояния матрич-
ного композита с ориентированными волокнами, возникающего в результате неравно-
мерного нагревания металлических волокон и диэлектрической матрицы при пропуска-
нии через неоднородный материал электрического тока. Рассматривается композит с 
матрицей диоксида кремния, армированный волокнами меди или алюминия. Полагается, 
что металлические волокна ориентированы вдоль осей x и y прямоугольной системы ко-
ординат и имеют в этих направлениях одинаковые величины объемных концентраций. 
Проведены численные расчеты, учитывающие влияние состава, концентрации компонен-
тов и различий в величине приращения температуры в волокнах и матрице на достиже-
ние композитом предельных прочностных показателей, приводящих к растрескиванию 
диэлектрика. Модель опирается на обобщенное сингулярное приближение теории слу-
чайных полей и понятие оператора концентрации напряжений (тензора четвертого ран-
га), связывающего средние по материалу напряжения с их локальными значениями в 
пределах отдельного элемента неоднородности. 

Ключевые слова: моделирование, композит, волокно, матрица, термический коэф-
фициент линейного расширения, тензор напряжений, оператор концентрации напряже-
ний, предел прочности. 

 

Введение 
При создании композитов с заданными экс-

плуатационными характеристиками необходимо 
оптимизировать состав компонентов, их кон-
центрацию, а также форму и ориентацию вклю-
чений. Поскольку экспериментальные методы 
оптимизации состава, концентрации и структу-
ры компонентов композитов являются дорого-
стоящими, все большее значение для исследо-

вателей приобретают теоретические методы 
прогнозирования эффективных (эксплуата-
ционных), локальных (внутренних) и предель-
ных физико-механических свойств композит-
ных материалов (упругих, тепло- и электропро-
водящих, магнитных и др.), а также изменение 
этих свойств при внешних воздействиях раз-
личного вида [1, 2]. Значительный интерес для 
разработчиков представляет также задача прог-
нозирования влияния внутренних изменений, 
происходящих в компонентах композитов, на 
предельное напряженное состояние неоднород-
ных материалов. Эти внутренние изменения 
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могут происходить, например, при неравномер-
ном нагреве элементов неоднородности компо-
зитов и увеличении их объемов в результате 
термодинамических воздействий [3–5]. Реше-
ние данной задачи важно и актуально для мик-
ро- и наноэлектроники, в частности, для пре-
одоления проблем, возникающих при много-
уровневой металлизации интегральных схем, 
когда при пропускании через них электрическо-
го тока может происходить разрушение диэлек-
трической матрицы [6–11]. 

1. Постановка задачи  
и построение модели 

В работе рассматривается матричный компо-
зит, армированный волокнами, ориентированны-
ми параллельно фиксированной плоскости в 
двух взаимно перпендикулярных направлениях. 
Полагается, что компоненты композитного ма-
териала изотропны. Целью настоящей работы 
является: 

а) построение модели, опирающейся на ре-
зультаты работ [3–5] и позволяющей прогнози-
ровать влияние локальных напряжений в мат-
ричном композите, обусловленных изменения-
ми объемов элементов неоднородности, на его 
напряженно-деформированное состояние, при-
водящее к достижению и превышению пре-
дельных прочностных показателей материала; 

б) проведение численных расчетов по опре-
делению предельного напряженного состояния 
композита с ориентированными волокнами при 
термодинамических воздействиях в зависимос-
ти от состава компонентов, их модулей упру-
гости и термических коэффициентов линейного 
расширения (ТКЛР), объемного содержания во-
локон и матрицы, а также различий в величине 
изменения (скачке) температуры в элементах 
неоднородности. 

При построении модели полагается, что во-
локна ориентированы в направлениях осей x и y 
лабораторной прямоугольной системы коорди-
нат. В основе решения поставленной задачи 
лежит условие единственности и обратимости 
оператора концентрации напряжений ( )σK r   
(r – радиус-вектор произвольной точки среды) 
[3–5, 12]. Оператор ( )σK r  является тензором 
четвертого ранга, связывающим локальные 
напряжения ( )ijσ r  в каждом элементе неодно-
родности материала со средними напряжения-
ми ( )klσ r  в композите 

 
( ) ( ) ( ) ,

, , , 1, 2, 3,
ij ijkl klK

i j k l

σσ = σ

=

r r r
 (1) 

где угловые скобки означают усреднение по 
объему [13]. 

Для матричного композита с изотропными 
компонентами операция усреднения для неко-
торой случайной величины b сводится к сум-
мированию 
 s s

s
v=∑b b , (2) 

где sv  – объемное содержание компонента s-го 
типа, sb  – соответствующая указанному компо- 
ненту случайная величина, 1s

s
v =∑ . В частнос- 

ти, для рассматриваемого в работе матричного 
композита с ориентированными волокнами 

в 1 в 1 в 2 в 2 м м( ) ( ) ( ) ( )v v v= + +b b b b . 
Индекс «в» относится к волокнам, а индекс 

«м» – к матрице; значения нижнего индекса 1 
и 2 соответствует волокнам, ориентирован-
ным, соответственно, в направлениях x и y; 

в 1 в 2 м( ) ( ) 1v v v+ + = . 
Для приближений, учитывающих взаимо-

действие включений, оператор ( )σK r  можно 
получить, решая уравнение равновесия (систе-
му дифференциальных уравнений второго по-
рядка со случайными кусочно-однородными 
коэффициентами) [3–5, 12]. Используя метод 
функций Грина, с помощью обобщенного син-
гулярного приближения теории случайных по-
лей [13] и специально вводимого однородного 
тела сравнения выражение для оператора кон-
центрации напряжений имеет вид (индексы 
опущены) [3–5, 12]: 

 
1

11

( ) ( )( ( ) ( ))

( )( ( ) ( )) ,

σ −

−−

′′= − ×

′′× −

K r c r I g r c r

c r I g r c r
 (3) 

где ( )c r  – тензор модулей упругости; двойным 
штрихом определяется разность между величи-
нами неоднородной среды и однородного тела 
сравнения, характеристики которого обознача-
ются верхним индексом «с»: c( ) ( )′′ = −c r c r c ;  
I – единичный тензор; ( )g r  – интеграл от син-
гулярной составляющей второй производной 
тензора Грина уравнений равновесия. Компо-
ненты ijklg  тензора ( )g r  вычисляются следую-
щим образом [13]: 
 )( )(ijkl i kl jg a= . (4) 
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Здесь 11 ,
4iklj k j ila n n t d−= − Ω
π∫  где sind d dΩ = θ θ ϕ– 

элемент телесного угла в сферической системе 
координат; 1

ilt−  – элементы матрицы, обратной 
матрице T с элементами c

il iklj k jt c n n= ; kn  и jn  
( , 1, 2, 3k j = ) – компоненты вектора внешней 
нормали к поверхности включения. Для эллип-
соидальных включений с главными полуосями 
1l , 2l  и 3l  компоненты вектора нормали опре-

деляются следующими соотношениями: 

1
1

1 sin cosn
l

= θ ϕ ,   2
2

1 sin sinn
l

= θ ϕ ,   

3
3

1 cosn
l

= θ . 

По парам индексов i и j, k и l, заключенным в 
выражении (4) для компонент ijklg  тензора ( )g r  
в круглые скобки, осуществляется операция 
симметризации. В качестве параметров тела 
сравнения в работе используются модули упру-
гости матрицы [14]. 

Пусть фактором, приводящим к изменению 
напряженного состояния композита, является 
температурное расширение элементов неодно-
родности. Тогда 

( ) ( ) ( ) ( )ij ijkl klc Tσ = α ∆r r r r , 

где ( )klα r  – компоненты тензора температурно-
го расширения, ( )T∆ r  – изменение температу-
ры. В композите с изотропными компонентами 

( ) ( )kl klα = α δr r , 
где ( )α r  – ТКЛР элемента неоднородности, klδ  – 
символ Кронекера. 

Для рассматриваемого в работе композита 
м( )T T∆ = ∆r , м( )α = αr , если элементом неод-

нородности является матрица; в 1( ) ( )T T∆ = ∆r , 
в 1( ) ( )α = αr  или в 2( ) ( )T T∆ = ∆r , в 2( ) ( )α = αr , 

если элементы неоднородности – волокна, ори-
ентированные вдоль x или y соответственно. 
Тогда, исходя из определения (1) оператора 
концентрации напряжений с учетом его невы-
рожденности, для отдельных бесконечно малых 
объемов матрицы, а также волокон 1-го или 2-го 
типов вклады их локальных напряженных сос-
тояний в среднее напряженное состояние всего 
композита составят соответственно 

( ) 1
м м м м м klT

−σ= α ∆ δσ K c , 

( ) 1
в в в 1 в 1 в 11 1

( ) ( ) ( ) klT
−σ= α ∆ δσ K c , 

( ) 1
в в в 2 в 2 в 22 2

( ) ( ) ( ) klT
−σ= α ∆ δσ K c . 

Отсюда, учитывая (2), в начальный момент 
пропускания тока, когда металлические волок-
на сильно нагреваются, а матрица нагревается 
незначительно, среднее напряжение по всему 
неоднородному материалу, характеризуемое 
тензором средних напряжений σ  с ненулевы-
ми компонентами iiσ  ( 1, 2, 3i = ), имеет сле-
дующий вид [4, 5]: 

 

( )

( )
( )

1
в 1 в в 1 в 1 в 11

1
в 2 в в 2 в 2 в 22

1
м м м м м

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

.kl

v T

v T

v T

−σ

−σ

−σ

= α ∆ +


+ α ∆ +

+ α ∆ δ


σ K c

K c

K c

 (5) 

На границе макрообъема материала (т.е. в 
матрице) возникающее напряженно-деформи-
рованное состояние σ  приводит к возникно-
вению растягивающих напряжений. Поскольку, 
согласно (1), локальные напряжения мσ  в мат-
рице вычисляются с помощью формулы 

м м
σ=σ K σ , 

то, определив по формулам (3), (5) оператор 
м
σK  и средние напряжения σ  в композите, 

можно найти значения iiσ  ( 1, 2, 3)i =  тензора 
мσ  и выбрать среди них наибольшую по вели-

чине компоненту. Варьируя объемную концент-
рацию волокон вv , значения в 1( )T∆ , в 2( )T∆  и 

мT∆ , можно прогнозировать напряженно-
деформированное состояние композита при 
термодинамических воздействиях. Для оценки 
предельного напряженно-деформированного 
состояния рассматриваемого неоднородного 
материала, необходимо провести сравнение 
наибольшей по величине компоненты iiσ  
( 1, 2, 3)i =  в матрице с пределом прочности рσ  
матрицы при растяжении. В случае выполнения 
неравенства 11 22 33 рmax{ , , }σ σ σ ≥ σ  достигает-
ся предельное напряженно-деформированное 
состояние композита, т.е. неоднородный мате-
риал разрушается в результате растрескивания 
матрицы. 

2. Проведение модельных расчетов 

Рассмотрим композиты с матрицей диоксида 
кремния, армированные волокнами меди или 
алюминия. При моделировании использовались 
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следующие значения для термоупругих харак-
теристик компонентов неоднородных материа-
лов [15, 16]: 

– волокна меди: модуль Юнга – 120 ГПа, коэф-
фициент Пуассона – 0.38, ТКЛР – 1.75·10–5 К–1; 

– волокна алюминия: модуль Юнга – 
70 ГПа, коэффициент Пуассона – 0.31, ТКЛР – 
2.53⋅10–5 К–1; 

– матрица диоксида кремния: модуль Юнга – 
73  ГПа, коэффициент Пуассона – 0.17, ТКЛР – 
0.61⋅10–5 К–1, предел прочности при растяжении 

р 110σ =  МПа. 
При проведении расчетов в операциях над 

тензорами использовалась их матричная форма 
записи [13]. Полагалось, что волокна имеют 
одинаковую форму в виде сильно вытянутых 
эллипсоидов вращения ( 1l , 2l  и 3l  – главные 
полуоси этих эллипсоидов) и ориентированы в 
пространстве композита в направлениях осей x 
и y лабораторной прямоугольной системы ко-
ординат. Причем 1l →∞ , 2 3 1l l= =  для вклю-
чений, ориентированных в направлении оси x; 

2l →∞ , 1 3 1l l= =  для включений, ориентиро-
ванных в направлении оси y. Считалось, что 
объемные доли волокон в каждом из направле-
ний x и y одинаковы, т.е. в 1 в 2( ) ( )v v= . 

Вначале были исследованы зависимости 
компонент iiσ  ( 1, 2, 3)i =  тензора мσ  от объ-
емного содержания волокон в в 1 в 2( ) ( )v v v= + , а 
также от вариаций величин изменений темпера-
туры в 1( )T∆ , в 2( )T∆  и мT∆ . Было установлено, 
что для материалов рассматриваемой структуры 

11 22 33 33max{ , , }σ σ σ = σ . На рис. 1 этот факт 
проиллюстрирован расчетами компонент iiσ  
( 1, 2, 3)i =  тензора мσ , проведенными при зна-
чениях в 1 в 2( ) ( )T T∆ = ∆ = 20°C, мT∆ = 5°С. 

Затем было проведено численное моделиро-
вание предельного напряженного состояния 
рассматриваемых матричных структур. Резуль-
таты модельных расчетов зависимости пре-
дельных прочностных показателей композитов 
от объемной концентрации вv  волокон и вели-
чины приращения температуры в волокнах 

в в 1 в 2( ) ( )T T T∆ = ∆ = ∆  при мT∆ = 5°C представ-
лены на рис. 2, 3. 

Заключение 

Перечислим основные результаты работы. 
1. Построена математическая модель, позво-

ляющая прогнозировать напряженное состоя-
ние (вплоть до предельного) матричного ком-
позита с ориентированными волокнами, возни-
кающее в результате внутренних изменений его 
компонентов, обусловленных неравномер-
ностью нагревания волокон и матрицы. 

 
Рис. 1. Зависимости значений компонент σii (i = 1, 2, 3) тен-
зора σм от объемного содержания волокон νв при термодина-
мических воздействиях 

 
Рис. 2. Результаты численного моделирования предельного 
напряженного состояния матричного композита «диоксид 
кремния–медь» при термодинамических воздействиях. 
Штрихпунктирные линии – расчеты значений σ33 в матрице: 
1 – ∆Тв = 60°C;   2 – 70°C; 3 – 80°C; 4 – 90°C; 5 – 100°C  

 
Рис. 3. Результаты численного моделирования предельного 
напряженного состояния матричного композита «диоксид 
кремния–алюминий» при термодинамических воздействиях. 
Штрихпунктирные линии – расчеты значений σ33 в матрице: 
1 – ∆Тв = 30°C; 2 – 40°C; 3 – 50°C; 4 – 60°C; 5 – 70°C  
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2. Опираясь на разработанную теоретичес-
кую модель, для композита с диэлектрической 
матрицей (диоксид кремния) и металлическими 
волокнами (медь, алюминий) проведены чис-
ленные расчеты по определению его предель-
ного напряженного состояния, возникающего 
при пропускании через неоднородный материал 
электрического тока и приводящего к растрес-
киванию диэлектрика. 

3. Исследовано влияние состава компонен-
тов, их модулей упругости и термического ко-
эффициента линейного расширения, объемной 
доли волокон, а также различий в величине из-
менения (скачка) температуры в волокнах и 
матрице на достижение композитом предельно-
го напряженного состояния. Результаты расче-
тов показали, что все учитываемые в модели 
факторы вносят существенные вклады в напря-
женно-деформированное состояние матричного 
композита рассмотренной структуры, а значит, 
их необходимо учитывать при многоуровневой 
металлизации интегральных схем. 

Таким образом, разработанный в статье тео-
ретический подход к прогнозированию пре-
дельных состояний матричных композитов с 
ориентированными волокнами при термодина-
мических воздействиях позволяет уже на ста-
дии проектирования материалов предотвращать 
ситуации, которые могут приводить к выходу 
из строя изделий электронной техники. 
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Modeling of the limit stress state of a matrix composite  
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A mathematical model is created that allows predicting the stress state (up to the ultimate) of 
a matrix composite with oriented fibers, which occurs as a result of internal changes in its com-
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ponents due to uneven heating of the fibers and the matrix. The model is based on the genera-
lized singular approximation of random field theory and the concept of the stress concentration 
operator (fourth-rank tensor), which connects the material average stresses with their local va-
lues within a single inhomogeneity element. Based on the developed theoretical model, for a 
composite with a dielectric matrix (silicon dioxide) and metal fibers (copper, aluminum), nu-
merical calculations were carried out to determine its ultimate stress state, which appears when 
an electric current is passed through an inhomogeneous material and leads to cracking of the di-
electric. The influence of the composition of the components, their elastic moduli and thermal 
linear expansion coefficients, the volume fraction of fibers, as well as the differences in the 
magnitude of the change (jump) in the temperature in the fibers and the matrix on the reaching 
the ultimate stress state of the composite is studied. The calculation results showed that all fac-
tors taken into account in the model make significant contributions to the stress-strain state of 
the matrix composite of the structure under consideration, which means that they must be taken 
into account in multilevel metallization of integrated circuits. 

The theoretical approach developed in the article to predicting the limiting states of matrix 
composites with oriented fibers under thermodynamic effects makes it possible at the stage of 
designing materials to prevent situations that could lead to failure of electronic products. 

Keywords: modeling, composite, fiber, matrix, thermal coefficient of linear expansion, 
stress tensor, stress concentration operator, tensile strength. 
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