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Ââåäåíèå

Äèññåðòàöèÿ ïîñâÿùåíà èññëåäîâàíèþ âëèÿíèÿ âûñîêî÷àñòîòíûõ âèáðà�

öèé íà óñòîé÷èâîñòü ðÿäà ÷àñòíûõ ðåæèìîâ äâèæåíèÿ òâ¼ðäîãî òåëà â îäíî�

ðîäíîì ïîëå òÿæåñòè.

Àêòóàëüíîñòü äàííîé òåìû îáóñëîâëåíà ðàñïðîñòðàíåíèåì èñòî÷íèêîâ âèá�

ðàöèè è óâåëè÷åíèåì å¼ ðîëè â ñîâðåìåííûõ óñòðîéñòâàõ. Ïîñêîëüêó â òåõíèêå

øèðîêî ïðèìåíÿþòñÿ ðàçëè÷íûå ðàáî÷èå ðåæèìû äâèæåíèÿ òâ¼ðäîãî òåëà ñ

çàêðåïëåííîé òî÷êîé (òî÷êîé ïîäâåñà), âûçûâàåò èíòåðåñ åãî äèíàìèêà ïðè íà�

ëè÷èè âèáðàöèé. Âîçäåéñòâèå âèáðàöèé ìîæåò ïðèâîäèòü ê èçìåíåíèþ óñòîé÷è�

âîñòè ñóùåñòâóþùèõ ðàáî÷èõ ðåæèìîâ äâèæåíèÿ òâ¼ðäîãî òåëà è ê ïîÿâëåíèþ

íîâûõ äâèæåíèé, îòñóòñòâóþùèõ â ñëó÷àå òåëà ñ íåïîäâèæíîé òî÷êîé ïîäâå�

ñà. Ýòî ìîæåò íàðóøèòü ðàáîòó ñóùåñòâóþùèõ ìåõàíèçìîâ èëè æå âûÿâèòü

äèíàìè÷åñêèå ý��åêòû, ïîëåçíûå ïðè ïðîåêòèðîâàíèè òåõíè÷åñêèõ óñòðîéñòâ.

Íà÷àëî èññëåäîâàíèÿ äèíàìèêè òÿæ¼ëîãî òâ¼ðäîãî òåëà ñ íåïîäâèæíîé

òî÷êîé âîñõîäèò ê ðàáîòàì Ýéëåðà [92℄ è Ëàãðàíæà [44℄. Âîë÷îê Ëàãðàíæà âû�

çûâàåò îñîáûé èíòåðåñ â ñâÿçè ñ øèðîêèì èñïîëüçîâàíèåì â òåõíèêå ñèììåòðè÷�

íûõ ãèðîñêîïîâ. Â ðàáîòàõ [99,103℄ âïåðâûå ðàññìîòðåíû ðåãóëÿðíûå ïðåöåññèè

âîë÷êà. Âîïðîñ îá óñòîé÷èâîñòè ðåãóëÿðíîé ïðåöåññèè ïî îòíîøåíèþ ê óãëó íó�

òàöèè ðàññìîòðåí â ðàáîòå [99℄, à ïî îòíîøåíèþ ê óãëîâûì ñêîðîñòÿì ïðåöåññèè

è ñîáñòâåííîãî âðàùåíèÿ � â ñòàòüå [68℄. Â ðàáîòå [84℄ ðàññìîòðåíà óñòîé÷è�

âîñòü äðóãîãî òèïà äâèæåíèÿ âîë÷êà � ñòàöèîíàðíîãî âðàùåíèÿ. �åçóëüòàòû

èññëåäîâàíèÿ äèíàìèêè âîë÷êà Ëàãðàíæà ñ íåïîäâèæíîé òî÷êîé îïèñàíû âî

ìíîãèõ ìîíîãðà�èÿõ ïî äèíàìèêå òâ¼ðäîãî òåëà (íàïðèìåð, [25, 33, 62, 94, 98℄).

Ïîìèìî èññëåäîâàíèé äèíàìèêè âîë÷êà Ëàãðàíæà â êëàññè÷åñêîé ïîñòà�

íîâêå, âàæíóþ ðîëü èãðàþò èññëåäîâàíèÿ âîë÷êà ïðè íàëè÷èè âîçìóùåíèé.

Íåêîòîðûå ðàáîòû ïîñâÿùåíû äâèæåíèþ âîë÷êà Ëàãðàíæà ïîä äåéñòâèåì âíåø�

íèõ âîçìóùàþùèõ ìîìåíòîâ è ñèë. Â ñòàòüÿõ [9,59,60℄ ðàññìàòðèâàåòñÿ äâèæå�
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íèå âîë÷êà â íüþòîíîâñêîì ïîëå ñèë, â ðàáîòå [3℄ � â ïîëå ñèë, çàâèñÿùèõ îò

óãëà íóòàöèè, â ñòàòüå [61℄ � â ïåðåìåííîì ïî íàïðàâëåíèþ ïîëå ñèë. Âëèÿíèå

äèññèïàòèâíûõ è ïîñòîÿííûõ âíåøíèõ ìîìåíòîâ íà äâèæåíèå âîë÷êà ðàññìîò�

ðåíî â ñòàòüÿõ [41,45℄.

Èçó÷àëèñü ñëó÷àè ãåîìåòðèè ìàññ òåëà, áëèçêèå ê âîë÷êó Ëàãðàíæà. Â

ðàáîòàõ [27,28,67℄ ñ ïîìîùüþ ìåòîäà ìàëîãî ïàðàìåòðà Ïóàíêàðå èññëåäóþòñÿ

ïåðèîäè÷åñêèå äâèæåíèÿ òåëà ñ íåïîäâèæíîé òî÷êîé â ñëó÷àå ãåîìåòðèè ìàññ

òåëà, áëèçêîé ê ñëó÷àþ Ëàãðàíæà. Â ñòàòüÿõ [35,36℄ äëÿ ñèììåòðè÷íîãî è áëèç�

êîãî ê ñèììåòðè÷íîìó òâ¼ðäîãî òåëà ñ íå ëåæàùèì íà îñè ñèììåòðèè öåíòðîì

ìàññ ðàññìàòðèâàåòñÿ âîïðîñ î ïðîäîëæåíèè ïî ìàëîìó ïàðàìåòðó ñåìåéñòâà

ïåðèîäè÷åñêèõ ðåøåíèé, îòâå÷àþùèõ âðàùåíèÿì âîë÷êà Ëàãðàíæà âîêðóã îñè

ñèììåòðèè. Ýâîëþöèÿ ðåãóëÿðíûõ ïðåöåññèé áëèçêîãî ê âîë÷êó Ëàãðàíæà òâ¼ð�

äîãî òåëà â íåðåçîíàíñíîì ñëó÷àå èññëåäóåòñÿ â ðàáîòå [57℄.

�ÿä èññëåäîâàíèé ïîñâÿù¼í âîïðîñàì óïðàâëåíèÿ äâèæåíèåì âîë÷êà

Ëàãðàíæà çà ñ÷åò äâèæåíèÿ òî÷êè åãî ïîäâåñà. Â ìîíîãðà�èè [37℄ âûâîäÿò�

ñÿ óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ âîë÷êà â ñëó÷àå, êîãäà òî÷êà åãî ïîäâåñà ñîâåðøàåò

ãàðìîíè÷åñêèå êîëåáàíèÿ â ãîðèçîíòàëüíîé ïëîñêîñòè, à ê âîë÷êó ïðèëîæåí

ïðîèçâîëüíûé âíåøíèé ìîìåíò. Â ðàáîòå [83℄ ïðåäëîæåíû êâàòåðíèîííûå óðàâ�

íåíèÿ äâèæåíèÿ äèíàìè÷åñêè ñèììåòðè÷íîãî òâ¼ðäîãî òåëà ñ òî÷êîé ïîäâåñà,

äâèæóùåéñÿ ïðîèçâîëüíûì îáðàçîì â ïðîñòðàíñòâå; ïðè ýòîì ê òåëó ïðèëî�

æåí ïðîèçâîëüíûé âíåøíèé ìîìåíò. Â ñòàòüå [42℄ ðàññìàòðèâàåòñÿ âîïðîñ î

ñòàáèëèçàöèè "ñïÿùåãî" âîë÷êà Ëàãðàíæà â îäíîé èç îáëàñòåé íåóñòîé÷èâîñòè

çà ñ÷åò âåðòèêàëüíûõ ãàðìîíè÷åñêèõ êîëåáàíèé òî÷êè ïîäâåñà. Â ðàáîòå [66℄

äëÿ ñèñòåìû äâóõ ãèðîñêîïîâ Ëàãðàíæà ïîêàçàíà âîçìîæíîñòü ñäåëàòü ðàíåå

íåóñòîé÷èâûå âðàùåíèÿ óñòîé÷èâûìè çà ñ÷åò âèáðàöèè òî÷êè ïîäâåñà, ïîëó÷å�

íû îãðàíè÷åíèÿ íà àìïëèòóäó è ÷àñòîòó êîëåáàíèé òî÷êè ïîäâåñà è íà óãëîâóþ

ñêîðîñòü âðàùåíèÿ ãèðîñêîïîâ.

Â äèíàìèêå òâ¼ðäîãî òåëà áîëüøîå çíà÷åíèå èìåþò èññëåäîâàíèÿ ÷àñòíûõ
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ðåæèìîâ äâèæåíèÿ òâ¼ðäûõ òåë ñ ðàçëè÷íîé ãåîìåòðèåé ìàññ. Ïðèâåä¼ì îáçîð

ðàáîò, ïîñâÿù¼ííûõ ðàññìàòðèâàåìûì â äèññåðòàöèè ñòàöèîíàðíûì âðàùåíèÿì

è ìàÿòíèêîâûì äâèæåíèÿì.

Âïåðâûå ñòàöèîíàðíûå âðàùåíèÿ òÿæ¼ëîãî òâ¼ðäîãî òåëà ñ ïðîèçâîëüíîé

ãåîìåòðèåé ìàññ áûëè ðàññìîòðåíû â ðàáîòàõ [58, 100℄. Â ðàáîòå [100℄ Î. Øòà�

óäå ïîêàçàë, ÷òî ñòàöèîíàðíûå âðàùåíèÿ òåëà ìîãóò ïðîèñõîäèòü òîëüêî âîêðóã

âåðòèêàëüíî ðàñïîëîæåííûõ îñåé, êîòîðûå â îáùåì ñëó÷àå îáðàçóþò â òåëå êî�

íóñ ñ âåðøèíîé â íåïîäâèæíîé òî÷êå (êîíóñ Øòàóäå). Â ýòîé æå ðàáîòå îïèñà�

íû ìíîæåñòâà äîïóñòèìûõ îñåé âðàùåíèé äëÿ ÷àñòíûõ ñëó÷àåâ ãåîìåòðèè ìàññ.

Èññëåäîâàíèå íåîáõîäèìûõ óñëîâèé óñòîé÷èâîñòè ýòèõ âðàùåíèé â îáùåì ñëó�

÷àå ðàñïðåäåëåíèÿ ìàññ òåëà è ïîäðîáíîå èññëåäîâàíèå ñòàöèîíàðíûõ âðàùåíèé

òåëà ñ öåíòðîì ìàññ íà ãëàâíîé îñè ïðîâåäåíî â ðàáîòàõ [93,94℄. Â êíèãå [98℄ ðàñ�

ñìàòðèâàþòñÿ íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ óñòîé÷èâîñòè âðàùåíèÿ íåñèììåòðè÷íîãî

ãèðîñêîïà âîêðóã ãëàâíîé îñè èíåðöèè, ñîäåðæàùåé öåíòð ìàññ. Â ñòàòüå [65℄

ñ ïîìîùüþ ìåòîäà ×åòàåâà ïîëó÷åí ðÿä äîñòàòî÷íûõ óñëîâèé óñòîé÷èâîñòè

âðàùåíèé òåëà â îáùåì ñëó÷àå ãåîìåòðèè ìàññ, à òàêæå ñ ïîìîùüþ àíàëèçà õà�

ðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ ëèíåàðèçîâàííûõ óðàâíåíèé âîçìóù¼ííîãî äâè�

æåíèÿ íàéäåíû äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ íåóñòîé÷èâîñòè; ðàññìîòðåí ðÿä ÷àñòíûõ

ñëó÷àåâ ãåîìåòðèè ìàññ òåëà. Ñ ïîìîùüþ òåõíèêè òîïîëîãè÷åñêîãî îïèñàíèÿ

ñîâìåñòíûõ óðîâíåé èíòåãðàëîâ ìîìåíòà è ýíåðãèè â �àçîâîì ïðîñòðàíñòâå

èçó÷åíû áè�óðêàöèè ïåðìàíåíòíûõ âðàùåíèé, à òàêæå õàðàêòåð èõ óñòîé÷è�

âîñòè [70℄. Â ðàáîòàõ [63, 64℄ ðàññìàòðèâàþòñÿ ñëó÷àè òåëà ñ öåíòðîì ìàññ íà

ãëàâíîé îñè èíåðöèè, â ãëàâíîé ïëîñêîñòè èíåðöèè èëè âáëèçè å¼, ïîëó÷åíû

íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ óñòîé÷èâîñòè âðàùåíèé Øòàóäå. Â ìî�

íîãðà�èè [77℄ ïðîâåäåí äåòàëüíûé, êàê ëèíåéíûé, òàê è íåëèíåéíûé àíàëèç

óñòîé÷èâîñòè ïåðìàíåíòíûõ âðàùåíèé Øòàóäå â ðÿäå ÷àñòíûõ è â îáùåì ñëó�

÷àå ãåîìåòðèè ìàññ òâ¼ðäîãî òåëà; çäåñü æå äàåòñÿ ïîäðîáíûé îáçîð ëèòåðàòóðû

ïî äàííîé ïðîáëåìàòèêå.



7

Ìàÿòíèêîâûå äâèæåíèÿ òÿæ¼ëîãî òâ¼ðäîãî òåëà ñ íåïîäâèæíîé òî÷êîé

âïåðâûå îïèñàíû Á. Ê. Ìëîäçååâñêèì [58℄. Ïîêàçàíî, ÷òî òàêèå äâèæåíèÿ ìîãóò

ïðîèñõîäèòü âîêðóã ãîðèçîíòàëüíî ðàñïîëîæåííîé ãëàâíîé îñè èíåðöèè, åñëè

öåíòð ìàññ òåëà ëåæèò â ãëàâíîé ïëîñêîñòè èíåðöèè, ïåðïåíäèêóëÿðíîé ýòîé

îñè. Â ñòàòüå [5℄ ðàññìàòðèâàåòñÿ âîïðîñ îá óñòîé÷èâîñòè ìàëûõ ìàÿòíèêîâûõ

êîëåáàíèé. Çàäà÷à îá óñòîé÷èâîñòè ïëîñêèõ è áëèçêèõ ê íèì âðàùåíèé òåëà ñ

öåíòðîì ìàññ íà ãëàâíîé îñè èíåðöèè ðàññìàòðèâàëàñü â ðàáîòå [49℄. Ìàÿòíè�

êîâûå äâèæåíèÿ èññëåäîâàëèñü äëÿ ðÿäà ÷àñòíûõ ñëó÷àåâ ãåîìåòðèè ìàññ òåë:

äëÿ ñëó÷àÿ Êîâàëåâñêîé [26,38, 50, 51℄, �îðÿ÷¼âà � ×àïëûãèíà [6, 52℄, Áîáûë¼âà

� Ñòåêëîâà [87, 88℄. Ìàÿòíèêîâûå äâèæåíèÿ äèíàìè÷åñêè-ñèììåòðè÷íîãî òåëà

ñ öåíòðîì ìàññ â ýêâàòîðèàëüíîé ïëîñêîñòè ýëëèïñîèäà èíåðöèè ðàññìîòðåíû

â ðàáîòàõ [2, 7℄.

Ñ íà÷àëà ÕÕ âåêà âåäóòñÿ èññëåäîâàíèÿ, ïîñâÿù¼ííûå ñòàáèëèçàöèè äâè�

æåíèÿ òâ¼ðäûõ òåë çà ñ÷¼ò âèáðàöèé òî÷êè ïîäâåñà. Â ñòàòüÿõ [101, 102℄ áûë

ðàññìîòðåí âîïðîñ îá óñòîé÷èâîñòè ïåðåâåðíóòîãî ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ ïðî�

ñòîãî è äâîéíîãî ìàòåìàòè÷åñêèõ ìàÿòíèêîâ â ñëó÷àå âûñîêî÷àñòîòíûõ ãàð�

ìîíè÷åñêèõ êîëåáàíèé òî÷êè ïîäâåñà âäîëü âåðòèêàëè. Äâèæåíèÿ ìàòåìàòè÷å�

ñêîãî ìàÿòíèêà ïðè áûñòðûõ ãàðìîíè÷åñêèõ êîëåáàíèÿõ òî÷êè ïîäâåñà èçó÷à�

ëèñü äëÿ ñëó÷àåâ êîëåáàíèé âäîëü âåðòèêàëè [39,40,91℄, ãîðèçîíòàëè [46℄, âäîëü

ïðîèçâîëüíîé íàêëîííîé ïðÿìîé [4, 95, 97℄, ïðè íàëè÷èè äåìï�èðîâàíèÿ [4℄. Â

ìîíîãðà�èè [69℄ ðàññìîòðåíà ñòàáèëèçàöèÿ ìàÿòíèêà è ìàÿòíèêîâûõ ñèñòåì

ïðè ïåðèîäè÷åñêèõ è óñëîâíî-ïåðèîäè÷åñêèõ âèáðàöèÿõ òî÷êè ïîäâåñà. Âîïðîñ

î ñòàáèëèçàöèè âåðõíåãî ïîëîæåíèÿ ìàÿòíèêà ñ âèáðèðóþùåé òî÷êîé ïîäâå�

ñà ïðè íàëè÷èè ìàëîãî âÿçêîãî òðåíèÿ ðàññìîòðåí â ðàáîòàõ [24, 43℄. Â ðàáî�

òàõ [47, 71, 76℄ ïðèâåäåíî ñòðîãîå äîêàçàòåëüñòâî ñóùåñòâîâàíèÿ âûñîêî÷àñòîò�

íûõ ïåðèîäè÷åñêèõ äâèæåíèé ìàòåìàòè÷åñêîãî ìàÿòíèêà ñ âèáðèðóþùåé âäîëü

ãîðèçîíòàëüíîé è íàêëîííîé ïðÿìûõ òî÷êîé ïîäâåñà, à â ðàáîòàõ [71,76℄ ïðîâå�

ä¼í ñòðîãèé íåëèíåéíûé àíàëèç óñòîé÷èâîñòè ýòèõ äâèæåíèé. Â ðàáîòå [8℄ äëÿ
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êîëåáàíèé òî÷êè ïîäâåñà ïðîèçâîëüíîé ÷àñòîòû è àìïëèòóäû âäîëü âåðòèêàëè

äàíî ïîëíîå ñòðîãîå ðåøåíèå çàäà÷è îá óñòîé÷èîñòè ïîëîæåíèé îòíîñèòåëüíîãî

ðàâíîâåñèÿ ìàÿòíèêà íà âåðòèêàëè. Â ìîíîãðà�èè [82℄ äëÿ ñëó÷àÿ ïðîèçâîëü�

íûõ âèáðàöèé òî÷êè ïîäâåñà ìàÿòíèêà â ïëîñêîñòè åãî äâèæåíèÿ ðåø¼í âîïðîñ

î ñóùåñòâîâàíèè è áè�óðêàöèÿõ âûñîêî÷àñòîòíûõ ïåðèîäè÷åñêèõ äâèæåíèé ìà�

ÿòíèêà, è ïðîâåä¼í ñòðîãèé íåëèíåéíûé àíàëèç èõ óñòîé÷èâîñòè. �àññìàòðèâàë�

ñÿ âîïðîñ îá óñòîé÷èâîñòè âûñîêî÷àñòîòíûõ ïåðèîäè÷åñêèõ äâèæåíèé äâîéíîãî

ìàÿòíèêà â ñëó÷àå âûñîêî÷àñòîòíûõ âåðòèêàëüíûõ [78℄ è ãîðèçîíòàëüíûõ [29℄

âèáðàöèé òî÷êè ïîäâåñà ìàëîé àìïëèòóäû. Ïîëíûé íåëèíåéíûé àíàëèç óñòîé�

÷èâîñòè ïîëîæåíèé îòíîñèòåëüíîãî ðàâíîâåñèÿ äâîéíîãî ìàÿòíèêà, ñîñòîÿùåãî

èç äâóõ îäèíàêîâûõ ñòåðæíåé, â ñëó÷àå ãàðìîíè÷åñêèõ êîëåáàíèé òî÷êè ïîäâå�

ñà âäîëü âåðòèêàëè ïðîèçâîëüíîé ÷àñòîòû è àìïëèòóäû ïðèâåä¼í â ñòàòüå [79℄.

Â ðàáîòàõ [1, 86℄ èññëåäîâàëñÿ ñëó÷àé n-çâåííîãî ìàÿòíèêà. Áîëåå ïîëíûé îá�

çîð ëèòåðàòóðû ïî ìàÿòíèêàì è ìàÿòíèêîâûì ñèñòåìàì ñ âèáðèðóþùåé òî÷êîé

ïîäâåñà ñîäåðæèòñÿ â ðàáîòàõ [69,82, 85℄.

Èññëåäîâàíèþ äèíàìèêè âîë÷êà Ëàãðàíæà, òî÷êà ïîäâåñà êîòîðîãî ñîâåð�

øàåò âåðòèêàëüíûå ãàðìîíè÷åñêèå êîëåáàíèÿ, ïîñâÿùåíû ñòàòüè [72�75, 96℄. Â

ñòàòüå [75℄ â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî àìïëèòóäà êîëåáàíèé òî÷êè ïîäâåñà âîë÷êà

ìàëà, ðåøåí âîïðîñ îá óñòîé÷èâîñòè ïåðèîäè÷åñêèõ äâèæåíèé âîë÷êà, ðîæäàþ�

ùèõñÿ èç åãî ðåãóëÿðíîé ïðåöåññèè. Â ðàáîòàõ [72,73,96℄ ðàññìîòðåíà äèíàìèêà

âîë÷êà Ëàãðàíæà, òî÷êà ïîäâåñà êîòîðîãî ñîâåðøàåò âûñîêî÷àñòîòíûå âåðòè�

êàëüíûå êîëåáàíèÿ ìàëîé àìïëèòóäû. Èññëåäóåòñÿ âîïðîñ î ñóùåñòâîâàíèè,

áè�óðêàöèè è óñòîé÷èâîñòè âûñîêî÷àñòîòíûõ ïåðèîäè÷åñêèõ äâèæåíèé âîë÷�

êà, áëèçêèõ ê åãî ðåãóëÿðíîé ïðåöåññèè. Â ñòàòüå [74℄ äàåòñÿ ïîëíîå è ñòðîãîå

ðåøåíèå çàäà÷è îá óñòîé÷èâîñòè "ñïÿùåãî" âîë÷êà Ëàãðàíæà, òî÷êà ïîäâåñà

êîòîðîãî ñîâåðøàåò âåðòèêàëüíûå ãàðìîíè÷åñêèå êîëåáàíèÿ ïðîèçâîëüíîé ÷à�

ñòîòû è àìïëèòóäû.

Â ïîñëåäíåå âðåìÿ àêòèâíî âåä¼òñÿ èññëåäîâàíèå äèíàìèêè òÿæ¼ëîãî òâ¼ð�
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äîãî òåëà ïðîèçâîëüíîé ãåîìåòðèè ìàññ ñ âèáðèðóþùåé òî÷êîé ïîäâåñà. Â ðà�

áîòàõ [54, 55, 85℄ ïîêàçàíî, ÷òî íàëè÷èå âûñîêî÷àñòîòíûõ ïåðèîäè÷åñêèõ èëè

óñëîâíî-ïåðèîäè÷åñêèõ âèáðàöèé òî÷êè ïîäâåñà ýêâèâàëåíòíî â ïðèáëèæåííîé

çàäà÷å äåéñòâèþ äîïîëíèòåëüíîãî "âèáðàöèîííîãî" ïîòåíöèàëüíîãî ïîëÿ. Â ðà�

áîòàõ [54�56℄ ïîëó÷åíà ïðèáëèæåííàÿ ñèñòåìà àâòîíîìíûõ äè��åðåíöèàëüíûõ

óðàâíåíèé äâèæåíèÿ òÿæ¼ëîãî òâ¼ðäîãî òåëà ñ ïðîèçâîëüíîé ãåîìåòðèåé ìàññ, â

ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî îäíà èç òî÷åê òåëà ñîâåðøàåò áûñòðûå ïåðèîäè÷åñêèå èëè

óñëîâíî-ïåðèîäè÷åñêèå âèáðàöèè. Â ðàìêàõ ýòîé ñèñòåìû ïðîâåä¼í ðÿä èññëå�

äîâàíèé. Äëÿ ñëó÷àÿ âåðòèêàëüíûõ âèáðàöèé, ðåøåí âîïðîñ î ñóùåñòâîâàíèè,

áè�óðêàöèè è óñòîé÷èâîñòè îòíîñèòåëüíûõ ðàâíîâåñèé òåëà [55, 80℄, à òàêæå

íåêîòîðûõ ñòàöèîíàðíûõ âðàùåíèé òåëà, îáóñëîâëåííûõ íàëè÷èåì âèáðàöèé

è îòñóòñòâóþùèõ ó òåëà ñ íåïîäâèæíîé òî÷êîé [81℄. Â ðàáîòå [56℄ èññëåäîâàí

âîïðîñ î ñóùåñòâîâàíèè è óñòîé÷èâîñòè ñòàöèîíàðíûõ âðàùåíèé è ðåãóëÿðíûõ

ïðåöåññèé âîë÷êà Ëàãðàíæà â ñëó÷àå ïðîñòðàíñòâåííûõ âèáðàöèé òî÷êè ïîäâå�

ñà, äîïóñêàþùèõ â ñèñòåìå äâå öèêëè÷åñêèå êîîðäèíàòû (êàê â ñëó÷àå âîë÷êà

ñ íåïîäâèæíîé òî÷êîé).

Â ðàáîòàõ [30�32℄ â ðàìêàõ ïðèáëèæåííîé àâòîíîìíîé ñèñòåìû äè��åðåí�

öèàëüíûõ óðàâíåíèé äâèæåíèÿ èññëåäóåòñÿ óñòîé÷èâîñòü ïåðìàíåíòíûõ âðàùå�

íèé òÿæ¼ëîãî òâ¼ðäîãî òåëà ïðè ííàëè÷èè âûñîêî÷àñòîòíûõ âåðòèêàëüíûõ ãàð�

ìîíè÷åñêèõ âèáðàöèé òî÷êè ïîäâåñà. �àññìîòðåíî òâ¼ðäîå òåëî ñ öåíòðîì ìàññ

íà ãëàâíîé îñè èíåðöèè è âðàùåíèÿ âîêðóã ýòîé îñè [30℄ èëè âîêðóã îñåé èç

ãëàâíûõ ïëîñêîñòåé èíåðöèè, ïðèìûêàþùèõ ê ýòîé îñè [31℄, à òàêæå íåêîòîðûå

âîïðîñû ñóùåñòâîâàíèÿ è óñòîé÷èâîñòè ïåðìàíåíòíûõ âðàùåíèé äèíàìè÷åñêè

ñèììåòðè÷íîãî òåëà [32℄.

Öåëüþ äàííîé äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ èññëåäîâàíèå ðÿäà çàäà÷

î ñóùåñòâîâàíèè, áè�óðêàöèÿõ è óñòîé÷èâîñòè ÷àñòíûõ äâèæåíèé òâ¼ðäîãî òå�

ëà ñ ðàçëè÷íîé ãåîìåòðèåé ìàññ ïðè íàëè÷èè âûñîêî÷àñòîòíûõ ïåðèîäè÷åñêèõ

âèáðàöèé ìàëîé àìïëèòóäû îäíîé èç åãî òî÷åê.
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Äèññåðòàöèîííàÿ ðàáîòà ñîñòîèò èç ââåäåíèÿ, òð¼õ ãëàâ è ñïèñêà ëèòåðà�

òóðû.

Â ïåðâîé ãëàâå èçó÷àåòñÿ äâèæåíèå òâ¼ðäîãî òåëà äëÿ ðàçëè÷íûõ âàðè�

àíòîâ ãåîìåòðèè ìàññ â îäíîðîäíîì ïîëå òÿæåñòè â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî òî÷êà

ïîäâåñà òåëà ñîâåðøàåò âûñîêî÷àñòîòíûå ãàðìîíè÷åñêèå âèáðàöèè ìàëîé àì�

ïëèòóäû âäîëü ãîðèçîíòàëè. Âûïèñàíû ïðèáëèæåííûå àâòîíîìíûå óðàâíåíèÿ

äâèæåíèÿ òåëà â �îðìå êàíîíè÷åñêèõ óðàâíåíèé �àìèëüòîíà è â �îðìå ìî�

äè�èöèðîâàííûõ óðàâíåíèé Ýéëåðà � Ïóàññîíà. Â ðàìêàõ ïðèáëèæåííîé àâòî�

íîìíîé ñèñòåìû ðàññìîòðåí âîïðîñ î ñóùåñòâîâàíèè ïîëîæåíèé îòíîñèòåëüíîãî

ðàâíîâåñèÿ òåëà. Äëÿ òåëà ñ ïðîèçâîëüíîé ãåîìåòðåé ìàññ íàéäåíû ïîëîæåíèÿ

îòíîñèòåëüíîãî ðàâíîâåñèÿ, ïðè êîòîðûõ öåíòð ìàññ òåëà ëåæèò íà îäíîé âåð�

òèêàëè ñ òî÷êîé ïîäâåñà, äâå ãðóïïû íèæíèõ è äâå ãðóïïû âåðõíèõ ïîëîæåíèé.

Äëÿ òåëà ñ öåíòðîì ìàññ íà ãëàâíîé îñè èíåðöèè, äèíàìè÷åñêè ñèììåòðè÷íîãî

òåëà è òåëà ñ öåíòðîì ìàññ â ãëàâíîé ïëîñêîñòè èíåðöèè íàéäåíû ïîëîæåíèÿ

îòíîñèòåëüíîãî ðàâíîâåñèÿ, ïðè êîòîðûõ ðàäèóñ-âåêòîð öåíòðà ìàññ òåëà îòíî�

ñèòåëüíî òî÷êè ïîäâåñà âåðòèêàëåí (ïî äâå ãðóïïû âåðõíèõ è íèæíèõ ïîëîæå�

íèé îòíîñèòåëüíîãî ðàâíîâåñèÿ) èëè ëåæèò â ïëîñêîñòè, ñîäåðæàùåé âåðòèêàëü

è ëèíèþ äåéñòâèÿ âèáðàöèé, ñîñòàâëÿÿ ñ ñ âåðõíèì âåðòèêàëüíûì ïîëîæåíè�

åì òóïîé óãîë (äâå ãðóïïû áîêîâûõ ïîëîæåíèé îòíîñèòåëüíîãî ðàâíîâåñèÿ).

Äëÿ óêàçàííîãî ðÿäà ÷àñòíûõ ñëó÷àåâ ãåîìåòðèè ìàññ ïðîâîäèòñÿ èññëåäîâà�

íèå äîñòàòî÷íûõ è íåîáõîäèìûõ óñëîâèé óñòîé÷èâîñòè íàéäåííûõ îòíîñèòåëü�

íûõ ðàâíîâåñèé. Ïîêàçàíî, ÷òî âåðõíèå ïîëîæåíèÿ îòíîñèòåëüíîãî ðàâíîâåñèÿ

è ïîëîæåíèÿ îäíîé ãðóïïû íèæíèõ è îäíîé ãðóïïû áîêîâûõ ðàâíîâåñèé âñå�

ãäà íåóñòî÷èâû, ïîëîæåíèÿ âòîðîé ãðóïïû íèæíèõ ðàâíîâåñèé óñòîé÷èâû ïðè

íåâûñîêîé èíòåíñèâíîñòè âèáðàöèé, à ïîëîæåíèÿ âòîðîé ãðóïïû áîêîâûõ ðàâ�

íîâåñèé óñòîé÷èâû â îáëàñòè ñóùåñòâîâàíèÿ (ïðè äîñòàòî÷íî ñèëüíûõ âèáðàöè�

ÿõ). Ìåòîäîì Ïóàíêàðå ïîñòðîåíû âûñîêî÷àñòîòíûå ïåðèîäè÷åñêèå äâèæåíèÿ

ïîëíîé íåàâòîíîìíîé ñèñòåìû äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé äâèæåíèÿ òåëà,
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ðîæäàþùèåñÿ èç ïîëîæåíèé îòíîñèòåëüíîãî ðàâíîâåñèÿ ïðèáëèæåííîé ñèñòå�

ìû. Ñäåëàí âûâîä îá èõ óñòîé÷èâîñòè â ëèíåéíîì ïðèáëèæåíèè èëè íåóñòîé�

÷èâîñòè.

Âî âòîðîé è òðåòüåé ãëàâàõ ïðîâîäèòñÿ èññëåäîâàíèå òâ¼ðäîãî òåëà

ñ ãåîìåòðèåé ìàññ, ñîîòâåòñòâóþùåé ñëó÷àþ Ëàãðàíæà, â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî

òî÷êà ïîäâåñà òåëà ñîâåðøàåò çàäàííûå âûñîêî÷àñòîòíûå ïåðèîäè÷åñêèå âèáðà�

öèè â òðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå. Ìåòîäîì Äåïðè�Õîðè ïîëó÷åí ïðèáëèæåííûé

ãàìèëüòîíèàí, îòâå÷àþùèé ïðèáëèæåííîé àâòîíîìíîé ïðèâåäåííîé ñèñòåìå ñ

äâóìÿ ñòåïåíÿìè ñâîáîäû, äàíà îöåíêà òî÷íîñòè ïðèáëèæåííûõ ðåøåíèé ýòîé

ñèñòåìû.

Âî âòîðîé ãëàâå â ðàìêàõ ïðèáëèæåííîé ñèñòåìû ðåøàåòñÿ âîïðîñ î

ñóùåñòâîâàíèè è áè�óðêàöèÿõ ñòàöèîíàðíûõ âðàùåíèé âîë÷êà, ïðîèñõîäÿùèõ

âîêðóã îñè åãî äèíàìè÷åñêîé ñèììåòðèè. Ïðîâîäèòñÿ èññëåäîâàíèå óñòîé÷èâî�

ñòè ýòèõ âðàùåíèé ïðè �èêñèðîâàííîì çíà÷åíèè ïîñòîÿííîé öèêëè÷åñêîãî èí�

òåãðàëà, çàâèñÿùåé îò óãëîâîé ñêîðîñòè âðàùåíèÿ.

Äëÿ ñëó÷àåâ äâèæåíèÿ òî÷êè ïîäâåñà, äîïóñêàþùèõ ñòàöèîíàðíûå âðàùå�

íèÿ âîêðóã âåðòèêàëè, ïîêàçàíî, ÷òî, ïîìèìî âåðòèêàëüíîãî ïîëîæåíèÿ (âèñÿ�

ùèé èëè ïåðåâåðíóòûé "ñïÿùèé" âîë÷îê Ëàãðàíæà), â çàâèñèìîñòè îò èíòåí�

ñèâíîñòè âèáðàöèé, îñü âðàùåíèÿ ìîæåò çàíèìàòü äâà èëè ÷åòûðå íàêëîííûõ

ïîëîæåíèÿ. Ïðîâåäåí ïîäðîáíûé ëèíåéíûé è íåëèíåéíûé àíàëèç óñòîé÷èâî�

ñòè ýòèõ âðàùåíèé. Â ÷àñòíîñòè, ïîëó÷åíî óñëîâèå, ÿâëÿþùååñÿ îáîáùåíèåì

êëàññè÷åñêîãî óñëîâèÿ Ìàèåâñêîãî � ×åòàåâà óñòîé÷èâîñòè "ñïÿùåãî" âîë÷êà

Ëàãðàíæà ñ íåïîäâèæíîé òî÷êîé ïîäâåñà. Âûäåëåíû ñëó÷àè ðåçîíàíñîâ òðåòüå�

ãî è ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêîâ, à òàêæå ñëó÷àè âûðîæäåíèÿ.

Äëÿ ñëó÷àÿ äâèæåíèÿ òî÷êè ïîäâåñà âäîëü íàêëîííîé ïðÿìîé ïîêàçàíî,

÷òî, â çàâèñèìîñòè îò èíòåíñèâíîñòè âèáðàöèé, ìîæåò ñóùåñòâîâàòü äâà èëè ÷å�

òûðå íàêëîííûõ ïîëîæåíèÿ îñè âðàùåíèÿ. Äëÿ áîëåå îáùåãî ñëó÷àÿ âèáðàöèé,

âêëþ÷àþùåãî â ñåáÿ ïðîèçâîëüíûå (â ðàìêàõ ñäåëàííûõ ïðåäïîëîæåíèé) äâè�
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æåíèÿ â ãîðèçîíòàëüíîé èëè âåðòèêàëüíîé ïëîñêîñòè, à òàêæå ÷àñòü äâèæåíèé

â íàêëîííîé ïëîñêîñòè è äðóãèå âàðèàíòû, ïîêàçàíî, ÷òî ñèñòåìà ìîæåò èìåòü

äâà, ÷åòûðå èëè øåñòü ïîëîæåíèé îñè âðàùåíèÿ âîë÷êà. Ïðîâåä¼í ëèíåéíûé

àíàëèç óñòîé÷èâîñòè íàéäåííûõ âðàùåíèé.

Â òðåòüåé ãëàâå â ðàìêàõ ïðèáëèæåííîé àâòîíîìíîé ñèñòåìû, ïîëó÷åí�

íîé âî âòîðîé ãëàâå, èçó÷àþòñÿ ìàÿòíèêîâûå äâèæåíèÿ âîë÷êà Ëàãðàíæà ñ

âèáðèðóþùåé òî÷êîé ïîäâåñà. �àññìàòðèâàþòñÿ âàðèàíòû âèáðàöèé, äîïóñêà�

þùèå âåðòèêàëüíûå ïîëîæåíèÿ îòíîñèòåëüíîãî ðàâíîâåñèÿ îñè äèíàìè÷åñêîé

ñèììåòðèè âîë÷êà. Â ðàìêàõ óêàçàííîé ïðèáëèæåííîé ñèñòåìû ñóùåñòâóþò

÷àñòíûå ðåøåíèÿ, îòâå÷àþùèå äâèæåíèÿì åãî îñè â âåðòèêàëüíîé ïëîñêîñòè �

êîëåáàíèÿì îêîëî íèæíåãî, âåðõíåãî èëè íàêëîííîãî ïîëîæåíèé îòíîñèòåëüíî�

ãî ðàâíîâåñèÿ, à òàêæå âðàùåíèÿì è àñèìïòîòè÷åñêèì äâèæåíèÿì. Ïðîâåäåíî

èíòåãðèðîâàíèå óðàâíåíèé ìàÿòíèêîâîãî äâèæåíèÿ âîë÷êà âî âñ¼ì äîïóñòèìîì

äèàïàçîíå èíòåíñèâíîñòåé ãîðèçîíòàëüíîé ïðîäîëüíîé, ãîðèçîíòàëüíîé ïîïå�

ðå÷íîé è âåðòèêàëüíîé êîìïîíåíò âèáðàöèè è êîíñòàíòû ýíåðãèè. Èññëåäîâàí

âîïðîñ îá èõ îðáèòàëüíîé óñòîé÷èâîñòè â ëèíåéíîì ïðèáëèæåíèè ïî îòíîøåíèþ

ê ïðîñòðàíñòâåííûì âîçìóùåíèÿì íà èçîýíåðãåòè÷åñêîì óðîâíå, îòâå÷àþùåì

íåâîçìóù¼ííûì äâèæåíèÿì (ïðè íóëåâîì çíà÷åíèè êîíñòàíòû öèêëè÷åñêîãî èí�

òåãðàëà). Â ÷àñòíîñòè, âûÿâëåíû îáëàñòè îðáèòàëüíîé óñòîé÷èâîñòè êîëåáàíèé

îñè âîë÷êà â îêðåñòíîñòè âåðõíåãî è íàêëîííîãî ðàâíîâåñèé. Îïèñàíà ýâîëþöèÿ

õàðàêòåðà óñòîé÷èâîñòè êîëåáàíèé è âðàùåíèé âîë÷êà Ëàãðàíæà. Ïîñòðîåíû

êà÷åñòâåííî ðàçëè÷íûå äèàãðàììû óñòîé÷èâîñòè.

Äëÿ äîñòèæåíèÿ öåëè äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû ïðèìåíÿëèñü ìåòîäû òåî�

ðèè óñòîé÷èâîñòè ëèíåéíûõ è íåëèíåéíûõ ãàìèëüòîíîâûõ ñèñòåì, âêëþ÷àÿ

óñòîé÷èâîñòü ïðè ðåçîíàíñàõ è ÊÀÌ�òåîðèþ. Ïðèìåíÿëèñü ìåòîäû íîðìàëü�

íûõ �îðì, íîðìàëèçàöèÿ ãàìèëüòîíèàíà ïðîâîäèëàñü ñ ïîìîùüþ ìåòîäà Äå�

ïðè�Õîðè. Äëÿ èññëåäîâàíèÿ íåàâòîíîìíîé ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìû èñïîëüçî�
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âàëñÿ ìåòîä òî÷å÷íîãî îòîáðàæåíèÿ Ïóàíêàðå. Ïðè ïðîâåäåíèè èññëåäîâàíèé

èñïîëüçîâàëèñü êîìïüþòåðíûå ñèñòåìû àíàëèòè÷åñêèõ âû÷èñëåíèé è ÷èñëåí�

íûå ðàñ÷åòû.

�åçóëüòàòû äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû îïóáëèêîâàíû â íàó÷íûõ æóðíàëàõ,

ðåêîìåíäîâàííûõ ÂÀÊ [22,23, 89℄, à òàêæå äîêëàäûâàëèñü íà íàó÷íûõ ñåìèíà�

ðàõ, ðîññèéñêèõ è ìåæäóíàðîäíûõ êîí�åðåíöèÿõ [10�21℄.
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�ëàâà 1

Èññëåäîâàíèå óñòîé÷èâîñòè ïåðèîäè÷åñêèõ

äâèæåíèé òâ¼ðäîãî òåëà ñ ãîðèçîíòàëüíî

âèáðèðóþùåé òî÷êîé ïîäâåñà

1.1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

�àññìîòðèì äâèæåíèå òâ¼ðäîãî òåëà ìàññû m â îäíîðîäíîì ïîëå òÿæåñòè.

Ïóñòü îäíà èç òî÷åê òåëà O, íàçûâàåìàÿ äàëåå òî÷êîé ïîäâåñà, ñîâåðøàåò ãîðè�

çîíòàëüíûå ãàðìîíè÷åñêèå êîëåáàíèÿ ïî çàêîíó O∗O = h cos(Ωt) îòíîñèòåëüíî

íåêîòîðîé �èêñèðîâàííîé â ïðîñòðàíñòâå òî÷êè O∗.

Ââåä¼ì ïîñòóïàòåëüíî äâèæóùóþñÿ ñèñòåìó êîîðäèíàò OXY Z, îñü OZ

êîòîðîé íàïðàâëåíà âåðòèêàëüíî ââåðõ, à îñü OY íàïðàâëåíà âäîëü îñè âèá�

ðàöèé, è ñâÿçàííóþ ñ òåëîì ñèñòåìó êîîðäèíàò Oxyz ñ îñÿìè, íàïðàâëåííûìè

âäîëü ãëàâíûõ îñåé èíåðöèè òåëà äëÿ òî÷êè O. Ñîîòâåòñòâóþùèå ãëàâíûå ìî�

ìåíòû èíåðöèè îáîçíà÷èì ÷åðåç A,B è C. Çàäàäèì ïðîåêöèè ðàäèóñ-âåêòîðà

öåíòðà ìàññ

−→
OG íà îñè Ox,Oy è Oz âåëè÷èíàìè xG, yG è zG è áåç îãðàíè÷åíèÿ

îáùíîñòè áóäåì ñ÷èòàòü èõ íåîòðèöàòåëüíûìè. Îðèåíòàöèþ ñèñòåìû êîîðäè�

íàò Oxyz îòíîñèòåëüíî OXY Z çàäàäèì ñ ïîìîùüþ óãëîâ Ýéëåðà ψ, θ, ϕ.

Êèíåòè÷åñêàÿ è ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèè òåëà èìåþò âèä

T =
1

2

(

Ap2 + Bq2 + Cr2
)

+
m

2
(Ωh sin(Ωt))2−

−mΩh sin(Ωt)((qzG − ryG)α1 + (rxG − pzG)α2 + (pyG − qxG)α3),

Π = mg(xGγ1 + yGγ2 + zGγ3),

ãäå ~ω = (p, q, r)T , ~γ = (γ1, γ2, γ3)
T
è ~α = (α1, α2, α3)

T
� ïðîåêöèè âåêòîðîâ

àáñîëþòíîé óãëîâîé ñêîðîñòè òåëà, îðòà îñè OZ è îðòà îñè OY íà îñè ñèñòåìû
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êîîðäèíàò Oxyz ñîîòâåòñòâåííî. Ýòè ïðîåêöèè îïðåäåëÿþòñÿ âûðàæåíèÿìè

p = ψ̇ sin θ sinϕ+ θ̇ cosϕ, α1 = sinψ cosϕ+ cosψ sinϕ cos θ,

q = ψ̇ sin θ cosϕ− θ̇ sinϕ, α2 = − sinψ sinϕ+ cosψ cosϕ cos θ,

r = ψ̇ cos θ + ϕ̇, α3 = − cosψ sin θ (1.1.1)

γ1 = sinϕ sin θ, γ2 = sinϕ cos θ, γ3 = cos θ.

Âûïèøåì óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ òåëà â �îðìå êàíîíè÷åñêèõ óðàâíåíèé �à�

ìèëüòîíà. Ïðèìåì çà îáîáù¼ííûå êîîðäèíàòû óãëû ψ, θ, ϕ è ââåä¼ì ñîïðÿæåí�

íûå èìïóëüñû ïî �îðìóëàì

Pψ = ∂T/∂ψ̇, Pθ = ∂T/∂θ̇, Pϕ = ∂T/∂ϕ̇ (1.1.2)

Ñîñòàâèì ãàìèëüòîíèàí

H = Pψψ̇ + Pθθ̇ + Pϕϕ̇− T +Π,

âûðàçèâ ïðè ýòîì îáîáù¼ííûå ñêîðîñòè ψ̇, θ̇ è ϕ̇ ÷åðåç èìïóëüñû ñ ïîìîùüþ

ñîîòíîøåíèé (1.1.2).

Ïðîèçâåä¼ì êàíîíè÷åñêóþ óíèâàëåíòíóþ çàìåíó ïåðåìåííûõ ïî �îðìó�

ëàì

ψ̂ = ψ, θ̂ = θ, ϕ̂ = ϕ,

p̂ψ = pψ − (xG(cosψ cosϕ− sinψ sinϕ cos θ) + yG(− cosψ sinϕ−

− sinψ cosϕ cos θ) + zG sinψ sin θ)mΩh sin(Ωt),

p̂θ = pθ − (−xG cosψ sinϕ sin θ − yG cosψ cosϕ sin θ−

−zG cosψ cos θ)mΩh sin(Ωt),

p̂ϕ = pϕ − (xG(− sinψ sinϕ+ cosψ cosϕ cos θ)+

+yG(− sinψ cosϕ− cosψ sinϕ cos θ))mΩh sin(Ωt),
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è ïåðåïèøåì ãàìèëüòîíèàí ñèñòåìû â âèäå

Ĥ =
(A cos2 ϕ̂+ B sin2 ϕ̂)(p̂ψ − p̂ϕ cos θ̂)

2

2AB sin2 θ̂
+
A sin2 ϕ̂+ B cos2 ϕ̂

2AB
p̂2θ +

+
p̂2ϕ
2C

+
(B − A) sin ϕ̂ cos ϕ̂(p̂ψ − p̂ϕ cos θ̂)

2

AB sin θ̂
+

+mg(xGγ1 + yGγ2 + zGγ3) + (xGα1 + yGα2 + zGα3)mΩ2h cos(Ωt). (1.1.3)

Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî àìïëèòóäà êîëåáàíèé h òî÷êè ïîäâåñà ìàëà ïî ñðàâíå�

íèþ ñ ïðèâåä¼ííîé äëèíîé L = A/(mxG), à ÷àñòîòà Ω åå êîëåáàíèé âåëèêà ïî

ñðàâíåíèþ ñ õàðàêòåðíîé ÷àñòîòîé ω∗ =
√

g/L. Ïîëîæèì

ε2 =
h

L
(0 < ε≪ 1),

ω∗
Ω

= ε2µ ∼ ε2, hΩ ∼ 1. (1.1.4)

Ââåä¼ì áåçðàçìåðíîå "âðåìÿ" è ïàðàìåòðû ïî �îðìóëàì

τ = Ωt, α =
A

B
, β =

A

C
, χ1 =

yG
xG
, χ2 =

zG
xG

è âûïîëíèì â ãàìèëüòîíèàíå (1.1.3) êàíîíè÷åñêóþ çàìåíó ïåðåìåííûõ ïî �îð�

ìóëàì

θ̂ = x1, ϕ̂ = x2, ψ̂ = x3, P̂θ = εAΩX1, P̂ϕ = εAΩX2, P̂ψ = εAΩX3. (1.1.5)

Çàïèøåì ïðåîáðàçîâàííûé ãàìèëüòîíèàí â âèäå

Ĥ = Ĥ0 + εĤ1 +
ε2

2
Ĥ2 +

ε3

6
Ĥ3, Ĥ0 = Ĥ2 = 0, (1.1.6)

Ĥ1 =
(α cos2 x2 + sin2 x2)

2 sinx21
(X3 −X2 cosx1)

2 +
1

2
(cos2 x2 + α sin2 x2)X

2
1 +

+
(1− α) sinx2 cosx2(X3 −X2 cosx1)X1

sinx1
+

1

2
βX2

2 −

− cos τ(sinx3 cosx2 + cosx3 sin x2 cosx1 +

+(− sinx3 sinx2 + cosx3 cosx2 cosx1)χ1 − cosx3 sinx1χ2)

Ĥ3 = 6µ2((sinx2 + χ1 cosx2) sinx1 + χ2 cosx1).
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Íàéäåì ñ ïîìîùüþ ìåòîäà Äåïðè�Õîðè [48℄ áëèçêóþ ê òîæäå�

ñòâåííîé 2π-ïåðèîäè÷åñêóþ ïî τ êàíîíè÷åñêóþ çàìåíó ïåðåìåííûõ

x1, x2, x3, X1, X2, X3 → y1, y2, y3, Y1, Y2, Y3, èñêëþ÷àþùóþ èç ãàìèëüòîíèà�

íà ÿâíî âõîäÿùåå "âðåìÿ" τ â ñëàãàåìûõ äî ïîðÿäêà ε3 âêëþ÷èòåëüíî.

Ïðåîáðàçîâàííûé ãàìèëüòîíèàí K è ïðîèçâîäÿùóþ �óíêöèþ W áóäåì

èñêàòü â âèäå

K = K0 + εK1 +
ε2

2
K2 +

ε3

6
K3 + O(ε4), (1.1.7)

W =W1 + εW2 +
ε2

2
W3 + O(ε3).

�àñ÷¼òû ïîêàçàëè, ÷òî

W1 = − sin τ(sinx3 cosx2 + cosx3 sin x2 cosx1+

+(− sinx3 sinx2 + cosx3 cosx2 cosx1)χ1 − cosx3 sinx1χ2).

Ôóíêöèè W2 è W3 íå ïðèâîäÿòñÿ â ñèëó ãðîìîçäêîñòè. Ôóíêöèè K0 è K2

òàê æå, êàê è Ĥ0 è Ĥ2, ðàâíû íóëþ, à �óíêöèè K1 è K3 èìåþò âèä

K1 =
(α cos2 y2 + sin2 y2)

2 sin y21
(Y3−Y2 cos y1)2+

(1− α) sin y2 cos y2(Y3 − Y2 cos y1)Y1
sin y1

+

+
1

2
(cos2 y2 + α sin2 y2)Y

2
1 +

1

2
βY 2

2 ,

K3 =
3

2
((δ2(− sin y3 sin y2 + cos y3 cos y2 cos y1) + δ1 cos y3 sin y1)

2+

+(− cos y3 sin y1 − δ2(sin y3 cos y2 + cos y3 sin y2 cos y1))
2α+

+(δ1(sin y3 cos y2 + cos y3 sin y2 cos y1) + (sin y3 sin y2 − cos y3 cos y2 cos y1))
2β)+

+6µ2((sin y2 + χ1 cos y2) sin y1 + χ2 cos y1).

Ñîîòâåòñòâóþùàÿ çàìåíà ïåðåìåííûõ çàïèøåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

x1 = y1 − ε2
[

cos y3 cos y1χ2(α− 1) cos y22 − α cos y3(χ2 cos y1 + sin y1 sin y2) +

+ (−χ1 cos y3 sin y1 − sin y3χ2 sin y2(α− 1)) cos y2] cos τ + O(ε3),
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x2 = y2 −
ε2

sin y21

[

cos y3((α− β) cos y2 + sin y2χ1(β − 1)) cos y31 +

+((− sin y1χ2 sin y2(α− 1) cos y3 + χ1 sin y3β) cos y2 + sin y3 sin y2β) cos y
2
1+

+(− sin y3 sin y1χ2(α− 1) cos y22 + cos y3(−α + β) cos y2 − sin y2 cos y3χ1(β − 1)−

− sin y3 sin y1χ2) cos y1 − β sin y3(sin y2 + χ1 cos y2)] cos τ + O(ε3),

x3 = y3 −
ε2

sin y21

[

sin y3 sin y1χ2(α− 1) cos y22 + (cos y1χ2 sin y2(α− 1) sin y1−

−α cos y21 + α) cos y3 cos y2 + χ1 sin y2(cos y1 − 1)(cos y1 + 1) cos y3+

+ sin y3 sin y1χ2] cos τ +O(ε3),

X1 = Y1 − ε cos y3 [sin y2 sin y1 + cos y2 sin y1χ1 + cos y1χ2] sin τ + O(ε2),

X2 = Y2 + ε [cos y3 cos y2 cos y1 − sin y3 sin y2 − (sin y3 cos y2+

+cos y3 sin y2 cos y1)χ1] sin τ + O(ε2),

X3 = Y3 + ε [cos y3 cos y2 − sin y3 sin y2 cos y1 − (cos y3 sin y2+

+sin y3 cos y2 cos y1)χ1 + sin y3 sin y1χ2] sin τ + O(ε2).

Ñëàãàåìûå âûøå òðåòüåãî ïîðÿäêà ïî ε äëÿ x1, x2, x3 è âûøå âòîðîãî ïîðÿäêà

äëÿ X1, X2, X3 íå ïðèâåäåíû â ñèëó ãðîìîçäêîñòè.

Â ãàìèëüòîíèàíå (1.1.7) âåðí¼ìñÿ ê ðàçìåðíûì ïàðàìåòðàì è âðåìåíè è

ïðîèçâåä¼ì çàìåíó ïåðåìåííûõ

θ̃ = y1, ϕ̃ = y2, ψ̃ = y3, P̃θ = εAΩY1, P̃ϕ = εAΩY2, P̃ψ = εAΩY3. (1.1.8)

Ïðåîáðàçîâàííûé ãàìèëüòîíèàí â ðàçìåðíûõ ïàðàìåòðàõ è ïåðåìåííûõ
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áóäåò èìåòü âèä

H =
(A cos2 ϕ̃+ B sin2 ϕ̃)(P̃ψ − P̃ϕ̃ cos θ̃)

2

2AB sin2 θ̃
+
A sin2 ϕ̃+ B cos2 ϕ̃

2AB
P̃ 2
θ +

+
P̃ 2
ϕ

2C
+

(B − A) sin ϕ̃ cos ϕ̃(P̃ψ − P̃ϕ cos θ̃)
2

AB sin θ̃
+ Π̃ +O(ε), (1.1.9)

Π̃ = Πg + Πv, Πg = mg(xGγ̃1 + yGγ̃2 + zGγ̃3),

Πv =
σ

2

(

(zGα̃2 − yGα̃3)
2

A
+

(xGα̃3 − zGα̃1)
2

B
+

(yGα̃1 − xGα̃2)
2

C

)

, (1.1.10)

σ =
1

2
(mhΩ)2.

Ñëàãàåìîå O(ε) èìååò ïî t ïåðèîä, ðàâíûé 2π/Ω.

Îòáðàñûâàÿ ýòî ñëàãàåìîå, ïîëó÷èì ïðèáëèæåííûé ãàìèëüòîíèàí, îòâå÷à�

þùèé àâòîíîìíîé ñèñòåìå. Ñëàãàåìîå Π̃ èãðàåò ðîëü ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè,

ñîñòîÿùåé èç ãðàâèòàöèîííîãî Πg è âèáðàöèîííîãî Πv ïîòåíöèàëîâ [54, 55, 85℄.

Âåëè÷èíû α̃1, α̃2, α̃3 è γ̃1, γ̃2, γ̃3 çàäàþòñÿ ñîîòíîøåíèÿìè èç (1.1.1), â êîòîðûõ

ñäåëàíà çàìåíà ψ = ψ̃, θ = θ̃, ϕ = ϕ̃. Ïàðàìåòð σ õàðàêòåðèçóåò èíòåíñèâíîñòü

âèáðàöèé. Â äàëüíåéøåì çíàêè òèëüäû íàä ïåðåìåííûìè áóäåì îïóñêàòü.

Äâèæåíèå òåëà ìîæíî îïèñàòü òàêæå ïðè ïîìîùè ïðèáëèæåííîé àâòîíîì�

íîé ñèñòåìû äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, èìåþùèõ �îðìó ìîäè�èöèðîâàí�

íûõ óðàâíåíèé Ýéëåðà-Ïóàññîíà [54, 55℄

Aṗ+ (C −B)qr = mg(zGγ2 − yGγ3) +mx,

Bq̇ + (A− C)pq = mg(xGγ3 − zGγ1) +my,

Cṙ + (B − A)rp = mg(yGγ1 − xGγ2) +mz, (1.1.11)

γ̇1 = rγ2 − qγ3, γ̇2 = pγ3 − rγ1, γ̇3 = qγ1 − pγ2,

α̇1 = rα2 − qα3, α̇2 = pα3 − rα1, α̇3 = qα1 − pα2.

Çäåñü mx, my è mz � ïðîåêöèè âåêòîðà âèáðàöèîííîãî ìîìåíòà [54, 85℄ íà îñè

ñèñòåìû êîîðäèíàò Oxyz, ñâÿçàííûå ñ âûðàæåíèåì äëÿ âèáðàöèîííîãî ïîòåí�



20

öèàëà ñîîòíîøåíèÿìè

mx =
∂Πv

∂α3
α2 −

∂Πv

∂α2
α3 = σ

(

xG
B
bα2 +

xG
C
cα3 −

yGα2 + zGα3

A
a

)

,

my =
∂Πv

∂α1
α3 −

∂Πv

∂α3
α1 = σ

(

yG
A
aα1 +

yG
C
cα3 −

xGα1 + zGα3

B
b

)

,

mz =
∂Πv

∂α2
α1 −

∂Πv

∂α1
α2 = σ

(

zG
A
aα1 +

zG
B
bα2 −

xGα1 + yGα2

C
c

)

, (1.1.12)

a = zGα2 − yGα3, b = xGα3 − zGα1, c = yGα1 − xGα2.

Ñèñòåìà (1.1.11),(1.1.12) èìååò ãåîìåòðè÷åñêèå ïåðâûå èíòåãðàëû âèäà

γ21 + γ22 + γ23 = 1,

α2
1 + α2

2 + α2
3 = 1, (1.1.13)

γ1α1 + γ2α2 + γ3α3 = 0.

�àññìîòðèì çàäà÷ó î ñóùåñòâîâàíèè, áè�óðêàöèÿõ è óñòîé÷èâîñòè âûñî�

êî÷àñòîòíûõ ïåðèîäè÷åñêèõ (ñ ïåðèîäîì, ðàâíûì ïåðèîäó êîëåáàíèé òî÷êè ïîä�

âåñà) ðåøåíèé ñèñòåìû ñ ãàìèëüòîíèàíîì (1.1.9), (1.1.10), îòâå÷àþùèõ âûñîêî�

÷àñòîòíûì ïåðèîäè÷åñêèì äâèæåíèÿì òåëà ñ âèáðèðóþùåé òî÷êîé ïîäâåñà.

1.2. Ïîëîæåíèÿ îòíîñèòåëüíîãî ðàâíîâåñèÿ

ïðèáëèæåííîé ñèñòåìû

�àññìîòðèì ñíà÷àëà ïðèáëèæåííóþ ñèñòåìó óðàâíåíèé, çàïèñàííóþ â �îð�

ìå (1.1.11). Ýòà ñèñòåìà èìååò ÷àñòíûå ðåøåíèÿ, ñîîòâåòñòâóþùèå ïîëîæåíèÿì

îòíîñèòåëüíîãî ðàâíîâåñèÿ òåëà (â ñèñòåìå êîîðäèíàò OXY Z), ïðè êîòîðûõ

p = q = r ≡ 0, αi = const, γi = const(i = 1, 2, 3). Ïðè ýòîì óðàâíåíèÿ Ïóàñ�

ñîíà â ñèñòåìå (1.1.11) óäîâëåòâîðÿþòñÿ àâòîìàòè÷åñêè, à óðàâíåíèÿ Ýéëåðà
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ïðèíèìàþò âèä

0 = mg(zGγ2 − yGγ3) +mx,

0 = mg(xGγ3 − zGγ1) +my, (1.2.14)

0 = mg(yGγ1 − xGγ2) +mz.

�àçäåëèì ðåøåíèÿ äàííîé ñèñòåìû óðàâíåíèé íà äâà òèïà. �åøåíèÿì ïåð�

âîãî òèïà îòâå÷àþò ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ, äëÿ êîòîðûõ öåíòð ìàññ òåëà íàõî�

äèòñÿ íà îäíîé âåðòèêàëè ñ òî÷êîé ïîäâåñà êàê âûøå, òàê è íèæå å¼ (âåðõíèå

è íèæíèå âåðòèêàëüíûå ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ). �åøåíèÿ âòîðîãî òèïà îòâå�

÷àþò áîêîâûì ïîëîæåíèÿì ðàâíîâåñèÿ, êîãäà ðàäèóñ-âåêòîð

−→
OG îòêëîíåí îò

âåðòèêàëè.

1.2.1. Âåðòèêàëüíûå ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ

�àññìîòðèì âíà÷àëå îòíîñèòåëüíûå ðàâíîâåñèÿ òåëà, ïðè êîòîðûõ öåíòð

ìàññ òåëà íàõîäèòñÿ íà îäíîé âåðòèêàëè ñ òî÷êîé ïîäâåñà. Äëÿ ýòèõ ïîëîæåíèé

èìååì

γ1 = ±xG
rG
, γ2 = ±yG

rG
, γ3 = ±zG

rG
.

Çäåñü âåðõíèå çíàêè îòâå÷àþò âåðõíèì ïîëîæåíèÿì ðàâíîâåñèÿ, à íèæíèå �

íèæíèì. Â ýòèõ ñëó÷àÿõ óðàâíåíèÿ (1.2.14) ñâîäÿòñÿ ê óñëîâèÿì mx = my =

mz = 0, êîòîðûå äîëæíû ðàññìàòðèâàòüñÿ ñîâìåñòíî ñ (1.1.12). Çàìåòèì, ÷òî

â ñëó÷àå âåðòèêàëüíûõ ðàâíîâåñèé çíà÷åíèÿ α1, α2, α3 äëÿ âåðõíèõ è íèæíèõ

ïîëîæåíèé ðàâíîâåñèÿ îäèíàêîâû, ÷òî ñëåäóåò íåïîñðåäñòâåííî èç âûðàæåíèé

(1.1.12) äëÿ êîìïîíåíò âåêòîðà âèáðàöèîííîãî ìîìåíòà.

Âåðòèêàëüíûå ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ äëÿòåëà ñ öåíòðîì ìàññ íà ãëàâíîé

îñè èíåðöèè (yG = zG = 0, xG > 0) èçîáðàæåíû íà ðèñ. 1. Âåêòîðû ~α è ~γ

èìåþò âèä ~α = (1, 0, 0)T , ~γ = (0, 0,−1)T (a); ~α = (0, 1, 0)T , ~γ = (0, 0,−1)T (b);

~α = (1, 0, 0)T , ~γ = (0, 0, 1)T (
); ~α = (0, 1, 0)T , ~γ = (0, 0, 1)T (d). Ýòè ïîëîæåíèÿ
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òàêîâû, ÷òî íàïðàâëåíèå îñè âèáðàöèé ñîâïàäàåò ñ íàïðàâëåíèåì îäíîé èç äâóõ

ãëàâíûõ îñåé èíåðöèè òåëà, íå ñîäåðæàùèõ öåíòð ìàññ.

PSfrag repla
ements

x x

x x
y

y

y

y
z

z
z z

X X
X X

Y Y
Y Y

Z ZZ Z

G G

G G O O

O O

(a)

(b)

(
)

(d)

�èñ. 1. Âåðòèêàëüíûå ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ òåëà ñ öåíòðîì ìàññ íà ãëàâíîé îñè èíåðöèè.

Äëÿ äèíàìè÷åñêè ñèììåòðè÷íîãî òåëà (A = B, yG = 0), à òàêæå

äëÿ òåëà ñ öåíòðîì ìàññ â ãëàâíîé ïëîñêîñòè èíåðöèè (yG = 0) âåðòè�

êàëüíûå ðàâíîâåñèÿ ïîêàçàíû íà ðèñ. 2 (a � d) è ñîîòâåòñòâóþò âåêòîðàì

~α = (−zG/rG, 0, xG/rG)T , ~γ = (−xG/rG, 0,−zG/rG)T (a); ~α = (0, 1, 0)T , ~γ =

(−xG/rG, 0,−zG/rG)T (b); ~α = (−zG/rG, 0, xG/rG)T , ~γ = (xG/rG, 0, zG/rG)
T
(
);

~α = (0, 1, 0)T , ~γ = (xG/rG, 0, zG/rG)
T
(d). Ïðè ýòîì îñü Oy ëèáî ñîíàïðàâëåíà ñ

îñüþ âèáðàöèé, ëèáî ïåðïåíäèêóëÿðíà åé.

PSfrag repla
ements

x x

x x

y
y

y
y

z

z

z

z X XX
X

Y Y

Y

Y

Z ZZ Z
G G

G G
O O

O O

(a)

(b)

(
)

(d)

�èñ. 2. Âåðòèêàëüíûå ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ òåëà ñ öåíòðîì ìàññ â ãëàâíîé ïëîñêîñòè èíåð�

öèè.

�àññìîòðèì ñëó÷àé òåëà ñ ïðîèçâîëüíîé ãåîìåòðèåé ìàññ, êîãäà íè îäíà

èç âåëè÷èí xG, yG, zG íå ðàâíà íóëþ, à A,B è C ðàçëè÷íû. Áóäåì äëÿ îïðåäå�

ëåííîñòè ñ÷èòàòü, ÷òî âûïîëíåíû óñëîâèÿ A > C,B > C. Äðóãèå âàðèàíòû

ñîîòíîøåíèé ìåæäó ìîìåíòàìè èíåðöèè èññëåäóþòñÿ àíàëîãè÷íî.
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Çàïèøåì âñïîìîãàòåëüíîå ñîîòíîøåíèå, óìíîæèâ ïåðâîå óðàâíåíèå èç

(1.2.14) íà xG, âòîðîå íà yG, òðåòüå íà zG, è çàòåì, ñëîæèâ ðåçóëüòàòû, ïîëó÷èì

ðàâåíñòâî

B − C

BC
xGbc+

C −A

CA
yGac +

A−B

AB
zGab = 0. (1.2.15)

Çàìåòèì, ÷òî âåëè÷èíû a, b, c óäîâëåòâîðÿþò ñîîòíîøåíèþ

xGa+ yGb+ zGc = 0. (1.2.16)

Ñîîòíîøåíèå (1.2.15), ðàññìàòðèâàåìîå â ïðîñòðàíñòâå âåëè÷èí a, b è c, ïðåä�

ñòàâëÿåò ñîáîé óðàâíåíèå ýëëèïòè÷åñêîãî êîíóñà ñ âåðøèíîé â òî÷êå a = b =

c = 0. Èññëåäóåìûå âåëè÷èíû a, b è c ëåæàò â ñå÷åíèè ýòîãî êîíóñà ïëîñêîñòüþ

(1.2.16).

Â ñîîòíîøåíèè (1.2.15) íè îäèí èç êîý��èöèåíòîâ ïðè ïðîèçâåäåíèÿõ âå�

ëè÷èí a, b, c íå îáíóëÿåòñÿ, ïîýòîìó åñëè îäíà èç íèõ ðàâíà íóëþ, òî äâå äðóãèå

òàêæå ðàâíû íóëþ. Ñëó÷àé a = b = c = 0 îòâå÷àåò ïîëîæåíèþ òåëà, ïðè

êîòîðîì âåêòîð

−→
OG ñîíàïðàâëåí ñ îñüþ OY , è íå ìîæåò ñîîòâåòñòâîâàòü âåðòè�

êàëüíûì ðàâíîâåñèÿì òåëà. Òàêèì îáðàçîì, âñå òðè âåëè÷èíû a, b è c îòëè÷íû

îò íóëÿ.

Ïîëîæèì k = b/a è èñêëþ÷èì âåëè÷èíó c ñ ïîìîùüþ ñîîòíîøåíèÿ (1.2.16).

Èç (1.2.15) ïîëó÷àåì êâàäðàòíîå óðàâíåíèå äëÿ k:

B − C

BC
xGyGk

2 +

(

B − C

BC
xG

2 − A− C

AC
yG

2 − A−B

AB
zG

2

)

k − A− C

AC
xGyG = 0.

Åãî äèñêðèìèíàíò èìååò âèä

D =
(A(B − C)x2G −B(A− C)y2G − C(A− B)z2G)

2 + 4AB(A− C)(B − C)x2Gy
2
G

(ABC)2
.

Â ñèëó íåðàâåíñòâ, íàëîæåííûõ íà ìîìåíòû èíåðöèè, äèñêðèìèíàíò ïîëîæè�

òåëåí, è ñóùåñòâóþò äâà âåùåñòâåííûõ êîðíÿ óðàâíåíèÿ k = k1,2. Ýòè êîðíè

èìåþò ðàçíûå çíàêè (k1 < 0 < k2), òàê êàê ñòàðøèé êîý��èöèåíò êâàäðàòíîãî

óðàâíåíèÿ ïîëîæèòåëåí, à ñâîáîäíûé ÷ëåí îòðèöàòåëåí.
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Ïîäñòàâëÿÿ k = k1,2 â óðàâíåíèÿ (1.2.14) è èñïîëüçóÿ ñîîòíîøåíèÿ (1.1.13)

ïîëó÷àåì äâà íàáîðà α1, α2, α3:

α1 =
ACz2Gkj + AByG(xG + kjyG)

zG
√
S

, α2 =
BCz2G + ABxG(xG + kjyG)

zG
√
S

,

α3 =
ACxGkj −BCyG√

S
, (1.2.17)

S =

(

ACz2Gkj +AByG(xG + kjyG)

zG

)2

+

(

BCz2G +ABxG(xG + kjyG)

zG

)2

+

+(ACxGkj − BCyG)
2, j = 1, 2.

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ òåëà ïðîèçâîëüíîé ãåîìåòðèè ìàññ â ñëó÷àå ãîðèçîí�

òàëüíî âèáðèðóþùåé òî÷êè ïîäâåñà ñóùåñòâóþò äâà ðàçëè÷íûõ âåðõíèõ è äâà

íèæíèõ ïîëîæåíèÿ îòíîñèòåëüíîãî ðàâíîâåñèÿ. Çàìåòèì, ÷òî îðèåíòàöèè òåëà,

îòëè÷àþùèåñÿ îò óêàçàííûõ ïîâîðîòîì òåëà îòíîñèòåëüíî âåðòèêàëè íà óãîë

π, áóäóò òàêæå ðàâíîâåñíûìè. Ýòè ïîëîæåíèÿ �èçè÷åñêè íå îòëè÷àþòñÿ îò

âûïèñàííûõ â ýòîì ðàçäåëå ïîëîæåíèé.

1.2.2. Áîêîâûå ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ

Îïèøåì òåïåðü áîêîâûå ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ ïðèáëèæåííîé ñèñòåìû.

Îñòàíîâèìñÿ íà òåõ æå òð¼õ ÷àñòíûõ ñëó÷àÿõ ãåîìåòðèè ìàññ òåëà, êîòîðûå

áûëè ðàññìîòðåíû â ðàçä. 1.2.1.

�àâíîâåñíûå çíà÷åíèÿ αi è γi äëÿ òåëà ñ öåíòðîì ìàññ íà ãëàâíîé îñè è

òåëà ñ öåíòðîì ìàññ â ãëàâíîé ïëîñêîñòè ïðåäñòàâëåíû â òàáëèöàõ 1.1 è 1.2 ñîîò�

âåòñòâåííî. Áîêîâûå ðàâíîâåñèÿ äèíàìè÷åñêè ñèììåòðè÷íîãî òåëà ñîâïàäàþò

ñ ðàâíîâåñèÿìè òåëà ñ öåíòðîì ìàññ â ãëàâíîé ïëîñêîñòè, ïðè ó÷¼òå ðàâåíñòâà

A = B.

Áîêîâîå ðàâíîâåñèå òåëà ñ öåíòðîì ìàññ íà ãëàâíîé îñè èíåðöèè, èçîáðà�

æ¼ííîå íà ðèñ. 3 a, ñîîòâåòñòâóåò ïîëîæåíèþ, ïðè êîòîðîì ïëîñêîñòè Oxz è
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Òàáëèöà 1.1. Áîêîâûå ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ äëÿ òåëà ñ öåíòðîì ìàññ íà ãëàâíîé îñè èíåð�

öèè.

�àâíîâåñèå α1 α2 α3 γ1 γ2 γ3

�èñ. 3 à)

√

1− (mgBσxG
)2 0

mgB
σxG

−mgB
σxG

0

√

1− (mgBσxG
)2

�èñ. 3 á)

√

1− (mgCσxG
)2 mgC

σxG
0 −mgC

σxG

√

1− (mgCσxG
)2 0

Òàáëèöà 1.2. Áîêîâûå ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ òåëà ñ öåíòðîì ìàññ â ãëàâíîé ïëîñêîñòè èíåð�

öèè.

�èñ. 4 a) �èñ. 4 á)

α1 −mgBzG+xG
√
σ2r2

G
−(mgB)2

σr2
G

xG
rG

√

1− ( CAmgrG
σ(Ax2

G
+Cz2

G
)
)2r2G

α2 0

CAmgrG
σ(Ax2

G
+Cz2

G
)

α3
mgBxG+zG

√
σ2r2

G
−(mgB)2

σr2
G

zG
rG

√

1− ( CAmgrG
σ(Ax2

G
+Cz2

G
)
)2r2G

γ1 −mgBxG+zG
√
σ2r2

G
−(mgB)2

σr2
G

− CAmgxG
σ(Ax2

G
+Cz2

G
)

γ2 0

√

1− ( CAmgrG
σ(Ax2

G
+Cz2

G
)
)2r2G

γ3 −mgBzG+xG
√
σ2r2

G
−(mgB)2

σr2
G

− CAmgrG
σ(Ax2

G
+Cz2

G
)

OY Z ñîâïàäàþò, à âåêòîð

−→
OG ñîñòàâëÿåò ñ íèæíåé âåðòèêàëüþ îñòðûé óãîë

ϕ = ϕ∗
1 = arccos(mgB/σxG). Â ïîëîæåíèè, ïîêàçàííîì íà ðèñ. 3 b, ñîâïàäàþò

ïëîñêîñòè Oxy è OY Z, à âåêòîð
−→
OG ñîñòàâëÿåò ñ íèæíåé âåðòèêàëüþ îñòðûé

óãîë ϕ = ϕ∗
2 = arccos(mgC/σxG). Ïðè ýòîì ïåðâîå èç óêàçàííûõ ïîëîæåíèé

ñóùåñòâóåò ïðè σ ≥ σ∗
1 = mgB/xG, à âòîðîå ïðè σ ≥ σ∗

2 = mgC/xG.

Äëÿ òåëà ñ öåíòðîì ìàññ â ãëàâíîé ïëîñêîñòè èíåðöèè è äèíàìè÷åñêè

ñèììåòðè÷íîãî òåëà áîêîâîå ðàâíîâåñèå, èçîáðàæ¼ííîå íà ðèñ. 4 a, ñîîòâåòñòâó�

åò ïîëîæåíèþ, ïðè êîòîðîì ïëîñêîñòè Oxz è OY Z ñîâïàäàþò, à âåêòîð

−→
OG

ñîñòàâëÿåò ñ íèæíåé âåðòèêàëüþ îñòðûé óãîë ϕ = ϕ1 = arccos(mgB/σrG). �àâ�
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PSfrag repla
ements

xx

yy

z

z

XX

YY

ZZ

GG

OO

(a)

(b)

�èñ. 3. Áîêîâûå ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ òåëà ñ öåíòðîì ìàññ íà ãëàâíîé îñè èíåðöèè.

PSfrag repla
ements

x

x

y y

z

zX X

Y Y

Z Z

G G

O O

(a)

(b)

�èñ. 4. Áîêîâûå ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ òåëà ñ öåíòðîì ìàññ â ãëàâíîé ïëîñêîñòè èíåðöèè.

íîâåñèå, ñîîòâåòñòâóþùåå ðèñ. 4 b, òàêîâî, ÷òî îñü OX ëåæèò â ïëîñêîñòè Oxz,

à âåêòîð

−→
OG ëåæèò â ïëîñêîñòè OY Z è ñîñòàâëÿåò ñ íèæíåé âåðòèêàëüþ óãîë

ϕ = ϕ2 = arccos(CAmgrG/σ(Ax
2
G + Cz2G)). Îáëàñòü ñóùåñòâîâàíèÿ ïåðâîãî èç

ýòèõ ïîëîæåíèé îïèñûâàåòñÿ íåðàâåíñòâîì σ ≥ σ1, à âòîðîãî � íåðàâåíñòâîì

σ ≥ σ2, ãäå ââåäåíû îáîçíà÷åíèÿ

σ1 = mgB/rG, σ2 = CAmgrG/(Ax
2
G + Cz2G). (1.2.18)

Íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ

∆ = B(Ax2G + Cz2G)− AC(x2G + z2G) > 0

ñïðàâåäëèâû íåðàâåíñòâà ϕ1 < ϕ2 è σ1 > σ2. Åñëè æå ∆ < 0, òî èìååì ϕ1 > ϕ2

è σ1 < σ2.

Íà ãðàíèöàõ îáëàñòè ñóùåñòâîâàíèÿ, ïðè σ = σ1 èëè σ = σ2, ñîîòâåòñòâó�

þùåå áîêîâîå ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ ñîâïàäàåò ñ îäíèì èç íèæíèõ ïîëîæåíèé

ðàâíîâåñèÿ.

Îòìåòèì, ÷òî, êàê è â ïðåäûäóùåì ðàçäåëå, ïîìèìî îïèñàííûõ áîêîâûõ

ïîëîæåíèé îòíîñèòåëüíîãî ðàâíîâåñèÿ ñóùåñòâóþò åù¼ è òàêèå ðàâíîâåñèÿ, ïðè
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êîòîðûõ îñè ñâÿçíîé ñèñòåìû êîîðäèíàò Oxyz ïîâ¼ðíóòû îòíîñèòåëüíî ðàäèóñ�

âåêòîðà öåíòðà ìàññ íà óãîë π. Ýòè ïîëîæåíèÿ �èçè÷åñêè íå îòëè÷àþòñÿ îò

îïèñàííûõ.

1.2.3. Ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ â ñëó÷àå ∆ = 0

Åñëè öåíòð ìàññ òåëà ëåæèò â ãëàâíîé ïëîñêîñòè èíåðöèè (yG = 0) è ïðè

ýòîì âûïîëíåíî óñëîâèå∆ = 0, òî ñèñòåìà óðàâíåíèé (1.2.14) ëèíåéíî çàâèñèìà

è èìååò ñåìåéñòâî ïîëîæåíèé ðàâíîâåñèÿ. Ïðè ýòîì ðàäèóñ-âåêòîð öåíòðà ìàññ

ðàñïîëàãàåòñÿ òàê æå, êàê ïîêàçàíî íà ðèñ. 2 è ðèñ. 4, íî îðèåíòàöèÿ òåëà

îòíîñèòåëüíî

−→
OG ìîæåò áûòü ïðîèçâîëüíîé.

Âåðõíèì ïîëîæåíèÿì ðàâíîâåñèÿ â ýòîì ñëó÷àå ñîîòâåòñòâóþò âåêòîðû

~α = (−zGα30/xG,±
√

1− α2
30r

2
G/x

2
G, α30)

T , ~γ = (−xG/rG, 0,−zG/rG)T ,

Çäåñü α30 ÿâëÿåòñÿ ïàðàìåòðîì, ïðè÷¼ì |α30| ≤ xG/rG. Íèæíèì ïîëîæåíèÿì

îòâå÷àåò òàêîé æå âåêòîð ~α, à ~γ = (−xG/rG, 0,−zG/rG)T .
Áîêîâûå ðàâíîâåñèÿ ñóùåñòâóþò ïðè σ ≥ σ1 = σ2, è èì ñîîòâåòñòâóþò

âåêòîðû

~α = (zGχf1/xG − xGf2/rG,±f1
√

1− χ2r2G/x
2
G,−χf1 − zGf2/rG)

T ,

~γ = (−zGχf2/xG − xGf1/rG,∓f2
√

1− χ2r2G/x
2
G, χf2 − zGf1/rG)

T ,

ãäå f1 = mgB/σrG, f2 =
√

1− f 2
1 , à χ � áåçðàçìåðíûé ïàðàìåòð, òàêîé ÷òî

|χ| < xG/rG.

1.3. Äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ óñòîé÷èâîñòè ïîëîæåíèé

ðàâíîâåñèÿ

Óñòîé÷èâîñòü ïîëó÷åííûõ ðàâíîâåñèé óäîáíåå èçó÷àòü, ðàññìàòðèâàÿ óðàâ�

íåíèÿ äâèæåíèÿ â �îðìå êàíîíè÷åñêèõ óðàâíåíèé �àìèëüòîíà. Ïåðåéä¼ì îò âå�
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ëè÷èí αi è γi ê óãëàì Ýéëåðà ψ, θ è ϕ ñ ïîìîùüþ ñîîòíîøåíèé (1.1.1) è ââåä¼ì

â ãàìèëüòîíèàíå (1.1.9) (ïðè ó÷¼òå (1.1.10)) âîçìóùåíèÿ ïî �îðìóëàì

ψ = ψ0 + x1, ϕ = ϕ0 + x2, θ = θ0 + x3, Pψ = y1, Pϕ = y2, Pθ = y3,

ãäå ψ0, θ0 è ϕ0 � ðàâíîâåñíûå çíà÷åíèÿ óãëîâ Ýéëåðà.

�àçëîæåíèå ãàìèëüòîíèàíà âîçìóù¼ííîãî äâèæåíèÿ ïî âîçìóùåíèÿì èìå�

åò âèä H = H2 + ..., ãäå H2 � êâàäðàòè÷íàÿ ÷àñòü, à ìíîãîòî÷èå îçíà÷àåò ñîâî�

êóïíîñòü ñëàãàåìûõ áîëåå âûñîêèõ ïîðÿäêîâ îòíîñèòåëüíî âîçìóùåíèé. Ôóíê�

öèÿ H2 äëÿ âñåõ ðàññìàòðèâàåìûõ ðàâíîâåñèé èìååò âèä

H2 =
3
∑

i=1

3
∑

j=1

aijxixj +
3
∑

i=1

3
∑

j=1

bijyiyj.

b11 =
(Aγ22 + Bγ21)γ

2
3

(1− γ23)
2
AB

+
1

C
, b12 =

(A− B)γ1γ2γ3

(1− γ23)
3/2
AB

, b13 = −(Aγ22 + Bγ21)γ3

(1− γ23)
2
AB

b22 =
Aγ21 + Bγ22
(1− γ23)AB

, b32 = − (A−B)γ1γ2

(1− γ23)
3/2
AB

, b33 =
Aγ22 + Bγ21

(1− γ23)
2
AB

a11 =
σ

ABC

[(

(xGα3 − zGα1)zGα1 + z2Gα
2
2

)

AC+ ((xGα2 − yGα1)(yGα1 + xGα2) +

+(yGα2 + xGα1)
2)AB +

(

(zGα2 − yGα3)zGα2 + z2Gα
2
1

)

BC
]

−mg(xGγ1 + yGγ2)

a12 = − σα3

ABC
√

1− γ23
[((xGα3 − zGα1)zGγ2− (zGγ1 − xGγ3)zGα2)AC +

+((xGγ2 − yGγ1)(yGα2 + xGα1) − (yGα1 − xGα2)(yGγ2 + xGγ1))AB +(1.3.19)

+ ((zGα2 − yGα3)zGγ1 − (yGγ3 − zGγ2)zGα1)BC] +
mg(xGγ2 − yGγ1)γ3

√

1− γ23

a13 =
σ

ABC
[((yGα1 − xGα2)(yGβ2 + xGβ1) + (yGβ1 − xGβ2)(yGα2 + xGα1)) AB+
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+((yGα3− zGα2)zGβ1 +(yGβ3 − zGβ2)zGα1)BC+

+((zGα1 − xGα3)zGβ2 + (zGβ1 − xGβ3)zGα2)AC]

a22 = − σα3

ABC
√

1− γ23

[(

z2Gα3γ
2
2 − 3zGyGα3γ2γ3 + 2y2Gα3γ

2
3 + yGzGα2−

−yGzGα2γ
2
3 − y2Gα3 + z2Gγ2γ3α2

)

BC+(z2Gγ1γ3α1−3zGxGγ1γ3α3−x2Gα3+2x2Gα3γ
2
3+

+xGzGα1 − xGzGα1γ
2
3 + z2Gα3γ

2
1)AC + (xGγ2 − yGγ1)(xGα2γ3 − yGα1γ3 − yGγ1α3+

+xGγ2α3)AB]−mg(xGγ1 + yGγ2 + zGγ3)

a23 =
σ

ABC
√

1− γ23
[((xGγ2 − yGγ1)(xGα3β2 − yGα3β1 − yGα1β3+ xGα2β3)AB+

+((xGγ3 − zGγ1)(2xGα3β3 − zGα3β1 − zGα1β3))AC+

+ ((yGγ3 − zGγ2)(2yGα3β3 − zGα3β2 − zGα2β3))BC]

a33 =
σ

ABC

[(

(xGα2 − yGα1)(yGα1 + xGα2) + (yGβ1 − xGβ2)
2
)

AB+

+
(

(zGα2 − yGα3)(zGα2 + yGα3) + (zGβ2 − yGβ3)
2
)

BC+

+
(

(xGα3 − zGα1)(zGα1 − xGα3) + (xGβ3 − zGβ1)
2
)

AC
]

Çäåñü

~β = (β1, β2, β3)
T
� êîìïîíåíòû îðòà îñè OX â ñâÿçàííîé ñèñòåìå

êîîðäèíàò Oxyz (~β = ~γ × ~α). Â �îðìóëàõ (1.3.19) âåëè÷èíû αi, βi è γi âû÷èñ�

ëÿþòñÿ äëÿ ðàâíîâåñíûõ çíà÷åíèé ψ0, θ0 è ϕ0.

Òàê êàê ðàññìàòðèâàåìàÿ ñèñòåìà àâòîíîìíà, îíà èìååò ïåðâûé èíòåãðàë

(èíòåãðàë ýíåðãèè) H = const. Åñëè �óíêöèÿ H2 ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåíà, òî

ñîîòâåòñòâóþùåå ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ áóäåò óñòîé÷èâî íà îñíîâàíèè òåîðåìû

Ëÿïóíîâà îá óñòîé÷èâîñòè.
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Ïðèìåíèì êðèòåðèé Ñèëüâåñòðà ê �óíêöèè H2. Äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ

óñòîé÷èâîñòè çàïèøóòñÿ â âèäå

b11 > 0, b11b22 − b212 > 0, b11b22b33 − b11b
2
23 + 2b12b23b13 − b212b33 − b22b

2
13 > 0,

a11 > 0, a11a22 − a212 > 0, a11a22a33 − a11a
2
23 +2a12a23a13 − a212a33 − a22a

2
13 > 0.

Ïðè ýòîì ïåðâûå òðè óñëîâèÿ âñåãäà óäîâëåòâîðÿþòñÿ â ñèëó (1.3.19).

�àññìîòðèì ñëó÷àé òåëà ñ öåíòðîì ìàññ â ãëàâíîé ïëîñêîñòè èíåðöèè. Äëÿ

ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ, èçîáðàæ¼ííîãî íà ðèñ. 2 a, ïîñëåäíèå òðè äîñòàòî÷íûõ

óñëîâèÿ óñòîé÷èâîñòè ñâîäÿòñÿ ê ñèñòåìå äâóõ íåðàâåíñòâ

∆ > 0, σ < σ1, (1.3.20)

à äëÿ ðàâíîâåñèÿ, ïîêàçàííîãî íà ðèñ. 2 b, ýòè óñëîâèÿ òàêîâû:

∆ < 0, σ < σ2. (1.3.21)

Çäåñü σ1 è σ2 çàäàþòñÿ �îðìóëàìè (1.2.18).

Äëÿ âåðõíèõ ïîëîæåíèé ðàâíîâåñèÿ, ïîêàçàííûõ íà ðèñ. 2 
 è d, äîñòàòî÷�

íûå óñëîâèÿ óñòîé÷èâîñòè íå âûïîëíÿþòñÿ. Îáëàñòü âûïîëíåíèÿ äîñòàòî÷íûõ

óñëîâèé óñòîé÷èâîñòè ðàâíîâåñèÿ, ïîêàçàííîãî íà ðèñ. 4 a, èìååò âèä

∆ > 0, σ > σ1, (1.3.22)

à ïîëîæåíèÿ, èçîáðàæ¼ííîãî íà ðèñ. 4 b, � âèä

∆ < 0, σ > σ2. (1.3.23)

Òàêèì îáðàçîì, äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ óñòîé÷èâîñòè äëÿ íèæíèõ è áîêî�

âûõ ðàâíîâåñèé îïèñûâàþòñÿ äâóìÿ óñëîâèÿìè, îäíî èç êîòîðûõ íàêëàäûâàåò

îãðàíè÷åíèå íà ãåîìåòðèþ ìàññ òåëà, à äðóãîå óêàçûâàåò äèàïàçîí çíà÷åíèé ïà�

ðàìåòðà σ (èíòåíñèâíîñòè âèáðàöèé). Äëÿ áîêîâûõ ðàâíîâåñèé ïîñëåäíåå îãðà�

íè÷åíèå ñîâïàäàåò ñ îáëàñòüþ ñóùåñòâîâàíèÿ. Èñêëþ÷åíèå çäåñü è äàëåå â àíà�

ëîãè÷íûõ ñëó÷àÿõ ñîñòàâëÿþò ãðàíè÷íûå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà σ, äëÿ êîòîðûõ
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ñîîòâåòñòâóþùèé ìèíîð îáðàùàåòñÿ â íóëü, è äëÿ ðåøåíèÿ âîïðîñà î çíàêîîïðå�

äåëåííîñòè ãàìèëüòîíèàíà âîçìóù¼ííîãî äâèæåíèÿ òðåáóåòñÿ äîïîëíèòåëüíîå

èññëåäîâàíèå, êîòîðîå â äèññåðòàöèè íå ïðîâîäèëîñü.

Ïðè âûïîëíåíèè ñîîòíîøåíèÿ ∆ = 0 äëÿ âåðõíèõ, íèæíèõ è áîêîâûõ

ðàâíîâåñèé ïîñëåäíèå äâà èç øåñòè ìèíîðîâ ðàâíû íóëþ. Îñòàëüíûå ìèíîðû

ïîëîæèòåëüíû äëÿ íèæíèõ ïîëîæåíèé ïðè σ < σ1 = σ2, à äëÿ áîêîâûõ � ïðè

σ > σ1. Â ýòèõ ñëó÷àÿõ äëÿ ðåøåíèÿ âîïðîñà î çíàêîîïðåäåëåííîñòè ãàìèëüòî�

íèàíà âîçìóù¼ííîãî äâèæåíèÿ òàêæå òðåáóåòñÿ äîïîëíèòåëüíîå èññëåäîâàíèå.

Èç óñëîâèé (1.3.20)�(1.3.23) ìîæíî ïîëó÷èòü äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ óñòîé�

÷èâîñòè äëÿ èññëåäóåìûõ ðàâíîâåñèé äèíàìè÷åñêè ñèììåòðè÷íîãî òåëà (A =

B) è äëÿ òåëà ñ öåíòðîì ìàññ íà ãëàâíîé îñè èíåðöèè (zG = 0).

Äëÿ äèíàìè÷åñêè ñèììåòðè÷íîãî òåëà ýòè óñëîâèÿ èìåþò âèä: A > C, σ <

mgA/rG (ðèñ. 2 a); C > A, σ < mgACrG/
(

x2GA+ z2GC
)

(ðèñ. 2 b); A > C, σ >

mgA/rG (ðèñ. 4 a); C > A, σ > mgACrG/
(

x2GA+ z2GC
)

(ðèñ. 4 b).

Äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ óñòîé÷èâîñòè äëÿ ðàâíîâåñèé òåëà ñ öåíòðîì ìàññ

íà ãëàâíîé îñè èíåðöèè çàïèøóòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì: B > C, σ < mgB/xG

(ðèñ. 1 a); B < C, σ < mgC/xG (ðèñ. 1 b); B > C, σ > mgB/xG (ðèñ. 3 a);

B < C, σ > mgC/xG (ðèñ. 3 b).

1.4. Íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ óñòîé÷èâîñòè

�àññìîòðèì õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå ëèíåàðèçîâàííîé ñèñòåìû

óðàâíåíèé âîçìóù¼ííîãî äâèæåíèÿ, èìåþùåå âèä

λ6 + a2λ
4 + a1λ

2 + a0 = 0,

Äëÿ óñòîé÷èâîñòè ðàññìàòðèâàåìîãî ðàâíîâåñèÿ íåîáõîäèìî, ÷òîáû âñå êîðíè

ýòîãî óðàâíåíèÿ áûëè ÷èñòî ìíèìûìè. Ïîñëåäíåå âûïîëíÿåòñÿ, êîãäà êîý��è�

öèåíòû a2, a1 è a0 è äèñêðèìèíàíò D = −4a32a0 + a22a
2
1 − 4a31 + 18a2a1a0 − 27a20
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êóáè÷åñêîãî îòíîñèòåëüíî λ2 óðàâíåíèÿ ïîëîæèòåëüíû.

Âñå íàéäåííûå äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ óñòîé÷èâîñòè ÿâëÿþòñÿ òàêæå è íåîá�

õîäèìûìè óñëîâèÿìè. Ïîýòîìó ïðåäñòàâëÿþò èíòåðåñ îáëàñòè, ãäå âûïîëíÿþò�

ñÿ òîëüêî íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ óñòîé÷èâîñòè.

�àññìîòðèì íàèáîëåå îáùèé ñëó÷àé � òåëî ñ öåíòðîì ìàññ â ãëàâíîé ïëîñ�

êîñòè èíåðöèè.

Âåðòèêàëüíûå ðàâíîâåñèÿ. Äëÿ ïîëîæåíèé ðàâíîâåñèÿ, èçîáðàæ¼ííûõ íà

ðèñ. 2 a è 
, êîý��èöèåíòû õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ çàïèøóòñÿ ñëåäó�

þùèì îáðàçîì:

a2 =
σ

r2GB
2A2C2

[

x4GAC
(

B2 −BC − AC
)

+ x2Gz
2
G

(

B2C2−

−2A2C2 − A2BC − ABC2 +A2B2
)

+ z4GAC
(

B2 − AC − AB
)]

±

±mg
(

x2GCA+ x2GAB + z2GCA+ z2GCB
)

rGACB

a1 = −
(

Az2G + Cx2G
)

∆σ2

A2B3C2
+

(

Ax2G + z2GC
)

g2m2

ABC
± σ

rGA2B2C2
mg
[

x4G
(

AB2−

−AC2 − A2C
)

+ x2Gz
2
G

(

BC2 + B2C + AB2 + A2B − 2AC2 − 2ABC − 2A2C
)

+

+z4G
(

B2C − A2C − AC2
)]

a0 =
σmg (mgB ∓ rGσ) r

2
G∆

C2A2B3

Âûðàæåíèÿ ñ âåðõíèìè çíàêàìè ñîîòâåòñòâóþò ïîëîæåíèþ ðèñ. 2 a, à ñ íèæíè�

ìè � ïîëîæåíèþ ðèñ. 2 
.

�àññìîòðèì ïîëîæåíèå, ïîêàçàííîå íà ðèñ. 2 a. Ïóñòü äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ

(1.3.20) íå âûïîëíÿþòñÿ. Òîãäà äëÿ òîãî, ÷òîáû êîý��èöèåíò a0 áûë ïîëîæè�

òåëåí, íåîáõîäèìî, ÷òîáû âûïîëíÿëèñü íåðàâåíñòâà σ > σ1 è ∆ < 0.
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Êîý��èöèåíò a2 ïðè ñäåëàííûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ëè�

íåéíóþ �óíêöèþ ïî σ ñ ïîëîæèòåëüíûì ñâîáîäíûì ÷ëåíîì. Ïîëîæèì

B = u
ACrG

Ax2G + Cz2G
, (1.4.24)

òîãäà íåðàâåíñòâî ∆ < 0 ñâîäèòñÿ ê íåðàâåíñòâó 0 < u < 1. Êîý��èöèåíò ïðè

σ â âûðàæåíèè a2 çàïèøåòñÿ â âèäå

κ1((Cx
2
G +Az2G)(u

2 − u)−Ax2G − Cz2G), (1.4.25)

ãäå κ1 � ïîëîæèòåëüíûé êîý��èöèåíò. Ôóíêöèÿ (1.4.25) êâàäðàòè÷íà ïî u, å¼

ñâîáîäíûé ÷ëåí îòðèöàòåëåí, à ñòàðøèé êîý��èöèåíò ïîëîæèòåëåí. Ïðè u = 1,

êàê è ïðè u = 0, îíà ïðèíèìàåò îòðèöàòåëüíîå çíà÷åíèå, ðàâíîå −Ax2G − Cz2G.

Òàêèì îáðàçîì, â îáëàñòè 0 < u < 1 âûðàæåíèå (1.4.25) âñåãäà îòðèöàòåëüíî,

êîý��èöèåíò a2 ëèíåéíî óáûâàåò ñ ðîñòîì σ, è óñëîâèå a2 > 0 âûïîëíÿåòñÿ

ïðè çíà÷åíèÿõ σ < σ′
, ãäå σ′

� êîðåíü ëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ a2 = 0.

Êîý��èöèåíò a1 ÿâëÿåòñÿ êâàäðàòè÷íûì òð¼õ÷ëåíîì ïî σ, ñòàðøèé êîý��

�èöèåíò è ñâîáîäíûé ÷ëåí êîòîðîãî ïîëîæèòåëüíû. Çíà÷åíèå ýòîãî òð¼õ÷ëåíà

â òî÷êå σ1 èìååò âèä a1 (σ1) = ∆m2g2/C2A2 < 0. �àññìîòðèì âûðàæåíèå a1(σ
′).

Èñïîëüçóÿ áåçðàçìåðíûå ïàðàìåòðû x = B/A, y = C/A è z = zG/xG, çàïèøåì

åãî â âèäå

a1(σ
′) = κ2[y

3(y− y2 − 2yx+ x2y+ x3− x4+ x− 1)z8− y2(x2− 2x− xy2+2xy3−

−x3y2+5yx+4y2+3x4−x2y2−4x2y−yx3−2x3+x4y2)z6−y(10y3−y3x3−2y2+

+3xy3 + 3x4 − 2yx3 − 2x2y2 − 3x2y − 2x3y2 + 3x4y2 + 3xy2 + x2y4 − 3x2y3 + x2−

−x3 − 2y4)z4 + (x2y2 − 3x4y2 + yx3 + 2y3x3 + 2xy5 + 4x2y3 − 4y4 − x2y4 − 5xy4−

−2xy2 + xy3 + x3y2 − x4)z2 − y(x4 − yx3 − x2y − y3 + y2 + y4 − xy3 + 2xy2)
]

,

ãäå κ2 � ïîëîæèòåëüíûé êîý��èöèåíò.
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Áûë ïðîâåä¼í ãðà�è÷åñêèé àíàëèç ýòîãî âûðàæåíèÿ äëÿ çíà÷åíèé ïàðà�

ìåòðîâ x, y, z èç ïðîìåæóòêà (0, 1], è óñòàíîâëåíî, ÷òî ðàññìàòðèâàåìîå âûðàæå�

íèå âñåãäà îòðèöàòåëüíî. Äàëåå âûðàæåíèå a1(σ
′) ïåðåïèñûâàëîñü äëÿ ðàçëè÷�

íûõ êîìáèíàöèé ïàðàìåòðîâ x, y, z è îáðàòíûõ ê íèì âåëè÷èí x′ = A/B, y′ =

A/C è z′ = xG/zG. Èññëåäîâàíèå ïîëó÷åííûõ âûðàæåíèé íà ïðîìåæóòêå èçìå�

íåíèÿ ïàðàìåòðîâ (0, 1] ïîêàçàëî, ÷òî çíà÷åíèå a1(σ
′) âñåãäà îòðèöàòåëüíî.

Òàêèì îáðàçîì, äâå âåëè÷èíû σ1 è σ
′
ëåæàò â îáëàñòè îòðèöàòåëüíîñòè

êâàäðàòíîãî òðåõ÷ëåíà a1 è óñëîâèÿ σ > σ1, σ < σ′
è a1 > 0 íåñîâìåñò�

íû. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî íåëüçÿ ïîäîáðàòü òàêîé îáëàñòè, ãäå âûïîëíÿëèñü

áû óñëîâèÿ ïîëîæèòåëüíîñòè âñåõ êîý��èöèåíòîâ õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíå�

íèÿ. Ýòî çíà÷èò, ÷òî îáëàñòè, ãäå âûïîëíÿëèñü áû òîëüêî íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ

óñòîé÷èâîñòè, íå ñóùåñòâóåò.

Àíàëîãè÷íî ðàññìàòðèâàåòñÿ âåðõíåå ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ, ïîêàçàííîå

íà ðèñ. 2 
. Èç óñëîâèÿ a0 > 0 ïîëó÷àåì, ÷òî âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî ∆ > 0.

Êîý��èöèåíò a2 ïîëîæèòåëåí, êîãäà ïàðàìåòð σ ïðåâûøàåò íåêîòîðîå çíà÷å�

íèå σ′′
. Êîý��èöèåíò a1 ÿâëÿåòñÿ êâàäðàòè÷íûì ìíîãî÷ëåíîì ïî σ, ñòàðøèé

êîý��èöèåíò êîòîðîãî îòðèöàòåëåí, à ñâîáîäíûé ÷ëåí ïîëîæèòåëåí. �ðà�è÷å�

ñêè-àíàëèòè÷åñêèì ìåòîäîì àíàëîãè÷íî áûëî ïîêàçàíî, ÷òî a1 (σ
′′) < 0. Îòñþäà

ïîëó÷àåì, ÷òî îáëàñòè âûïîëíåíèÿ òîëüêî íåîáõîäèìûõ óñëîâèé óñòîé÷èâîñòè

íå ñóùåñòâóåò.

Äëÿ âòîðîé ïàðû âåðòèêàëüíûõ ðàâíîâåñèé (ðèñ. 2 b è d) êîý��èöèåíòû

õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ èìåþò âèä

a2 = −
(

x2GA
(

BC + AB − C2
)

+ z2GC
(

AB +BC − A2
))

σ

A2BC2
±

±mg
(

x2GA (B + C) + z2GC (A+ B)
)

rGABC

a1 =

(

x2GA+ z2GC
) (

m2g2A2C2 +∆σ2
)

A3BC3
∓

∓mgrG
(

x2GA
(

AB − C2 +B2
)

− z2GC
(

A2 +B2 + BC
))

σ

A2B2C2
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a0 = −σmgrG
(

ACmgrG ∓ σ
(

Ax2G + z2GC
))

∆

A3B2C3

Ïîëîæåíèþ, ïîêàçàííîìó íà ðèñ. 2 b, ñîîòâåòñòâóþò êîý��èöèåíòû ñ âåðõíè�

ìè çíàêàìè, à ðèñ. 2 d �- ñ íèæíèìè. Êàê è äëÿ ïðåäûäóùåé ïàðû ñëó÷àåâ,

áûëî ïîêàçàíî, ÷òî îáëàñòè íåîáõîäèìûõ óñëîâèé óñòîé÷èâîñòè ñîâïàäàþò ñ

îáëàñòÿìè äîñòàòî÷íûõ óñëîâèé.

Áîêîâûå ðàâíîâåñèÿ. Âûâîä î ñóùåñòâîâàíèè îáëàñòåé, â êîòîðûõ áóäóò

âûïîëíÿòüñÿ òîëüêî íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ, äëÿ áîêîâûõ ðàâíîâåñèé ìîæíî ñäå�

ëàòü, ðàññìîòðåâ ëèøü ñâîáîäíûé ÷ëåí õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ. Äëÿ

ïîëîæåíèÿ, ñîîòâåòñòâóþùåãî ðèñ. 4 a, îí âûãëÿäèò ñëåäóþùèì îáðàçîì

a0 =
(

r2Gσ
2 −m2g2B2

)

∆m2g2/σA2B2C2

Òàê êàê ðàâíîâåñèå ñóùåñòâóåò ïðè σ ≥ σ1, òî óñëîâèå a0 > 0 ñâîäèòñÿ

ê óñëîâèÿì σ > σ1 è ∆ > 0, ÷òî ñîâïàäàåò ñ îáëàñòüþ äîñòàòî÷íûõ óñëîâèé

(1.3.22).

Äëÿ ïîëîæåíèÿ, ïîêàçàííîãî íà ðèñ. 4 b, ñâîáîäíûé ÷ëåí õàðàêòåðèñòè÷å�

ñêîãî óðàâíåíèÿ èìååò âèä

a0 =
m2g2r2G

(

A2C2m2g2r2G −
(

Ax2G + Cz2G
)2
σ2
)

∆

σ(Ax2G + Cz2G)
2
A2B2C2

Ýòî ðàâíîâåñèå ñóùåñòâóåò ïðè σ ≥ σ2. Èç óñëîâèÿ a0 > 0 ïîëó÷àåì σ > σ2

è ∆ < 0, ÷òî ñîâïàäàåò ñ îáëàñòüþ (1.3.23).

Òàêèì îáðàçîì, âñå íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ óñòîé÷èâîñòè ñîâïàëè ñ äîñòà�

òî÷íûìè. Ïðè èõ íàðóøåíèè èìååò ìåñòî íåóñòîé÷èâîñòü.

Ñëó÷àé ∆ = 0. �àññìîòðèì òåïåðü ñåìåéñòâà ðàâíîâåñèé â ñëó÷àå ∆ = 0.

Äëÿ íèæíèõ ïîëîæåíèé êîý��èöèåíòû õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ áóäóò

èìåòü âèä

a2 =
2mg

(

x2GA+ z2GC
)

rGAC
−
(

x2GA+ z2GC
)2
σ

C2A2r2G
,
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a1 =

(

x2GA+ z2GC
)2
m2g2

r2GA
2C2

−
(

x2GA+ z2GC
)3
mgσ

r3GA
3C3

, a0 = 0

Êîý��èöèåíòû a1 è a2 ïîëîæèòåëüíû ïðè σ < σ2, äèñêðèìèíàíò D =
(

x2GA+ z2GC
)4
σ2/C4A4r4G > 0. Òàêèì îáðàçîì, íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ óñòîé÷èâî�

ñòè âûïîëíÿþòñÿ ïðè σ < σ2. Ïðè ýòîì õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå èìååò

äâîéíîé íóëåâîé êîðåíü (ñëó÷àé íóëåâîé ÷àñòîòû). Ýòîò ñëó÷àé òðåáóåò îòäåëü�

íîãî èññëåäîâàíèÿ, êîòîðîå â äèññåðòàöèè íå ïðîâîäèëîñü.

Äëÿ ñåìåéñòâà âåðõíèõ ïîëîæåíèé ðàâíîâåñèÿ ïîëó÷àåì íåóñòîé÷èâîñòü,

òàê êàê êîý��èöèåíò

a2 = −2mg
(

x2GA+ z2GC
)

rGAC
−
(

x2GA+ z2GC
)2
σ

C2A2r2G

îòðèöàòåëåí äëÿ ëþáûõ äîïóñòèìûõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ. Áîêîâûì ïîëîæåíè�

ÿì ñîîòâåòñòâóþò êîý��èöèåíòû õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ âèäà

a2 =

(

Z2C +X2A
)4
σ2

A4C4r4G
− m2g2

(

z2GC + x2GA
)2

A2C2r2G
,

a1 =
2
(

z2GC + x2GA
)2
σ

A2C2r2G
− m2g2

σ
, a0 = 0

Êîý��èöèåíòû a1 è a2 ïîëîæèòåëüíû ïðè σ > σ2, äèñêðèìèíàíò ïðè ýòîì

èìååò âèä D = m4g4/σ2 > 0. Ïîëó÷àåì, ÷òî äëÿ ýòîãî ñåìåéñòâà ïîëîæåíèé

ðàâíîâåñèÿ íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ óñòîé÷èâîñòè âûïîëíÿþòñÿ ïðè σ > σ2, ÷òî

ñîâïàäàåò ñ îáëàñòüþ åãî ñóùåñòâîâàíèÿ (êðîìå, ìîæåò áûòü, ãðàíè÷íîé òî÷êè

σ = σ2).

1.5. Èòîãè

Îáúåäèíèì ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû è ïðîèëëþñòðèðóåì èõ ñ ïîìîùüþ

ðèñ. 5. Ïóñòü òåëî ñîîòâåòñòâóåò îäíîìó èç òð¼õ ðàññìîòðåííûõ ÷àñòíûõ ñëó�

÷àåâ ãåîìåòðèè ìàññ. Òîãäà âñå ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ ïðèáëèæåííîé ñèñòåìû
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òàêîâû, ÷òî öåíòð ìàññ òåëà ëåæèò â ïëîñêîñòè, ñîäåðæàùåé îñü âèáðàöèé è

âåðòèêàëü.

PSfrag repla
ements

1

2

33

X Y

Z

4 4

O

�èñ. 5. Ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ òåëà ñ öåíòðîì ìàññ â ãëàâíîé ïëîñêîñòè èíåðöèè.

Ââåä¼ì îáîçíà÷åíèÿ σ∗ è σ∗∗. Åñëè ∆ > 0, òî σ∗ = σ1, à σ∗∗ = σ2, åñëè æå

∆ < 0, òî σ∗ = σ2, à σ∗∗ = σ1. Ïðè ýòîì âûïîëíÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå σ∗ > σ∗∗. Äâà

òèïà âåðõíèõ ïîëîæåíèé ðàâíîâåñèÿ 1 âñåãäà íåóñòîé÷èâû. Èç äâóõ âàðèàíòîâ

íèæíåãî ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ îäèí âñåãäà íåóñòîé÷èâ, à âòîðîé óñòîé÷èâ,

åñëè ÷àñòîòà âèáðàöèé íå ïðåâîñõîäèò âåëè÷èíû σ∗. Ïðè σ > σ∗ âîçíèêàþò

óñòîé÷èâûå áîêîâûå ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ 3. Ïðè σ > σ∗∗ â ñèñòåìå èìåþòñÿ

åù¼ íåóñòîé÷èâûå ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ 4.

Åñëè âûïîëíåíî ñîîòíîøåíèå ∆ = 0, òî âåðõíèå, íèæíèå è áîêîâûå ïîëî�

æåíèÿ ðàâíîâåñèÿ îáðàçóþò ñåìåéñòâà, äëÿ êîòîðûõ ïîâîðîò òåëà îòíîñèòåëüíî

ðàäèóñ-âåêòîðà öåíòðà ìàññ ìîæåò áûòü ïðîèçâîëüíûì, ïðè÷¼ì áîêîâûå ïîëî�

æåíèÿ 3 è 4 ñîñòàâëÿþò îäíî ñåìåéñòâî. Ïðè ýòîì âåðõíèå ïîëîæåíèÿ íåóñòîé�

÷èâû, äëÿ íèæíèõ ïîëîæåíèé íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ óñòîé÷èâîñòè âûïîëíÿþòñÿ

ïðè σ < σ∗. Íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ óñòîé÷èâîñòè ñåìåéñòâà áîêîâûõ ïîëîæåíèé

ðàâíîâåñèÿ ñîâïàäàåò ñ îáëàñòüþ èõ ñóùåñòâîâàíèÿ è èìåþò âèä σ > σ∗ (êðîìå,

ìîæåò áûòü, ãðàíè÷íîé òî÷êè σ = σ∗).

Îòìåòèì, ÷òî äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà ðàññìàòðèâàåìîå òåëî ÿâëÿåòñÿ ìàòåìàòè�
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÷åñêèì ìàÿòíèêîì (xG = l, yG = zG = 0, A = 0, B = C = ml2), âûïîëíÿåòñÿ ñî�

îòíîøåíèå ∆ = 0, è ñèñòåìà èìååò òðè âàðèàíòà ðàâíîâåñèé � âåðõíåå, íèæíåå

è áîêîâîå, ïðè÷¼ì äëÿ áîêîâîãî ïîëîæåíèÿ óãîë ìåæäó âåðòèêàëüþ è ðàäèóñ�

âåêòîðîì öåíòðà ìàññ ðàâåí ϕ = arccos
(

m2gl/σ
)

. Âåðõíåå ñåìåéñòâî ðàâíîâåñèé

íåóñòîé÷èâî, äëÿ íèæíåãî ïîëîæåíèÿ íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ âûïîëíÿþòñÿ ïðè

σ < m2gl, à äëÿ áîêîâîãî � ïðè σ > m2gl. Ïîëó÷åííûé â äèññåðòàöèè ðåçóëüòàò

ñîâïàäàåò ñ ðåçóëüòàòîì, ïîëó÷åííûì ðàíåå â ñòàòüå [71℄.

1.6. Î ïåðèîäè÷åñêèõ äâèæåíèÿõ ïîëíîé ñèñòåìû.

Âåðí¼ìñÿ ê ðàññìîòðåíèþ ïîëíîé íåàâòîíîìíîé ñèñòåìû ñ ãàìèëüòîíèà�

íîì (1.1.9), (1.1.10). Â îêðåñòíîñòè êàæäîãî íàéäåííîãî ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ

ïðèáëèæåííîé àâòîíîìíîé ñèñòåìû (ñëó÷àè ãðàíè÷íûõ çíà÷åíèé σ â îáëàñòÿõ

ñóùåñòâîâàíèÿ áîêîâûõ ðàâíîâåñèé è â îáëàñòÿõ óñòîé÷èâîñòè âåðòèêàëüíûõ

ðàâíîâåñèé, à òàêæå ñåìåéñòâà ðàâíîâåñèé â ñëó÷àå ∆ = 0 èñêëþ÷èì èç ðàñ�

ñìîòðåíèÿ) ïîëíóþ ñèñòåìó ìîæíî ðàññìàòðèâàòü, êàê êâàçèëèíåéíóþ. Òàê

êàê êîðíè å¼ õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ (ïîðÿäêà åäèíèöû) íåñîèçìåðè�

ìû ïî ñðàâíåíèþ ñ ÷àñòîòîé âíåøíèõ âîçìóùåíèé Ω (ïîðÿäêà ε−2
), òî èìååò

ìåñòî íåðåçîíàíñíûé ñëó÷àé òåîðèè ïåðèîäè÷åñêèõ äâèæåíèé Ïóàíêàðå [47℄,

è êàæäîìó íàéäåííîìó ïîëîæåíèþ ðàâíîâåñèÿ ïðèáëèæåííîé ñèñòåìû óðàâíå�

íèé ñîîòâåòñòâóåò åäèíñòâåííîå àíàëèòè÷åñêîå ïî ε, 2π/Ω-ïåðèîäè÷åñêîå ïî t

ðåøåíèå ïîëíîé íåàâòîíîìíîé ñèñòåìû ñ ãàìèëüòîíèàíîì (1.1.9). Â ñâîþ î÷å�

ðåäü, ýòèì ïåðèîäè÷åñêèì ðåøåíèÿì îòâå÷àþò âûñîêî÷àñòîòíûå (ñ ïåðèîäîì

2π/Ω, ðàâíûì ïåðèîäó êîëåáàíèé òî÷êè ïîäâåñà) äâèæåíèÿ èñõîäíîé ïîëíîé

íåàâòîíîìíîé êàíîíè÷åñêîé ñèñòåìû ñ ãàìèëüòîíèàíîì (1.1.3). Ýòè äâèæåíèÿ

ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé âûñîêî÷àñòîòíûå äðîæàíèÿ òåëà â îêðåñòíîñòè ïîëîæåíèé,

îòâå÷àþùèõ ïîëîæåíèÿì ðàâíîâåñèÿ ïðèáëèæåííîé ñèñòåìû.

Âûïèøåì äâèæåíèÿ ñèñòåìû ñ ãàìèëüòîíèàíîì (1.1.3) â ñëó÷àå òåëà ñ öåí�
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òðîì ìàññ â ãëàâíîé ïëîñêîñòè èíåðöèè. Èç ïîëîæåíèé ðàâíîâåñèÿ, ïîêàçàííûõ

íà ðèñ. 2, ðîæäàþòñÿ ïåðèîäè÷åñêèå äâèæåíèÿ âèäà (çäåñü è äàëåå ñëàãàåìûå

O(ε4) ïåðèîäè÷íû ïî t ñ ïåðèîäîì 2π/Ω):

a) ψ̂ = π+O
(

ε4
)

, θ̂ = π−arcsin

(

xG
rG

)

+ε2
ArG
BxG

cosΩt+O
(

ε4
)

, ϕ̂ = −π/2+O
(

ε4
)

b) ψ̂ = −π
2
− ε2

zGrG
x2G

cosΩt+O
(

ε4
)

, θ̂ = π + arcsin

(

xG
rG

)

+ O
(

ε4
)

ϕ̂ =
π

2
− ε2

Ax2G + Cz2G
Cx2G

cosΩt+ O
(

ε4
)

c) ψ̂ = π+O
(

ε4
)

, θ̂ = − arcsin

(

xG
rG

)

−ε2ArG
BxG

cosΩt+O
(

ε4
)

, ϕ̂ = −π/2+O
(

ε4
)

d) ψ̂ =
π

2
+ ε2

zGrG
x2G

cosΩt+ O
(

ε4
)

, θ̂ = − arcsin

(

xG
rG

)

+ O
(

ε4
)

ϕ̂ = −π
2
− ε2

Ax2G + Cz2G
Cx2G

cosΩt+ O
(

ε4
)

Áîêîâûì ïîëîæåíèÿì ðàâíîâåñèÿ (ñì. ðèñ. 4) îòâå÷àþò ïåðèîäè÷åñêèå äâè�

æåíèÿ âèäà

a) ψ̂ = O
(

ε4
)

, θ̂ = π + arcsin

(

xGBmg + zG
√

r2Gσ
2 −B2m2g2

r2Gσ

)

−

−ε2Amg
xGσ

cosΩt+ O
(

ε4
)

, ϕ̂ =
π

2
+ O

(

ε4
)

b) ψ̂ = − arcsin

(

xG

rG
√

1− δ22z
2
G

)

− ε2
δ22zGrG
1− δ22z

2
G

cosΩt+ O
(

ε4
)

θ̂ = π + arccos (zGδ2)− ε2
δ2zGrG

√

1− r2Gδ
2
2

xG
√

1− z2Gδ
2
2

cosΩt+ O
(

ε4
)
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ϕ̂ = π − arcsin

(

δ2xG
√

1− z2Gδ
2
2

)

− δ2rG
(

A+ (C −A) z2Gδ
2
2

)

C (1− z2Gδ
2
2)

ε2 cosΩt+O
(

ε4
)

δ2 = CAmg/σ
(

Ax2G + Cz2G
)

Ïðè ýòîì íåóñòîé÷èâûå ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ ïðèáëèæåííîé ñèñòåìû ïå�

ðåéäóò â íåóñòîé÷èâûå ïåðèîäè÷åñêèå äâèæåíèÿ ïîëíîé ñèñòåìû, à óñòîé÷èâûå

ðàâíîâåñèÿ ïåðåéäóò â ïåðèîäè÷åñêèå äâèæåíèÿ, óñòîé÷èâûå â ëèíåéíîì ïðè�

áëèæåíèè. Ýòî ñëåäóåò èç íåïðåðûâíîñòè ïî ε õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ ïîêàçàòåëåé

ñîîòâåòñòâóþùèõ ëèíåàðèçîâàííûõ óðàâíåíèé âîçìóù¼ííîãî äâèæåíèÿ.
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�ëàâà 2

Èññëåäîâàíèå óñòîé÷èâîñòè ñòàöèîíàðíûõ

âðàùåíèé âîë÷êà Ëàãðàíæà ñ âèáðèðóþùåé

òî÷êîé ïîäâåñà

2.1. Ïðåîáðàçîâàíèå ãàìèëüòîíèàíà. Ïðèáëèæåííûé

(ìîäåëüíûé) ãàìèëüòîíèàí

Âî âòîðîé è òðåòüåé ãëàâàõ áóäåì ðàññìàòðèâàòü äâèæåíèå âîë÷êà Ëàãðàí�

æà â îäíîðîäíîì ïîëå òÿæåñòè. Ïóñòü òî÷êà çàêðåïëåíèÿ (ïîäâåñà) O âîë÷�

êà ñîâåðøàåò çàäàííîå äâèæåíèå â òðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå. Â íåïîäâèæíîé

ñèñòåìå êîîðäèíàò O∗XY Z ñ îñüþ O∗Z, íàïðàâëåíîé âåðòèêàëüíî ââåðõ, ðà�

äèóñ-âåêòîð O∗O çàäàåòñÿ ïðîåêöèÿìè O∗O = (u(t), v(t), w(t))T , ãäå �óíêöèè

u(t), v(t) è w(t) ïåðèîäè÷åñêèå, ñ ÷àñòîòîé Ω, ïðè÷åì ñðåäíèå ïî âðåìåíè çíà�

÷åíèÿ ýòèõ ïðîåêöèé ðàâíû íóëþ.

Ââåä¼ì ïîñòóïàòåëüíî äâèæóùóþñÿ ñèñòåìó êîîðäèíàò OXY Z ñ îñÿìè, ïà�

ðàëëåëüíûìè íåïîäâèæíûì îñÿì, à òàêæå ñâÿçàííóþ ñ âîë÷êîì ñèñòåìó êîîðäè�

íàò Oxyz, îñü Oz êîòîðîé íàïðàâëåíà âäîëü îñè åãî äèíàìè÷åñêîé ñèììåòðèè.

Îðèåíòàöèþ ñèñòåìû êîîðäèíàò Oxyz îòíîñèòåëüíî OXY Z áóäåì çàäàâàòü ñ

ïîìîùüþ óãëîâ Ýéëåðà ψ, θ, ϕ.

Ïóñòü m � ìàññà òåëà, A è C � ýêâàòîðèàëüíûé è îñåâîé ìîìåíòû èíåð�

öèè äëÿ òî÷êè O, l � ðàññòîÿíèå îò òî÷êè ïîäâåñà äî öåíòðà ìàññ G âîë÷êà.

Êèíåòè÷åñêàÿ è ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèè âîë÷êà âû÷èñëÿþòñÿ ïî �îðìóëàì

T =
1

2
mV 2

O +mVO ·VGr + Tr, Π = mg(l cos θ + w(t)), (2.1.1)

Çäåñü VO � ñêîðîñòü òî÷êè O, VGr = ω × OG è Tr � îòíîñèòåëüíûå
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(â ñèñòåìå êîîðäèíàò OXY Z) ñêîðîñòü öåíòðà ìàññ âîë÷êà è åãî êèíåòè÷åñêàÿ

ýíåðãèÿ, ω � âåêòîð óãëîâîé ñêîðîñòè òåëà. Âåëè÷èíà Tr îïðåäåëÿåòñÿ âûðàæå�

íèåì

Tr =
1

2
A(θ̇2 + ψ̇2 sin2 θ) +

1

2
C(ψ̇ cos θ + ϕ̇)2). (2.1.2)

Çäåñü è äàëåå òî÷êà íàä ñèìâîëîì îçíà÷àåò äè��åðåíöèðîâàíèå ïî âðåìåíè t.

Óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ âîë÷êà áóäåì çàïèñûâàòü â �îðìå êàíîíè÷åñêèõ

óðàâíåíèé �àìèëüòîíà, ïðèíèìàÿ çà îáîáù¼ííûå êîîðäèíàòû óãëû ψ, θ, ϕ. Ââå�

ä¼ì ñîïðÿæåííûå ñ íèìè èìïóëüñû ïî �îðìóëàì

Pψ = ∂T/∂ψ̇, Pθ = ∂T/∂θ̇, Pϕ = ∂T/∂ϕ̇ (2.1.3)

è, èñïîëüçóÿ ñîîòíîøåíèÿ (2.1.1), (2.1.2), ñîñòàâèì ãàìèëüòîíèàí

H = Pψψ̇ + Pθθ̇ + Pϕϕ̇− T +Π.

Ïðè ýòîì âòîðîå ñëàãàåìîå â �óíêöèè êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè èç (2.1.1) âû÷èñ�

ëÿåòñÿ ñ ó÷åòîì êèíåìàòè÷åñêèõ óðàâíåíèé Ýéëåðà è âûðàæåíèé äëÿ íàïðàâëÿ�

þùèõ êîñèíóñîâ îñåé ñâÿçàííîé ñèñòåìû êîîðäèíàò [53℄, à âõîäÿùèå â ãàìèëü�

òîíèàí âåëè÷èíû ψ̇, θ̇ è ϕ̇ âûðàæåíû ÷åðåç èìïóëüñû ñ ïîìîùüþ ñîîòíîøåíèé

(2.1.3).

Ñäåëàåì â ïîëó÷åííîì ãàìèëüòîíèàíå óíèâàëåíòíóþ êàíîíè÷åñêóþ çàìåíó

ïåðåìåííûõ

ψ̂ = ψ, θ̂ = θ, ϕ̂ = ϕ, P̂ψ = Pψ −ml(u̇ cosψ + v̇ sinψ) sin θ,

P̂θ = Pθ −ml[(u̇ sinψ − v̇ cosψ) cos θ − ẇ sin θ], P̂ϕ = Pϕ,

çàäàâàåìóþ ïðîèçâîäÿùåé �óíêöèåé

S = ψP̂ψ + θP̂θ + ϕP̂ϕ +ml[(u̇ sinψ − v̇ cosψ) sin θ + ẇ cos θ].
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Ïðåîáðàçîâàííûé ãàìèëüòîíèàí çàïèøåòñÿ â âèäå (ñëàãàåìûå, ÿâëÿþùèå�

ñÿ �óíêöèÿìè âðåìåíè, îòáðîøåíû)

Ĥ =
P̂ 2
ϕ

2C
+
P̂ 2
θ

2A
+

(P̂ψ − P̂ϕ cos θ̂)
2

2A sin2 θ̂
+mgl cos θ̂ −

−ml[(ü(t) sin ψ̂ − v̈(t) cos ψ̂) sin θ̂ + ẅ(t) cos θ̂]. (2.1.4)

Â ñèñòåìå ñ ãàìèëüòîíèàíîì (2.1.4) êîîðäèíàòà ϕ̂ öèêëè÷åñêàÿ, è îòâå÷àþùèé

åé èìïóëüñ P̂ϕ ïîñòîÿíåí.

Ïóñòü íàèáîëüøåå îòêëîíåíèå h òî÷êè ïîäâåñà âîë÷êà îò òî÷êè O∗ ìàëî ïî

ñðàâíåíèþ ñ ïðèâåä¼ííîé äëèíîé L = A/ml, à ÷àñòîòà Ω åå êîëåáàíèé âåëèêà

ïî ñðàâíåíèþ ñ õàðàêòåðíîé ÷àñòîòîé ω∗ =
√

g/L. Ïîëîæèì

ε2 =
h

L
(0 < ε≪ 1),

ω∗
Ω

∼ ε2, hΩ ∼ 1. (2.1.5)

Ââåä¼ì áåçðàçìåðíîå "âðåìÿ" τ = Ωt è ïðåäñòàâèì êîìïîíåíòû ðàäèóñ�

âåêòîðà òî÷êè ïîäâåñà â âèäå u(t) = hU(τ), v(t) = hV (τ), w(t) = hW (τ). Çàòåì

îñóùåñòâèì â ãàìèëüòîíèàíå (2.1.4) êàíîíè÷åñêóþ çàìåíó ïåðåìåííûõ ïî �îð�

ìóëàì

θ̂ = x1, ψ̂ = x2, P̂θ = εAΩX1, P̂ψ = εAΩX2 (2.1.6)

è ïîëîæèì P̂ϕ = εAΩp (p = const). Ïðåîáðàçîâàííûé ãàìèëüòîíèàí çàïèøåì

â âèäå (çäåñü è äàëåå øòðèõ îçíà÷àåò äè��åðåíöèðîâàíèå ïî τ)

Ĥ = Ĥ0 + εĤ1 +
ε2

2
Ĥ2 +

ε3

6
Ĥ3, Ĥ0 = Ĥ2 = 0, Ĥ3 = 6k2 cosx1, (2.1.7)

Ĥ1 =
X2

1

2
+

(X2 − p cosx1)
2

2 sin2 x1
− [(U ′′ sin x2 − V ′′ cosx2) sinx1 +W ′′ cosx1].

Êàê è â ïåðâîé ãëàâå, íàéäåì áëèçêóþ ê òîæäåñòâåííîé 2π-ïåðèîäè÷åñêóþ

ïî τ êàíîíè÷åñêóþ çàìåíó ïåðåìåííûõ x1, x2, X1, X2 → y1, y2, Y1, Y2, èñêëþ÷à�

þùóþ èç ãàìèëüòîíèàíà ÿâíî âõîäÿùåå "âðåìÿ" τ â ñëàãàåìûõ äî ïîðÿäêà ε3

âêëþ÷èòåëüíî. Èñïîëüçóÿ ìåòîä Äåïðè�Õîðè, ïîëó÷èì, ÷òî ýòà çàìåíà èììååò
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âèä

x1 = y1 + O(ε2), x2 = y2 + O(ε2), (2.1.8)

X1 = Y1 + ε[(−U ′ sin y2 + V ′ cos y2) cos y1 +W ′ sin y1] + O(ε2),

X2 = Y2 − ε(U ′ cos y2 + V ′ sin y2) sin y1 + O(ε2).

Íåâûïèñàííûå â (2.1.8) ñëàãàåìûå O(ε2) â äàëüíåéøåì íå ïîòðåáóþòñÿ.

Ïðåîáðàçîâàííûé ãàìèëüòîíèàí áóäåò èìåòü âèä

K = K0 + εK1 +
ε2

2
K2 +

ε3

6
K3 + O(ε4), (2.1.9)

K0 = K2 = 0, K1 =
Y 2
1

2
+

(Y2 − p cos y1)
2

2 sin2 y1
,

K3 = 6k2 cos y1 − 3
{[(

〈U ′2〉 − 〈W ′2〉
)

sin2 y2 +
(

〈V ′2〉 − 〈W ′2〉
)

cos2 y2

]

sin2 y1+

+sin 2y1 (〈U ′W ′〉 sin y2 − 〈V ′W ′〉 cos y2)− 〈U ′V ′〉 sin 2y2
}

,

ãäå óãëîâûå ñêîáêè îáîçíà÷àþò îïåðàöèþ óñðåäíåíèÿ ïî τ îò óêàçàííîãî â íèõ

âûðàæåíèÿ. Ñëàãàåìîå O(ε4) â (2.1.9) 2π-ïåðèîäè÷íî ïî τ .

Îòáðîñèì â ãàìèëüòîíèàíå (2.1.9) ñëàãàåìîå O(ε4) è ïîëó÷èì ïðèáëèæåí�

íûé ãàìèëüòîíèàí, îòâå÷àþùèé àâòîíîìíîé ñèñòåìå. �åøåíèÿ ïîñëåäíåé àï�

ïðîêñèìèðóþò ðåøåíèÿ ïîëíîé íåàâòîíîìíîé ñèñòåìû ñ ïîãðåøíîñòüþ ïîðÿä�

êà ε4−γ íà èíòåðâàëå âðåìåíè τ ïîðÿäêà ε−γ. Ñëåäóÿ [55℄, áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî

γ = 5/2.

Â ïðèáëèæåííîì ãàìèëüòîíèàíå îñóùåñòâèì çàìåíó ïåðåìåííûõ, îáðàò�

íóþ çàìåíå (2.1.6)

θ̃ = y1, ψ̃ = y2, P̃θ = εAΩY1, P̃ψ = εAΩY2 (2.1.10)

è âåðíåìñÿ ê ðàçìåðíîìó âðåìåíè t è ðàçìåðíîìó ïàðàìåòðó P̃ϕ = εAΩp = P̂ϕ.

Â ðåçóëüòàòå ïðèáëèæåííûé ðàçìåðíûé ãàìèëüòîíèàí ïðèìåò âèä

H̃ =
P̃ 2
ϕ

2C
+
P̃ 2
θ

2A
+

(P̃ψ − P̃ϕ cos θ̃)
2

2A sin2 θ̃
+ Π(θ̃, ψ̃), (2.1.11)
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Π(θ̃, ψ̃) = Πg + Πv, Πg = mgl cos θ̃,

Πv = −m
2l2

2A
[(a1 sin

2 ψ̃+a2 cos
2 ψ̃) sin2 θ̃+(aXZ sin ψ̃−aY Z cos ψ̃) sin 2θ̃−aXY sin 2ψ̃].

Ïîñëåäíåå ñëàãàåìîå â (2.1.11) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïîòåíöèàëüíóþ ýíåðãèþ,

ñêëàäûâàþùóþñÿ èç ãðàâèòàöèîííîãî Πg è âèáðàöèîííîãî Πv [54, 55, 85℄ ïîòåí�

öèàëîâ. Â âûðàæåíèè äëÿ Πv ââåäåíû îáîçíà÷åíèÿ

a1 = aX − aZ , a2 = aY − aZ ,

aX = 〈u̇2〉, aY = 〈v̇2〉, aZ = 〈ẇ2〉, aXY = 〈u̇v̇〉, aY Z = 〈v̇ẇ〉, aXZ = 〈ẇu̇〉.

Çäåñü óãëîâûìè ñêîáêàìè îáîçíà÷åíû ñðåäíèå çíà÷åíèÿ ïî t ñòîÿùèõ â íèõ

�óíêöèé. Îòìåòèì, ÷òî âûáîðîì îñåé O∗X è O∗Y âñåãäà ìîæíî äîáèòüñÿ òîãî,

÷òîáû âûïîëíÿëîñü ñîîòíîøåíèå aXY = 0.

Ó÷èòûâàÿ îïèñàííóþ âûøå ñâÿçü ìåæäó ðåøåíèÿìè ïîëíîé ñèñòåìû ñ ãà�

ìèëüòîíèàíîì (2.1.9) è îòâå÷àþùåé åé ïðèáëèæåííîé ñèñòåìû, à òàêæå ïðèíè�

ìàÿ âî âíèìàíèå ñîîòíîøåíèÿ (2.1.5) è ïðîâåäåííûå çàìåíû ïåðåìåííûõ (2.1.6),

(2.1.8) è (2.1.10), çàêëþ÷àåì, ÷òî íà èíòåðâàëå âðåìåíè t ∼ ε−1/2
ðåøåíèÿ àâòî�

íîìíîé ñèñòåìû ñ ïðèáëèæåííûì ãàìèëüòîíèàíîì (2.1.11) ñâÿçàíû ñ ðåøåíè�

ÿìè èñõîäíîé íåàâòîíîìíîé ñèñòåìû ñ ãàìèëüòîíèàíîì (2.1.4) ñîîòíîøåíèÿìè

âèäà

ψ̂ = ψ̃ + O(ε3/2), θ̂ = θ̃ +O(ε3/2)

P̂ψ = P̃ψ −ml[(u̇ cos ψ̃ + v̇ sin ψ̃) sin θ̃] +O(ε1/2)

P̂θ = P̃θ +ml[(−u̇ sin ψ̃ + v̇ cos ψ̃) cos θ̃ + ẇ sin θ̃] + O(ε1/2)

Çàìåòèì, ÷òî ãàìèëüòîíèàí (2.1.11) íå îïðåäåëåí, åñëè îñü äèíàìè÷åñêîé

ñèììåòðèè âîë÷êà ïðîõîäèò ÷åðåç âåðòèêàëü (sin θ̃ = 0). Â ýòîì ñëó÷àå íà�

ïðàâèì îñè O∗Y è OY íåïîäâèæíîé è ïîñòóïàòåëüíî äâèæóùåéñÿ ñèñòåì êî�

îðäèíàò âåðòèêàëüíî ââåðõ. Ïðîâîäÿ àíàëîãè÷íûå ïðåîáðàçîâàíèÿ, ïîëó÷èì
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ïðèáëèæåííûé àâòîíîìíûé ãàìèëüòîíèàí âèäà

H̃∗ =
P̃ 2
ϕ

2C
+
P̃ 2
θ

2A
+

(P̃ψ − P̃ϕ cos θ̃)
2

2A sin2 θ̃
+Π∗(θ̃, ψ̃), (2.1.12)

Π∗(θ̃, ψ̃) = Πg∗ + Πv∗, Πg∗ = −mgl cos ψ̃ sin θ̃,

Πv∗ = −m
2l2

2A
[((b2 − b1) sin

2 ψ̃ − b1 cos
2 ψ̃) sin2 θ̃+

+(aXZ sin ψ̃ − aY Z cos ψ̃) sin 2θ̃ − aXY sin 2ψ̃],

ãäå ââåäåíû ïàðàìåòðû b1 = aZ − aY è b2 = aX − aY .

Áóäåì ðàññìàòðèâàòü äâèæåíèå âîë÷êà Ëàãðàíæà, îñòàâàÿñü â ðàìêàõ

ïðèáëèæåííîé àâòîíîìíîé ñèñòåìû ñ ãàìèëüòîíèàíîì (2.1.11) èëè, â ñëó÷àå

sin θ̃ = 0 � ñ ãàìèëüòîíèàíîì (2.1.12); çíàêè òèëüäû íàä ïåðåìåííûìè îïó�

ñòèì.

Íèæå áóäåò ïðîâåäåíî èññëåäîâàíèå äâóõ ÷àñòíûõ òèïîâ äâèæåíèÿ âîë÷êà

Ëàãðàíæà � ñòàöèîíàðíûõ âðàùåíèé (ãëàâà 2) è ìàÿòíèêîâûõ äâèæåíèé � êî�

ëåáàíèé è âðàùåíèé (ãëàâà 3). Áóäóò ðàññìîòðåíû ðàçëè÷íûå âàðèàíòû çàêîíà

äâèæåíèÿ òî÷êè ïîäâåñà âîë÷êà.

Îñíîâíîé öåëüþ èññëåäîâàíèÿ ÿâëÿåòñÿ èçó÷åíèå âëèÿíèÿ áûñòðûõ âèáðà�

öèé íà ñóùåñòâîâàíèå è õàðàêòåð óñòîé÷èâîñòè äàííûõ äâèæåíèé. Ïðåäñòàâëÿ�

åò èíòåðåñ îáíàðóæåíèå íîâûõ äèíàìè÷åñêèõ ý��åêòîâ, îáóñëîâëåííûõ íàëè�

÷èåì âèáðàöèé.

2.2. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è îá èññëåäîâàíèè ñòàöèîíàðíûõ

âðàùåíèé

�àññìîòðèì îòâå÷àþùóþ ãàìèëüòîíèàíó (2.1.11) ïðèâåäåííóþ ñèñòåìó

ñ äâóìÿ ñòåïåíÿìè ñâîáîäû. Ýòà ñèñòåìà èìååò ÷àñòíûå ðåøåíèÿ (ïîëîæåíèÿ

ðàâíîâåñèÿ), îïèñûâàåìûå ñîîòíîøåíèÿìè

ψ = ψ0, θ = θ0, Pψ = Pϕ cos θ0, Pθ = 0 (Pϕ = Cω = const). (2.2.13)
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Ïîñòîÿííûå çíà÷åíèÿ θ0 è ψ0 ÿâëÿþòñÿ ñòàöèîíàðíûìè òî÷êàìè ïîòåíöèàëüíîé

ýíåðãèè Π(ψ, θ) è óäîâëåòâîðÿþò ñîîòíîøåíèÿì Π′
θ = 0, Π′

ψ = 0, ñâîäÿùèìñÿ ê

óðàâíåíèÿì

sin θ +
ml

Ag

[

a1 sin
2 ψ + a2 cos

2 ψ

2
sin 2θ + (aXZ sinψ − aY Z cosψ) cos 2θ

]

= 0,

sin θ [(a1 − a2) sin θ cosψ sinψ + (aXZ cosψ + aY Z sinψ) cos θ] = 0. (2.2.14)

Äàííûì ðåøåíèÿì (â ðàìêàõ ïðèáëèæåííîé ñèñòåìû) îòâå÷àþò ñòàöèî�

íàðíûå âðàùåíèÿ âîë÷êà âîêðóã îñè äèíàìè÷åñêîé ñèììåòðèè, ñîõðàíÿþùåé

íåèçìåííîå ïîëîæåíèå â òåëå è â ñèñòåìå êîîðäèíàò OXY Z. Óãëîâàÿ ñêîðîñòü

ω âðàùåíèÿ ìîæåò áûòü ïðîèçâîëüíîé, áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè áóäåì ñ÷è�

òàòü åå ïîëîæèòåëüíîé.

�àññìîòðèì âîïðîñ î ñóùåñòâîâàíèè è áè�óðêàöèè óêàçàííûõ ðåøåíèé,

à òàêæå èññëåäóåì èõ óñòîé÷èâîñòü ïî îòíîøåíèþ ê ïåðåìåííûì ψ, θ, Pψ è Pθ

ïðè �èêñèðîâàííûõ çíà÷åíèÿõ âåëè÷èíû Pϕ.

Â ñëó÷àå ïðîèçâîëüíîãî (â ðàìêàõ ñäåëàííûõ äîïóùåíèé) äâèæåíèÿ òî÷êè

ïîäâåñà âîë÷êà äàííàÿ çàäà÷à çàâèñèò îò ïÿòè ïàðàìåòðîâ: ÷åòûðåõ âèáðàöè�

îííûõ ïàðàìåòðîâ a1, a2, aXZ è aY Z , îïðåäåëÿåìûõ çàêîíîì äâèæåíèÿ òî÷êè

ïîäâåñà, è óãëîâîé ñêîðîñòè ω ñòàöèîíàðíîãî âðàùåíèÿ. Â îáùåì ñëó÷àå ðåøå�

íèå çàäà÷è ïðåäñòàâëÿåò çíà÷èòåëüíûå òðóäíîñòè. Â ñëåäóþùèõ ðàçäåëàõ áóäåò

ðàññìîòðåí ðÿä ÷àñòíûõ çàêîíîâ äâèæåíèÿ òî÷êè ïîäâåñà.

Èç âòîðîãî óðàâíåíèÿ (2.2.14) èìååì ÷àñòíîå ðåøåíèå sin θ = 0, äëÿ êîòîðî�

ãî îñü âîë÷êà çàíèìàåò âåðòèêàëüíîå ïîëîæåíèå ("ñïÿùèé" âîë÷îê Ëàãðàíæà).

Òàê êàê â ýòèõ ñëó÷àÿõ óãëû ψ è ϕ íå îïðåäåëåíû, ñèñòåìà (2.2.14) ñîâìåñòíà

òîëüêî ïðè óñëîâèè aXY = aY Z = aXZ = 0; ýòîò ñëó÷àé áóäåò ðàññìîòðåí â

ðàçäåëå 2.4. Â ðàçäåëå 2.5 èññëåäóåòñÿ ñëó÷àé äâèæåíèÿ òî÷êè ïîäâåñà âäîëü

ïðîèçâîëüíîé íàêëîííîé ïðÿìîé, à â ðàçäåëå 2.6 � ñëó÷àé aXY = aXZ = 0.

Îòìåòèì, ÷òî ðàíåå â ðàáîòå [56℄ èññëåäîâàíèå ñòàöèîíàðíûõ âðàùåíèé

âîë÷êà Ëàãðàíæà ñ âèáðèðóþùèì ïîäâåñîì ïðè àíàëîãè÷íûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ
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áûëî ïðîâåäåíî äëÿ ñëó÷àÿ "âèáðàöèîííîé ñèììåòðèè"

aX = aY , aXY = aY Z = aXZ = 0.

Â ýòîì ñëó÷àå â ñèñòåìå èìåþòñÿ äâå öèêëè÷åñêèå êîîðäèíàòû (óãëû ïðåöåññèè

è ñîáñòâåííîãî âðàùåíèÿ), êàê â ñëó÷àå âîë÷êà Ëàãðàíæà ñ íåïîäâèæíîé òî÷�

êîé ïîäâåñà. Ïîëó÷åíû äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ óñòîé÷èâîñòè ñòàöèîíàðíûõ âðà�

ùåíèé (âîêðóã âåðòèêàëüíîé è íàêëîííîé îñåé) ïóòåì ïîñòðîåíèÿ ñâÿçêè ïåð�

âûõ èíòåãðàëîâ ïðèáëèæåííîé àâòîíîìíîé ñèñòåìû äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâ�

íåíèé, çàïèñàííûõ â �îðìå ìîäè�èöèðîâàííûõ óðàâíåíèé Ýéëåðà � Ïóàññîíà.

2.3. Ñõåìà èññëåäîâàíèÿ

Ïðèâåäåì èñïîëüçóåìóþ äàëåå ñõåìó èññëåäîâàíèÿ è íåîáõîäèìûå òåîðå�

òè÷åñêèå ñâåäåíèÿ.

Ïóñòü ñíà÷àëà sin θ0 6= 0. Ââåä¼ì âîçìóùåíèÿ ïî �îðìóëàì

q1 = θ − θ0, q2 = ψ − ψ0, p1 = Pθ, p2 = Pψ − Cω cos θ0.

Êâàäðàòè÷íàÿ ÷àñòü ãàìèëüòîíèàíà âîçìóù¼ííîãî äâèæåíèÿ çàïèøåòñÿ â

âèäå

H2 =
C2ω2 + AΠ′′

θθ

2A
q21 +

Π′′
ψψ

2
q22 +

1

2A
p21 +

1

2A sin2 θ0
p22 + Π′′

ψθq1q2 +
Cω

A sin θ0
q1p2,

(2.3.15)

Π′′
θθ = −mgl cos θ − m2l2

A
[(a1 sin

2 ψ + a2 cos
2 ψ) cos 2θ −

−2(aXZ sinψ − aY Z cosψ) sin 2θ],

Π′′
ψθ = −m

2l2

A
[(a1 − a2) cos 2θ cosψ sinψ + (aXZ cosψ + aY Z sinψ) sin 2θ],

Π′′
ψψ = −m

2l2

A
sin θ[(a1 − a2) sin θ cos 2ψ + (aY Z cosψ − aXZ sinψ) cos θ].
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Äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ óñòîé÷èâîñòè áóäåì èñêàòü êàê óñëîâèÿ çíàêîîïðå�

äåë¼ííîñòè êâàäðàòè÷íîé �îðìû H2, ñâîäÿùèåñÿ ê ñèñòåìå íåðàâåíñòâ

Π′′
ψψ > 0, ∆ = Π′′

θθΠ
′′
ψψ − (Π′′

ψθ)
2 > 0. (2.3.16)

Ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé (2.3.16) ñîîòâåòñòâóþùåå ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ ïðè�

âåäåííîé ñèñòåìû ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé ìèíèìóìà ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè Π(θ, ψ),

à óãëîâàÿ ñêîðîñòü ñòàöèîíàðíîãî âðàùåíèÿ ìîæåò áûòü ïðîèçâîëüíîé.

Õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå ñèñòåìû ëèíåàðèçîâàííûõ óðàâíåíèé âîç�

ìóù¼ííîãî äâèæåíèÿ èìååò âèä

λ4 + aλ2 + b = 0, (2.3.17)

Åãî êîý��èöèåíòû è äèñêðèìèíàíò d = a2 − 4b âû÷èñëÿþòñÿ ïî �îðìóëàì

a =
A(Π′′

ψψ +Π′′
θθ sin

2 θ0) + C2ω2 sin2 θ0

A2 sin2 θ0
, b =

∆

A2 sin2 θ0
,

d =
C4

A4
ω4 +

2C2(Π′′
ψψ + Π′′

θθ sin
2 θ0)

A3 sin2 θ0
ω2 +

(Π′′
ψψ − Π′′

θθ sin
2 θ0)

2 + 4(Π′′
ψθ)

2 sin2 θ0

A2 sin4 θ0
.

(2.3.18)

Åñëè âûïîëíÿþòñÿ íåðàâåíñòâà

a > 0, b > 0, d > 0, (2.3.19)

òî êîðíè ±iωj (j = 1, 2; ω1 > ω2) óðàâíåíèÿ (2.3.17) ÷èñòî ìíèìûå, è èññëåäó�

åìîå ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ óñòîé÷èâî â ëèíåéíîì ïðèáëèæåíèè. Íåðàâåíñòâà

(2.3.19) çàäàþò íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ óñòîé÷èâîñòè.

Îòìåòèì, ÷òî èç óñëîâèé (2.3.16) ñðàçó ñëåäóþò íåðàâåíñòâà (2.3.19), ò. å.

äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ óñòîé÷èâîñòè ÿâëÿþòñÿ òàêæå è íåîáõîäèìûìè. Îïèøåì

ñëó÷àè, êîãäà âûïîëíÿþòñÿ òîëüêî íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ óñòîé÷èâîñòè. Â ñèëó

óñëîâèÿ b > 0 ïîëó÷àåì, ÷òî äîëæíû âûïîëíÿòüñÿ íåðàâåíñòâà

Π′′
ψψ < 0, ∆ > 0, (2.3.20)
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îçíà÷àþùèå, ÷òî ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé ìàêñèìóìà ïîòåíöè�

àëüíîé ýíåðãèè. Âåëè÷èíà d èç (2.3.18) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé êâàäðàòíûé îòíî�

ñèòåëüíî ω2
òðåõ÷ëåí, åãî ñòàðøèé êîý��èöèåíò è ñâîáîäíûé ÷ëåí ïîëîæè�

òåëüíû, à äèñêðèìèíàíò ðàâåí 16∆/A6 sin2 θ0 > 0. Òàêèì îáðàçîì, êâàäðàòíûé

òðåõ÷ëåí èìååò äâà âåùåñòâåííûõ êîðíÿ îäíîãî çíàêà; â ñèëó ðàññìàòðèâàåìûõ

óñëîâèé Π′′
ψψ < 0, Π′′

θθ < 0 ýòè êîðíè ïîëîæèòåëüíûå.

Ëèíåéíûé êîý��èöèåíò a õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ (2.3.17) ïîëî�

æèòåëåí ïðè óñëîâèè ω2 > −A(Π′′
ψψ + Π′′

θθ sin
2 θ0)/(C

2 sin2 θ0). Ëåâàÿ ãðàíèöà

óêàçàííîãî èíòåðâàëà ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé ìèíèìóìà êâàäðàòíîãî òðåõ÷ëåíà d è,

ñëåäîâàòåëüíî, ëåæèò â îáëàñòè åãî îòðèöàòåëüíûõ çíà÷åíèé.

Òàêèì îáðàçîì, ðåøåíèÿ ñèñòåìû a > 0, d > 0 ëåæàò ïðàâåå áîëüøåãî èç

äâóõ êîðíåé �óíêöèè d è çàäàþòñÿ íåðàâåíñòâîì

ω2 >
A

C2 sin2 θ0

[

−(Π′′
ψψ + Π′′

θθ sin
2 θ0) + 2

√

∆sin2 θ0

]

. (2.3.21)

Ñîîòíîøåíèÿ (2.3.20), (2.3.21) ñîñòàâëÿþò íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ óñòîé÷èâîñòè

(óñëîâèÿ ãèðîñêîïè÷åñêîé ñòàáèëèçàöèè) èññëåäóåìîãî ñòàöèîíàðíîãî âðàùå�

íèÿ.

Ïðè èçìåíåíèè çíàêà íåðàâåíñòâà (2.3.21) íà ïðîòèâîïîëîæíûé, à òàêæå

ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ ∆ < 0 (ñëó÷àé ñåäëîâîé òî÷êè �óíêöèè Π(θ, ψ)) ïî�

ëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ ïðèâåäåííîé ñèñòåìû íåóñòîé÷èâî.

Â ñëó÷àå sin θ0 = 0 ñëåäóåò ïåðåíàïðàâèòü îñè ñèñòåì êîîðäèíàò O∗XY Z

è OXY Z è èñïîëüçîâàòü ãàìèëüòîíèàí (2.1.12), ïîñëå ÷åãî èññëåäîâàíèå ïðî�

âîäèòñÿ àíàëîãè÷íûì îáðàçîì.

Â îáëàñòÿõ âûïîëíåíèÿ òîëüêî íåîáõîäèìûõ óñëîâèé óñòîé÷èâîñòè â ðÿäå

ñëó÷àåâ äàëåå áóäåò ïðîâåäåí íåëèíåéíûé àíàëèç. Ïðè ýòîì áóäåì ïîëüçîâàòüñÿ

èçâåñòíûìè ìåòîäàìè èññëåäîâàíèÿ óñòîé÷èâîñòè àâòîíîìíûõ ãàìèëüòîíîâûõ

ñèñòåì ñ äâóìÿ ñòåïåíÿìè ñâîáîäû [48℄.
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�àìèëüòîíèàí âîçìóù¼ííîãî äâèæåíèÿ ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå

H = H2 +H3 +H4 + ..., (2.3.22)

ãäå Hk (k = 2, 3, 4, . . . ) � ñîâîêóïíîñòü ñëàãàåìûõ ñòåïåíè k îòíîñèòåëüíî âîç�

ìóùåíèé.

Ñíà÷àëà îñóùåñòâëÿåòñÿ ëèíåéíàÿ óíèâàëåíòíàÿ êàíîíè÷åñêàÿ çàìåíà ïå�

ðåìåííûõ q1, q2, p1, p2 → q′1, q
′
2, p

′
1, p

′
2, ïðèâîäÿùàÿ êâàäðàòè÷íóþ ÷àñòü H2 ê

íîðìàëüíîé �îðìå âèäà

Ĥ2 =
1

2
ω1(q

′
1
2
+ p′1

2
)− 1

2
ω2(q

′
2
2
+ p′2

2
). (2.3.23)

Äàëåå ïðè ïîìîùè áëèçêîãî ê òîæäåñòâåííîìó êàíîíè÷åñêîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ

q′1, q
′
2, p

′
1, p

′
2 → q′′1 , q

′′
2 , p

′′
1, p

′′
2 íîðìàëèçóþòñÿ �îðìû òðåòüåé è ÷åòâåðòîé ñòåïåíåé.

Ïóñòü â ñèñòåìå îòñóòñòâóþò ðåçîíàíñû òðåòüåãî è ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêîâ.

Òîãäà â "ïîëÿðíûõ" êîîðäèíàòàõ ϕj è rj (j = 1, 2), çàäàâàåìûõ �îðìóëàìè

q′′j =
√

2rj sinϕj, p′′j =
√

2rj cosϕj (j = 1, 2),

íîðìàëèçîâàííûé ãàìèëüòîíèàí èìååò âèä

H = ω1r1 − ω2r2 + c20r
2
1 + c11r1r2 + c02r

2
2 + O(r

5/2
j ). (2.3.24)

Åñëè ïðè ýòîì âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

D = c20ω
2
2 + c11ω1ω2 + c02ω

2
1 6= 0, (2.3.25)

òî èññëåäóåìîå ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ ïðèâåäåííîé ñèñòåìû óñòîé÷èâî ïî Ëÿ�

ïóíîâó. Ñëó÷àé âûðîæäåíèÿ D = 0 òðåáóåò ðàññìîòðåíèÿ â ãàìèëüòîíèàíå

âîçìóù¼ííîãî äâèæåíèÿ ñëàãàåìûõ âûøå ÷åòâåðòîé ñòåïåíè îòíîñèòåëüíî âîç�

ìóùåíèé; òàêîå èññëåäîâàíèå â ðàáîòå íå ïðîâîäèòñÿ.

Ïðè íàëè÷èè ðåçîíàíñà òðåòüåãî ïîðÿäêà (ω1 = 2ω2) â âûðàæå�

íèå (2.3.24) íîðìàëèçîâàííîãî ãàìèëüòîíèàíà äîáàâëÿåòñÿ ñëàãàåìîå âèäà
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k3
√
r1r2 cos(ϕ1 + 2ϕ2). Åñëè ðåçîíàíñíûé êîý��èöèåíò k3 îòëè÷åí îò íóëÿ, òî

ðàññìàòðèâàåìîå ðåøåíèå íåóñòîé÷èâî; åñëè æå k3 = 0 è îäíîâðåìåííî âûïîë�

íåíî óñëîâèå c20 + 2c11 + 4c02 6= 0, òî èìååò ìåñòî óñòîé÷èâîñòü ïî Ëÿïóíîâó.

Â ñëó÷àå ðåçîíàíñà ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà (ω1 = 3ω2) â (2.3.24) äîáàâëÿåòñÿ

ñëàãàåìîå âèäà k4r2
√
r1r2 cos(ϕ1 + 3ϕ2). Åñëè âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå

|c20 + 3c11 + 9c02| > 3
√
3|k4|, (2.3.26)

òî ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ ïðèâåäåííîé ñèñòåìû óñòîé÷èâî ïî Ëÿïóíîâó, ïðè âû�

ïîëíåíèè íåðàâåíñòâà ñ ïðîòèâîïîëîæíûì çíàêîì èìååò ìåñòî íåóñòîé÷èâîñòü.

2.4. Ñëó÷àé aXY = aYZ = aXZ = 0

�àññìîòðèì ñíà÷àëà ñëó÷àé aXY = aY Z = aXZ = 0, äëÿ êîòîðîãî îñü

ñòàöèîíàðíîãî âðàùåíèÿ âîë÷êà ìîæåò áûòü âåðòèêàëüíîé. Ýòîò ñëó÷àé îõâà�

òûâàåò, â ÷àñòíîñòè, äâèæåíèå òî÷êè ïîäâåñà âäîëü âåðòèêàëüíîé èëè ãîðè�

çîíòàëüíîé ïðÿìîé, à òàêæå ïðîèçâîëüíîå (â ðàìêàõ ñäåëàííûõ äîïóùåíèé)

äâèæåíèå â ãîðèçîíòàëüíîé ïëîñêîñòè.

Êðîìå äâóõ ïîëîæåíèé ðàâíîâåñèÿ íà âåðòèêàëè θ0 = 0 (ïåðåâåðíóòûé

"ñïÿùèé" âîë÷îê) è θ0 = π (âèñÿùèé "ñïÿùèé" âîë÷îê), ïðèâåäåííàÿ ñèñòåìà

ìîæåò èìåòü ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ, äëÿ êîòîðûõ îñü äèíàìè÷åñêîé ñèììåòðèè

âîë÷êà íàêëîíåíà ê âåðòèêàëè (áîêîâûå ðàâíîâåñèÿ). Äëÿ áîêîâûõ ðàâíîâåñèé

ïåðâîãî òèïà îñü âîë÷êà ðàñïîëàãàåòñÿ â ïëîñêîñòè OXZ è ïðè ýòîì

ψ0 =
π

2
, cos θ0 = − Ag

mla1

(

|a1| >
Ag

ml

)

. (2.4.27)

Äëÿ áîêîâûõ ðàâíîâåñèé âòîðîãî òèïà îñü âîë÷êà ëåæèò â ïëîñêîñòè OY Z è

ψ0 = 0, cos θ0 = − Ag

mla2

(

|a2| >
Ag

ml

)

. (2.4.28)
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2.4.1. Èññëåäîâàíèå äîñòàòî÷íûõ è íåîáõîäèìûõ óñëîâèé

óñòîé÷èâîñòè

Âåðòèêàëüíûå ðàâíîâåñèÿ

�àññìîòðèì ñíà÷àëà ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ, äëÿ êîòîðûõ sin θ0 = 0. Äëÿ

èññëåäîâàíèÿ èõ óñòîé÷èâîñòè áóäåì ïîëüçîâàòüñÿ ãàìèëüòîíèàíîì (2.1.12), íà�

ïèñàííîì â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî îñè O∗Y è OY íåïîäâèæíîé è ïîñòóïàòåëüíî

äâèæóùåéñÿ ñèñòåì êîîðäèíàò íàïðàâëåíû âåðòèêàëüíî ââåðõ. Áåç îãðàíè÷å�

íèÿ îáùíîñòè ïîëàãàåì, ÷òî aZ > aX (ò. å. b1 > b2).

Âûðàæåíèå äëÿ ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè â (2.1.12) ïåðåïèøåòñÿ â âèäå (çíà�

êè òèëüäû íàä ñèìâîëàìè îïóñêàåì)

Π(θ, ψ) = −mgl cosψ sin θ − m2l2 sin2 θ

2A
[(b2 − b1) sin

2 ψ − b1 cos
2 ψ]. (2.4.29)

Äëÿ ðàññìàòðèâàåìûõ âåðòèêàëüíûõ ðàâíîâåñèé âòîðûå ÷àñòíûå ïðîèç�

âîäíûå ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè èìåþò âèä

Π′′
θθ =

m2l2

A

(

−b1 ∓
Ag

ml

)

, Π′′
ψψ =

m2l2

A

(

−b2 ∓
Ag

ml

)

, Π′′
θψ = 0, (2.4.30)

à êîý��èöèåíòû a è b õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ (2.3.17) îïðåäåëÿþòñÿ

âûðàæåíèÿìè

a =
C2ω2 −m2l2(b1 + b2)∓ 2mlAg

A2
, b =

m2l2

A4
(mlb1 ± Ag)(mlb2 ±Ag).(2.4.31)

Â (2.4.30) è (2.4.31) âåðõíèé è íèæíèé çíàêè îòíîñÿòñÿ ñîîòâåòñòâåííî ê âåðõ�

íåìó (ψ0 = π, θ0 = π/2) è íèæíåìó (ψ0 = 0, θ0 = π/2) ðàâíîâåñèÿì.

Èç ïðèâåäåííûõ âûðàæåíèé è ðåçóëüòàòîâ ðàçä. 2.3 ñëåäóåò, ÷òî åñëè âû�

ïîëíåíû óñëîâèÿ

aX +
Ag

ml
< aZ +

Ag

ml
< aY , (2.4.32)

òî âåðõíåå ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ íà âåðòèêàëè, ñîîòâåòñòâóþùåå ïåðåâåðíóòî�

ìó "ñïÿùåìó" âîë÷êó, óñòîé÷èâî ïðè ëþáîì çíà÷åíèè óãëîâîé ñêîðîñòè. Åñëè
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âèáðàöèîííûå ïàðàìåòðû ñâÿçàíû ñîîòíîøåíèåì

aX +
Ag

ml
< aY < aZ +

Ag

ml
, (2.4.33)

òî ñòàáèëèçàöèÿ ïåðåâåðíóòîãî "ñïÿùåãî" âîë÷êà íåâîçìîæíà, îí âñåãäà

íåóñòîé÷èâ. Åñëè âûïîëíÿþòñÿ íåðàâåíñòâà

aY < aX +
Ag

ml
< aZ +

Ag

ml
, (2.4.34)

òî äëÿ çíà÷åíèé óãëîâûõ ñêîðîñòåé èç äèàïàçîíà

Cω >
√
ml
(

√

Ag +ml(aZ − aY ) +
√

Ag +ml(aX − aY )
)

(2.4.35)

ñòàöèîíàðíîå âðàùåíèå óñòîé÷èâî â ëèíåéíîì ïðèáëèæåíèè (âûïîëíÿþòñÿ

òîëüêî íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ óñòîé÷èâîñòè), à ïðè èçìåíåíèè çíàêà íåðàâåí�

ñòâà â (2.4.35) íà ïðîòèâîïîëîæíûé èìååì íåóñòîé÷èâîñòü.

Òàêèì îáðàçîì, åñëè âèáðàöèîííûé ïàðàìåòð aY (ñðåäíåå çíà÷åíèå êâàä�

ðàòà âåðòèêàëüíîé ñîñòàâëÿþùåé ñêîðîñòè òî÷êè ïîäâåñà âîë÷êà) áóäåò íàè�

áîëüøèì èëè íàèìåíüøèì ïî âåëè÷èíå èç òðåõ ïàðàìåòðîâ aX + Ag/(ml), aY ,

aZ + Ag/(ml), òî ïåðåâåðíóòûé âîë÷îê ñîîòâåòñòâåííî óñòîé÷èâ èëè åãî ìîæ�

íî ñòàáèëèçèðîâàòü âûáîðîì óãëîâîé ñêîðîñòè âðàùåíèÿ; åñëè ýòîò ïàðàìåòð

ÿâëÿåòñÿ ïî âåëè÷èíå ñðåäíèì èç òðåõ, òî ñòàáèëèçàöèÿ íåâîçìîæíà.

�àññìîòðèì íåêîòîðûå ÷àñòíûå ñëó÷àè. Ïóñòü òî÷êà ïîäâåñà âîë÷êà ñîâåð�

øàåò äâèæåíèå â ãîðèçîíòàëüíîé ïëîñêîñòè (aY = 0), óñëîâèÿ (2.4.32) è (2.4.33)

íå âûïîëíÿþòñÿ. �àññìàòðèâàåìîå ñòàöèîíàðíîå âðàùåíèå óñòîé÷èâî (â ëèíåé�

íîì ïðèáëèæåíèè), åñëè óãëîâàÿ ñêîðîñòü âðàùåíèÿ óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ

(2.4.35) (ïðè aY = 0) è íåóñòîé÷èâî â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.

Â ñëó÷àå "âèáðàöèîííîé ñèììåòðèè" (aX = aZ) äîñòàòî÷íûå (è îäíîâðå�

ìåííî íåîáõîäèìûå) óñëîâèÿ óñòîé÷èâîñòè èìåþò âèä

aY > aX +
Ag

ml
, (2.4.36)



55

à òîëüêî íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ � âèä

aY < aX +
Ag

ml
, C2ω2 > 4ml[Ag +ml(aX − aY )]. (2.4.37)

Èç ñîîòíîøåíèé (2.4.36) è (2.4.37) ñëåäóåò, ÷òî âòîðîå íåðàâåíñòâî â

(2.4.37) ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìûì óñëîâèåì óñòîé÷èâîñòè ïðè ëþáîì çíàêå âåëè�

÷èíû Ag + ml(aX − aY ). �àíåå â ðàáîòå [56℄ äðóãèì ïóòåì ïîêàçàíî, ÷òî ýòî

íåðàâåíñòâî ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íûì óñëîâèåì óñòîé÷èâîñòè ïåðâåðíóòîãî "ñïÿ�

ùåãî" âîë÷êà â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå.

Ïðè äâèæåíèè òî÷êè ïîäâåñà âîë÷êà âäîëü âåðòèêàëè (aX = aZ = 0) äî�

ñòàòî÷íûå è òîëüêî íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ óñòîé÷èâîñòè èìåþò ñîîòâåòñòâåííî

âèä (ñì. òàêæå [74℄)

aY >
Ag

ml
è aY <

Ag

ml
, C2ω2 > 4ml(Ag −mlaY ). (2.4.38)

Ïðè îòñóòñòâèè âèáðàöèé (aX = aY = aZ = 0) âòîðîå íåðàâåíñòâî (2.4.38)

ïåðåõîäèò â êëàññè÷åñêîå óñëîâèå Ìàèåâñêîãî � ×åòàåâà óñòîé÷èâîñòè ïåðåâåð�

íóòîãî "ñïÿùåãî" âîë÷êà Ëàãðàíæà ñ íåïîäâèæíîé òî÷êîé ïîäâåñà:

C2ω2 > 4Amgl.

�àññìîòðèì íèæíåå ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ íà âåðòèêàëè, ñîîòâåòñòâóþ�

ùåå âèñÿùåìó "ñïÿùåìó" âîë÷êó Ëàãðàíæà. Ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ

aX < aZ < aY +
Ag

ml
(2.4.39)

èìååì óñòîé÷èâîñòü ïðè ëþáîì çíà÷åíèè óãëîâîé ñêîðîñòè âðàùåíèÿ. Åñëè óäî�

âëåòâîðÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

aX < aY +
Ag

ml
< aZ ,

òî ñòàáèëèçàöèÿ ñòàöèîíàðíîãî âðàùåíèÿ íåâîçìîæíà. Íåðàâåíñòâà

aY +
Ag

ml
< aX < aZ , (2.4.40)

Cω >
√
ml
(

√

ml(aZ − aY )−Ag +
√

ml(aX − aY )−Ag
)
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ñîñòàâëÿþò òîëüêî íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ óñòîé÷èâîñòè; ïðè èçìåíåíèè çíàêà

âòîðîãî èç íèõ íà ïðîòèâîïîëîæíûé èìååì íåóñòîé÷èâîñòü.

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó ñëó÷àþ çàêëþ÷àåì, ÷òî äëÿ óñòîé÷èâîñòè èëè

âîçìîæíîñòè ñòàáèëèçàöèè âèñÿùåãî âîë÷êà ïàðàìåòð aY + Ag/(ml) äîëæåí

áûòü íàèáîëüøèì èëè íàèìåíüøèì èç òðåõ ïàðàìåòðîâ aX , aY + Ag/(ml), aZ ;

åñëè ýòîò ïàðàìåòð ñðåäíèé ïî âåëè÷èíå èç òðåõ, òî ñòàáèëèçàöèÿ íåâîçìîæíà.

Â ÷àñòíîì ñëó÷àå, êîãäà òî÷êà ïîäâåñà âîë÷êà ñîâåðøàåò äâèæåíèå â ãîðè�

çîíòàëüíîé ïëîñêîñòè (aY = 0), ìîãóò ðåàëèçîâàòüñÿ âñå ïåðå÷èñëåííûå âàðèàí�

òû. Åñëè òî÷êà ïîäâåñà äâèæåòñÿ âäîëü ãîðèçîíòàëüíîé ïðÿìîé (aX = aY = 0),

òî ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ

aZ <
Ag

ml

âèñÿùèé "ñïÿùèé" âîë÷îê óñòîé÷èâ, à ïðè âûïîëíåíèè íåðàâåíñòâà ïðîòèâîïî�

ëîæíîãî çíàêà íåóñòîé÷èâ ïðè âñåõ óãëîâûõ ñêîðîñòÿõ.

Ïðè íàëè÷èè "âèáðàöèîííîé ñèììåòðèè" (aX = aZ) ìîãóò âûïîëíÿòüñÿ

êàê äîñòàòî÷íûå

aX < aY +
Ag

ml
,

òàê è òîëüêî íåîáõîäèìûå

aX > aY +
Ag

ml
, C2ω2 > 4ml[ml(aX − aY )−Ag]

óñëîâèÿ óñòîé÷èâîñòè.

Ïðè äâèæåíèè òî÷êè ïîäâåñà âîë÷êà âäîëü âåðòèêàëè (aX = aZ = 0),

à òàêæå ïðè îòñóòñòâèè âèáðàöèè (aX = aY = aZ = 0) âèñÿùèé "ñïÿùèé"

âîë÷îê Ëàãðàíæà âñåãäà óñòîé÷èâ, ò.ê. â ýòîì ñëó÷àå âûïîëíÿþòñÿ äîñòàòî÷íûå

óñëîâèÿ (2.4.39).
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Áîêîâûå ðàâíîâåñèÿ

Âåðíåìñÿ ê èçó÷åíèþ ãàìèëüòîíèàíà (2.1.11) (ïðè aXY = aXZ = aY Z = 0)

è ïðîâåäåì èññëåäîâàíèå óñòîé÷èâîñòè áîêîâûõ ðàâíîâåñèé (2.4.27) è (2.4.28)

ïðèâåäåííîé ñèñòåìû. Àíàëîãè÷íî ñëó÷àþ ñ âåðòèêàëüíûìè ðàâíîâåñèÿìè, áó�

äåì ñ÷èòàòü, ÷òî aX > aY (ò.å. a1 > a2).

Äëÿ áîêîâûõ ðàâíîâåñèé ïåðâîãî òèïà âòîðûå ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå �óíê�

öèè ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè èìåþò âèä

Π′′
θθ =

m2l2a21 − A2g2

Aa1
, Π′′

θψ = 0, Π′′
ψψ =

a1 − a2
Aa21

(m2l2a21 − A2g2). (2.4.41)

Â îáëàñòè ñóùåñòâîâàíèÿ äàííîãî ðàâíîâåñèÿ, îïðåäåëåííîé â (2.4.27),

ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî Π′′
ψψ > 0. Ïîýòîìó âîïðîñ îá óñòîé÷èâîñòè ðåøàåò

çíàê âåëè÷èíû a1 â ïðîèçâîäíîé Π′′
θθ: ïðè a1 > 0 èìååì óñòîé÷èâîñòü, à ïðè

a1 < 0 íåóñòîé÷èâîñòü.

Ñ ó÷åòîì îáëàñòè ñóùåñòâîâàíèÿ íàéäåì, ÷òî äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ óñòîé�

÷èâîñòè çàäàþòñÿ íåðàâåíñòâîì

aX > aZ +
Ag

ml
,

à óñëîâèÿ íåóñòîé÷èâîñòè � íåðàâåíñòâîì

aZ > aX +
Ag

ml
.

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ äàííûõ ðàâíîâåñèé (îñü âîë÷êà ëåæèò â ïëîñêîñòè

OXZ) â ñëó÷àå óñòîé÷èâîñòè âèáðàöèîííûé ïàðàìåòð aX äîëæåí áûòü íàè�

áîëüøèì ïî âåëè÷èíå èç òðåõ ïàðàìåòðîâ aX , aY , aZ + Ag/(ml), à â ñëó÷àå

íåóñòîé÷èâîñòè � ñðåäíèì ïî âåëè÷èíå.

Äëÿ áîêîâûõ ðàâíîâåñèé âòîðãî òèïà âòîðûå ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå �óíê�

öèè Π(θ, ψ) âû÷èñëÿþòñÿ ïî �îðìóëàì (2.4.41), â êîòîðûõ ïàðàìåòðû a1 è a2

ïîìåíÿëèñü ìåñòàìè, à ðàâíîâåñíîå çíà÷åíèå θ0 îïðåäåëÿåòñÿ âòîðûì ñîîòíîøå�

íèåì â (2.4.28). Â îáëàñòè ñóùåñòâîâàíèÿ ýòîãî ðàâíîâåñèÿ (ñì. (2.4.28)) èìååì
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Π′′
ψψ < 0, è âîïðîñ îá óñòîé÷èâîñòè îïðåäåëÿåòñÿ çíàêîì a2 â ïðîèçâîäíîé Π′′

θθ:

ïðè a2 > 0 èìååì íåóñòîé÷èâîñòü, ïðè a2 < 0 ðàâíîâåñèå ìîæåò áûòü ñòàáèëè�

çèðîâàíî çà ñ÷åò óãëîâîé ñêîðîñòè âðàùåíèÿ.

Ñ ó÷åòîì îáëàñòè ñóùåñòâîâàíèÿ, ïîëó÷àåì óñëîâèÿ íåóñòîé÷èâîñòè â âèäå

aY > aZ +
Ag

ml

è íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ óñòîé÷èâîñòè â âèäå

aZ > aY +
Ag

ml
, Cω > ml

√
aX − aY +

√

m2l2(aZ − aY )2 − A2g2

aZ − aY
. (2.4.42)

Äëÿ ýòèõ ðàâíîâåñèé (îñü âîë÷êà â ïëîñêîñòè OY Z) èìååì íåóñòîé÷èâîñòü,

åñëè ïàðàìåòð aY ÿâëÿåòñÿ ñðåäíèì ïî âåëè÷èíå èç òðåõ ïàðàìåòðîâ aX , aY è

aZ + Ag/(ml); åñëè ýòîò ïàðàìåòð íàèìåíüøèé èç òðåõ, òî ðàâíîâåñèå ìîæåò

áûòü ñòàáèëèçèðîâàíî.

Â ÷àñòíîì ñëó÷àå, êîãäà òî÷êà ïîäâåñà âîë÷êà äâèæåòñÿ â ãîðèçîíòàëüíîé

ïëîñêîñòè (aZ = 0), òî äëÿ ðàâíîâåñèÿ ïåðâîãî òèïà â îáëàñòè åãî ñóùåñòâîâà�

íèÿ âûïîëíÿþòñÿ äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ óñòîé÷èâîñòè, à äëÿ ðàâíîâåñèÿ âòîðîãî

òèïà � óñëîâèÿ íåóñòîé÷èâîñòè. Ïðè äâèæåíèè òî÷êè ïîäâåñà âîë÷êà ïî ãîðè�

çîíòàëüíîé ïðÿìîé OX áîêîâîå ðàâíîâåñèå ïåðâîãî òèïà óñòîé÷èâî â îáëàñòè

ñóùåñòâîâàíèÿ, áîêîâîå ðàâíîâåñèå âòîðîãî òèïà íå ñóùåñòâóåò.

Â ñëó÷àå "âèáðàöèîííîé ñèììåòðèè" aX = aY ïîÿâëÿåòñÿ âòîðàÿ öèêëè÷å�

ñêàÿ êîîðäèíàòà ψ, ïðèâåäåííàÿ ñèñòåìà èìååò îäíó ñòåïåíü ñâîáîäû, åå ïîòåí�

öèàëüíàÿ ýíåðãèÿ îïðåäåëÿåòñÿ âûðàæåíèåì

Π(θ) = mgl cos θ − m2l2

2A
a1 sin

2 θ.

Â ýòîì ñëó÷àå áîêîâûå ðàâíîâåñèÿ ïåðâîãî è âòîðîãî òèïîâ ñëèâàþòñÿ â ñåìåé�

ñòâî áîêîâûõ ðàâíîâåñèé, äëÿ êîòîðûõ óãîë ψ ìîæåò ïðèíèìàòü ïðîèçâîëüíîå

çíà÷åííèå, à óãîë θ îïðåäåëÿåòñÿ âòîðûì ñîîòíîøåíèåì â (2.4.27). Íåñëîæíûé



59

àíàëèç ïîêàçûâàåò, ÷òî íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ óñòîé÷èâîñòè ðàâ�

íîâåñèé èç äàííîãî ñåìåéñòâà îïðåäåëÿþòñÿ íåðàâåíñòâîì

C2ω2 >
m2l2(aZ − aY )

2 − A2g2

aZ − aY
,

÷òî ñîâïàäàåò ñ ðåçóëüòàòîì ðàáîòû [56℄.

2.4.2. Íåëèíåéíûé àíàëèç óñòîé÷èâîñòè

Ïðîâåäåì òåïåðü íåëèíåéíûé àíàëèç óñòîé÷èâîñòè ðàññìàòðèâàåìûõ ïî�

ëîæåíèé ðàâíîâåñèÿ ïðèâåäåííîé ñèñòåìû â òåõ îáëàñòÿõ, ãäå âûïîëíÿþòñÿ

òîëüêî íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ óñòîé÷èâîñòè.

Âåðòèêàëüíûå ïîëîæåíèÿ

Ââåä¼ì â ãàìèëüòîíèàíå (2.1.12) ñ ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèåé (2.4.29) áåçðàç�

ìåðíûå ïàðàìåòðû, èìïóëüñû è âðåìÿ ïî �îðìóëàì (÷àñòîòà ω∗ îïðåäåëåíà â

ðàçä. 2.1)

β1 =
mlb1
Ag

, β2 =
mlb2
Ag

(β1 > β2),

Pψ = Aω∗P1, Pθ = Aω∗P2, Pϕ = Aω∗γ (γ = const), τ = ω∗t. (2.4.43)

�àìèëüòîíèàí ñèñòåìû ïåðåïèøåòñÿ â âèäå

H =
P 2
2

2
+

(P1 − γ cos θ)2

2 sin2 θ
− cosψ sin θ − sin2 θ

2
[(β2 − β1) sin

2 ψ − β1 cos
2 ψ].

Îáëàñòü (2.4.34), (2.4.35) âûïîëíåíèÿ òîëüêî íåîáõîäèìûõ óñëîâèé óñòîé�

÷èâîñòè äëÿ âåðõíåãî ïîëîæåíèÿ â áåçðàçìåðíûõ ïàðàìåòðàõ çàïèøåòñÿ ñëåäó�

þùèì îáðàçîì

β1 > β2 > −1, γ > γ1(β1, β2) =
√

β1 + 1 +
√

β2 + 1, (2.4.44)
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à îáëàñòü (2.4.40) äëÿ íèæíåãî ïîëîæåíèÿ ïðèìåò âèä

β1 > β2 > 1, γ >
√

β1 − 1 +
√

β2 − 1. (2.4.45)

�àìèëüòîíèàí âîçìóù¼ííîãî äâèæåíèÿ â îêðåñòíîñòè ðàññìàòðèâàåìûõ

ðàâíîâåñèé èìååò âèä (2.3.22), ãäå

H2 =
1

2
(γ2 − β1 ∓ 1)q21 +

1

2
(∓1− β2)q

2
2 +

1

2
p21 +

1

2
p22 ∓ γp2q1, H3 = 0,

H4 =

(

1

6
β1 +

1

3
γ2 ± 1

24

)

q41+

(

1

2
β2 ±

1

4

)

q21q
2
2+

(

1

6
β2 ±

1

24

)

q42+
1

2
p22q

2
1∓

5

6
γp2q

3
1.

Çäåñü è äàëåå â ýòîì ðàçäåëå âåðõíèå çíàêè ñîîòâåòñòâóþò âåðõíåìó ïîëî�

æåíèþ, à íèæíèå � íèæíåìó.

Ëèíåéíàÿ óíèâàëåíòíàÿ êàíîíè÷åñêàÿ çàìåíà ïåðåìåííûõ âèäà

q1 = κ1(β2 ± 1 + ω2
1)q

′
1 − κ2(β2 ± 1 + ω2

2)q
′
2, q2 = ±κ1γω1p

′
1 ± κ2γω2p

′
2,

p1 = κ1ω1(β2±1+ω2
1)p

′
1+κ2ω2(β2±1+ω2

2)p
′
2, p2 = κ1γ(β2±1)q′1−κ2γ(β2±1)q′2,

κ−2
1 = ω1[β

2
2 − (γ2 − ω2

1 ∓ 1 + β1)β2 − (−γ2 + β1)ω
2
1 ∓ γ2 ∓ β1],

κ−2
2 = ω2[−β2

2 + (γ2 − ω2
2 ∓ 1 + β1)β2 + (−γ2 + β1)ω

2
2 ± γ2 ± β1]

ïðèâîäèò êâàäðàòè÷íûå ÷àñòèH2 ãàìèëüòîíèàíîâ ê íîðìàëüíîé �îðìå (2.3.23).

Çäåñü ω1 è ω2 � ñîáñòâåííûå ÷àñòîòû ìàëûõ êîëåáàíèé, îïðåäåëÿåìûå èç óðàâ�

íåíèÿ (2.3.17) ïðè ó÷åòå ñîîòíîøåíèé (2.4.31).

Äàëåå ïðîâåäåì íîðìàëèçàöèþ â ñëàãàåìûõ ÷åòâåðòîé ñòåïåíè. Ïðè îòñóò�

ñòâèè ðåçîíàíñà ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà ãàìèëüòîíèàí ïðèâîäèòñÿ ê âèäó (2.3.24),

ïðè÷åì êîý��èöèåíòû c20 è c11 îïðåäåëÿþòñÿ �îðìóëàìè

c20 =
κ41
16

[(4β2 ± 1)ω4
1γ

4 + 2ω2
1(4ω

2
1 ∓ 1)(β2 ± 1 + ω2

1)
2γ2 +

+ (β2 ± 1 + ω2
1)

4(4β1 ± 1)],
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c11 =
κ21κ

2
2

4

[

ω2
1ω

2
2(4β2 ± 1)γ4 + ((8ω2

2 ± 7 + 8β2)ω
2
2ω

4
1 + ((8β2 ± 7)ω4

2 +

+ (4 + 8β2
2 ± 12β2)ω

2
2 ∓ (β2 ± 1)2)ω2

1 ∓ ω2
2(β2 ± 1)2)γ2 +

+ (β2 ± 1 + ω2
2)

2(β2 ± 1 + ω2
1)

2(4β1 ± 1)
]

.

Êîý��èöèåíò c02 ïîëó÷àåòñÿ èç c20 ïðè çàìåíå ω1 íà ω2 è κ1 íà κ2.

Óñòîé÷èâîñòü ìîæåò áûòü íàðóøåíà íà ïîâåðõíîñòè âûðîæäåíèÿ D = 0

(âåëè÷èíà D îïðåäåëåíà â (2.3.25)). �àñ÷åòû ïîêàçûâàþò, ÷òî äëÿ íèæíåãî ðàâ�

íîâåñèÿ ïîâåðõíîñòü âûðîæäåíèÿ â îáëàñòè (2.4.45) åãî óñòîé÷èâîñòè â ëèíåé�

íîì ïðèáëèæåíèè îòñóòñòâóåò. Äëÿ âåðõíåãî ðàâíîâåñèÿ â îáëàñòè (2.4.44) èìå�

åòñÿ ïîâåðõíîñòü âûðîæäåíèÿ, åå óðàâíåíèå ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå

(4β1 + 4β2
2β1 + 14β2β1 + 4β2 + β2

1 + β2
2 + 4β2

1β2)γ
4 + (122β2

1β2 − 2β3
1+ (2.4.46)

+60β2
2+104β2−2β3

2+60β2
1−8β3

2β1+80β2
1β

2
2+122β2

2β1+104β1−8β3
1β2+216β2β1+

+48)γ2 + (4β2
2β1 + β2

2 + 10β2 + 4β2
1β2 + 20β2β1 + β2

1 + 6 + 10β1)(β2 − β1)
2 = 0.

Ïóñòü â ñèñòåìå ðåàëèçóåòñÿ ðåçîíàíñ ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà ω1 = 3ω2. �åçî�

íàíñíûå ïîâåðõíîñòè ñóùåñòâóþò â îáåèõ ðàññìàòðèâàåìûõ îáëàñòÿõ (2.4.44)

è (2.4.45) óñòîé÷èâîñòè â ëèíåéíîì ïðèáëèæåíèè âåðòèêàëüíûõ ðàâíîâåñèé.

Óðàâíåíèÿ ðåçîíàíñíûõ ïîâåðõíîñòåé èìåþò âèä

γ2 = β1 + β2 ± 2 +
10

3

√

(β1 ± 1)(β2 ± 1), (2.4.47)

à ðåçîíàíñíûå êîý��èöèåíòû k4 â ñîîòâåòñòâóþùèõ ðåçîíàíñíûõ ñëàãàåìûõ

îïðåäåëÿþòñÿ âûðàæåíèÿìè

k4 =
κ1κ

3
2

12

[

3(4β2 ± 1)ω4
2γ

4 − 6(3ω2
2 ∓ 1− β2)(β2 ± 1 + ω2

2)(4ω
2
2 ± 1)ω2

2γ
2 −

− (9ω2
2 + β2 ± 1)(4β1 ± 1)(β2 ± 1 + ω2

2)
3
]

.

Äëÿ íèæíåãî ðàâíîâåñèÿ íà ïîâåðõíîñòè ðåçîíàíñà ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà

âûïîëíåíî óñëîâèå (2.3.26) è, òàêèì îáðàçîì, â îáëàñòè (2.4.45) íèæíåå ðàâíî�

âåñèå ïðèâåäåííîé ñèñòåìû óñòîé÷èâî ïî Ëÿïóíîâó.
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�àññìîòðèì îáëàñòü (2.4.44), îòâå÷àþùóþ âåðõíåìó ðàâíîâåñèþ ïðèâåäåí�

íîé ñèñòåìû. Áóäåì ñòðîèòü ñå÷åíèÿ îáëàñòè (2.4.44) è óêàçàííûõ ïîâåðõíîñòåé

ïëîñêîñòÿìè β1 = β∗
1 = const ïðè ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ β∗

1 (β
∗
1 > −1) è ïðåäñòàâ�

ëÿòü ðåçóëüòàòû â ïëîñêîñòè ïàðàìåòðîâ β2 (−1 < β2 < β∗
1) è γ. Â êàæäîì òàêîì

ñå÷åíèè èññëåäóåìàÿ îáëàñòü îãðàíè÷åíà âåðòèêàëüíûìè ïðÿìûìè β2 = −1 è

β2 = β∗
1 è ÷àñòüþ êðèâîé γ = γ1(β

∗
1 , β2) (ñì. (2.4.44)), ïîêàçàííûìè íà ðèñ. 6 òîí�

êèìè ñïëîøíûìè ëèíèÿìè. Êðèâûå âûðîæäåíèÿ ïðåäñòàâëåíû ïóíêòèðíûìè

ëèíèÿìè. �åçîíàíñíûå êðèâûå èçîáðàæåíû ñïëîøíûìè ïîëóæèðíûìè ëèíèÿìè

íà ó÷àñòêàõ óñòîé÷èâîñòè è òî÷å÷íûìè ëèíèÿìè íà ó÷àñòêàõ íåóñòîé÷èâîñòè.

�èñ. 6 a, b è 
 ñîîòâåòñòâóþò ñëó÷àÿì −1 < β∗
1 ≤ −1/2 (a), −1/2 < β∗

1 ≤ −9/20

(b), β∗
1 > −9/20 (
).

PSfrag repla
ements

γγγ

β∗
1β∗

1β∗
1

β2 β2 β2
000 −1−1−1

(a)

(b)
(
)

�èñ. 6. Íåëèíåéíûé àíàëèç â îáëàñòè óñòîé÷èâîñòè â ëèíåéíîì ïðèáëèæåíèè (âåðõíåå ðàâ�

íîâåñèå).

PSfrag repla
ements

γ

β1

β2

0

−1

−1

�èñ. 7. Ïðîåêöèÿ îáëàñòè íåóñòîé÷èâîñòè ïðè ðåçîíàíñå ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà íà ïëîñêîñòü

β1, β2.

Â êàæäîì èññëåäóåìîì ñå÷åíèè èìååòñÿ êðèâàÿ ðåçîíàíñà ÷åòâåðòîãî ïî�
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ðÿäêà, ñ êîíöàìè â óãëîâîé òî÷êå è íà ïðàâîé âåðòèêàëüíîé ãðàíèöå îáëàñòè

(ðèñ. 6). Êðèâûå âûðîæäåíèÿ ñóùåñòâóþò ïðè β∗
1 > −1/2 (ðèñ. 6 b è 
), ïðè

ýòîì äëÿ çíà÷åíèé β∗
1 èç èíòåðâàëà −1/2 < β∗

1 < 0 îíè îãðàíè÷åííû (ñì. ðèñ. 6

b), à ïðè β∗
1 ≥ 0 èìåþò âåðòèêàëüíóþ àñèìïòîòó (ñì. ðèñ. 6 
).

Ïðè −1/2 < β∗
1 < −9/20 êðèâàÿ âûðîæäåíèÿ è ðåçîíàíñíàÿ êðèâàÿ íå ïå�

ðåñåêàþòñÿ, ïðè β∗
1 = −9/20 îíè èìåþò îáùóþ òî÷êó β2 = −9/20, γ = 2

√

11/15

íà ïðàâîé ãðàíèöå èññëåäóåìîé îáëàñòè, à ïðè β∗
1 > −9/20 äâå êðèâûå ïåðåñå�

êàþòñÿ â òî÷êå, ëåæàùåé âíóòðè îáëàñòè (ðèñ. 6 ñ).

Äëÿ çíà÷åíèé−1 < β∗
1 < −9/20 íà ðåçîíàíñíûõ êðèâûõ èìååò ìåñòî óñòîé�

÷èâîñòü, ïðè β∗
1 > −9/20 ïîÿâëÿþòñÿ ó÷àñòêè íåóñòîé÷èâîñòè, âêëþ÷àþùèå â

ñåáÿ òî÷êó ïåðåñå÷åíèÿ ðåçîíàíñíîé êðèâîé è êðèâîé âûðîæäåíèÿ.

Áîëåå ïîëíóþ èí�îðìàöèþ îá ýâîëþöèè îáëàñòè íåóñòîé÷èâîñòè â èññëå�

äóåìûõ ñå÷åíèÿõ äàåò ðèñ. 7. Çäåñü ïîêàçàíà ïðîåêöèÿ îáëàñòè íåóñòîé÷èâîñòè,

èìåþùåéñÿ íà ðåçîíàíñíîé ïîâåðõíîñòè (â òðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå ïàðàìåò�

ðîâ), íà ïëîñêîñòü β1, β2. �ðàíèöåé îáëàñòè â ýòîé ïëîñêîñòè ñëóæèò êðèâàÿ

(ïîëóæèðíàÿ ëèíèÿ íà ðèñ. 7), çàäàâàåìàÿ óðàâíåíèåì (c20+3c11+9c02)
2 = 27k24,

â êîòîðîå ïîäñòàâëåíû ïðèâåäåííûå âûøå êîý��èöèåíòû íîðìàëüíîé �îðìû,

ïîñëå ÷åãî ïðè ïîìîùè ñîîòíîøåíèÿ (2.4.47) (ãäå âûáðàí âåðõíèé çíàê) èñêëþ�

÷åíà âåëè÷èíà γ. Ïðè β1 → ∞ ãðàíè÷íàÿ êðèâàÿ èìååò äâå ãîðèçîíòàëüíûå

àñèìïòîòû β1 = −0.587 . . . è β1 = −0.781 . . . . Ïóíêòèðíîé ëèíèåé íà ðèñ. 7 ïî�

êàçàíà ïðîåêöèÿ êðèâîé ïåðåñå÷åíèÿ ðåçîíàíñíîé ïîâåðõíîñòè è ïîâåðõíîñòè

âûðîæäåíèÿ, åå óðàâíåíèå ïîëó÷àåòñÿ â ðåçóëüòàòå ïðîâåäåíèÿ òîé æå ïîäñòà�

íîâêè (2.4.47) â óðàâíåíèå (2.4.46).

Áîêîâîå ðàâíîâåñèå âòîðîãî òèïà

Â ãàìèëüòîíèàíå (2.1.11) ââåä¼ì áåçðàçìåðíûå ïàðàìåòðû

α1 =
mla1
Ag

, α2 =
mla2
Ag

(α1 > α2),
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à òàêæå áåçðàçìåðíûå èìïóëüñû è âðåìÿ ïî �îðìóëàì (2.4.43).

�àìèëüòîíèàí (2.1.11) ïðèìåò âèä

H =
P 2
2

2
+

(P1 − γ cos θ)2

2 sin2 θ
+ cos θ − sin2 θ

2
(α1 sin

2 ψ + α2 cos
2 ψ).

Îáëàñòü âûïîëíåíèÿ òîëüêî íåîáõîäèìûõ óñëîâèé (2.4.42) â áåçðàçìåðíûõ

ïàðàìåòðàõ îïðåäåëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèÿìè

α2 < −1, γ > γ2(α1, α2) =
√
α1 − α2 +

√

α2
2 − 1

|α2|
.

�àìèëüòîíèàí âîçìóù¼ííîãî äâèæåíèÿ èìååò âèä (2.3.22), ãäå

H2 =
p21
2
+

α2
2p

2
2

2(α2
2 − 1)

+
α2
2 + α2γ

2 − 1

2α2
q21 +

(α2 − α1)(α
2
2 − 1)

2α2
2

q22 +
γq1p2

√

1− 1/α2
2

,

H3 =
p22q1

α2

√

1− 1/α2
2

3 +
3α2γp2q

2
1

2(α2
2 − 1)

− (α2 − α1)(α
2
2 − 1)

α3
2

√

1− 1/α2
2

q1q
2
2 +

1 + α2γ
2 − α2

2

2α2
2

√

1− 1/α2
2

q32,

H4 =
−4α4

2 + 8γ2α3
2 + 11α2

2 + 7γ2α2 − 7

24α2(α2
2 − 1)

q41 −
(α2 − α1)(α

2
2 − 2)

2α2
2

q21q
2
2+

−(α2 − α1)(α
2
2 − 1)

6α2
2

q42 +
α2
2(α

2
2 + 2)

2(α2
2 − 1)2

p22q
2
1 +

(5α2
2 + 7)γ

6α2
2

√

1− 1/α2
2

3 p2q
3
1.

Ëèíåéíàÿ óíèâàëåíòíàÿ êàíîíè÷åñêàÿ çàìåíà ïåðåìåííûõ ïî �îðìóëàì

q1 = κ1α2(α1 − α2 + ω2
1)q

′
1 − κ2α2(α1 − α2 + ω2

2)q
′
2,

q2 = − κ1ω1γα2
√

1− 1/α2
2

p′1 −
κ2ω2γα2
√

1− 1/α2
2

p′2,

p1 = κ1ω1α2(α1 − α2 + ω2
1)p

′
1 + κ2ω2α2(α1 − α2 + ω2

2)p
′
2,

p2 = −κ1γ(α
2
2 − 1)(α1 − α2)

α2

√

1− 1/α2
2

q′1 +
κ2γ(α

2
2 − 1)(α1 − α2)

α2

√

1− 1/α2
2

q′2;

κ−2
1 = [(γ2 − α1)α

2
2 + (α2

1 + (ω2
1 − γ2)α1 + ω2

1γ
2 + 1)α2 − ω2

1 − α1]ω1α2,

κ−2
2 = −[(γ2 − α1)α

2
2 + (α2

1 + (ω2
2 − γ2)α1 + ω2

2γ
2 + 1)α2 − ω2

2 − α1]ω2α2,
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ãäå ω1 è ω2 � ñîáñòâåííûå ÷àñòîòû ìàëûõ ëèíåéíûõ êîëåáàíèé ïðèâåäåííîé

ñèñòåìû â îêðåñòíîñòè èññëåäóåìîãî ðàâíîâåñèÿ, ïðèâîäèò êâàäðàòè÷íóþ ÷àñòü

H2 ê íîðìàëüíîé �îðìå (2.3.23).

Äàëåå ïðîâåäåíà íåëèíåéíàÿ íîðìàëèçàöèÿ â ñëàãàåìûõH3 èH4, ïðè ýòîì

ðàññìîòðåíû íåðåçîíàíñíûé ñëó÷àé è ñëó÷àè ðåçîíàíñîâ òðåòüåãî è ÷åòâåðòîãî

ïîðÿäêîâ. Óðàâíåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ ðåçîíàíñíûõ ïîâåðõíîñòåé â ïðîñòðàí�

ñòâå ïàðàìåòðîâ α1, α2, γ èìåþò âèä

γ2 =
α2α1 − 2α2

2 + 1

α2
− 5

2α2

√

α2(α2
2 − 1)(α2 − α1),

γ2 =
α2α1 − 2α2

2 + 1

α2
− 10

3α2

√

α2(α2
2 − 1)(α2 − α1).

Â ñèëó ãðîìîçäêîñòè âûðàæåíèÿ äëÿ êîý��èöèåíòîâ cjk íîðìàëüíîé �îð�

ìû, ðåçîíàíñíûõ êîý��èöèåíòîâ k3 è k4, à òàêæå óðàâíåíèå ïîâåðõíîñòè âû�

ðîæäåíèÿ çäåñü íå ïðèâîäÿòñÿ.

Ïðîèëëþñòðèðóåì ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû, ïîêàçûâàÿ ñå÷åíèÿ èññëåäóå�

ìîé îáëàñòè ïëîñêîñòÿìè α2 = α∗
2 = const (ðèñ. 8).

PSfrag repla
ements

γ γ

α∗
2 α∗

2

α1 α10 0−1 −1

(a)
(b)

�èñ. 8. Íåëèíåéíûé àíàëèç â îáëàñòè óñòîé÷èâîñòè â ëèíåéíîì ïðèáëèæåíèè (áîêîâîå ðàâ�

íîâåñèå âòîðîãî òèïà).

Â ýòèõ ñå÷åíèÿõ îáëàñòü îãðàíè÷åíà ñëåâà ïðÿìîé α1 = α∗
2 è ñíèçó êðè�

âîé γ = γ2(α1, α
∗
2), èçîáðàæåííûìè òîíêèìè ñïëîøíûìè ëèíèÿìè. Ïóíêòèðíîé

è øòðèõïóíêòèðíîé ëèíèÿìè ïîêàçàíû ñîîòâåòñòâåííî êðèâàÿ âûðîæäåíèÿ è
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êðèâàÿ ðåçîíàíñà òðåòüåãî ïîðÿäêà; íà ïîñëåäíåé èññëåäóåìîå ñòàöèîíàðíîå

âðàùåíèå íåóñòîé÷èâî. Ïîëóæèðíîé è òî÷å÷íîé ëèíèÿìè, êàê è íà ðèñ. 6, èçîá�

ðàæåíû çîíû óñòîé÷èâîñòè è íåóñòîé÷èâîñòè íà êðèâîé ðåçîíàíñà ÷åòâåðòîãî

ïîðÿäêà. �åçîíàíñíûå êðèâûå òðåòüåãî è ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêîâ è êðèâàÿ âû�

ðîæäåíèÿ èìåþò îäíó îáùóþ òî÷êó ïðè α1 = α∗
2 è áîëåå äðóã ñ äðóãîì íå

ïåðåñåêàþòñÿ.

Ïðè α∗
2 < −3.53 ðàññìàòðèâàåìîå ðàâíîâåñèå äëÿ âñåõ òî÷åê êðèâîé ðå�

çîíàíñà ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà óñòîé÷èâî ïî Ëÿïóíîâó (ðèñ. 8 à). Äëÿ çíà÷åíèé

−3.35 < α∗
2 < −1 íà ýòîé ðåçîíàíñíîé êðèâîé èìååòñÿ îáëàñòü íåóñòîé÷èâîñòè

(ðèñ. 8 b). Ïðîåêöèÿ îáëàñòè íåóñòîé÷èâîñòè ïðè ðåçîíàíñå ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà

íà ïëîñêîñòü ïàðàìåòðîâ α1, α2 ïîêàçàíà íà ðèñ. 9, ýòà îáëàñòü îãðàíè÷åíà ïîëó�

æèðíîé êðèâîé. "Óãëîâûå" òî÷êè îáëàñòè íåóñòîé÷èâîñòè èìåþò êîîðäèíàòû

α1 = α2 = −1; α1 = −3.47, α2 = −3.53 è α1 = 5.52, α2 = −1.17.
PSfrag repla
ements

γ
α2

α10−1

�èñ. 9. Ïðîåêöèÿ îáëàñòè íåóñòîé÷èâîñòè ïðè ðåçîíàíñå ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà íà ïëîñêîñòü

α1, α2.

2.5. Ñëó÷àé äâèæåíèÿ òî÷êè ïîäâåñà âäîëü íàêëîííîé

ïðÿìîé

�àññìîòðèì òåïåðü ñëó÷àé, êîãäà òî÷êà ïîäâåñà âîë÷êà Ëàãðàíæà ñîâåð�

øàåò ïåðèîäè÷åñêîå äâèæåíèå âäîëü ïðÿìîé, ëåæàùåé â ïëîñêîñòè O∗Y Z è
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ñîñòàâëÿþùåé ñ ãîðèçîíòàëüþ óãîë α (α ∈ (0; π/2)). Ñðåäíåå çíà÷åíèå êâàäðà�

òà ñêîðîñòè òî÷êè O âäîëü ïðÿìîé îáîçíà÷èì ÷åðåç V , òîãäà

aY = V cos2 α, aZ = V sin2 α, aY Z = V cosα sinα, aX = aXY = aXZ = 0.

Äëÿ ýòèõ çíà÷åíèé âèáðàöèîííûõ ïàðàìåòðîâ îñü ñòàöèîíàðíîãî âðàùåíèÿ

âîë÷êà íàõîäèòñÿ òàêæå â ïëîñêîñòè O∗Y Z, åå ïîëîæåíèÿ îïèñûâàþòñÿ (ñì.

(2.2.14)) óñëîâèåì ψ0 = 0 è óðàâíåíèåì

sin θ0 = −β sin 2(θ0 − α), β =
mlV

2Ag
. (2.5.48)

Ïðè ψ0 = 0 âûðàæåíèÿ äëÿ âòîðûõ ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ïîòåíöèàëüíîé

ýíåðãèè ñèñòåìû òàêîâû:

Π′′
θθ = −mgl(cos θ0 + 2β cos 2(θ0 − α)), (2.5.49)

Π′′
ψθ = 0, Π′′

ψψ =
m2l2V

A
cosα sin θ0 sin (θ0 − α).

Óðàâíåíèå (2.5.48) àíàëîãè÷íî ñîîòâåòñòâóþùåìó óðàâíåíèþ, ïîëó÷åííî�

ìó ðàíåå ïðè èññëåäîâàíèè îòíîñèòåëüíûõ ðàâíîâåñèé ïëîñêîãî ìàòåìàòè÷åñêî�

ãî ìàÿòíèêà â ñëó÷àå âûñîêî÷àñòîòíûõ ãàðìîíè÷åñêèõ êîëåáàíèé òî÷êè ïîäâåñà

âäîëü íàêëîííîé ïðÿìîé [76℄. Äëÿ åãî èññëåäîâàíèÿ ðàññìîòðèì �óíêöèþ

π(θ) = mgl
(

cos θ +
β

2
cos 2(θ − α)

)

, (2.5.50)

ïîëó÷àþùóþñÿ èç âûðàæåíèÿ äëÿ ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè Π(θ, ψ) ïðè ïîä�

ñòàíîâêå ψ = 0. Òî÷êè ýêñòðåìóìà �óíêöèè π(θ) îïðåäåëÿþòñÿ óñëîâèåì

(2.5.48), õàðàêòåð èõ óñòîé÷èâîñòè ìåíÿåòñÿ ïðè ïåðåõîäå ÷åðåç çíà÷åíèå π′′θθ =

Π′′
θθ|ψ=0 = 0.

Íà ðèñ. 10 à â ïëîñêîñòè ïàðàìåòðîâ β, α (β > 0, 0 < α < π/2) âûäåëå�

íà îáëàñòü 2, â êîòîðîé �óíêöèÿ (2.5.50) èìååò äâå òî÷êè ýêñòðåìóìà (òî÷êó

ìàêñèìóìà è òî÷êó ìèíèìóìà)

θ0 = θ01 ∈ (0;α), θ0 = θ02 ∈ (π/2 + α; π), (2.5.51)
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è îáëàñòü 4, ãäå ýòà �óíêöèÿ èìååò ÷åòûðå òî÷êè ýêñòðåìóìà (äâå òî÷êè ìàê�

ñèìóìà è äâå òî÷êè ìèíèìóìà)

θ0 = θ01, θ0 = θ02, θ0 = θ03,04 ∈ (π + α; 3π/2 + α). (2.5.52)

Ñîîòâåòñòâóþùèå ãðà�èêè �óíêöèè π(θ) ïðåäñòàâëåíû íà ðèñ. 10 b è 10 
.
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�èñ. 10. Áè�óðêàöèîííàÿ äèàãðàììà è ãðà�èêè ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè.

Áè�óðêàöèîííàÿ êðèâàÿ (ãðàíèöà îáëàñòåé 2 è 4) íà ðèñ. 10 a çàäàåòñÿ

óðàâíåíèÿìè (2.5.48) è

cos θ0 + 2β cos 2(θ0 − α) = 0, (2.5.53)

â êîòîðûõ âåëè÷èíà θ0 ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê ïàðàìåòð. Îñü ñèììåòðèè α = π/4

ýòîé êðèâîé ïåðåñåêàåò åå â òî÷êå ñ àáñöèññîé β = 1.

�àññìîòðèì çíàêè �óíêöèè Π′′
ψψ èç (2.5.49). Íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî äëÿ

çíà÷åíèé θ0, óäîâëåòâîðÿþùèõ óðàâíåíèþ (2.5.48), çíàêè âõîäÿùèõ â ýòó �óíê�

öèþ ìíîæèòåëåé sin θ0 è sin(θ0 − α) ìåíÿþòñÿ òîëüêî ïðè ïåðåõîäå ÷åðåç ãðà�

íèöû α = 0 è α = π/2 ðàññìàòðèâàåìîé ÷àñòè ïëîñêîñòè ïàðàìåòðîâ, äëÿ êàæ�

äîãî ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ îíè �èêñèðîâàíû. Ó÷èòûâàÿ ñîîòíîøåíèÿ (2.5.51)

è (2.5.52), íàéäåì, ÷òî äëÿ êîðíåé θ02 è θ04 ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî Π′′
ψψ > 0,

à äëÿ êîðíåé θ01 è θ03 � íåðàâåíñòâî ïðîòèâîïîëîæíîãî çíàêà.

Îòñþäà, ó÷èòûâàÿ õàðàêòåð ýêñòðåìóìîâ �óíêöèè π(θ), çàêëþ÷àåì, ÷òî

êîðåíü θ02 â îáëàñòÿõ 2 è 4 è êîðåíü θ04 â îáëàñòè 4 ñîîòâåòñòâóþò òî÷êàì
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ìèíèìóìà ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè Π(θ, ψ), è äëÿ îòâå÷àþùèõ èì ñòàöèîíàðíûõ

âðàùåíèé âûïîëíÿþòñÿ äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ óñòîé÷èâîñòè.

Êîðåíü θ01 â îáëàñòÿõ 2 è 4 ñîîòâåòñòâóåò òî÷êå ìàêñèìóìà Π(θ, ψ), è

ñòàöèîíàðíîå âðàùåíèå óñòîé÷èâî â ëèíåéíîì ïðèáëèæåíèè ïðè âûïîëíåíèè

óñëîâèÿ (2.3.21), âû÷èñëåííîãî ñ ó÷åòîì ñîîòíîøåíèÿ∆ = Π′′
θθΠ

′′
ψψ è âûðàæåíèé

(2.5.49). Êîðåíü θ03 â îáëàñòè 4 îòâå÷àåò ñåäëîâîé òî÷êå ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè

è íåóñòîé÷èâîìó ñòàöèîíàðíîìó âðàùåíèþ.

2.6. Ñëó÷àé aXY = aXZ = 0

�àññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà ðàâíû íóëþ äâà èç òðåõ ñðåäíèõ çíà÷åíèé ñìå�

øàííûõ ïðîèçâåäåíèé êîìïîíåíò ñêîðîñòè âèáðàöèè. Ýòîò ñëó÷àé âêëþ÷àåò â

ñåáÿ, íàïðèìåð, ïðîèçâîëüíîå (â ðàìêàõ ñäåëàííûõ äîïóùåíèé) äâèæåíèå òî÷êè

ïîäâåñà âîë÷êà â âåðòèêàëüíîé ïëîñêîñòè. Ñþäà æå îòíîñèòñÿ ñëó÷àé äâèæåíèÿ

òî÷êè ïîäâåñà â íàêëîííîé ïëîñêîñòè, â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî ñðåäíåå çíà÷åíèå

ïðîèçâåäåíèÿ ïðîåêöèé åå ñêîðîñòè íà íàïðàâëåíèå ëèíèè íàèáîëüøåãî ñêàòà

ïëîñêîñòè è íà ïåðïåíäèêóëÿðíîå ê íåé íàïðàâëåíèå â ïëîñêîñòè ðàâíî íóëþ.

Áóäåì ñ÷èòàòü äàëåå, ÷òî aXY = aXZ = 0, è, áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè, ÷òî

aY Z > 0.

Äëÿ äàëüíåéøåãî èññëåäîâàíèÿ ââåä¼ì áåçðàçìåðíûé ïàðàìåòð β è âñïî�

ìîãàòåëüíûå óãëû α (α ∈ (0; π/2)) è δ (δ ∈ (0; π)) ïî �îðìóëàì

β =
ml
√

α2
2 + 4α2

Y Z

2Ag
, cos 2α =

a2
√

α2
2 + 4α2

Y Z

, sin 2α =
2aY Z

√

α2
2 + 4α2

Y Z

,

cos δ =
a2 − a1

√

(a2 − a1)2 + a2Y Z
, sin δ =

aY Z
√

(a2 − a1)2 + a2Y Z
.

Â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå ñóùåñòâóþò äâà òèïà ñòàöèîíàðíûõ âðàùåíèé

âîë÷êà Ëàãðàíæà. Äëÿ âðàùåíèé ïåðâîãî òèïà îñü âðàùåíèÿ ëåæèò â ïëîñêî�

ñòè OY Z (ψ0 = 0), à óãîë θ0 åå íàêëîíà ê âåðòèêàëè îïðåäåëÿåòñÿ èç óðàâíåíèÿ,
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êîòîðîå ïðè âûáðàííûõ îáîçíà÷åíèÿõ ñîâïàäàåò ñ (2.5.48). ×èñëî è ðàñïîëîæå�

íèå êîðíåé ýòîãî óðàâíåíèÿ îïèñàíû â ðàçä. 2.5.

Âûðàæåíèÿ âòîðûõ ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ Π′′
θθ è Πψθ â ýòîì ñëó÷àå çàäà�

þòñÿ �îðìóëàìè èç (2.5.49), à

Π′′
ψψ =

m2l2

A

√

(a1 − a2)2 + a2Y Z sin θ0 sin(θ0 − δ). (2.6.54)

Àíàëèç çíàêà âûðàæåíèÿ äëÿ Π′′
θθ ñîâïàäàåò ñ ïðîâåäåííûì â ðàçä. 2.5 è

èëëþñòðèðóåòñÿ ðèñ. 10. Ïðè àíàëèçå çíàêà Π′′
ψψ â (2.6.54) çàìåòèì, ÷òî, êàê è

â ñëó÷àå, ðàññìîòðåííîì â ðàçä. 2.5, âåëè÷èíà sin θ0 â ñèëó óðàâíåíèÿ (2.5.48)

îáðàùàåòñÿ â íóëü òîëüêî íà ãðàíèöàõ α = 0 è α = π/2 èçìåíåíèÿ ïàðàìåòðà α.

Âíóòðè èññëåäóåìîé îáëàñòè èçìåíåíèÿ ïàðàìåòðîâ âåëè÷èíà sin(θ0− δ) ìîæåò
îáðàòèòüñÿ â íóëü; ñ ó÷åòîì óðàâíåíèÿ (2.5.48), ïîëó÷àåì óðàâíåíèå

β = ± sin δ/ sin 2(δ − α),

îïèñûâàþùåå ñîîòâåòñòâóþùåå ãåîìåòðè÷åñêîå ìåñòî òî÷åê � ïîâåðõíîñòü â

òðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå ïàðàìåòðîâ α, β, δ. Â ñå÷åíèÿõ δ = const èìååì êðè�

âûå β = β(α), èçîáðàæåííûå íà ðèñ. 11 òîíêèìè ïóíêòèðíûìè ëèíèÿìè. Äëÿ

êàæäîãî �èêñèðîâàííîãî çíà÷åíèÿ δ îäíà èç âåòâåé ýòîé êðèâîé èìååò òî÷êó

êàñàíèÿ ñ áè�óðêàöèîííîé êðèâîé (2.5.48), (2.5.53) (ïîêàçàííîé ïîëóæèðíûìè

ëèíèÿìè), äðóãàÿ âåòâü ìîæåò èìåòü îò íóëÿ äî äâóõ òî÷åê ïåðåñå÷åíèÿ ñ áè�

�óðêàöèîííîé êðèâîé. Ïðè δ = π/2 â ðàññìàòðèâàåìîé îáëàñòè åñòü îäíà âåòâü

êðèâîé β = β(α), èìåþùàÿ îáùóþ òî÷êó êàñàíèÿ ñ áè�óðêàöèîííîé êðèâîé

ïðè β = 1, α = π/4. Íà ðèñ. 11 a-f ïîêàçàíû ñëó÷àè âçàèìíîãî ðàñïîëîæåíèÿ

êðèâûõ ïðè δ ∈ (0; π/4) (a), δ = π/4 (b), δ ∈ (π/4; π/2) (
), δ ∈ (π/2; 3π/4) (d),

δ = 3π/4 (e) è δ ∈ (3π/4; π) (f). Èññëåäóåìàÿ îáëàñòü èçìåíåíèÿ ïàðàìåòðîâ

β, α ðàçäåëÿåòñÿ ýòèìè êðèâûìè íà îáëàñòè, îáîçíà÷åííûå öè�ðàìè 1-10.

Â ïîëó÷åííûõ îáëàñòÿõ ïðîâåðåíû óñëîâèÿ âûïîëíåíèÿ äîñòàòî÷íûõ è

òîëüêî íåîáõîäèìûõ óñëîâèé óñòîé÷èâîñòè, à òàêæå óñëîâèÿ íåóñòîé÷èâîñòè.
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�èñ. 11. Áè�óðêàöèîííûå äèàãðàììû ïðè ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ δ.

�åçóëüòàòû èññëåäîâàíèÿ ïðèâåäåíû â òàáëèöå 2.1. Ñèìâîëû ¾Ä. ó.¿ è ¾Í.ó.¿ â

ÿ÷åéêàõ òàáëèöû îçíà÷àþò âûïîëíåíèå äëÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ îáëàñòè è êîðíÿ

äîñòàòî÷íûõ è òîëüêî íåîáõîäèìûõ óñëîâèé óñòîé÷èâîñòè; ê ïîñëåäíèì ñëåäóåò

äîáàâèòü îãðàíè÷åíèå (2.3.21) (ïðè ó÷åòå ñîîòíîøåíèé (2.5.49) è (2.6.54)) íà óã�

ëîâóþ ñêîðîñòü ñòàöèîíàðíîãî âðàùåíèÿ. Ñèìâîëû ¾Íåóñò.¿ îçíà÷àþò íåóñòîé�

÷èâîñòü ñîîòâåòñòâóþùåãî ðåøåíèÿ ïðè ëþáîì çíà÷åíèè óãëîâîé ñêîðîñòè, çíàê

∄ � îòñóòñòâèå êîðíÿ â äàííîé îáëàñòè.

Òàáëèöà 2.1. �åçóëüòàòû àíàëèçà óñòîé÷èâîñòè ðåøåíèé ïåðâîãî òèïà.

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

θ01 Í. ó. Íåóñò. Í. ó. Í. ó. Í. ó. Í. ó. Í. ó. Íåóñò. Í. ó. Í. ó.

θ02 Ä. ó. Ä. ó. Íåóñò. Ä. ó. Ä. ó. Ä. ó. Ä. ó. Ä. ó. Ä. ó. Íåóñò.

θ03 ∄ ∄ ∄ Íåóñò. Íåóñò. Í. ó. Í. ó. Íåóñò. Í. ó. Í. ó.

θ04 ∄ ∄ ∄ Ä. ó. Ä. ó. Íåóñò. Íåóñò. Ä. ó. Ä. ó. Íåóñò.
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Èç íàéäåííûõ ðåçóëüòàòîâ ñëåäóåò, ÷òî, õîòÿ ÷èñëî ðàâíîâåñíûõ òî÷åê ïðè�

âåäåííîé ñèñòåìû â ñëó÷àÿõ, ðàññìîòðåííûõ çäåñü è â ïðåäûäóùåì ðàçäåëå, ñîâ�

ïàäàåò è îïðåäåëÿåòñÿ âûáîðîì òî÷êè ïëîñêîñòè ïàðàìåòðîâ, ðàñïîëîæåííîé

ñëåâà èëè ñïðàâà îò ñõîæèõ áè�óðêàöèîííûõ êðèâûõ, õàðàêòåð èõ óñòîé÷è�

âîñòè â ýòèõ äâóõ ñëó÷àÿõ ñóùåñòâåííî ðàçëè÷àåòñÿ; ñîâïàäåíèå íàáëþäàåòñÿ

òîëüêî â îáëàñòÿõ 1, 4 è 5 (ðèñ. 11). Îòìåòèì ïðè ýòîì, ÷òî äëÿ çíà÷åíèé ïàðà�

ìåòðîâ èç êàæäîé èç äåñÿòè îáëàñòåé íà ðèñ. 11 èìååòñÿ ïî êðàéíåé ìåðå îäíî

ðàâíîâåñíîå çíà÷åíèå óãëà íàêëîíà îñè âîë÷êà ê âåðòèêàëè è äèàïàçîí èçìåíå�

íèÿ óãëîâîé ñêîðîñòè, êîòîðûì îòâå÷àåò óñòîé÷èâîå â ëèíåéíîì ïðèáëèæåíèè

ñòàöèîíàðíîå âðàùåíèå âîë÷êà.

�àññìîòðèì òåïåðü ñòàöèîíàðíîå âðàùåíèå âòîðîãî òèïà. Äëÿ íåãî âåëè�

÷èíû θ0 è ψ0 çàäàþòñÿ ñîîòíîøåíèÿìè

cos θ0 = − Ag(a1 − a2)

ml(a21 − a1a2 − a2Y Z)
, cosψ0 = − aY Z cos θ0

(a1 − a2) sin θ0
.

îïèñûâàþùèìè äâà ïîëîæåíèÿ îñè âðàùåíèÿ, ñèììåòðè÷íûõ îòíîñèòåëüíî

ïëîñêîñòè OY Z. Îáëàñòü ñóùåñòâîâàíèÿ ýòèõ âðàùåíèé îïðåäåëÿåòñÿ íåðàâåí�

ñòâîì

κ =
Ag

ml
≤ |a21 − a1a2 − a2Y Z |
√

a2Y Z + (a1 − a2)2
. (2.6.55)

Âòîðûå ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè è âåëè÷èíà ∆ èç

(2.3.16) èìåþò âèä

Π′′
θθ =

m2l2e1

A sin2 θ0(α2
1 − α1α2 − a2Y Z)

3
, Π′′

θψ =
m2l2aY Z sinψ0

A
(2.6.56)

Π′′
ψψ = − (α1 − α2)e2

A(α2
1 − α1α2 − a2Y Z)

2
, ∆ = − e2e

2
3

A2(a21 − a1a2 − a2Y Z)
5m2l2 sin2 θ0

,

e1 = (α1 − α2)
3κ4 − 2(α1 − α2)(α

2
1 − α1α2 − a2Y Z)

2κ2 + α1(α
2
1 − α1α2 − a2Y Z)

3,

e2 = A2g2[(α1 − α2)
2 + a2Y Z ]−m2l2(α2

1 − α1α2 − a2Y Z)
2,

e3 = A2g2(α1 − α2)
2 −m2l2(α2

1 − α1α2 − a2Y Z)
2.
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Â ñèëó óñëîâèÿ (2.6.55), ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî e2 < 0 è, êàê íåòðóä�

íî ïðîâåðèòü, íåðàâåíñòâî e3 > 0. Ïîýòîìó çíàêè âåëè÷èí Π′′
θθ è ∆ (èëè,

÷òî ðàâíîñèëüíî, âåëè÷èí Π′′
ψψ è ∆) îïðåäåëÿþòñÿ çíàêàìè äâóõ êîìáèíàöèé

a21 − a1a2 − a2Y Z è a1 − a2 âèáðàöèîííûõ ïàðàìåòðîâ.

Îïèðàÿñü íà ðåçóëüòàòû ðàçä. 2.3, íàõîäèì, ÷òî äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ

óñòîé÷èâîñòè ñòàöèîíàðíîãî âðàùåíèÿ âòîðîãî òèïà èìåþò âèä

a21 − a1a2 − a2Y Z > 0, a1 − a2 > 0.

Òîëüêî íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ óñòîé÷èâîñòè çàäàþòñÿ íåðàâåíñòâàìè

a21 − a1a2 − a2Y Z > 0, a1 − a2 < 0,

ê êîòîðûì ñëåäóåò ïðèñîåäèíèòü îãðàíè÷åíèå (2.3.21) (ñ ó÷åòîì âûðàæåíèé

(2.6.56)) íà âåëè÷èíó óãëîâîé ñêîðîñòè; ïðè íàðóøåíèè (2.3.21) èìååì íåóñòîé�

÷èâîñòü.

Íåóñòîé÷èâîñòü èìååò ìåñòî òàêæå, åñëè âåëè÷èíà a21 − a1a2 − a2Y Z îòðè�

öàòåëüíà, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò ñåäëîâîé òî÷êå �óíêöèè ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè â

ðàññìàòðèâàåìîì ïîëîæåíèè ðàâíîâåñèÿ ïðèâåäåííîé ñèñòåìû.
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�ëàâà 3

Èññëåäîâàíèå óñòîé÷èâîñòè ìàÿòíèêîâûõ

äâèæåíèé âîë÷êà Ëàãðàíæà ñ âèáðèðóþùåé

òî÷êîé ïîäâåñà

3.1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Â äàííîé ãëàâå áóäåì ðàññìàòðèâàòü ñëó÷àè âèáðàöèé òî÷êè ïîäâåñà âîë÷�

êà Ëàãðàíæà, äîïóñêàþùèå âåðòèêàëüíûå âåðõíåå è íèæíåå ïîëîæåíèÿ îòíî�

ñèòåëüíîãî ðàâíîâåñèÿ îñè ñèììåòðèè âîë÷êà, ÷òî ðåàëèçóåòñÿ ïðè óñëîâèè

aXY = aY Z = aXZ = 0.

Èñêëþ÷èì èç ðàññìîòðåíèÿ ñëó÷àé "âèáðàöèîííîé ñèììåòðèè" aX = aZ ,

êîòîðûé ïðè äðóãîì âûáîðå êîîðäèíàòíûõ îñåé (êîãäà îñü OZ âåðòèêàëüíà)

ñâîäèòñÿ ê ïðèâåäåííîé ñèñòåìå ñ îäíîé ñòåïåíüþ ñâîáîäû èç-çà íàëè÷èÿ äâóõ

öèêëè÷åñêèõ êîîðäèíàò.

Ïðè ïðîâåäåíèè èññëåäîâàíèÿ áóäåì ðàññìàòðèâàòü ïðèáëèæåííóþ ñèñòå�

ìó ñ ãàìèëüòîíèàíîì (2.1.12).

Ââåäÿ áåçðàçìåðíûå ïàðàìåòðû, èìïóëüñû è âðåìÿ ïî �îðìóëàì

α = −b2m
2l2

A2ω2
∗
, β = −b1m

2l2

A2ω2
∗
, γ =

A

C
,

P̃ψ = Aω∗P1, P̃θ = Aω∗P2, P̃ϕ = Aω∗P3, τ = ω∗t

è, îïóñòèâ çíàêè òèëüäû, ïåðåïèøåì ãàìèëüòîíèàí (2.1.12) â âèäå

H =
γP 2

3

2
+
P 2
2

2
+

(P1 − P3 cos θ)
2

2 sin2 θ
− cosψ sin θ −

−1

2
((β − α) sin2 ψ + β cos2 ψ) sin2 θ (3.1.1)
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Ïðè P3 = 0 ñèñòåìà ñ ãàìèëüòîíèàíîì (3.1.1) èìååò ÷àñòíûå ðåøåíèÿ, ïðè

êîòîðûõ îñü äèíàìè÷åñêîé ñèììåòðèè âîë÷êà ñîâåðøàåò äâèæåíèå ìàÿòíèêîâî�

ãî òèïà â �èêñèðîâàííîé âåðòèêàëüíîé ïëîñêîñòè OXY èëè OY Z. Äàëåå áóäåì

ðàññìàòðèâàòü äâèæåíèå îñè âîë÷êà â ïëîñêîñòè OXY . Ïðè ýòîì áóäåì íàçû�

âàòü âèáðàöèè òî÷êè ïîäâåñà âîë÷êà âäîëü îñåé OX, OY è OZ ïðîäîëüíûìè,

âåðòèêàëüíûìè è ïîïåðå÷íûìè ñîîòâåòñòâåííî.

Äëÿ ðàññìàòðèâàåìûõ äâèæåíèé èìååì θ = π/2, P2 = 0, à èçìåíåíèå ïåðå�

ìåííûõ ψ è P1 îïèñûâàåòñÿ êàíîíè÷åñêèìè óðàâíåíèÿìè ñ �óíêöèåé �àìèëü�

òîíà

Ĥ =
P 2
1

2
− cosψ − α

2
cos2 ψ (3.1.2)

Çäåñü ψ � óãîë, îïðåäåëÿþùèé ïîëîæåíèå îñè âîë÷êà îòíîñèòåëüíî íèæíåãî

âåðòèêàëüíîãî ïîëîæåíèÿ.

Çàìåòèì, ÷òî �óíêöèÿ �àìèëüòîíà (3.1.2) çàâèñèò òîëüêî îò ïàðàìåòðà α,

õàðàêòåðèçóþùåãî ðàçíîñòü èíòåíñèâíîñòåé (îïðåäåëÿåìûõ ñðåäíåêâàäðàòè÷�

íûìè çíà÷åíèÿìè ñêîðîñòåé) âåðòèêàëüíûõ è ïðîäîëüíûõ âèáðàöèé. Ïàðàìåòð

β, îïðåäåëÿþùèé ðàçíîñòü èíòåíñèâíîñòåé âåðòèêàëüíûõ è ïîïåðå÷íûõ âèáðà�

öèé, íå âëèÿåò íà ìàÿòíèêîâûå äâèæåíèÿ îñè âîë÷êà, íî áóäåò âëèÿòü íà èõ

óñòîé÷èâîñòü.

Â äàííîé ãëàâå ïðîâîäèòñÿ èññëåäîâàíèå îðáèòàëüíîé óñòîé÷èâîñòè (â ëè�

íåéíîì ïðèáëèæåíèè) ìàÿòíèêîâûõ äâèæåíèé âîë÷êà Ëàãðàíæà ñ âèáðèðóþ�

ùåé òî÷êîé ïîäâåñà, çàäàâàåìûõ ñèñòåìîé êàíîíè÷åñêèõ óðàâíåíèé ñ �óíêöèåé

�àìèëüòîíà (3.1.2), ïî îòíîøåíèþ ê ïåðåìåííûì θ, ψ è P1, P2 ïðè �èêñèðîâàí�

íîì çíà÷åíèè P3 = 0.



76

3.2. Ìàÿòíèêîâûå äâèæåíèÿ ñèñòåìû ñ ãàìèëüòîíèàíîì

(3.1.2)

3.2.1. Ôàçîâûå ïîðòðåòû

�àññìîòðèì ñíà÷àëà äâèæåíèå ñèñòåìû ñ îäíîé ñòåïåíüþ ñâîáîäû ñ ãà�

ìèëüòîíèàíîì (3.1.2). Ýòî êîíñåðâàòèâíàÿ ñèñòåìà ñ ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèåé

Π(ψ, α) = − cosψ − α

2
cos2 ψ (3.2.3)

Â ñèñòåìå èìååòñÿ ïåðâûé èíòåãðàë (èíòåãðàë ýíåðãèè) âèäà

h =
P 2
1

2
− cosψ − α

2
cos2 ψ = const (3.2.4)

Îïèøåì ïîâåäåíèå �óíêöèè Π(ψ, α) â çàâèñèìîñòè îò çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà

α; â ñèëó ÷¼òíîñòè ýòîé �óíêöèè ïî ψ, äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü ïðîìåæóòîê

ψ ∈ [0; π].

Ïðè |α| ≤ 1 �óíêöèÿ (3.2.3) èìååò òî÷êó ìèíèìóìà ψ = 0 è òî÷êó ìàê�

ñèìóìà ψ = π (ðèñ. 12 a). Ïðè α > 1 ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ èìååò äâå òî÷êè

ìèíèìóìà ψ = 0 è ψ = π, è òî÷êó ìàêñèìóìà ψ∗ = π − arccos(1/α) (ðèñ. 12

b). Ïðè α < −1 �óíêöèÿ (3.2.3) èìååò äâå òî÷êè ìàêñèìóìà ψ = 0 è ψ = π, è

òî÷êó ìèíèìóìà ψ∗ = arccos(−1/α) (ðèñ. 12 
).

Òî÷êè ìèíèìóìà è ìàêñèìóìà ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè îòâå÷àþò ñîîòâåò�

ñòâåííî óñòîé÷èâûì è íåóñòîé÷èâûì ïîëîæåíèÿì ðàâíîâåñèÿ ñèñòåìû ñ ãàìèëü�

òîíèàíîì (3.1.2).

Äëÿ îïðåäåëåíèÿ äðóãèõ äâèæåíèé ñèñòåìû ðàññìîòðèì ñîîòíîøåíèå

(3.2.4) è ïåðåïèøåì åãî â âèäå

P1 = ±
√

2h+ 2 cosψ + α cos2 ψ (3.2.5)

Êâàäðàòíûé (îòíîñèòåëüíî âåëè÷èíû u = cosψ) òð¼õ÷ëåí, ñòîÿùèé ïîä

çíàêîì ðàäèêàëà, ïðè óñëîâèè 2αh < 1 èìååò äâà êîðíÿ
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PSfrag repla
ements

ΠΠΠ

000

πππ
ψψψ ψ∗

ψ∗

(a) (b) (
)

�èñ. 12. Ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ ïðè |α| ≤ 1, α > 1 è α < −1.

ψ1 = arccosu1, ψ2 = arccosu2

u1 =
−1−

√
1− 2αh

α
, u2 =

−1 +
√
1− 2αh

α

Óñëîâèå ñóùåñòâîâàíèÿ êîðíåé u1 è u2 âìåñòå ñ îãðàíè÷åíèÿìè |u1| ≤ 1 è

|u2| ≤ 1 ðàçáèâàþò îáëàñòü ïàðàìåòðîâ α è h íà âîñåìü îáëàñòåé ñ êà÷åñòâåííî

ðàçëè÷íûì õàðàêòåðîì äâèæåíèé (ðèñ. 13). �ðàíèöàìè îáëàñòåé ñëóæàò ÷àñòè

ãèïåðáîëû 2αh = 1 (ïðè α > 0 è α < −1), ïðÿìûå h = −α/2 ± 1 è ëó÷

α = 0, h > −1. ×åðåç B1 (−1,−1/2) è B2 (1, 1/2) îáîçíà÷åíû îáùèå òî÷êè

ãèïåðáîëû è ïðÿìûõ (òî÷êè áè�óðêàöèè).

Êà÷åñòâåííî ðàçëè÷íûå �àçîâûå ïîðòðåòû ñèñòåìû ñ ãàìèëüòîíèàíîì

(3.1.2) ïîêàçàíû íà ðèñ. 14 a-
 äëÿ ñëó÷àåâ |α| ≤ −1, α > 1 è α < −1 ñîîò�

âåòñòâåííî.
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Γ21

Γ22

Γ23

Γ31
Γ32

Γ33

�èñ. 13. Áè�óðêàöèîííàÿ äèàãðàììà.

Òî÷êàì íèæíåé ãðàíèöû îáëàñòè Γ1 îòâå÷àåò óñòîé÷èâîå áîêîâîå ïîëîæå�

íèå ðàâíîâåñèÿ (ðèñ. 14 
). Ïðÿìàÿ h = −1 − α/2 ïðè α ≥ −1 ñîîòâåòñòâóåò
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�èñ. 14. Ôàçîâûé ïîðòðåò íåâîçìóù¼ííîãî äâèæåíèÿ ïðè |α| ≤ 1, α > 1 è α < −1.

óñòîé÷èâîìó íèæíåìó ïîëîæåíèþ ðàâíîâåñèÿ (ðèñ. 14 a, b), à ïðè α < −1 �

íåóñòîé÷èâîìó íèæíåìó ïîëîæåíèþ ðàâíîâåñèÿ è äâèæåíèþ ïî ñåïàðàòðèñå,

ïðîõîäÿùåé ÷åðåç íà÷àëî êîîðäèíàò (ðèñ. 14 
). Ïðÿìîé h = 1−α/2 ïðè α ≤ 1

îòâå÷àåò íåóñòîé÷èâîå âåðõíåå ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ è äâèæåíèå ïî ñåïàðà�

òðèñå (ðèñ. 14 a, 
), à ïðè α > 1 � óñòîé÷èâîå âåðõíåå ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ

è êîëåáàíèå ñ óðîâíåì ýíåðãèè h = 1 − α/2 îêîëî íèæíåãî ïîëîæåíèÿ ðàâ�

íîâåñèÿ. Âåðõíÿÿ ãðàíèöà îáëàñòè Γ23 ñîîòâåòñòâóåò íåóñòîé÷èâîìó áîêîâîìó

ïîëîæåíèþ ðàâíîâåñèÿ è äâèæåíèþ ïî ñåïàðàòðèñå (ðèñ. 14 b).

Â îáëàñòè Γ0 äâèæåíèå íåâîçìîæíî.

Â îáëàñòè Γ1 îñü âîë÷êà ñîâåðøàåò êîëåáàíèÿ â îêðåñòíîñòè óñòîé÷èâûõ

áîêîâûõ ðàâíîâåñèé, êîòîðûì îòâå÷àþò çàìêíóòûå êðèâûå íà ðèñ. 14 
, îõâà�

òûâàþùèå òî÷êè (±ψ∗, 0). Äèàïàçîí âîçìîæíûõ çíà÷åíèé óãëà ψ äëÿ ýòèõ êî�

ëåáàíèé çàäà¼òñÿ èíòåðâàëîì ψ ∈ (0; arccos(−1− 2/α)).

Â îáëàñòÿõ Γ21 è Γ22 îñü âîë÷êà ñîâåðøàåò êîëåáàíèÿ îêîëî íèæíåãî ïîëî�

æåíèÿ ðàâíîâåñèÿ. Ýòèì êîëåáàíèÿì îòâå÷àþò çàìêíóòûå êðèâûå, îõâàòûâàþ�

ùèå íà÷àëî êîîðäèíàò íà ðèñ. 14 a, ÷àñòü àíàëîãè÷íûõ çàìêíóòûõ êðèâûõ íà

ðèñ. 14 b (äî óðîâíÿ ýíåðãèè h = 1−α/2) è çàìêíóòûå êðèâûå íà ðèñ. 14 
, îõâà�
òûâàþùèå òðè îñîáûå òî÷êè ñèñòåìû è òðàåêòîðèè-ñåïàðàòðèñû. Ïðè |α| ≤ 1

àìïëèòóäà êîëåáàíèé ìîæåò ìåíÿòüñÿ â ïðåäåëàõ îò 0 äî π, ïðè α > 1 ìàêñè�

ìàëüíîå çíà÷åíèå àìïëèòóäû óìåíüøàåòñÿ äî arccos(1 − 2/α), à ïðè α < −1
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àìïëèòóäà êîëåáàíèé ìîæåò ìåíÿòüñÿ îò arccos(−1− 2/α) äî π.

Êàæäîé òî÷êå îáëàñòè Γ23 ñîîòâåòñòâóþò äâèæåíèÿ äâóõ òèïîâ. Äâèæå�

íèÿ ïåðâîãî òèïà � êîëåáàíèÿ îêîëî íèæíåãî ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ. Èì íà

ðèñ. 14 b îòâå÷àþò çàìêíóòûå êðèâûå, îõâàòûâàþùèå òðàåêòîðèþ-êîëåáàíèå

ñ óðîâíåì ýíåðãèè h > 1 − α/2. Äâèæåíèÿ âòîðîãî òèïà � êîëåáàíèÿ îêîëî

âåðõíåãî ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ ñ ìàêñèìàëüíîé àìïëèòóäîé arccos(1/α), èì

ñîîòâåòñòâóþò çàìêíóòûå êðèâûå, îõâàòûâàþùèå òî÷êó (±π, 0) íà ðèñ. 14 b.
Â îáëàñòÿõ Γ31, Γ32 è Γ33 ñèñòåìà ñîâåðøàåò âðàùåíèÿ, èì îòâå÷àþò íåçà�

ìêíóòûå êðèâûå íà �àçîâûõ ïîðòðåòàõ íà ðèñ. 14.

3.2.2. Èíòåãðèðîâàíèå óðàâíåíèé ìàÿòíèêîâîãî äâèæåíèÿ

Ïðîèíòåãðèðóåì óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ñèñòåìû ñ ãàìèëüòîíèàíîì (3.1.2)

â êàæäîé èç îáëàñòåé íà ðèñ. 13. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî, â ñèëó (3.1.2), ψ̇ = P1, è

èñïîëüçóÿ âûðàæåíèå (3.2.5), ïîëó÷èì

dψ

dτ
= ±

√

2h+ 2 cosψ + α cos2 ψ

Îòñþäà, âíîâü ïîëàãàÿ u = cosψ, ïåðåïèøåì ýòî óðàâíåíèå â âèäå

τ = ±
∫ u

u0

du
√

f(u)
, f(u) = α(1− u2)(u− u1)(u− u2) (3.2.6)

Èíòåãðàë â ïðàâîé ÷àñòè (3.2.6) âûðàæàåòñÿ ÷åðåç ýëëèïòè÷åñêèå �óíê�

öèè. Äàëåå áóäåì èñïîëüçîâàòü ñëåäóþùèå ñòàíäàðòíûå îáîçíà÷åíèÿ: F(u, k)

� ýëëèïòè÷åñêèé èíòåãðàë ïåðâîãî ðîäà, sn(ξτ, k) è cn(ξτ, k) � ýëëèïòè÷åñêèå

ñèíóñ è êîñèíóñ, è K(k) � ïîëíûé ýëëèïòè÷åñêèé èíòåãðàë ïåðâîãî ðîäà, à k �

ìîäóëü ýëëèïòè÷åñêîãî èíòåãðàëà.

Äëÿ çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ α è h èç îáëàñòè Γ1 êîðíè ìíîãî÷ëåíà f(u) èç

(3.2.6) óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ −1 < u2 < u1 < 1. Äëÿ òðàåêòîðèé � êîëåáàíèé

â îêðåñòíîñòè áîêîâîãî ïîëîæåíèÿ � èìååì u2 ≤ u ≤ u1. Ïîëàãàÿ, ÷òî u|τ=0 =
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u2, è èñïîëüçóÿ ñîîòíîøåíèÿ èç [90℄ ïîëó÷èì

τ = −F(u∗, k1)

ξ1
, u∗ = arcsin

√

(1− u1)(u2 − u)

(1− u)(u2 − u1)
,

ξ1 =
1

2

√

−α(1− u1)(u2 + 1), k1 =

√

2(u2 − u1)

(1− u1)(u2 + 1)

Îáðàùàÿ ïîëó÷åííóþ �óíêöèþ τ(u) îòíîñèòåëüíî u, áóäåì èìåòü

u(τ) =
(u2 − u1)sn

2(ξ1τ, k1)− u2(1− u1)

(u2 − u1)sn2(ξ1τ, k1)− 1 + u1

Ïîëó÷åííîå ðåøåíèå ïåðèîäè÷åñêîå ñ ÷àñòîòîé ω1 = πξ1/2K(k1).

Äâèæåíèÿ â îáëàñòè Γ21 � êîëåáàíèÿ â îêðåñòíîñòè íèæíåãî ïîëîæåíèÿ

ðàâíîâåñèÿ, äëÿ êîòîðûõ èìååì u1 < −1 < u2 ≤ u ≤ 1.

Ïðîèíòåãðèðîâàâ (3.2.6) ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì u|τ=0 = 1, ïîëó÷èì

u(τ) =
(u1 − u2)sn

2(ξ21τ, k21) + u2(1− u1)

(u1 − u2)sn2(ξ21τ, k21)− u1 + 1

ξ21 =
1

2

√

α(u2 − u1)

2
, k21 =

√

(u2 − 1)(u1 + 1)

2(u2 − u1)

Äàííîå ðåøåíèå ïåðèîäè÷åñêîå ñ ÷àñòîòîé ω21 = πξ21/2K(k21).

Äâèæåíèÿ â îáëàñòè Γ22 � êîëåáàíèÿ îêîëî íèæíåãî ïîëîæåíèÿ ðàâíîâå�

ñèÿ, ïðè÷¼ì −1 < u2 ≤ u ≤ 1 < u1. �åøåíèå ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì u|τ=0 = 1 â

ýòîì ñëó÷àå èìååò âèä

u(τ) =
u1(u1 − 1)sn2(ξ22τ, k22) + u1 − u2
(u1 − 1)sn2(ξ22τ, k22) + u1 − u2

ξ22 =
1

2

√

−2α(u2 − u1), k22 =

√

(1− u1)(u2 + 1)

2(u2 − u1)

à åãî ÷àñòîòà ðàâíà ω22 = πξ22/2K(k22).

Â îáëàñòè Γ23 êîðíè ìíîãî÷ëåíà f(u) óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì −1 < u1 <

u2 < 1. Äëÿ êîëåáàíèé îêîëî íèæíåãî ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ èìååì u ∈ [u2; 1], à
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äëÿ êîëåáàíèé îêîëî âåðõíåãî ïîëîæåíèÿ � u ∈ [−1; u1]. Äëÿ êîëåáàíèÿ ïåðâîãî

òèïà ïðè u|τ=0 = 1 ïîëó÷èì

u(τ) =
(1− u2)sn

2(ξ23τ, k23)− u2 − 1

(u2 − 1)sn2(ξ23τ, k23)− u2 − 1

ξ23 =
1

2

√

α(u2 + 1)(1− u1), k23 =

√

(u1 + 1)(u2 − 1)

(u1 − 1)(u2 + 1)

Äëÿ êîëåáàíèÿ âòîðîãî òèïà ïðè u|τ=0 = −1 èìååì

u(τ) =
(u1 + 1)sn2(ξ23τ, k23) + u1 − 1

(u1 + 1)sn2(ξ23τ, k23)− u1 + 1

×àñòîòû îáîèõ ðåøåíèé îäèíàêîâû è ðàâíû ω23 = πξ23/2K(k23).

Äëÿ âðàùåíèé â îáëàñòè Γ31 (u ∈ [−1; 1]) ìíîãî÷ëåí f(u) èìååò äâà äåé�

ñòâèòåëüíûõ êîðíÿ u = ±1, à êîðíè u1 è u2 êîìïëåêñíî ñîïðÿæ¼ííûå. Ïóñòü

u1,2 = a ± ib. Â ðåçóëüòàòå èíòåãðèðîâàíèÿ ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì u|τ=0 = −1

ïîëó÷èì [90℄

a = − 1

α
, b =

√
2αh− 1

α
, a1 =

√

(1− a)2 + b2, b1 =
√

(1 + a)2 + b2

u(τ) =
(a1 + b1)cn(ξ31τ, k31) + a1 − b1
(b1 − a1)cn(ξ31τ, k31)− a1 − b1

ξ31 =
√

αa1b1, k31 =

√

4− (a1 − b1)2

4a1b1

×àñòîòà ïîëó÷åííîãî ðåøåíèÿ ðàâíà ω31 = πξ31/4K(k31).

Äëÿ âðàùåíèé â îáëàñòè Γ32 (u ∈ [−1; 1]), êîðíè ìíîãî÷ëåíà f(u) äåé�

ñòâèòåëüíûå, ïðè÷¼ì u1 < u2 < −1 < 1. Ïðîèíòåãðèðîâàâ (3.2.6) ñ íà÷àëüíûì

óñëîâèåì u|τ=0 = 1, ïîëó÷èì

u(τ) =
2u1sn

2(ξ32τ, k32)− u1 − 1

2sn2(ξ32τ, k32)− u1 − 1

ξ32 =
1

2

√

α(u2 − 1)(u1 + 1), k32 =

√

2(u2 − u1)

(u2 − 1)(u1 + 1)
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×àñòîòà ðåøåíèÿ ðàâíà ω32 = πξ32/2K(k32).

Äëÿ âðàùåíèé â îáëàñòè îáëàñòè Γ33 èìååì u2 < −1 ≤ u ≤ 1 < u1.

�åøåíèå ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì u|τ=0 = 1 ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå

u(τ) =
2u1sn

2(ξ33τ, k33)− u1 − 1

2sn2(ξ33τ, k33)− u1 − 1

ξ33 =
1

2

√

−α(1− u2)(u1 + 1), k33 =

√

2(u1 − u2)

(1− u2)(u1 + 1)

åãî ÷àñòîòà ðàâíà ω33 = πξ33/2K(k33).

�ðàíè÷íûå êðèâûå. Ïðîèíòåãðèðóåì òåïåðü óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ íà êðè�

âûõ, ðàçäåëÿþùèõ ðàññìîòðåííûå îáëàñòè. Òî÷êàì íà ãðàíèöå îáëàñòåé Γ23 è

Γ31 ñîîòâåòñòâóåò äâèæåíèå ïî ñåïàðàòðèñå (ðèñ. 14 b), ïîäêîðåííîå âûðàæå�

íèå f(u) � ïîëíûé êâàäðàò. Èíòåãðèðîâàíèå îñóùåñòâëÿåòñÿ â ýëåìåíòàðíûõ

�óíêöèÿõ [34℄, çàâèñèìîñòü τ(ψ) èìååò âèä

τ =

√

α

α2 − 1
ln

(√
α2 − 1 sinψ + cosψ + α

1 + α cosψ

)

, ψ|τ=0 = 0

Ïðè τ → ±∞ äàííîå ðåøåíèå àñèìïòîòè÷åñêè ñòðåìèòñÿ ê òî÷êå ψ∗ =

π − arccos(1/α), ñîîòâåòñòâóþùåé áîêîâîìó ïîëîæåíèþ ðàâíîâåñèÿ âîë÷êà.

�àññìîòðèì ïðÿìîëèíåéíóþ ãðàíèöó h = 1 − α/2. Å¼ òî÷êàì ïðè α < 1

îòâå÷àþò äâèæåíèÿ ïî ñåïàðàòðèñàì (ðèñ. 14 a, 
), à ïðè α > 1 � êîëåáàíèÿ

îêîëî íèæíåãî ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ (ðèñ. 14 b). Íà ýòîé ãðàíèöå �óíêöèÿ

f(u) èìååò äâîéíîé êîðåíü u = −1. Èíòåãðèðóÿ, íàõîäèì

u(τ) =
µ2 + (4α− 6)µ+ 1

−µ2 + (4α− 2)µ− 1
, µ = e2τ

√
1−α, u|τ=0 = 1

Ôóíêöèÿ u(τ) â îáëàñòè α > 1 ÿâëÿåòñÿ ïåðèîäè÷åñêîé �óíêöèåé ñ ÷àñòî�

òîé 2
√
α− 1, à â îáëàñòè α < 1 àñèìïòîòè÷åñêè ïðèáëèæàåòñÿ ê òî÷êå u = −1,

ñîîòâåòñòâóþùåé âåðõíåìó ïîëîæåíèþ ðàâíîâåñèÿ.

Íà ãðàíèöå îáëàñòåé Γ1 è Γ22, îòâå÷àþùåé äâèæåíèþ ïî ñåïàðàòðèñå (ðèñ.

14 
), ïîäêîðåííîå âûðàæåíèå f(u) èìååò äâîéíîé êîðåíü u = 1. Èíòåãðèðîâà�
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íèå äà¼ò

u(τ) =
µ2 + (4α+ 6)µ+ 1

µ2 − (4α+ 2)µ+ 1
, µ = e2τ

√
−1−α, u|τ=0 = u1

Íà ýòîì ðåøåíèè îñü âîë÷êà àñèìïòîòè÷åñêè ïðèáëèæàåòñÿ ê íèæíåìó

ïîëîæåíèþ ðàâíîâåñèÿ.

Äëÿ òî÷êè áè�óðêàöèè B2 �óíêöèÿ f(u) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïîëíûé êâàä�

ðàò, è â ðåçóëüòàòå èíòåãðèðîâàíèÿ ïîëó÷èì

ψ = 2 arctg τ, ψ|τ=0 = 0

Îñü âîë÷êà íà ýòîì ðåøåíèè àñèìïòîòè÷åñêè ñòðåìèòñÿ ê âåðõíåìó ïîëî�

æåíèþ ðàâíîâåñèÿ ψ = π.

Íà ãðàíèöå α = 0 óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ îñè âîë÷êà (â äàííîì ïðèáëè�

æåíèè) ñîâïàäàþò ñ óðàâíåíèÿìè äâèæåíèÿ ìàòåìàòè÷åñêîãî ìàÿòíèêà â îä�

íîðîäíîì ïîëå òÿæåñòè; ðåçóëüòàòû èõ èíòåãðèðîâàíèÿ óðàâíåíèé ïðèâåäåíû,

íàïðèìåð, â [53℄.

3.3. Âîçìóù¼ííîå äâèæåíèå

Ââåä¼ì ïåðåìåííûå äåéñòâèå � óãîë [53℄ äëÿ ñèñòåìû ñ ãàìèëüòîíèàíîì

(3.1.2) â êàæäîé èç ðàññìîòðåííûõ îáëàñòåé êîëåáàíèé è âðàùåíèé. Ïåðåìåí�

íóþ óãîë ââåä¼ì ïî �îðìóëå w = ωτ , ãäå ω � ÷àñòîòà ìàÿòíèêîâîãî äâèæåíèÿ.

Ïåðåìåííóþ äåéñòâèå ââåä¼ì â ñëó÷àå êîëåáàíèé ïî �îðìóëå

I =
2

π

∫ ψ̂

ψ0

P1dψ =
2

π

∫ û

u0

√

f1(u)du, f1(u) =
α(u− u1)(u− u2)

1− u2

ãäå ψ̂ � ìàêñèìàëüíûé óãîë îòêëîíåíèÿ îñè âîë÷êà îò íèæíåãî âåðòèêàëüíîãî

ïîëîæåíèÿ, à â ñëó÷àå âðàùåíèé � ïî �îðìóëå

I =
1

π

∫ π

0

P1dψ =
1

π

∫ −1

1

√

f1(u)du
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ãäå ω � ÷àñòîòà ðàññìàòðèâàåìîãî äâèæåíèÿ, âû÷èñëÿåìàÿ ïî âîðìóëàì èç

ðàçäåëà 3.2.2.

�àìèëüòîíèàí íåâîçìóù¼ííîãî äâèæåíèÿ â ïåðåìåííûõ äåéñòâèå � óãîë

çàïèøåòñÿ â âèäå [53℄

Ĥ = ωI

�àññìîòðèì ñèñòåìó ñ �óíêöèåé �àìèëüòîíà (3.1.1). Ïðèìåì â êà÷åñòâå

íåâîçìóù¼ííîãî äâèæåíèÿ ìàÿòíèêîâûå äâèæåíèÿ ñèñòåìû ñ ãàìèëüòîíèàíîì

(3.1.2), îïèñàííûå â ïðåäûäóùåì ðàçäåëå. Ïåðåïèøåì ãàìèëüòîíèàí (3.1.1) â

ïåðåìåííûõ I, w, P2 è θ è ââåä¼ì âîçìóùåíèÿ r = I − I0, p2 = P2, q2 = θ− π/2,

ãäå I0 � çíà÷åíèå ïåðåìåííîé äåéñòâèå íà íåâîçìóù¼ííîì äâèæåíèè, ïîñëå ÷åãî

ðàçëîæèì ïîëó÷åííóþ �óíêöèþ �àìèëüòîíà â ðÿä ïî âîçìóùåíèÿì r, p2, q2.

H = H2 +H4 + ... (3.3.7)

Çäåñü H2k � �îðìà ñòåïåíè 2k îòíîñèòåëüíî ïåðåìåííûõ q2, p2 è |r|1/2, ïðè÷¼ì
�îðìà H2 èìååò âèä

H2 = ωr + f20q
2
2 + f02p

2
2

f20 =
1

2

(

cosψ + (β − α) sin2 ψ + β cos2 ψ + P 2
1

)

, f02 =
1

2

Â êîý��èöèåíòå f20 �óíêöèè ψ(I, w) è P1(I, w) âû÷èñëÿþòñÿ íà íåâîçìó�

ù¼ííîì äâèæåíèè. Çíà÷åíèÿ ψ(I, w) îïðåäåëÿþòñÿ èç �îðìóë, ïîëó÷åííûõ â

ðàçäåëå 3.2.2, à çíà÷åíèÿ P1(I, w) íàõîäÿòñÿ ñ ïîìîùüþ ñîîòíîøåíèÿ (3.2.5).

Çàäà÷à îá îðáèòàëüíîé óñòîé÷èâîñòè ìàÿòíèêîâûõ äâèæåíèé òåëà ýêâèâà�

ëåíòíà çàäà÷å îá óñòîé÷èâîñòè êàíîíè÷åñêîé ñèñòåìû ñ ãàìèëüòîíèàíîì (3.3.7)

ïî îòíîøåíèþ ê ïåðåìåííûì r, q2, p2. Êðèòåðèé óñòîé÷èâîñòè ýòîé ñèñòåìû ñîâ�

ïàäàåò ñ êðèòåðèåì óñòîé÷èâîñòè ðåäóöèðîâàíîé ñèñòåìû ñ îäíîé ñòåïåíüþ

ñâîáîäû, îïèñûâàþùåé äâèæåíèå ñèñòåìû íà èçîýíåðãåòè÷åñêîì óðîâíå H = 0,

îòâå÷àþùåì íåâîçìóù¼ííîìó äâèæåíèþ [48℄. Ïðèìåì â êà÷åñòâå íîâîé íåçàâè�

ñèìîé ïåðåìåííîé âåëè÷èíó w. �àçðåøèì ñîîòíîøåíèå H = 0 îòíîñèòåëüíî r,
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ïåðåïèñàâ åãî â âèäå

r = −K(q2, p2, w)

ãäå

K = K2 +K4 + ... (3.3.8)

K2 = f20q
2
2 + f02p

2
2

Óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ñèñòåìû ñ ãàìèëüòîíèàíîì (3.3.8) çàïèøóòñÿ â âèäå

dq2
dw

=
∂K

∂p2
,

dp2
dw

= −∂K
∂q2

(3.3.9)

Çàäà÷à îá îðáèòàëüíîé óñòîé÷èâîñòè ìàÿòíèêîâûõ äâèæåíèé âîë÷êà

Ëàãðàíæà ñ âèáðèðóþùåé òî÷êîé ïîäâåñà (â ðàìêàõ ðàññìàòðèâàåìîé ïðèáëè�

æåííîé àâòîíîìíîé ñèñòåìû) ñâîäèòñÿ ê çàäà÷å óñòîé÷èâîñòè ïîëîæåíèÿ ðàâíî�

âåñèÿ íåàâòîíîìíîé ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìû (3.3.9) ñ îäíîé ñòåïåíüþ ñâîáîäû.

3.4. Àíàëèç óñòîé÷èâîñòè â ëèíåéíîì ïðèáëèæåíèè

Ëèíåàðèçîâàííàÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé âîçìóù¼ííîãî äâèæåíèÿ, îòâå÷àþ�

ùàÿ ãàìèëüòîíèàíó K2, èìååò âèä

dq2
dw

=
2

ω
f02p2,

dp2
dw

= − 2

ω
f20q2 (3.4.10)

Õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå ýòîé ñèñòåìû çàïèøåòñÿ â âèäå

ρ2 − 2κρ+ 1 = 0 (3.4.11)

ãäå 2κ = x11(T ) + x22(T ), T = 2π/ω � ïåðèîä ðåøåíèÿ ψ(τ). Ôóíêöèè x11(w) è

x22(w) � ýëåìåíòû ìàòðèöû X(w) = ||xij(w)||(i, j = 1, 2) �óíäàìåíòàëüíûõ ðå�

øåíèé, óäîâëåòâîðÿþùèõ íà÷àëüíûì óñëîâèÿìX(w) = E2, ãäå E2 � åäèíè÷íàÿ

ìàòðèöà âòîðîãî ïîðÿäêà.



86

Åñëè |κ| > 1, òî èññëåäóåìîå ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ ïîëíîé ñèñòåìû ñ ãà�

ìèëüòîíèàíîì (3.3.8) íåóñòîé÷èâî. Ïðè |κ| < 1 èìååò ìåñòî óñòîé÷èâîñòü â ëè�

íåéíîì ïðèáëèæåíèè. Â ãðàíè÷íîì ñëó÷àå κ = 1 õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå

èìååò êðàòíûé êîðåíü ρ = 1 (ðåçîíàíñ ïåðâîãî ïîðÿäêà), à â ãðàíè÷íîì ñëó÷àå

κ = −1 êðàòíûé êîðåíü ρ = −1 (ðåçîíàíñ âòîðîãî ïîðÿäêà). Äëÿ ïîëíîãî ðå�

øåíèÿ âîïðîñà îá óñòîé÷èâîñòè ðàññìàòðèâàåìîãî ðåøåíèÿ ñèñòåìû (3.4.10) â

ñëó÷àå |κ| ≤ 1 òðåáóåòñÿ ïðîâåäåíèå íåëèíåéíîãî àíàëèçà. Ýòî èññëåäîâàíèå â

äàííîé ðàáîòå íå ïðîâîäèòñÿ.

3.4.1. Ïîðîæäàþùèå êðèâûå

Äëÿ òî÷åê (α, h), ëåæàùèõ íà ãðàíè÷íûõ êðèâûõ (ñì. ðèñ. 13), ñîîòâåò�

ñòâóþùèõ óñòîé÷èâûì ïîëîæåíèÿì ðàâíîâåñèÿ â íåâîçìóù¼ííîì äâèæåíèè,

ñèñòåìà (3.4.10) àâòîíîìíà. Ïðè ýòîì óñëîâèÿ óñòîé÷èâîñòè íèæíåãî ïîëîæå�

íèÿ ðàâíîâåñèÿ (h∗ = −1−α/2, α > 1) â ñèñòåìå (3.4.10) çàäàþòñÿ íåðàâåíñòâîì

β > −1, âåðõíåãî ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ (h∗ = 1 − α/2, α > 1) íåðàâåíñòâîì

β > 1, à áîêîâîãî (h∗ = 1/2α, α < −1) ñîîòíîøåíèåì α > β. ×àñòîòû ìàëûõ

ëèíåéíûõ êîëåáàíèé, îòâå÷àþùèå áîêîâîìó, íèæíåìó è âåðõíåìó óñòîé÷èâûì

ïîëîæåíèÿì ðàâíîâåñèÿ ñèñòåìû âû÷èñëÿþòñÿ ñîîòâåòñòâåííî ïî �îðìóëàì

Ω1 =

√

4α(α− β)

α2 − 1
, Ω2 =

√

β + 1

α+ 1
, Ω3 =

√

β − 1

α− 1

Â òðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå ïàðàìåòðîâ α, β, h âáëèçè ïîâåðõíîñòåé h∗ =

h∗(α) ìîãóò ïîÿâèòüñÿ îáëàñòè íåóñòîé÷èâîñòè (îáëàñòè ïàðàìåòðè÷åñêîãî ðå�

çîíàíñà). Ïîðîæäàþùèìè äëÿ íèõ ÿâëÿþòñÿ êðèâûå íà ýòèõ ïîâåðõíîñòÿõ, äëÿ

òî÷åê êîòîðûõ âûïîëíåíû ñîîòíîøåíèÿ Ωj = n (ðåçîíàíñ ïåðâîãî ïîðÿäêà) èëè

Ωj = (2n − 1)/2 (ðåçîíàíñ âòîðîãî ïîðÿäêà); çäåñü n � íàòóðàëüíîå ÷èñëî, à

j = 1, 2, 3.

Ïîðîæäàþùèå êðèâûå, îòâå÷àþùèå áîêîâîìó, íèæíåìó è âåðõíåìó ïîëî�

æåíèÿì ðàâíîâåñèÿ, ïîêàçàíû íà ðèñóíêå 15a,b,
 â ïëîñêîñòè ïàðàìåòðîâ α, β.
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Ñâåòëî-ñåðûì öâåòîì îòìå÷åíû îáëàñòè íåóñòîé÷èâîñòè ñîîòâåòñòâóþùåãî ïî�

ëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ. Ñïëîøíûìè ëèíèÿìè ïîêàçàíû êðèâûå ðåçîíàíñà ïåðâîãî

ïîðÿäêà, ïóíêòèðíûìè � êðèâûå ðåçîíàíñà âòîðîãî ïîðÿäêà. Äëÿ íèæíåãî è

áîêîâîãî ïîëîæåíèé ðàâíîâåñèÿ èç òî÷êè α = −1, β = −1 âûõîäèò ñ÷¼òíîå

ìíîæåñòâî ïîðîæäàþùèõ êðèâûõ (ðèñ. 15 a, b). Äëÿ âåðõíåãî ïîëîæåíèÿ ðàâ�

íîâåñèÿ ïîäîáíûé ïó÷îê âûõîäèò èç òî÷êè α = 1, β = 1 (ðèñ. 15 
). Ò¼ìíî-ñåðûì

öâåòîì íà ðèñ. 15 îòìå÷åíû îáëàñòè, â êîòîðûõ èìååòñÿ ñ÷¼òíîå ìíîæåñòâî ïî�

ðîæäàþùèõ êðèâûõ ðåçîíàíñîâ ïåðâîãî è âòîðîãî ïîðÿäêîâ.
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�èñ. 15. Ïîðîæäàþùèå êðèâûå äëÿ áîêîâîãî, íèæíåãî è âåðõíåãî ðàâíîâåñèé.

3.4.2. �åçóëüòàòû èññëåäîâàíèÿ óñòîé÷èâîñòè

Äëÿ ðåøåíèÿ âîïðîñà îá óñòîé÷èâîñòè èññëåäóåìûõ ìàÿòíèêîâûõ äâèæå�

íèé ïðîâåäåì ÷èñëåííîå èíòåãðèðîâàíèå óðàâíåíèé (3.4.10) è ïîñòðîèì ãðàíè�

öû |κ| = 1 îáëàñòåé ïàðàìåòðè÷åñêîãî ðåçîíàíñà. �àñ÷¼òû ïîêàçàëè, ÷òî â òðåõ�

ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå ïàðàìåòðîâ èç ïîðîæäàþùèõ êðèâûõ ðåçîíàíñà ïåðâîãî

ïîðÿäêà ïðè h > h∗ âûõîäÿò äâå ðåçîíàíñíûå ïîâåðõíîñòè � ãðàíèöû îáëàñòåé

íåóñòîé÷èâîñòè; èç ïîðîæäàþùèõ êðèâûõ ðåçîíàíñà âòîðîãî ïîðÿäêà âûõîäèò

òîëüêî îäíà ðåçîíàíñíàÿ ïîâåðõíîñòü, è îáëàñòè ïàðàìåòðè÷åñêîãî ðåçîíàíñà

îòñóòñòâóþò.

Â ïðîñòðàíñòâå ïàðàìåòðîâ α, β, h ðàññìàòðèâàëèñü ñå÷åíèÿ β = const äëÿ

ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé β, áûëè ïîëó÷åíû äèàãðàììû óñòîé÷èâîñòè â ïëîñêîñòè
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ïàðàìåòðîâ α è h. Ïðè ýòîì èññëåäîâàëñÿ äèàïàçîí α ∈ [−5; 5] è h ∈ [−3.5; 3.5]

èçìåíåíèÿ ïàðàìåòðîâ α è h.

Áûëà ïîñòðîåíà ñåðèÿ äèàãðàìì óñòîé÷èâîñòè äëÿ çíà÷åíèé β èç ïðîìå�

æóòêà β ∈ [−2; 2]; ñëó÷àé êîëåáàíèé â îêðåñòíîñòè âåðõíåãî ïîëîæåíèÿ ðàâ�

íîâåñèÿ ðàññìîòðåí äëÿ çíà÷åíèé β ∈ [−2; 3]. Êà÷åñòâåííî ðàçëè÷íûìè, êàê

ñëåäóåò èç ðèñ. 15, ÿâëÿþòñÿ ñëó÷àè β < −1,−1 < β < 1 è β > 1. Ïðè β < −1

ñðåäíåêâàäðàòè÷íàÿ ñêîðîñòü ïîïåðå÷íûõ âèáðàöèé òî÷êè ïîäâåñà ïðåâûøàåò

ñðåäíåêâàäðàòè÷íóþ âåðòèêàëüíóþ ñêîðîñòü (aY + Ag/(ml) < aZ), ñ ðîñòîì β

âëèÿíèå äâóõ ñîñòàâëÿþùèõ âûðàâíèâàåòñÿ, à ïðè β > 1 (aY − Ag/(ml) > aZ)

âåðòèêàëüíûå âèáðàöèè ïðåîáëàäàþò íàä ïîïåðå÷íûìè.

Äèàãðàììû óñòîé÷èâîñòè ïðåäñòàâëåíû íà ðèñóíêàõ 16�22 äëÿ ñëó÷àåâ

β = −2 (ðèñ. 16), β = −1 (ðèñ. 17), β = 0 (ðèñ. 18), β = 0.85 (ðèñ. 19), β = 1

(ðèñ. 20) è β = 2 (ðèñ. 21). Â îáëàñòè Γ23 íà ðèñ. 16�21 ïðåäñòàâëåíà ýâîëþ�

öèÿ óñòîé÷èâîñòè êîëåáàíèé îêîëî íèæíåãî ïîëîæåíèÿ; êàðòèíà óñòîé÷èâîñòè

êîëåáàíèé â îêðåñòíîñòè âåðõíåãî ïîëîæåíèÿ ïîêàçàíà íà ðèñ. 22 äëÿ ñëó÷àåâ

β = 2 è β = 3.
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�èñ. 16. Äèàãðàììà óñòîé÷èâîñòè ïðè β = −2.
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�èñ. 17. Äèàãðàììà óñòîé÷èâîñòè ïðè β = −1.

�ðàíèöû îáëàñòåé, ïîêàçàííûå íà ðèñ. 16�22 æèðíûìè ëèíèÿìè, ñîîòâåò�

ñòâóþò ãðàíèöàì íà ðèñ. 13. Îáëàñòè, çàêëþ÷åííûå ìåæäó íèìè, ðàçäåëåíû íà

íåñêîëüêî îáëàñòåé óñòîé÷èâîñòè (â ëèíåéíîì ïðèáëèæåíèè) è íåóñòîé÷èâîñòè;

ãðàíèöàìè ìåæäó íèìè, ïîêàçàííûìè òîíêèìè ëèíèÿìè, ñëóæàò êðèâûå ðåçî�

íàíñà ïåðâîãî ïîðÿäêà ëèáî âåðòèêàëüíûå ïðÿìûå, ñîîòâåòñòâóþùèå èñêëþ�

÷¼ííîìó èç ðàññìîòðåíèÿ ñëó÷àþ ¾âèáðàöèîííîé ñèììåòðèè¿ α = β. Êðèâûå

ðåçîíàíñà âòîðîãî ïîðÿäêà èçîáðàæåíû íà ðèñ. 16�22 ïóíêòèðíûìè ëèíèÿìè.

Îáëàñòè óñòîé÷èâîñòè â ëèíåéíîì ïðèáëèæåíèè íà ðèñ. 16�22 íå çàêðà�

øåíû, ñâåòëî-ñåðûì öâåòîì ïîêàçàíû îáëàñòè íåóñòîé÷èâîñòè, à ò¼ìíî-ñåðûì

öâåòîì � îáëàñòè, ñîäåðæàùèå ñ÷åòíîå ìíîæåñòâî ðåçîíàíñíûõ êðèâûõ. �ðàíè�

öû ò¼ìíî-ñåðûõ îáëàñòåé ïðîâåäåíû ïî îäíîé èç ðåçîíàíñíûõ êðèâûõ ïåðâîãî

èëè âòîðîãî ïîðÿäêîâ. Ýòè îáëàñòè âêëþ÷àþò â ñåáÿ ÷àñòü ãðàíèö áè�óðêà�

öèîííîé äèàãðàììû (ñì. ðèñ. 13), òî÷êàì êîòîðûõ îòâå÷àþò àñèìïòîòè÷åñêèå

äâèæåíèÿ ñèñòåìû ñ ãàìèëüòîíèàíîì (3.1.2).

Îïèøåì ýâîëþöèþ êàðòèíû óñòîé÷èâîñòè äëÿ êàæäîãî òèïà äâèæåíèé.
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�èñ. 18. Äèàãðàììà óñòîé÷èâîñòè ïðè β = 0.

Óñòîé÷èâîñòü êîëåáàíèé â îêðåñòíîñòè áîêîâîãî ïîëîæåíèÿ

ðàâíîâåñèÿ

�àññìîòðèì êîëåáàíèÿ â îêðåñòíîñòè áîêîâîãî ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ, ïðî�

èñõîäÿùèå â îáëàñòè Γ1. Ýòè êîëåáàíèÿ ñóùåñòâóþò è íåóñòîé÷èâû ïðè óñëî�

âèè β < α < −1 (aZ > aX > aY + Ag/(ml)), è ìîãóò áûòü óñòîé÷èâûìè ïðè

α < −1, α < β, êîãäà ïàðàìåòð aX , õàðàêòåðèçóþùèé èíòåíñèâíîñòü ïðîäîëü�

íûõ âèáðàöèé, ÿâëÿåòñÿ íàèáîëüøèì èç òðåõ âåëè÷èí aX , aZ , aY + Ag/(ml).

Ïîðîæäàþùèå êðèâûå äëÿ ïîâåðõíîñòåé ðåçîíàíñîâ ïåðâîãî è âòîðîãî

ïîðÿäêîâ íà íèæíåé ãðàíèöå îáëàñòè Γ1 ïîêàçàíû íà ðèñ. 15a. Â ñå÷åíèÿõ

β = const ïðè β < −1 ñóùåñòâóþò äâå ïîðîæäàþùèõ òî÷êè ðåçîíàíñà ïåðâîãî

ïîðÿäêà è äâå ïîðîæäàþùèå òî÷êè ðåçîíàíñà âòîðîãî ïîðÿäêà. Ïðè β > −1 â

îêðåñòíîñòè òî÷êè áè�óðêàöèè B1 âîçíèêàåò ñ÷¼òíîå ìíîæåñòâî ïîðîæäàþùèõ

òî÷åê.

�àññìîòðèì ñëó÷àé β < −1 (aX > aZ > aY + Ag/(ml)). Â ñîîòâåòñòâóþ�

ùèõ ñå÷åíèÿõ îáëàñòè Γ1 (ñì. ðèñ. 16) èìåþòñÿ äâå îáëàñòè γ11, γ12 óñòîé÷èâî�
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�èñ. 19. Äèàãðàììà óñòîé÷èâîñòè ïðè β = 0.85.

ñòè â ëèíåéíîì ïðèáëèæåíèè è òðè îáëàñòè íåóñòîé÷èâîñòè. Îäíà èç îáëàñòåé

íåóñòîé÷èâîñòè ëåæèò ïðàâåå âåðòèêàëüíîé ãðàíè÷íîé ïðÿìîé α = β. �ðàíèöû

äðóãîé îáëàñòè íåóñòîé÷èâîñòè âûõîäÿò èç ïîðîæäàþùåé òî÷êè íà íèæíåé ãðà�

íèöå îáëàñòè Γ1 è çàêàí÷èâàþòñÿ íà âåðõíåé ãðàíèöå â òî÷êàõ S1 è S3. �ðàíèöà

òðåòüåé îáëàñòè íåóñòîé÷èâîñòè (ïðèìûêàþùåé ê âåðõíåé ãðàíèöå îáëàñòè Γ1)

âûõîäèò èç òî÷êè S3. ×åðåç òî÷êè S1 è S3 ïðîõîäÿò òàêæå êðèâûå ðåçîíàíñà

âòîðîãî ïîðÿäêà.

Òî÷êè S1 è S3 ïðè óâåëè÷åíèè çíà÷åíèÿ β ïðèáëèæàþòñÿ ê òî÷êå áè�óð�

êàöèè B1, à ïðè β = −1 ñëèâàþòñÿ ñ íåé, è îáëàñòü γ11 ïðîïàäàåò (ðèñ. 17). Èç

óãëîâîé òî÷êè B1 â ýòîì ñëó÷àå âûõîäèò åäèíñòâåííàÿ ãðàíè÷íàÿ êðèâàÿ, ðàç�

äåëÿþùàÿ îáëàñòü íà ïîäîáëàñòü γ12 óñòîé÷èâîñòè â ëèíåéíîì ïðèáëèæåíèè è

ïîäîáëàñòü íåóñòîé÷èâîñòè.

�àññìîòðèì ñëó÷àé β > −1 (aX > aY +Ag/(ml) > aZ). Ïðè ïåðåõîäå ÷åðåç

β = −1 íà íèæíåé ãðàíèöå îáëàñòè Γ1 â îêðåñòíîñòè òî÷êè áè�óðêàöèè B1 âîç�

íèêàåò ñ÷¼òíîå ìíîæåñòâî ïîðîæäàþùèõ òî÷åê, èç êîòîðûõ âûõîäÿò îáëàñòè ïà�

ðàìåòðè÷åñêîãî ðåçîíàíñà, ÷åðåäóþùèåñÿ ñ îáëàñòÿìè óñòîé÷èâîñòè â ëèíåéíîì
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�èñ. 20. Äèàãðàììà óñòîé÷èâîñòè ïðè β = 1.

ïðèáëèæåíèè. Ýòè îáëàñòè óñòîé÷èâîñòè è íåóñòîé÷èâîñòè ñîñòàâëÿþò ò¼ìíî�

ñåðóþ çîíó δ1 â îêðåñòíîñòè âåðõíåé ãðàíèöû îáëàñòè Γ1. Ïðè −1 < β < 0 ñ

ðîñòîì β ïåðâàÿ ïîðîæäàþùàÿ òî÷êà îáëàñòè ïàðàìåòðè÷åñêîãî ðåçîíàíñà ïå�

ðåìåùàåòñÿ âäîëü íèæíåé ãðàíèöû îáëàñòè Γ1 â ñòîðîíó óìåíüøåíèÿ α, à ïðè

β = 0 íåîãðàíè÷åííî óäàëÿåòñÿ (âìåñòå ñ îáëàñòüþ íåóñòîé÷èâîñòè è îáëàñòüþ

γ12). Ïîêàçàííàÿ íà ðèñ. 18-21 îáëàñòü óñòîé÷èâîñòè γ13 ëåæèò ëåâåå ñëåäóþùåé

îáëàñòè ïàðàìåòðè÷åñêîãî ðåçîíàíñà. Ïðè β ≥ 0 îíà çàíèìàåò çíà÷èòåëüíóþ

÷àñòü îáëàñòè Γ1 (çà èñêëþ÷åíèåì îáëàñòè δ1).

Â îáëàñòè δ1, ïðèìûêàþùåé ê âåðõíåé ãðàíèöå îáëàñòè Γ1 (ðèñ. 18-21), ñî�

äåðæèòñÿ ñ÷åòíîå ìíîæåñòâî ÷åðåäóþùèõñÿ îáëàñòåé óñòîé÷èâîñòè â ëèíåéíîì

ïðèáëèæåíèè è íåóñòîé÷èâîñòè.

Îòìåòèì, ÷òî ãðàíèöà îáëàñòè γ12 ñ óìåíüøåíèåì α èä¼ò âäîëü íèæíåé

ãðàíèöû îáëàñòè Γ1, à ãðàíèöû îáëàñòè γ13 è ðåçîíàíñíûå êðèâûå èç îáëàñòè

δ1 èäóò âäîëü âåðõíåé ãðàíèöû Γ1.

Òàêèì îáðàçîì, â ñëó÷àå β ≤ −1 îáëàñòü óñòîé÷èâîñòè êîëåáàíèé â îêðåñò�

íîñòè áîêîâûõ îòíîñèòåëüíûõ ðàâíîâåñèé îãðàíè÷åíà ñâåðõó óðîâíåì ýíåðãèè h
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�èñ. 21. Äèàãðàììà óñòîé÷èâîñòè ïðè β = 2.
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�èñ. 22. Äèàãðàììà óñòîé÷èâîñòè äâèæåíèé â îêðåñòíîñòè âåðõíåãî ïîëîæåíèÿ ïðè β = 2, 3.

(çàâèñÿùèì îò àìïëèòóäû êîëåáàíèé), ëèáî æå êîëåáàíèÿ âñåãäà íåóñòîé÷èâû

â îáëàñòè ñóùåñòâîâàíèÿ. Â ñëó÷àå β > −1 äëÿ êàæäîãî çíà÷åíèÿ α < −1 èìå�

åòñÿ ñ÷åòíîå ìíîæåñòâî èíòåðâàëîâ èçìåíåíèÿ h (âïëîòü äî âåðõíåé ãðàíèöû

îáëàñòè Γ1), ãäå èìååò ìåñòî êàê óñòîé÷èâîñòü, òàê è íåóñòîé÷èâîñòü ðàññìàò�

ðèâàåìûõ äâèæåíèé.

Óñòîé÷èâîñòü êîëåáàíèé îêîëî íèæíåãî ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ

�àññìîòðèì òåïåðü êîëåáàíèÿ îêîëî íèæíåãî ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ, ïðî�

èñõîäÿùèå â îáëàñòÿõ Γ21,Γ22 è Γ23 (ñì. ðèñ. 13).

Òî÷êàì îáùåé íèæíåé ïðÿìîëèíåéíîé ãðàíèöû ýòèõ îáëàñòåé ïðè α <
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−1 (aY + Ag/(ml) < aX) îòâå÷àþò àñèìïòîòè÷åñêèå äâèæåíèÿ íåâîçìóù¼ííîé

ñèñòåìû, òî÷êàì ïðè α > −1 â ñëó÷àå β < −1 (aX < aY + Ag/(ml) < aZ) �

íåóñòîé÷èâîå íèæíåå ðàâíîâåñèå, à â ñëó÷àå β > −1 (aY +Ag/(ml) > aX , aY +

Ag/(ml) > aZ) � óñòîé÷èâîå íèæíåå ðàâíîâåñèå.

Ïóñòü ñíà÷àëà β < −1 (ñì. ðèñ. 16), òîãäà íà âñåé íèæíåé ãðàíèöå îáëà�

ñòåé èìååì íåóñòîé÷èâîñòü. �àñ÷åòû ïîêàçûâàþò, ÷òî îïèñàííûå âûøå òî÷êè

áè�óðêàöèè S3 è S1 ÿâëÿþòñÿ ïîðîæäàþùèìè òî÷êàìè äâóõ îáëàñòåé γ22 è

γ21 óñòîé÷èâîñòè (â ëèíåéíîì ïðèáëèæåíèè) êîëåáàíèé ñèñòåìû îêîëî íèæíå�

ãî ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ. Ïåðâàÿ èç íèõ, ðîæäàþùàÿñÿ â îêðåñòíîñòè òî÷êè

S3, ëåæèò â îáëàñòè α < β < −1, åå ïðàâîé ãðàíèöåé ñëóæèò îòðåçîê ïðÿìîé

α = β, óãëîâàÿ òî÷êà S2 ëåæèò íà ïåðåñå÷åíèè ýòîé ïðÿìîé ñ âåðõíåé ãðàíèöåé

îáëàñòè Γ22.

Âòîðàÿ îáëàñòü óñòîé÷èâîñòè ñóùåñòâóåò ïðè α > β, åå âåðõíÿÿ ãðàíè�

öà ïî÷òè ãîðèçîíòàëüíà. Îáëàñòü γ21 ïðîõîäèò ÷åðåç âñþ ðàññìàòðèâàåìóþ

îáëàñòü êîëåáàíèé. Øèðèíà îáëàñòè çàâèñèò îò çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà β. Ïðè

β = −2 ýòà îáëàñòü äîñòàòî÷íî óçêàÿ (ðèñ. 16), ïðè óâåëè÷åíèè β (íî ïðè

β < −1) îáëàñòü γ21 ñòàíîâèòñÿ âñå áîëåå øèðîêîé, åå íèæíÿÿ ãðàíèöà ïîñòå�

ïåííî ïðèáëèæàåòñÿ ê îáùåé íèæíåé ãðàíèöå îáëàñòåé Γ21 è Γ22.

×åðåç áè�óðêàöèîííûå òî÷êè S1, S2 è S3 âíóòðè îïèñàííûõ îáëàñòåé óñòîé�

÷èâîñòè ïðîõîäÿò äâå êðèâûå ðåçîíàíñà âòîðîãî ïîðÿäêà. Âíå îáëàñòåé γ21 è γ22

â ðàññìàòðèâàåìîé ÷àñòè ïëîñêîñòè ïàðàìåòðîâ α è h â ñëó÷àå β < −1 èìååò

ìåñòî íåóñòîé÷èâîñòü êîëåáàíèé.

Â ñå÷åíèè β = −1 òî÷êè S1 è S3, ñëèâàÿñü, ñîâìåùàþòñÿ ñ òî÷êîé B1.

Îáëàñòü íåóñòîé÷èâîñòè âáëèçè è ëåâåå òî÷êè ïðèîáðåòàåò �îðìó, ïîêàçàííóþ

âî âðåçêå íà ðèñ. 17; ñ äàëüíåéøèì óâåëè÷åíèåì β ýòà îáëàñòü óìåíüøàåòñÿ è

äàëåå èñ÷åçàåò ïðè β > 0. Íèæíÿÿ ãðàíèöà îáëàñòè γ21 ïðè β = −1 ñîâïàäàåò

ñ íèæíèìè ãðàíèöàìè îáëàñòåé Γ21 è Γ22 (îòâå÷àþùèìè óñòîé÷èâîìó íèæíåìó

ðàâíîâåñèþ ñèñòåìû). Ñ ïîñëåäóþùèì ðîñòîì β êà÷åñòâåííûé âèä îáëàñòè γ21
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îñòàåòñÿ òàêèì æå, òîëüêî óãëîâàÿ òî÷êà S1 ïåðåìåùàåòñÿ âíèç è âïðàâî âäîëü

íèæíåé ãðàíè÷íîé ïðÿìîé îáëàñòåé Γ21 è Γ22.

Òàêèì îáðàçîì, ïðè âûïîëíåíèè ñîîòíîøåíèÿ α > β > −1 (aY+Ag/(ml) >

aZ > aX) êîëåáàíèÿ â îêðåñòíîñòè íèæíåãî ðàâíîâåñèÿ óñòîé÷èâû äî íåêîòî�

ðîãî (ïî÷òè �èêñèðîâàííîãî) óðîâíÿ ýíåðãèè.

�àññìîòðèì ýâîëþöèþ êàðòèíû óñòîé÷èâîñòè â ÷àñòè îáëàñòè, ëåæàùåé

ëåâåå ïðÿìîé α = β (ñëó÷àé (aY + Ag/(ml) > aX > aZ). Ïðè ïåðåõîäå ÷åðåç

çíà÷åíèå β = −1 â îêðåñòíîñòè òî÷êè áè�óðêàöèè B1 íà íèæíåé ãðàíèöå îáëà�

ñòè ïîÿâëÿåòñÿ ñ÷åòíîå ìíîæåñòâî ïîðîæäàþùèõ òî÷åê ðåçîíàíñîâ ïåðâîãî è

âòîðîãî ïîðÿäêîâ (ñì. ðèñ. 15 b), è â èññëåäóåìîé îáëàñòè êîëåáàíèé, ïîìèìî

îáëàñòè óñòîé÷èâîñòè γ22, ïîÿâëÿåòñÿ ñ÷åòíîå ìíîæåñòâî îáëàñòåé óñòîé÷èâî�

ñòè â ëèíåéíîì ïðèáëèæåíèè, ÷åðåäóþùèõñÿ ñ îáëàñòÿìè íåóñòîé÷èâîñòè. Ýòè

îáëàñòè ëåæàò â òåìíî-ñåðîé çîíå δ21 (ñì. ðèñ. 18).

Ïðè óâåëè÷åíèè ïàðàìåòðà β çîíà δ21 ðàñøèðÿåòñÿ (âìåñòå ñ èìåþùèìèñÿ

â íåé îáëàñòÿìè óñòîé÷èâîñòè è íåóñòîé÷èâîñòè). Ïðè β ≈ 0.047719 âåðõíÿÿ

ãðàíèöà îáëàñòè óñòîé÷èâîñòè γ23 ïîäõîäèò ïî êàñàòåëüíîé ê âåðõíåé ãðàíèöå

îáëàñòè Γ22 è èìååò ñ ïîñëåäíåé îáùóþ òî÷êó S4. Â èññëåäóåìîé ÷àñòè îáëàñòè

ïàðàìåòðîâ òî÷êà S4 ïîÿâëÿåòñÿ ïðè β ≈ 0.841551.

Ìåæäó îáëàñòÿìè óñòîé÷èâîñòè γ22 è γ23 èìååòñÿ îáëàñòü íåóñòîé÷èâîñòè,

ðîæäàþùàÿñÿ íà íèæíåé ãðàíè÷íîé ïðÿìîé è èìåþùàÿ îáùèé îòðåçîê S2S4 ñ

âåðõíåé ãðàíè÷íîé ïðÿìîé; ýòà îáëàñòü ñ ðîñòîì β ñóæàåòñÿ (ñì. ðèñ. 19-21).

Äëÿ çíà÷åíèé β èç èíòåðâàëà 0.047719 < β < 1.132590 îáëàñòü óñòîé÷è�

âîñòè γ23 çàïîëíÿåò áîëüøóþ ÷àñòü îáëàñòè Γ22. Ïðè ýòîì â óãëîâóþ òî÷êó

S4 ñõîäÿòñÿ è äðóãèå ðåçîíàíñíûå êðèâûå, ïîðîæä¼ííûå òî÷êàìè, ëåæàùèìè

íà íèæíåé ãðàíèöå îáëàñòè Γ22. Òàêèì îáðàçîì, îêîëî âåðõíåé ãðàíèöû îáëà�

ñòåé Γ21,Γ22 è Γ23 ëåâåå òî÷êè S4 ïîÿâëÿåòñÿ òîíêàÿ îáëàñòü δ22 ñî ñ÷åòíûì

ìíîæåñòâîì ðåçîíàíñíûõ êðèâûõ è îáëàñòåé óñòîé÷èâîñòè è íåóñòîé÷èâîñòè.

Íà ïðåäñòàâëåííûõ äèàãðàììàõ ýòà îáëàñòü îáëàäàåò ðàçëè÷èìûìè ðàçìåðàìè
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òîëüêî íà ðèñ. 21. Ïðè óâåëè÷åíèè çíà÷åíèÿ β òî÷êà S4 äâèæåòñÿ ïî âåðõíåé

ãðàíèöå îáëàñòåé Γ21,Γ22 è Γ23. Ïðè β = 1.132590 òî÷êà S4 ñëèâàåòñÿ ñ òî÷êîé

S2. Ñ äàëüíåéøèì ðîñòîì îáëàñòè δ21 è δ22 ðàñøèðÿþòñÿ (ðèñ. 21).

Óñòîé÷èâîñòü êîëåáàíèé â îêðåñòíîñòè âåðõíåãî ïîëîæåíèÿ

ðàâíîâåñèÿ

�àññìîòðèì òåïåðü êîëåáàíèÿ â îêðåñòíîñòè âåðõíåãî ïîëîæåíèÿ ðàâíîâå�

ñèÿ, ïðîèñõîäÿùèå â îáëàñòè Γ23. Ýòè êîëåáàíèÿ ñóùåñòâóþò è íåóñòîé÷èâû

ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé α > 1 è β ≤ 1 (ò. å., êîãäà aX < aY − Ag/(ml) ≤ aZ).

Â ñëó÷àå α > 1 è β > 1, ò. å. êîãäà âåëè÷èíà aY −Ag/(ml) èìååò íàèáîëü�

øåå çíà÷åíèå èç òðåõ âåëè÷èí aY −Ag/(ml), aX è aZ , êîëåáàíèÿ ìîãóò áûòü êàê

óñòîé÷èâûìè, òàê è íåóñòîé÷èâûìè. Äèàãðàììû óñòîé÷èâîñòè ýòèõ äâèæåíèé

ïîêàçàíû íà ðèñ. 22 äëÿ ñëó÷àåâ β = 2, 3. Ïðè èçìåíåíèè ïàðàìåòðà β êàðòèíà

óñòîé÷èâîñòè êà÷åñòâåííî îäèíàêîâà. Ïðè α > β (aZ > aX), êîãäà ïîïåðå÷íûå

âèáðàöèè èíòåíñèâíåå ïðîäîëüíûõ, îáëàñòü ñóùåñòâîâàíèÿ ðàññìàòðèâàåìûõ

êîëåáàíèé äåëèòñÿ íà ïîäîáëàñòü íåóñòîé÷èâîñòè è ïîäîáëàñòü γ ′21 óñòîé÷èâî�

ñòè â ëèíåéíîì ïðèáëèæåíèè. Ýòè äâå ïîäîáëàñòè ðàçäåëåíû ãðàíè÷íîé êðè�

âîé, âûõîäÿùåé èç òî÷êè S5. Òàêèì îáðàçîì, â äàííîì ñëó÷àå óñòîé÷èâîñòü

âåðõíèõ êîëåáàíèé íàáëþäàåòñÿ, ïðè âñåõ çíà÷åíèÿõ α, äî îïðåäåëåííîãî óðîâ�

íÿ ýíåðãèè h(α), çàäàþùåãî àìïëèòóäó êîëåáàíèé.

Ïðè α < β (aZ < aX), êîãäà ïðîäîëüíûå êîëåáàíèÿ èíòåíñèâíåå ïîïå�

ðå÷íûõ, êàðòèíà óñòîé÷èâîñòè èíàÿ. Îáëàñòü ëåâåå ãðàíèöû α = β ñîäåðæèò

ñ÷åòíîå ìíîæåñòâî îáëàñòåé óñòîé÷èâîñòè è íåóñòîé÷èâîñòè, ïðè ýòîì ïîêàçà�

íà ïåðâàÿ îáëàñòü γ ′22 óñòîé÷èâîñòè â ëèíåéíîì ïðèáëèæåíèè, ïðèìûêàþùàÿ ê

ýòîé ãðàíèöå. Âñå êðèâûå ðåçîíàíñîâ ïåðâîãî è âòîðîãî ïîðÿäêîâ, áåðÿ íà÷àëî

èç ðàçëè÷íûõ òî÷åê íèæíåé ãðàíèöû îáëàñòè, ñõîäÿòñÿ â îäíó òî÷êó S2, â êîòî�

ðîé ïåðåñåêàþòñÿ âåðõíÿÿ ãðàíèöà îáëàñòè è ïðÿìàÿ α = β. Â äàííîì ñëó÷àå
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ïðè êàæäîì 1 < α < β èìååòñÿ ñ÷åòíîå ìíîæåñòâî èíòåðâàëîâ óñòîé÷èâîñòè è

íåóñòîé÷èâîñòè âî âñåì ñîîòâåòñòâóþùåì äèàïàçîíå èçìåíåíèÿ ïàðàìåòðà h.

Óñòîé÷èâîñòü âðàùåíèé

�àññìîòðèì îáëàñòè âðàùåíèé Γ31,Γ32 è Γ33. Âû÷èñëåíèÿ ïîêàçûâàþò, ÷òî

â îáëàñòè, çàäàâàåìîé óñëîâèÿìè α < β ≤ 0 (aY ≤ aZ < aX), âðàùåíèÿ íåóñòîé�

÷èâû (ñì. ðèñ. 16-18). Åñëè β ≤ 0 è α > β (aZ > aX , aZ ≥ aY ), òî äî îïðåäåëåí�

íîãî óðîâíÿ ýíåðãèè (ïî÷òè íå çàâèñÿùåãî îò çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà α) âðàùåíèÿ

íåóñòîé÷èâû, ïðè áîëüøåì óðîâíå ýíåðãèè � óñòîé÷èâû â ëèíåéíîì ïðèáëèæå�

íèè (îáëàñòü γ31).

Ïðè ïåðåõîäå ÷åðåç òî÷êó β ≈ 0.047719 â îáëàñòè âðàùåíèé ïðîèñõîäèò êà�

÷åñòâåííàÿ ïåðåñòðîéêà äèàãðàììû óñòîé÷èâîñòè. Îáëàñòü íåóñòîé÷èâîñòè ïðè

α < β è îáëàñòü óñòîé÷èâîñòè ïðè α > β ñòàíîâÿòñÿ îãðàíè÷åííûìè ñâåðõó (îá�

ùåé) ãðàíèöåé, âûøå êîòîðîé èìååì ñîîòâåòñòâåííî îáëàñòü γ32 óñòîé÷èâîñòè

â ëèíåéíîì ïðèáëèæåíèè è îáëàñòü íåóñòîé÷èâîñòè. Îäíîâðåìåííî íà íèæíåé

ãðàíèöå îáëàñòè âðàùåíèé ïîÿâëÿåòñÿ òî÷êa S4, îïèñàííàÿ âûøå, ïðàâåå êî�

òîðîé ðàñïîëàãàåòñÿ êðèâîëèíåéíûé òðåóãîëüíèê (ñî ñòîðîíîé S2S4) îáëàñòè

íåóñòîé÷èâîñòè; âëåâî, â ñòîðîíó óìåíüøåíèÿ α, èç ýòîé òî÷êè âûõîäèò (êàê

è ïî äðóãóþ ñòîðîíó îò ãðàíèöû) ñ÷åòíîå ìíîæåñòâî ðåçîíàíñíûõ êðèâûõ è

îáëàñòåé óñòîé÷èâîñòè è íåóñòîé÷èâîñòè, îáðàçóþùèõ óçêóþ îáëàñòü δ31.

Ñ ðîñòîì β òî÷êà S4 ïåðåìåùàåòñÿ âäîëü íèæíåé ãðàíèöû îáëàñòè âðàùå�

íèé âïðàâî ïî íàïðàâëåíèþ ê S2, ïðè÷¼ì îáëàñòü óñòîé÷èâîñòè ïðè α < β ðàñ�

òåò, à îáëàñòü óñòîé÷èâîñòè ïðè α > β óìåíüøàåòñÿ, èñ÷åçàÿ ïðè β ≈ 1.132590

(êîãäà òî÷êè S4 è S2 ñëèâàþòñÿ). Ñ äàëüíåéøèì óâåëè÷åíèåì β âðàùåíèÿ â

ñëó÷àå α > β âñåãäà íåóñòîé÷èâû, à ïðè α < β âñåãäà óñòîé÷èâû, êðîìå òî÷åê

çîíû δ31 ñ ÷åðåäóþùèìèñÿ îáëàñòÿìè óñòîé÷èâîñòè è íåóñòîé÷èâîñòè (ñì. ðè
.

22).
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3.5. Íåêîòîðûå èòîãè

Ïðèâåäåííûå ðåçóëüòàòû óñòîé÷èâîñòè ìàÿòíèêîâûõ äâèæåíèé âîë÷êà

Ëàãðàíæà îòíîñÿòñÿ ê øèðîêîìó ñïåêòðó âàðèàíòîâ âèáðàöèé òî÷êè ïîäâåñà.

Êàæäîìó êîíêðåòíîìó çàêîíó âèáðàöèè òî÷êè ïîäâåñà âîë÷êà ñîîòâåòñòâóåò

îäíà èç îïèñàííûõ (èëè êà÷åñòâåííî íå îòëè÷àþùàÿñÿ îò íåå) äèàãðàììà óñòîé�

÷èâîñòè.

Òàê, íàïðèìåð, ïðè ãîðèçîíòàëüíîì ïðîäîëüíîì (ñëó÷àé β = 0, α < 0)

èëè ïîïåðå÷íîì (ñëó÷àé α = 0, β < 0) äâèæåíèè òî÷êè ïîäâåñà âîë÷êà èìååì

ðåçóëüòàòû óñòîé÷èâîñòè, ïðåäñòàâëåííûå íà ðèñ. 18 (ëåâàÿ ïîëóïëîñêîñòü) è

ðèñ. 16, 17 (îñü îðäèíàò) ñîîòâåòñòâåííî.

Åñëè òî÷êà ïîäâåñà âîë÷êà äâèæåòñÿ â ãîðèçîíòàëüíîé ïëîñêîñòè OXZ ïî

ýëëèïòè÷åñêîé òðàåêòîðèè, çàäàâàåìîé çàêîíîì X = a cosΩt, Z = b sinΩt, òî â

ñëó÷àÿõ a > b (ýëëèïñ âûòÿíóò â ïðîäîëüíîì íàïðàâëåíèè) è a < b (ýëëèïñ âû�

òÿíóò â ïîïåðå÷íîì íàïðàâëåíèè) èìååì α < β < 0 è β < α < 0 è îòâå÷àþùèå

èì ÷àñòè ëåâîé ïîëóïëîñêîñòè íà ðèñ. 16, 17.

Ïðè äâèæåíèè òî÷êè ïîäâåñà â ïëîñêîñòè OXY , ñîâïàäàþùåé ñ ïëîñêî�

ñòüþ ìàÿòíèêîâûõ äâèæåíèé îñè âîë÷êà, ïî çàêîíó X = a cosΩt, Y = b sinΩt â

ñëó÷àÿõ b > a (ýëëèïñ âûòÿíóò âäîëü âåðòèêàëè), b = a (êðóãîâàÿ òðàåêòîðèÿ)

èëè b < a (ýëëèïñ âûòÿíóò â ïðîäîëüíîì íàïðàâëåíèè) ïîëó÷àåì ñîîòâåòñòâåí�

íî 0 < α < β, 0 = α < β èëè α < 0 < β. Â ýòèõ ñëó÷àÿõ äèàãðàììû óñòîé�

÷èâîñòè ïðåäñòàâëåíû ñîîòâåòñòâóþùèìè ÷àñòÿìè íà ðèñ. 19-21, à äëÿ ñëó÷àÿ

0 < α < β åùå ÷àñòüþ ðèñ. 22.

Àíàëîãè÷íî, äëÿ ñëó÷àåâ ýëëèïòè÷åñêîé òðàåêòîðèè òî÷êè ïîäâåñà â âåðòè�

êàëüíîé ïëîñêîñòèOY Z, ïåðïåíäèêóëÿðíîé ïëîñêîñòè ìàÿòíèêîâûõ äâèæåíèé,

äëÿ ñëó÷àåâ, êîãäà ýëëèïñ âûòÿíóò âäîëü âåðòèêàëè (0 < β < α), èìååì ñîîòâåò�

ñòâóþùèå ÷àñòè äèàãðàìì óñòîé÷èâîñòè íà ðèñ. 19-21 è ÷àñòü äèàãðàìì íà ðèñ.

22. Ñëó÷àÿì, êîãäà ýëëèïñ âûòÿíóò â ïîïåðå÷íîì íàïðàâëåíèè (β < 0 < α) èëè
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ÿâëÿåòñÿ îêðóæíîñòüþ (β = 0 < α), îòâå÷àþò ÷àñòè äèàãðàìì íà ðèñ. 16-18.

Îòìåòèì îäíó îñîáåííîñòü ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ. Âèä ìàÿòíèêîâîãî

äâèæåíèÿ îïðåäåëÿåòñÿ ïàðàìåòðàìè α è h, à õàðàêòåð óñòîé÷èâîñòè çàâèñèò

åùå îò ïàðàìåòðà β. Êàê ñëåäóåò èç ïðåäñòàâëåííûõ äèàãðàìì, õàðàêòåð óñòîé�

÷èâîñòè ìàÿòíèêîâîãî äâèæåíèÿ â áîëüøèíñòâå ñëó÷àåâ ìåíÿåòñÿ íà ïðîòèâî�

ïîëîæíûé ïðè ïåðåõîäå ÷åðåç ïðÿìóþ α = β.

Ïîýòîìó, åñëè âåëè÷èíà β áëèçêà ê α, òî ïîäáîðîì çíà÷åíèÿ β (ò. å. ïó�

ò¼ì óâåëè÷åíèÿ èëè îñëàáëåíèÿ èíòåíñèâíîñòè ïîïåðå÷íîé ñîñòàâëÿþùåé âèá�

ðàöèè) ïî÷òè âñåãäà ìîæíî äîáèòüñÿ ñòàáèëèçàöèè ðàññìàòðèâàåìîãî ìàÿòíè�

êîâîãî äâèæåíèÿ.
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Çàêëþ÷åíèå

Ñ�îðìóëèðóåì îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû.

1. Â ðàìêàõ ïðèáëèæåííîé àâòîíîìíîé ñèñòåìû äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâ�

íåíèé äâèæåíèÿ èññëåäîâàíà çàäà÷à î ñóùåñòâîâàíèè è áè�óðêàöèÿõ ïî�

ëîæåíèé îòíîñèòåëüíîãî ðàâíîâåñèÿ òÿæ¼ëîãî òâ¼ðäîãî òåëà ïðè íàëè÷èè

âûñîêî÷àñòîòíûõ ãîðèçîíòàëüíûõ ãàðìîíè÷åñêèõ âèáðàöèé òî÷êè ïîäâå�

ñà. Äëÿ ñëó÷àÿ ïðîèçâîëüíîé ãåîìåòðèè ìàññ òåëà îïèñàíû îòíîñèòåëüíûå

ðàâíîâåñèÿ, äëÿ êîòîðûõ öåíòð ìàññ ëåæèò íà îäíîé âåðòèêàëè ñ òî÷êîé

ïîäâåñà. Äëÿ ðÿäà ÷àñòíûõ ñëó÷àåâ ãåîìåòðèè ìàññ (òåëî ñ öåíòðîì ìàññ

íà ãëàâíîé îñè èíåðöèè èëè â ãëàâíîé ïëîñêîñòè èíåðöèè è äèíàìè÷åñêè

ñèììåòðè÷íîå òåëî), ïîìèìî âåðòèêàëüíûõ, íàéäåíû íàêëîííûå ïîëîæå�

íèÿ îòíîñèòåëüíîãî ðàâíîâåñèÿ. �åø¼í âîïðîñ îá èõ óñòîé÷èâîñòè.

2. Äëÿ óêàçàííûõ ÷àñòíûõ ñëó÷àåâ ãåîìåòðèè ìàññ ïîñòðîåíû âûñîêî÷àñòîò�

íûå ïåðèîäè÷åñêèå äâèæåíèÿ òåëà, ðîæäàþùèåñÿ èç ïîëîæåíèé îòíîñè�

òåëüíîãî ðàâíîâåñèÿ ïðèáëèæåííîé çàäà÷è. �åø¼í âîïðîñ îá èõ óñòîé÷è�

âîñòè â ëèíåéíîì ïðèáëèæåíèè.

3. Èññëåäîâàíû ñòàöèîíàðíûå âðàùåíèÿ â ïðèáëèæåííîé çàäà÷å äèíàìèêè

âîë÷êà Ëàãðàíæà, òî÷êà ïîäâåñà êîòîðîãî ñîâåðøàåò âûñîêî÷àñòîòíîå ïå�

ðèîäè÷åñêîå äâèæåíèå â òð¼õìåðíîì ïðîñòðàíñòâå. Äëÿ ñëó÷àåâ âèáðà�

öèé, äîïóñêàþùèõ âåðòèêàëüíûå ïîëîæåíèÿ îñè âîë÷êà, ïðîâåä¼í ëèíåé�

íûé è íåëèíåéíûé àíàëèç óñòîé÷èâîñòè ñòàöèîíàðíûõ âðàùåíèé, ïðîèñ�

õîäÿùèõ âîêðóã âåðòèêàëüíîé è íàêëîííûõ îñåé.

4. Â ðàìêàõ ïðèáëèæåííîé ñèñòåìû ðåøåíà çàäà÷à î ñóùåñòâîâàíèè, áè�óð�

êàöèÿõ è óñòîé÷èâîñòè â ëèíåéíîì ïðèáëèæåíèè ñòàöèîíàðíûõ âðàùåíèé

âîë÷êà Ëàãðàíæà äëÿ øèðîêîãî ñïåêòðà çàêîíîâ äâèæåíèÿ òî÷êè ïîäâå�
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ñà, âêëþ÷àþùåãî â ñåáÿ ïðîèçâîëüíûå âèáðàöèè â ãîðèçîíòàëüíîé è âåð�

òèêàëüíîé ïëîñêîñòÿõ è äðóãèå âàðèàíòû.

5. Â ïðèáëèæåííîé çàäà÷å î äâèæåíèè âîë÷êà Ëàãðàíæà äëÿ ñëó÷àåâ âèáðà�

öèé, äîïóñêàþùèõ âåðòèêàëüíûå ïîëîæåíèÿ îñè, ðàññìîòðåíû ìàÿòíèêî�

âûå äâèæåíèÿ âîë÷êà. Ïðîâåäåíî èíòåãðèðîâàíèå ìàÿòíèêîâûõ äâèæåíèé

âî âñ¼ì äèàïàçîíå èçìåíåíèÿ ïàðàìåòðîâ çàäà÷è. Èññëåäîâàíà îðáèòàëü�

íàÿ óñòîé÷èâîñòü ýòèõ äâèæåíèé â ëèíåéíîì ïðèáëèæåíèè.

6. Ïîñòðîåíû äèàãðàììû óñòîé÷èâîñòè äëÿ êîëåáàíèé îñè âîë÷êà â îêðåñò�

íîñòè íèæíåãî, âåðõíåãî è íàêëîííîãî ïîëîæåíèé, à òàêæå äëÿ âðàùå�

íèé. Ïðîàíàëèçèðîâàíà ýâîëþöèÿ îáëàñòåé óñòîé÷èâîñòè è íåóñòîé÷èâî�

ñòè ýòèõ äâèæåíèé â çàâèñèìîñòè îò ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó ïðîäîëüíîé, ïî�

ïåðå÷íîé è âåðòèêàëüíîé ñîñòàâëÿþùèìè âèáðàöèé.
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