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ВВЕДЕНИЕ

Актуальность работы. Для описания динамических систем, состояние которых изме-
няется в непрерывном времени, используются дифференциальные уравнения. Классическая
теория дифференциальных уравнений предполагает, что решениями являются достаточно
гладкие детерминированные функции, однако для учета случайных входных воздействий или
внешних возмущений необходимо рассматривать дифференциальные уравнения со случай-
ными функциями (случайными процессами) [38]. Если эти случайные функции достаточно
регулярны, то при исследовании решений можно обойтись классической теорией. Для нере-
гулярных случайных функций типа белого шума классическая теория неприменима и в ее
развитие, начиная с работ С.Н. Бернштейна [250], Н.Н. Боголюбова и Н.М. Крылова [26],
возникла теория стохастических дифференциальных уравнений, строгое обоснование которой
связано с работами И.И. Гихмана [35,36] и K. Itô [285,286]. Стохастические дифференциальные
уравнения находят применение при описании и анализе различных физических, технических
и химических процессов [4,17,19,22,76,321], в финансовой математике [18,102,239,337], в био-
логии и медицине [22, 279], они имеют существенное значение при обработке информации в
радиотехнике и навигационных комплексах [225,226,229,230].

При изучении любого стохастического дифференциального уравнения ключевым является
его тип и, как следствие, определение решения. Уравнение, рассмотренное K. Itô, основано на
понятии стохастического интеграла по винеровскому процессу. Такой интеграл предложил N.
Wiener для детерминированных функций [365] — интеграл по винеровской мере. Конструкция
стохастического интеграла K. Itô (стохастический интеграл Ито) предполагает, что интеграл
определен для случайных функций. Этот интеграл обладает такими полезными свойствами,
как центрированность и изометричность, но одновременно для него несправедливы правила
привычного интегрального исчисления и основным инструментом в этом контексте являет-
ся формула Ито [37, 38, 87, 102]. Со временем появились другие определения стохастических
интегралов и связанных с ними стохастических дифференциальных уравнений. Здесь важно
отметить работы Р.Л. Стратоновича [226] и D. Fisk [271], независимо предложивших опреде-
ление стохастического интеграла (стохастический интеграл Стратоновича–Фиска, или стоха-
стический интеграл Стратоновича), для которого выполняются обычные правила интеграль-
ного исчисления. Обобщает стохастические интегралы Ито и Стратоновича стохастический
𝜃-интеграл [4, 106, 125, 229]. Более подробно проследить историю возникновения стохастиче-
ского исчисления можно, например, по статье R. Jarrow и P. Protter [290].

Перечисленные стохастические интегралы определяются как пределы последовательностей
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соответствующих интегральных сумм. Интегральные суммы могут включать не сечения слу-
чайного процесса, а его интегральные усреднения на непересекающихся подмножествах. Пре-
дел последовательности таких интегральных сумм дает симметричный стохастический ин-
теграл (сглаженный стохастический интеграл Стратоновича), свойства которого изучались в
работах D. Nualart, E. Pardoux и M. Zakai [328,330], Ф.С. Насырова [95]. Существуют стохасти-
ческие интегралы, которые определяются как ряды случайных величин, например стохасти-
ческий интеграл, предложенный А.В. Скороходом (стохастический интеграл Скорохода) [215],
или стохастический интеграл, введенный S. Ogawa (стохастический интеграл Огавы) [332].
Описанные подходы к конструированию стохастических интегралов позволяют расширить
класс функций и случайных процессов, для которых такие интегралы существуют. Связи меж-
ду ними обсуждаются в уже упомянутых работах D. Nualart, E. Pardoux и M. Zakai [328,330].

Теория стохастических интегралов, разумеется, не исчерпывается интегралами только по
винеровскому процессу. Наиболее часто после них упоминаются и применяются интегралы по
пуассоновскому процессу (простому или сложному) и по его центрированной версии — ин-
тегралы по пуассоновским мерам. Винеровский и пуассоновский процессы — это процессы с
независимыми приращениями, а соответствующая теория стохастических интегралов и стоха-
стических дифференциальных уравнений для них наиболее развита [37,38]. Однако формаль-
ный перенос определений стохастических интегралов Ито и Стратоновича при интегрирова-
нии по пуассоновскому процессу наталкивается на ряд затруднений. Вариант стохастического
интеграла Ито по центрированному пуассоновскому процессу также обладает свойствами цен-
трированности и изометричности, но для него несправедливы правила обычного интеграль-
ного исчисления, причем «таблица интегралов» отличается от таковой для стохастических
интегралов Ито по винеровскому процессу. Более того, обычные правила интегрирования не
применимы и для стохастического интеграла Стратоновича по пуассоновскому процессу. Пред-
лагались варианты интегралов, которые обладают этим удобным для приложений свойством,
например стохастические интегралы, которые определили S.I. Marcus [319], а также M. Di
Paola и G. Falsone [268]. Сравнительный анализ разных определений стохастических интегра-
лов по пуассоновскому процессу можно найти в статьях Grigoriu M. [276], А. Чечкина и И.
Павлюкевича [260], G. Germano, M. Politi, E. Scalas и R.L. Schilling [273], R. Zygad lo [370].

Стохастические интегралы могут быть определены не только по процессам с независимыми
приращениями, т.е. по винеровскому либо пуассоновскому процессам, а также по их комбина-
ции (процессу Леви). В этой связи нужно упомянуть стохастические интегралы по процессу,
который называют дробным броуновским движением, а также по обобщениям дробного бро-
уновского движения. По этой теме опубликовано большое количество работ, анализ которых
здесь не приводится. Тем не менее, укажем монографии Ю. Мишуры и M. Zili [322, 323], F.
Biagini, Y. Hu, B. Øksendal и T. Zhang [251]. Общая теория стохастического интегрирования
предполагает определение и изучение свойств стохастических интегралов по мартингалам или
полумартингалам и в этом контексте стоит обратиться к классической монографии Р.Ш. Лип-
цера и А.Н. Ширяева [88].
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С теоретической точки зрения несомненный интерес представляют условия существова-
ния и единственности решений стохастических дифференциальных уравнений. Здесь стоит
отметить работы И.И. Гихмана и А.В. Скорохода [38], М.Б. Невельсона и Р.З. Хасьминско-
го [96], Р.Ш. Липцера и А.Н. Ширяева [87], А.Ю. Веретенникова и Н.В. Крылова [15], B.
Øksendal [102], D.W. Stroock и S.R.S. Varadhan [360], а также многих других авторов. Од-
нако для приложений важны методы нахождения решений конкретных типов уравнений, что
является очень непростой задачей. Как правило, при обсуждении аналитических решений сто-
хастических дифференциальных уравнений Ито и Стратоновича рассматриваются линейные
уравнения или нелинейные уравнения, которые сводятся к линейным с помощью замены пере-
менных. Большинство примеров, в которых получены аналитические решения стохастических
дифференциальных уравнений, построены от обратного, т.е. по аналитическому выражению
некоторого случайного процесса строится стохастическое дифференциальное уравнение, ре-
шением которого оно является. Обзор различных подходов и методов можно найти в книгах
А.А. Левакова [84, 85]. Обратные задачи, рассмотренные в работах В.А. Дубко и Е.В. Кара-
чанской [46,47,53,293], включают построение стохастического дифференциального уравнения
по заданному многообразию, которому принадлежат траектории решения.

Так как аналитические решения стохастических дифференциальных уравнений можно
отыскать только в некоторых случаях, возникает необходимость в методах, позволяющих най-
ти решение приближенно. Здесь разумно выделить численные методы, которые предполагают
дискретную (в дискретном времени) аппроксимацию решения, и приближенно-аналитические
методы, позволяющие аппроксимировать решение частичной суммой ряда.

Начиная со статьи G. Maruyama [320] (стохастический метод Эйлера, метод Эйлера–Ма-
руямы), развиваются численные методы решения стохастических дифференциальных урав-
нений. Разные варианты методов типа Рунге–Кутты предлагались в работах P.E. Kloeden и
R.A. Pearson [299], Г.Н. Мильштейна [92], Н.Н. Никитина и В.Д. Разевига [98], Y. Saito и T.
Mitsui [352], K. Burrage и T. Tian [257], A. Rößler [340], A.J. Roberts [338], X. Xin, W. Qin и X.
Ding [368], a также других авторов. Семейство методов типа Розенброка предложено в работах
Т.А. Авериной и С.С. Артемьева [2,4,5,240], они включают процедуру регуляризации, что поз-
воляет не накладывать условия на шаг численного интегрирования для устойчивости. Обзоры
различных методов решения стохастических дифференциальных уравнений опубликованы E.
Pardoux и D. Talay [335], А.В. Лукшиным и С.Н. Смирновым [89], K. Burrage, P.M. Burrage и
T. Tian [256], также достаточно полные обзоры содержатся в монографиях Г.Н. Мильштейна
и М.В. Третьякова [93, 321], P.E. Kloeden и E. Platen [300], Т.А. Авериной и С.С. Артемье-
ва [4,16,240], Д.Ф. Кузнецова [76,305,308], C. Graham и D. Talay [275], а также в работах В.К.
Саульева [203] и H. Schurz [353].

Отдельно выделим семейства численных методов, в основе которых лежат разложения ре-
шения стохастического дифференциального уравнения: разложения Тейлора–Ито и Тейлора–

Стратоновича — аналоги разложения в ряд Тейлора решения обыкновенного дифференциаль-
ного уравнения, полученные в работах W. Wagner, E. Platen и P.E. Kloeden [300,336,337,364], а
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также унифицированные разложения Тейлора–Ито и Тейлора–Стратоновича из работ Д.Ф.
Кузнецова [76, 77, 305, 308]. Эти разложения содержат повторные стохастические интегралы
Ито и Стратоновича по случайным процессам, которые задают стохастическое дифференци-
альное уравнение, т.е. повторные стохастические интегралы по винеровским процессам для
стохастических дифференциальных уравнений с винеровской составляющей и повторные сто-
хастические интегралы по пуассоновским процессам для стохастических дифференциальных
уравнений с пуассоновской составляющей. Разностные схемы для соответствующих численных
методов включают начальные слагаемые разложений Тейлора–Ито или Тейлора–Стратоно-
вича и максимальная кратность повторных стохастических интегралов в учитываемых сла-
гаемых определяет порядок сходимости конкретного численного метода. Несмотря на то, что
указанные разложения содержат повторные стохастические интегралы с простейшими (еди-
ничными) весовыми функциями или, после преобразований, с весовыми функциями в виде
мономов, в общем случае эти интегралы не выражаются элементарным образом через случай-
ные величины, для которых есть эффективные алгоритмы моделирования.

Самый простой вариант их приближенного моделирования сводится к численному интегри-
рованию, однако для повторных стохастических интегралов по винеровским процессам более
продуктивно применять разложение по ортонормированным функциям, что было продемон-
стрировано Г.Н. Мильштейном [93]. Он ограничился аппроксимацией повторных стохастиче-
ских интегралов второй кратности, используя тригонометрическую систему функций. Числен-
ный метод, в котором применяется указанная аппроксимация, называют методом Мильштей-
на [4,76,300]. Аналогичная аппроксимация, но уже для повторных стохастических интегралов
третьей кратности появилась в работе P.E. Kloeden и E. Platen [300]. Варианты аппроксимации
интегралов второй кратности обсуждаются в статьях C.W. Li, X.Q. Liu и S.C. Wu [312, 313],
F. Kastner, J. Mrongowius и A. Rößler [295, 327], а их распределение изучали T. Rydén и M.
Wiktorsson [351, 367]. Кубатурные формулы для повторных стохастических интегралов про-
извольной кратности предложили S. Hayakawa и K. Tanaka [280]. Принципиальным является
то, что в общем случае, не учитывая в разностной схеме повторные стохастические интегра-
лы, невозможно добиться высокого порядка среднеквадратической или сильной сходимости
численного метода. Это показано в работах J.M.C. Clark и R.J. Cameron [262], а также Г.Н.
Мильштейна [93].

Перечисленные выше методы приближенного решения стохастических дифференциальных
уравнений с некоторыми дополнениями могут применяться и применяются при наличии в
уравнении пуассоновской составляющей, а также для уравнений с марковскими или условно-
марковскими изменениями правой части. Такие методы и алгоритмы описаны в работах Т.А.
Авериной [1,3,4], M.K. Ghosh и A. Bagchi [274], F.B. Hanson [279], E. Platen и N. Bruti-Liberati
[337], Н.В. Черных и П.В. Пакшина [234–236].

С одной стороны, повторные стохастические интегралы из разложений Тейлора–Ито и
Тейлора–Стратоновича выражаются через решения векторных линейных стохастических
дифференциальных уравнений Ито и Стратоновича, а с другой стороны, их можно рассмат-
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ривать как частный случай кратных стохастических интегралов Ито и Стратоновича соот-
ветственно. И именно второе обстоятельство послужило основой для методов моделирования
повторных стохастических интегралов, предложенных Д.Ф. Кузнецовым [75–77].

Кратные стохастические интегралы появились в статье N. Wiener (винеровский хаос) [366],
а далее, как и в случае некратных стохастических интегралов, K. Itô предложил более удоб-
ное определение (кратный стохастический интеграл Ито) [287], которое послужило отправной
точкой в теории кратных стохастических интегралов. Она включает кратные стохастические
интегралы по винеровским и пуассоновским процессам, а в общем случае по мартингалам или
полумартингалам.

Важные результаты в этом направлении были получены такими авторами, как T. Hida и
N. Ikeda [281], H. Ogura [334], A. Segall и T. Kailath [354], P. Major [315], Y. Ito и I. Kubo [289].
Отметим, что перечисленные работы не рассматривают численные методы решения стохасти-
ческих дифференциальных уравнений как возможное приложение, кратные стохастические
интегралы в них определены относительно одного винеровского или пуассоновского процесса.
Их применение — представление случайных величин в виде рядов, образованных кратными
стохастическими интегралами возрастающей кратности (хаотическое представление) [288,328].
Результаты в этой связи опубликованы Ю.М. Кабановым [51], Ю. Кондратьевым и Е. Литвино-
вым [301], D. Nualart и W. Schoutens [329], J.L. Solé, F. Utzet и J. Vives [359] и другими авторами.
Кратные стохастические интегралы Ито применяются для описания предельных распределе-
ний U-статистик и V-статистик [29]. В работах R. Fox и M.S. Taqqu [272], J. Szulga [361], M.
Farré, M. Jolis и F. Utzet [269], а также P. Major [316, 317] рассмотрен более общий случай,
а именно кратные стохастические интегралы по зависимым или независимым винеровским
процессам и кратные стохастические интегралы по процессам Леви. Такие интегралы могут
определяться относительно гамма-процессов (см. статьи Ю. Кондратьева и Е. Литвинова [301],
M. Farré, M. Jolis и F. Utzet [269]).

Наряду с кратными стохастическими интегралами Ито изучаются и кратные стохастиче-
ские интегралы Стратоновича. Они отличаются от интегралов Ито тем, что для них выпол-
няется мультипликативное свойство: если функция многих переменных, для которой опреде-
лен такой интеграл, представляется в виде произведения функций по разным переменным,
то интеграл равен произведению кратных стохастических интегралов Стратоновича меньшей
кратности от этих множителей. Для интегралов Ито такое свойство не выполняется, однако
интеграл Стратоновича не обладает свойствами центрированности и изометричности. В статье
Y.-Z. Hu и P.-A. Meyer [282] кратный стохастический интеграл Стратоновича по винеровскому
процессу определен через соответствующий повторный стохастический интеграл Стратонови-
ча. Основной результат упомянутой статьи состоит в доказательстве представления кратного
стохастического интеграла Стратоновича в виде суммы кратных стохастических интегралов
Ито и, возможно, константы. Эту формулу называют разложением Ху–Мейера, она является
аналогом формулы, связывающей некратные стохастические интегралы Ито и Стратоновича.
В развитие работы [282] появились другие определения кратного стохастического интегра-
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ла Стратоновича: J.L. Solé и F. Utzet [357] предложили определение, которое предполагает
интегральное усреднение функции, причем в следующей своей статье Y.-Z. Hu и P.-A. Meyer
назвали определение J.L. Solé и F. Utzet наиболее естественным [283], сравнивая его в том чис-
ле и с результатами статьи G.W. Johnson и G. Kallianpur [292], в которой для представления
интегралов использовалась теория гильбертовых пространств. Существуют различные обоб-
щения формулы Ху–Мейера, например ее вариант для интегралов от случайных функций
рассмотрен в статье R. Delgado и M. Sanz [265]. Значимые результаты в исследовании крат-
ных стохастических интегралов Стратоновича содержатся в статьях X. Bardina, M. Jolis и C.
Rovira [248, 249], Д.Ф. Кузнецова [306, 307, 309], причем последние две работы ориентированы
именно на численные методы решения стохастических дифференциальных уравнений.

Сложность кратных стохастических интегралов Стратоновича по винеровским процессам
состоит в «проблеме следов». Она заключается в том, что класс функций, для которых опре-
делены интегралы Стратоновича, не такой широкий по сравнению с классом функций, для
которых определены интегралы Ито (областью определения кратных стохастических инте-
гралов Ито можно считать пространство квадратично интегрируемых функций). Для нагляд-
ности можно привести аналогию с теорией линейных операторов: отличия между областями
определения кратных стохастических интегралов Ито и Стратоновича отчасти аналогичны
отличиям между множествами ядер операторов Гильберта–Шмидта и операторов следового
класса (см. статью J. Rosinski [339]).

Помимо приведенных выше типов кратных стохастических интегралов, существуют крат-
ные стохастические интегралы Скорохода и Огавы. Определения и аналоги формулы Ху–

Мейера для них содержатся в статьях D. Nualart и M. Zakai [331], R. Delgado [264].
Перечисленные результаты отчасти переносятся на кратные стохастические интегралы

Стратоновича по пуассоновским процессам и гамма-процессам. Они получены в статьях J.L.
Solé и F. Utzet [358], M. Farré, M. Jolis и F. Utzet [269]. Но подобные интегралы сложнее и
имеют меньше приложений. Кратные стохастические интегралы по гауссовским процессам
(не обязательно винеровским) рассматривались в статьях А.А. Филипповой [231], S.T. Huang
и S. Cambanis [284]. В частности, можно определить кратные стохастические интегралы по
дробным броуновским движениям и соответствующие результаты опубликованы, например,
в статьях A. Dasgupta и G. Kallianpur [263], M. Jolis [291], C. Tudor и M. Tudor [362]. Вари-
ант кратного стохастического интеграла без условия ортогональности интегрирующей меры
предложен И.С. Борисовым и А.А. Быстровым [27].

Приведенный обзор по кратным стохастическим интегралам охватывает ряд важных ре-
зультатов. Тем не менее, за редким исключением работ Д.Ф. Кузнецова [75–77, 306, 307, 309]
описанные результаты слабо применимы для численных методов решения стохастических диф-
ференциальных уравнений и здесь можно выделить два обстоятельства.

Первое обстоятельство связано с тем, что в большинстве перечисленных работ кратные сто-
хастические интегралы определены относительно одного случайного процесса (винеровского,
пуассоновского или какого-либо другого) и этого достаточно для хаотического представления
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случайных величин. Но повторные стохастические интегралы, рассматриваемые как частный
случай кратных и используемые при построении численных методов, должны определять-
ся относительно всех комбинаций случайных процессов, которые выбираются из некоторого
конечного множества независимых случайных процессов, в том числе и с повторениями. Инте-
грал по одному случайному процессу — это только один из вариантов. Вообще говоря, можно
выделить два предельных варианта: интеграл по одному случайному процессу и интеграл по
независимым случайным процессам. Интегралы второй кратности этими двумя вариантами
и исчерпываются, однако для интегралов большей кратности есть промежуточные варианты,
число которых растет с увеличением кратности.

Второе обстоятельство состоит в том, что для реализации численных методов решения
стохастических дифференциальных уравнений, построенных на основе разложений Тейлора–

Ито и Тейлора–Стратоновича, а также их унифицированных версий, требуется моделировать
повторные стохастические интегралы. Только для некоторых из них существуют простые моде-
лирующие формулы, их можно найти, например, в монографии P.E. Kloeden и E. Platen [300],
однако в общем случае необходимо разрабатывать алгоритмы приближенного моделирования.
Как указано выше, для повторных стохастических интегралов второй кратности такой алго-
ритм предложен Г.Н. Мильштейном [93]. Для повторных стохастических интегралов третьей
кратности варианты описаны в монографиях P.E. Kloeden и E. Platen [300], Т.А. Авериной и
С.С. Артемьева [240]. В указанных работах использовались разложения винеровских процес-
сов в ряды по тригонометрическим функциям. Кроме того, в работе С.М. Пригарина и С.М.
Белова [121] для аппроксимации повторных стохастических интегралов второй кратности до-
полнительно применялись функции Хаара. Апробация алгоритмов приближенного моделиро-
вания повторных стохастических интегралов третьей кратности проведено Т.А. Авериной и
С.М. Пригариным [6].

Значительное продвижение в аппроксимации повторных стохастических интегралов Ито и
Стратоновича достигнуто Д.Ф. Кузнецовым [76, 305, 308]. Предложенный им подход предпо-
лагает переход к соответствующим кратным стохастическим интегралам с последующим их
представлением в виде кратных рядов со случайными коэффициентами. При этом использует-
ся разложение детерминированных функций многих переменных в обобщенные ряды Фурье.
В качестве базисных систем для представления повторных стохастических интегралов произ-
вольной кратности основное внимание уделено полиномам Лежандра и тригонометрическим
функциям, но также применялись функции Уолша и Хаара для представления повторных
стохастических интегралов второй кратности. При этом доказательство сходимости частич-
ных сумм рядов к соответствующим повторным стохастическим интегралам Стратоновича
опирается на вид базисной системы. В указанных работах получены варианты формул для
вычисления погрешностей аппроксимации повторных стохастических интегралов Ито и Стра-
тоновича.

Отметим, что представление кратных стохастических интегралов в виде рядов встреча-
лось и ранее, например в работах J. Rosinski [339], G.W. Johnson и G. Kallianpur [292], но
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без приложения к решению стохастических дифференциальных уравнений и с указанными
выше ограничениями. Кратные стохастические интегралы Огавы сразу определяются как ря-
ды [332, 333] и при выполнении ряда условий они совпадают с кратными стохастическими
интегралами Стратоновича. В этом контексте стоит еще указать на работы И.С. Борисова и
С.Е. Хрущева [28,29], в которых также используются представления кратных стохастических
интегралов в виде рядов.

Приведенный обзор показывает, что, несмотря на довольно развитую теорию кратных и
повторных стохастических интегралов, она далека от завершения особенно в области приложе-
ний к численным методам решения стохастических дифференциальных уравнений, а значит
и к методам анализа и статистического моделирования непрерывных стохастических систем.
Ее совершенствование в этой части является актуальной задачей. Представляет как теорети-
ческий, так и практический интерес использование произвольных базисных систем простран-
ства квадратично интегрируемых функций одной переменной для представления кратных и
повторных стохастических интегралов Ито и Стратоновича, в том числе и более общего вида
по сравнению с интегралами, которые необходимы для реализации численных методов. Акту-
ально формирование новых алгоритмов приближенного моделирования кратных и повторных
стохастических интегралов.

При приближенном решении стохастических дифференциальных уравнений альтернативой
численным методам могут служить приближенно-аналитические методы, которые не предпо-
лагают переход к дискретному времени. Они основаны на приближенном представлении ре-
шений в виде линейных комбинаций базисных функций со случайными коэффициентами. И
здесь перспективным является применение спектральной формы математического описания
систем управления.

Для моделей линейных непрерывных и дискретных систем управления, как правило, ис-
пользуют следующие формы математического описания [105,209]:

1) дифференциальными и разностными уравнениями;
2) интегральными уравнениями и их разностными аналогами;
3) интегральными преобразованиями.

При выборе первых двух форм математического описания преобразование сигналов в сис-
теме управления осуществляется непосредственно во временной области, а третья форма пред-
полагает переход от функций времени к их изображениям с помощью подходов, применяемых
в операционном исчислении.

В 60-х годах XX века В.В. Семеновым [206, 212, 213] был разработан спектральный ме-
тод расчета нестационарных систем управления. Этот метод породил новую спектральную
форму математического описания сигналов и систем управления. Истоки спектрального ме-
тода расчета линейных нестационарных систем управления лежат в представлении сигналов
в виде ортогональных рядов. Коэффициенты этих рядов, отделенные от самих рядов и пред-
ставленные в виде упорядоченного набора — бесконечной матрицы-столбца, рассматриваются
как характеристики сигналов и систем управления. Они составляют математический аппарат
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анализа и синтеза линейных и нелинейных систем управления. Этот математический аппарат
включает следующие характеристики сигналов: нестационарные спектральные характеристи-
ки функций времени и нестационарные спектральные плотности случайных процессов, а также
характеристики систем управления — нестационарные передаточные функции: нормальную,
сопряженную и двумерную (двумерные нестационарные передаточные функции будем так-
же называть спектральными характеристиками линейных операторов [349]). Все спектраль-
ные характеристики определены для функций, включая и обобщенные функции, на конеч-
ных или бесконечных интервалах времени относительно широкого класса ортонормированных
или биортонормированных систем функций (базисных систем). В дальнейшем были введены
нестационарные спектральные характеристики функций времени и вектора состояния для сис-
тем управления с распределенными параметрами, многомерные нестационарные передаточные
функции, различные вспомогательные характеристики, например двумерные нестационарные
характеристики связи.

Для линейных систем управления использование спектральной формы математического
описания и спектрального метода состоит в переходе от исходной задачи решения линейных
дифференциальных, интегро-дифференциальных, разностных уравнений, уравнений с откло-
няющимся аргументом к решению системы линейных алгебраических уравнений для коэффи-
циентов разложения решений этих уравнений в ортогональные ряды по выбранной базисной
системе. Основные результаты по спектральному методу были опубликованы в монографиях
В.В. Солодовникова и В.В. Семенова [220–222], В.В. Солодовникова, А.Н. Дмитриева и Н.Д.
Егупова [219]. Обобщение спектрального метода для моделирования и анализа непрерывно-
дискретных систем управления и развитие алгоритмического обеспечения связано с работами
В.В. Рыбина [190–192,196–198,210,211].

Отличительной особенностью спектральной формы математического описания является то,
что все операции при решении задач производятся не с ортогональным рядом, а с упорядочен-
ным набором коэффициентов при базисных функциях, т.е. со спектральной характеристикой.
Элементарным и типовым звеньям линейных систем, например усилительному, дифферен-
цирующему, интегрирующему, апериодическому, колебательному и др., ставятся в соответ-
ствие бесконечные матрицы, а преобразования сигналов сводятся к линейным преобразовани-
ям спектральных характеристик. Фактически, рассматриваемый спектральный метод основан
на матричном представлении линейных операторов в гильбертовых пространствах [21, 278] и
в книгах К.А. Пупкова и Н.Д. Егупова [90], С.В. Лапина и Н.Д. Егупова [83] его называют
методом матричных операторов.

Спектральная форма математического описания систем управления, как и другие формы,
позволяет проводить анализ не только линейных непрерывных, дискретных и непрерывно-
дискретных систем управления с сосредоточенными параметрами при детерминированных и
случайных воздействиях, но и анализ линейных систем управления с распределенными пара-
метрами (см. работы Ю.А. Клевцова и В.Е. Краскевича [55–58, 72, 73], В.А. Коваля и О.Ю.
Торгашовой [61–64]), а также нелинейных стохастических систем управления (см. работы В.В.
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Семенова и И.Л. Сотсковой [205,207,208,223,224,355], А.В. Пантелеева, К.А. Рыбакова и И.Л.
Сотсковой [7,107–113,137,142,184,243,246,247], А.С. Кожевникова и К.А. Рыбакова [65–68]).
Впоследствии спектральный метод был распространен на системы управления, модели кото-
рых содержат дробные интегрирующие и дифференцирующие звенья, т.е. с систем управления,
содержащих дифференциальные операторы целого порядка, на системы управления, которые
включают дифференциальные и интегральные операторы дробного порядка. Соответствую-
щие результаты опубликованы В.В. Васильевым и Л.А. Симак [31], К.А. Рыбаковым и В.В.
Рыбиным [177,180,181,199,201], а также другими авторами.

Различные задачи для линейных систем управления при случайных воздействиях или для
нелинейных стохастических систем в перечисленных выше работах предлагалось решать как
детерминированные: либо в рамках корреляционной теории, т.е. задача анализа выходных
процессов решалась как детерминированная, где случайные входные и выходные сигналы за-
давались своими математическими ожиданиями и корреляционными функциями, либо осу-
ществлялся переход к нахождению плотности распределения вероятностей вектора состояния.
Однако спектральный метод дает возможность находить явный вид выходного сигнала как
случайного процесса, т.е. не ограничиваться детерминированными характеристиками векто-
ра состояния. Отчасти эти вопросы нашли отражение в монографиях В.В. Солодовникова и
В.В. Семенова [220,222], С.В. Лапина и Н.Д. Егупова [83], К.А. Пупкова, Н.Д. Егупова и А.И.
Трофимова [126], но в них не содержится представлений решения задачи анализа линейных
непрерывных стохастических систем в общей постановке.

Существует близкий метод, основанный на канонических разложениях случайных процес-
сов, который был предложен В.С. Пугачевым [122] и подробно описан в монографии И.Н.
Синицына [214], однако он не применялся для того, чтобы получить представления кратных и
повторных стохастических интегралов. И спектральная форма математического описания, и
метод канонических разложений предполагают, что случайные процессы представляются в ви-
де рядов со случайными коэффициентами. Однако, если для канонического разложения линей-
ное преобразование сводится к преобразованию детерминированных функций с сохранением
случайных коэффициентов, то для спектрального метода линейное преобразование сохраня-
ет детерминированные функции (ортонормированный базис), а все действия осуществляются
со случайными коэффициентами. Это отличие позволяет существенно упростить алгоритмы
преобразований случайных процессов, сводя их к алгебраическим операциям с векторами и
матрицами.

Дополнительно укажем работы по решению стохастических дифференциальных уравне-
ний, представленные Z. Yin и S. Gan [369], F. Mohammadi [324], N. Momenzade, A.R. Vahidi
и E. Babolian [325], S.U. Khan, M. Ali и I. Ali [296, 297], C. Chauvière и H. Djellout [259], в ко-
торых применяются различные варианты спектрального метода (но не спектральной формы
математического описания систем управления). Варианты методов, относящихся к спектраль-
ным, и их возможные приложения описаны в книгах B.-Y. Guo [277], J.P. Boyd [252], L.N.
Trefethen [363].
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Обобщение спектрального метода для анализа и статистического моделирования линейных
непрерывных стохастических систем в общей постановке представляется актуальной и имею-
щей как теоретическую, так и практическую значимость. Во-первых, такой метод позволяет
представить выходные сигналы линейных непрерывных систем при случайных воздействиях
как случайные процессы в форме, удобной для решения задач анализа, статистического моде-
лирования и оценивания. Во-вторых, он дает новые представления повторных стохастических
интегралов Ито и Стратоновича произвольной кратности, что позволяет применять спектраль-
ную форму математического описания систем управления для реализации численных методов
решения нелинейных СДУ и, таким образом, решать задачи анализа, статистического моде-
лирования и оценивания для нелинейных непрерывных стохастических систем.

Расчет систем автоматического управления на основе спектральной формы математическо-
го описания предполагает наличие развитого алгоритмического и программного обеспечения,
которое необходимо для вычисления характеристик сигналов и систем управления относи-
тельно различных базисных функций. Оно разрабатывалось и совершенствовалось вместе с
развитием спектральной теории.

В 70-х годах для расчета систем управления использовались пакеты подпрограмм спект-
рального метода, написанные на языках Алгол-60 и Фортран для ЭВМ серий М (М-220, М-222)
и БЭСМ (БЭСМ-4) [222], а в начале 80-х годов были заложены принципы построения систем
автоматизированного проектирования систем управления с диалоговыми формирователями
программ. Их основу составили система элементарных алгоритмов динамического расчета,
ориентированная на предметную область теории управления, и система специализированных
алгоритмов динамического расчета, предназначенная для решения конкретных прикладных
задач. В частности, были разработаны модули спектрального метода на языках программи-
рования Алгол-60, Фортран и PL/1 для ЭВМ серии ЕС (ЕС 1022) (авторы — И.Г. Грибков,
В.М. Репин, Е.А. Руденко, В.В. Рыбин, В.И. Сивцов и др.) [12, 205, 209]. Спектральная фор-
ма математического описания наряду с другими формами использовалась для расчета систем
автоматического управления в диалоговой системе КИПАРИС (диалоговая система коллек-
тивного интерактивного пользования для анализа, расчета и исследования систем, авторы —

Г.А. Перепелкин и В.Е. Зотов) для ЭВМ серии ЕС (ЕС 1022, ЕС 1033, ЕС 1045 и др.) [117,204].
В начале 90-х годов появилась система СПЕКТР для расчета систем автоматическо-

го управления спектральным и частотным методами, а также методом моделирования для
ПЭВМ, совместимых с IBM-PC (автор — В.И. Виноградов) [33, 49]. Особенностью используе-
мого подхода является задание систем управления с помощью структурных схем, что обеспе-
чивает наглядность и простоту решения задач анализа. Другой подход использован в системе
ИКС-АЛГОРИТМ (автор — Е.Н. Галанина) [34], в основе которой лежит ввод формул в
директивном режиме на ограниченном языке, ориентированном на применение библиотеки
подпрограмм спектрального метода. Однако все описанные программные средства не отвеча-
ют современным требованиям, предъявляемым к программному обеспечению, они разрабаты-
вались для устаревших компьютеров и операционных систем.
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В настоящее время алгоритмическое и программное обеспечение спектрального метода ре-
ализовано в виде пакетов расширений систем компьютерной математики Mathcad, Maple,
Mathematica, Matlab и систем визуального моделирования Simulink, VisSim (автор —

В.В. Рыбин) [193–195, 200, 201], а также в виде модулей для расчетной системы Spectrum
(автор — К.А. Рыбаков) [128,150,185]. Более подробный обзор указанных результатов можно
найти в публикациях К.А. Рыбакова и В.В. Рыбина [150,179]. Отметим, что в приведенном об-
зоре развитие алгоритмического и программного обеспечения спектрального метода, а также
его современное состояние рассматривается в рамках работ, проведенных по большей части на
кафедре «Математическая кибернетика» Московского авиационного института (национально-
го исследовательского университета).

С одной стороны, упомянутые выше пакеты расширения систем компьютерной матема-
тики и систем визуального моделирования можно считать вполне современными и они могут
функционировать в новых версиях соответствующих программ, а последняя версия расчетной
системы Spectrum позволяет задействовать для расчетов спектральным методом современ-
ные технологии параллельного программирования [59, 60, 140], например OpenMP, OpenCL,
nVidia CUDA и др. С другой стороны, перечисленные комплексы программ создавались для
задач, в перечень которых не входило моделирование случайных процессов, а также кратных и
повторных стохастических интегралов. Пакеты расширения систем компьютерной математи-
ки и систем визуального моделирования разрабатывались на тех же принципах, что и первое
программное обеспечение спектрального метода. В этой связи разработка нового комплекса
программ, ориентированного на моделирование кратных и повторных стохастических инте-
гралов, также является необходимой частью исследований. В качестве базы выбрана система
компьютерной математики Mathcad.

Объектом исследования являются математические модели непрерывных стохастиче-
ских систем, описываемых линейными и нелинейными стохастическими дифференциальными
уравнениями (СДУ), кратные и повторные стохастические интегралы Ито и Стратоновича.

Предметом исследования являются приближенно-аналитические и численные методы
анализа выходных процессов и статистического моделирования непрерывных стохастических
систем, основанные на спектральной форме математического описания систем управления,
методы аппроксимации кратных и повторных стохастических интегралов Ито и Стратоновича.

Цель работы состоит в обобщении спектрального метода для анализа выходных процес-
сов и статистического моделирования непрерывных стохастических систем, получении новых
представлений кратных и повторных стохастических интегралов, а также в разработке ал-
горитмов их статистического моделирования. Чтобы достичь поставленной цели, необходимо
решить следующие задачи:

1. Разработать алгоритмическое обеспечение представления случайных процессов в спект-
ральной форме математического описания систем управления.

2. Обобщить спектральный метод для анализа и статистического моделирования линейных
непрерывных стохастических систем.
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3. Обобщить спектральный метод для оценивания состояний линейных непрерывных сто-
хастических систем с полиномиальными измерителями.

4. Получить новые представления кратных и повторных стохастических интегралов Ито
и Стратоновича произвольной кратности, в том числе на основе спектральной формы
математического описания систем управления.

5. Разработать новые алгоритмы статистического моделирования кратных и повторных
стохастических интегралов Ито и Стратоновича произвольной кратности, в том числе
необходимых для статистического моделирования нелинейных непрерывных стохасти-
ческих систем.

6. Разработать алгоритмическое обеспечение статистического моделирования кратных и
повторных стохастических интегралов Ито и Стратоновича на основе спектральной фор-
мы математического описания систем управления, провести апробацию предложенных
методов и алгоритмов.

Методы исследования. Для решения поставленных задач использовались методы мате-
матического и функционального анализа, теории управления, теории вероятностей и матема-
тической статистики, теории случайных процессов.

Достоверность результатов обусловлена доказательствами утверждений и теорем. Ре-
зультаты моделирования и вычислительные эксперименты подтверждают теоретические по-
ложения.

Научная новизна состоит в следующих результатах:

1. Разработано алгоритмическое обеспечение представления случайных процессов в спект-
ральной форме математического описания систем управления.

2. Обобщен спектральный метод для анализа и статистического моделирования линейных
непрерывных стохастических систем, получены представления некоторых типовых слу-
чайных процессов в спектральной форме математического описания систем управления.

3. Обобщен спектральный метод для оценивания состояний (фильтрация, сглаживание и
прогнозирование) линейных непрерывных стохастических систем с полиномиальными
измерителями.

4. Получены ортогональные разложения кратных стохастических интегралов Ито и Стра-
тоновича произвольной кратности в виде рядов случайных величин, которые необходи-
мы в том числе для статистического моделирования нелинейных непрерывных стоха-
стических систем.

5. Разработаны методы расчета коэффициентов разложения функций многих переменных
(относительно полиномов Лежандра, косинусоид, функций Уолша и Хаара, тригономет-
рических функций), определяющих повторные стохастические интегралы, необходимые
для реализации методов статистического моделирования нелинейных непрерывных сто-
хастических систем.

6. Получены представления повторных стохастических интегралов Ито и Стратоновича
произвольной кратности на основе спектральной формы математического описания сис-
тем управления.
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7. Получены формулы для точного вычисления среднеквадратических погрешностей ап-
проксимации кратных и повторных стохастических интегралов Ито и Стратоновича на
основе перехода к симметризованным функциям.

8. Разработан метод аппроксимации множества спектральных характеристик функций од-
ной переменной с ограничениями (типовыми ограничениями на управляющие воздей-
ствия или входные/выходные сигналы).

9. Разработано алгоритмическое обеспечение статистического моделирования кратных
и повторных стохастических интегралов Ито и Стратоновича на основе спектральной
формы математического описания систем управления.

Теоретическая значимость результатов состоит в развитии спектральной формы мате-
матического описания случайных процессов в непрерывном времени, которые можно тракто-
вать как сигналы в непрерывных системах управления; в обобщении спектрального метода
для анализа, статистического моделирования и оценивания состояний непрерывных стохасти-
ческих систем; в новых представлениях кратных и повторных стохастических интегралов Ито
и Стратоновича; в новом алгоритмическом обеспечении статистического моделирования по-
вторных стохастических интегралов.

Практическая значимость результатов обусловлена возможностью применения разра-
ботанных методов, алгоритмов и комплекса программ для решения задач анализа и статисти-
ческого моделирования непрерывных стохастических систем, в задачах оценивания их состоя-
ний, т.е. в задачах статистической обработки информации (в естественно-научной, технической
и финансовой сферах).

Соответствие диссертации паспорту научной специальности. В диссертации обоб-
щен спектральный метод для анализа, статистического моделирования и оценивания состо-
яний линейных непрерывных стохастических систем, базирующийся на спектральной форме
математического описания систем управления. На его основе получены новые представления
кратных и повторных стохастических интегралов Ито и Стратоновича, а также разработа-
но алгоритмическое и программное обеспечение для их статистического моделирования. Они
предназначены для реализации методов статистического моделирования нелинейных непре-
рывных стохастических систем (в основе численные методы решения СДУ с высокими по-
рядками среднеквадратической и сильной сходимости). Полученные результаты могут приме-
няться при решении задач анализа выходных процессов, статистического моделирования и оце-
нивания для нелинейных непрерывных стохастических систем, т.е. в задачах статистической
обработки информации. Перечисленные результаты соответствуют следующим направлениям
исследований специальности 2.3.1 «Системный анализ, управление и обработка информации,
статистика»:

1. Теоретические основы и методы системного анализа, оптимизации, управления, приня-
тия решений, обработки информации и искусственного интеллекта.

2. Формализация и постановка задач системного анализа, оптимизации, управления, при-
нятия решений, обработки информации и искусственного интеллекта.
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4. Разработка методов и алгоритмов решения задач системного анализа, оптимизации,
управления, принятия решений, обработки информации и искусственного интеллекта.

5. Разработка специального математического и алгоритмического обеспечения систем ана-
лиза, оптимизации, управления, принятия решений, обработки информации и искус-
ственного интеллекта.

Личный вклад. Все результаты диссертации получены лично автором. Из результатов,
опубликованных в соавторстве, в диссертацию включен только материал, вклад соискателя в
который был определяющим.

Структура и объем диссертации. Диссертация содержит введение, шесть глав, прило-
жение, заключение и список используемой литературы. Работа изложена на 548 страницах,
включает 167 рисунков, 139 таблиц и список литературы из 370 наименований.

Содержание диссертации

Во введении приведено обоснование актуальности выбранной темы диссертации, сфор-
мулирована цель работы, указаны ее научная новизна, теоретическая и практическая значи-
мость, перечислены выносимые на защиту результаты, а также изложено краткое содержание
диссертации по главам.

В главе 1 описано спектральное представление функций времени — функций одной или
двух переменных. В разд. 1.1 приведены примеры базисных систем (полиномы Лежандра,
косинусоиды, функции Уолша, функции Хаара и тригонометрические функции), определены
спектральные характеристики функций одной переменной и соответствующих им линейных
функционалов, приведены их основные свойства. Эти результаты обобщаются в разд. 1.2, в
частности в нем определены двумерные спектральные характеристики функций двух перемен-
ных, а также соответствующих им линейных функционалов. В разд. 1.3 затрагивается вопрос
об изменении базисной системы и связанным с этим преобразованием спектральных характе-
ристик. Спектральные характеристики линейных операторов введены в разд. 1.4, рассмотрены
их основные свойства. Далее в разд. 1.5– 1.7 более детально изучаются спектральные характе-
ристики типовых линейных операторов: умножения, интегрирования и дифференцирования.
Кроме того, в разд. 1.5 определена спектральная характеристика билинейного оператора, ста-
вящего в соответствие двум функциям их произведение. Разд. 1.1 и 1.2 содержат алгоритмы
расчета спектральных характеристик типовых функций и линейных функционалов, а разд.
1.5– 1.7 — алгоритмы расчета спектральных характеристик типовых линейных операторов
относительно перечисленных выше базисных систем, т.е. необходимый справочный материал
для практической реализации соответствующих программ. Линейные преобразования функ-
ций времени в контексте применения спектральной формы математического описания кратко
описаны в разд. 1.8. Разд. 1.9 касается вопросов связи матричных следов линейных операто-
ров и интегральных следов функций, которые эти операторы задают, в том числе и с точки
зрения применения спектральной формы математического описания. Некоторые аспекты при-
ближенного представления функций времени, которые основаны на усечении спектральных
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характеристик, описаны в разд. 1.10, а в разд. 1.11 рассматривается, каким образом учиты-
вать ограничения на значения функций одной переменной при их представлении усеченными
спектральными характеристиками. Основные определения и свойства иллюстрируются раз-
личными примерами.

В главе 2 результаты главы 1 обобщаются и применяются для спектрального представле-
ния случайных процессов и их моментных характеристик. Так, в разд. 2.1 определены спект-
ральные характеристики математического ожидания, корреляционной функции и моментной
функции второго порядка, т.е. случайные процессы описываются в рамках корреляционной
теории. Разд. 2.2 содержит определения и основные свойства спектральных характеристик
случайных процессов и случайных линейных функционалов. Значительное внимание уделено
спектральному представлению винеровского и центрированного пуассоновского процессов, а
также связанных с ними случайных линейных функционалов: гауссовского и пуассоновского
белых шумов. Отдельно выделен разд. 2.3, в котором описывается спектральное представление
стохастических интегралов: интегралов Стратоновича и Ито по винеровскому процессу и ин-
теграла Огавы по центрированному пуассоновскому процессу, также приведен общий случай
стохастического 𝜃-интеграла по винеровскому процессу. Линейные преобразования случайных
процессов в спектральной форме математического описания рассмотрены в разд. 2.4. Опре-
деление и некоторые свойства спектральных характеристик случайных линейных операторов
даны в разд. 2.5. Их конкретные примеры — операторы умножения на случайный процесс и
операторы стохастического интегрирования изучаются в разд. 2.6 и 2.7, приводятся свойства. В
части операторов стохастического интегрирования описываются как интегралы Стратоновича
и Ито по винеровскому процессу, так и стохастический 𝜃-интеграл по винеровскому процессу.
Кроме того, рассматриваются стохастические интегралы Огавы по центрированному пуассо-
новскому процессу. В разд. 2.8 затронуто приближенное представление случайных процессов.
Как и в главе 1, основные определения и свойства иллюстрируются примерами.

Решение линейных стохастических дифференциальных уравнений и систем таких уравне-
ний, или решение задачи анализа выходных процессов одномерных и многомерных линейных
стохастических систем управления, рассмотрено в главе 3. Сначала в разд. 3.1 задача ре-
шения стохастического дифференциального уравнения формулируется в общей нелинейной
постановке, а далее в разд. 3.2 приведено соответствующее этой задаче уравнение Фоккера–

Планка–Колмогорова. Спектральный метод решения линейных стохастических дифферен-
циальных уравнений с винеровской составляющей подробно описан в разд. 3.3 отдельно для
одномерного и многомерного случаев, рассмотрены уравнения Стратоновича и Ито, а так-
же общий случай стохастических дифференциальных уравнений с 𝜃-дифференциалом. Спект-
ральная форма математического описания в задачах теории оценивания (фильтрация, сгла-
живание и прогнозирование) также отдельно для одномерного и многомерного случаев при-
меняется в разд. 3.4. Для апробации в разд. 3.5 приведены примеры моделирования типовых
случайных процессов: винеровского процесса (броуновского движения), броуновского моста,
процесса Орнштейна–Уленбека, геометрического броуновского движения, осциллятора Кубо
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и вращательной диффузии, а также пример решения задачи оценивания траектории процесса
Орнштейна–Уленбека. Применение спектральной формы математического описания для ре-
шения прикладных задач иллюстрируется с помощью моделирования турбулентного ветра на
основе формирующего фильтра Драйдена и его модификации в разд. 3.6.

Глава 4 посвящена представлению функций многих переменных в спектральной форме
математического описания. В разд. 4.1 показано, как формируются базисные системы для
представления функций многих переменных, определены спектральные характеристики таких
функций, особое внимание уделено типовым функциям, которые требуются при изложении
основных результатов диссертации. Спектральные характеристики линейных функционалов
определены в разд. 4.2, в качестве примеров приведены линейные функционалы, определя-
емые типовыми функциями. В необходимом для дальнейшего изложения объеме в разд. 4.3
рассмотрены симметризованные функции по части переменных или по всем переменным и их
спектральные характеристики. Пространства функций с дополнительными свойствами суще-
ствования интегральных следов, которые совпадают с соответствующими матричными следа-
ми, введены в разд. 4.4, там же доказан ряд важных утверждений и теорем. Некоторые аспек-
ты приближенного представления функций многих переменных, которые связаны с усечением
спектральных характеристик, описаны в разд. 4.5. В этом же разделе приведены примеры ап-
проксимации типовых функций многих переменных с применением разных базисных систем:
полиномов Лежандра, косинусоид, функций Уолша, функций Хаара и тригонометрических
функций.

В главе 5 изучаются кратные стохастические интегралы Ито и Стратоновича. Вспомо-
гательные результаты, касающиеся ортогональных систем случайных величин, изложены в
разд. 5.1. В том числе рассмотрены системы, которые формируются на основе преобразования
случайных величин, имеющих стандартное нормальное распределение, с помощью полиномов
Эрмита, а также на основе преобразования случайных величин, имеющих центрированное
пуассоновское распределение, с помощью модифицированных полиномов Шарлье. В разд. 5.2
приведены основные определения и свойства кратных стохастических интегралов по вине-
ровским процессам. Более детально кратные стохастические интегралы Ито изучены в разд.
5.3, для них получены новые представления, в частности в виде ортогонального разложения.
Кратные стохастические интегралы Стратоновича рассмотрены в разд. 5.4, для них также
получены ортогональные разложения. Результаты указанных разделов иллюстрируются мно-
гочисленными примерами. В качестве частного случая кратных стохастических интегралов
в разд. 5.5 уделено внимание повторным стохастическим интегралам, для них сформулиро-
ваны некоторые полезные утверждения. Раздел 5.6 затрагивает вопросы нахождения первых
двух моментов (математического ожидания и второго начального момента) типовых повтор-
ных стохастических интегралов. Раздел 5.7 посвящен приближенному представлению кратных
стохастических интегралов в виде частичных сумм рядов, образованных случайными величи-
нами. Алгоритмы моделирования кратных стохастических интегралов с соответствующими
примерами приведены в разд. 5.8.
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Глава 6 посвящена спектральному представлению повторных стохастических интегралов,
в его основе лежит решение линейных стохастических дифференциальных уравнений спект-
ральным методом. В разд. 6.1 и 6.2 подробно рассматриваются повторные стохастические
интегралы Стратоновича и Ито произвольной кратности, детально разобраны частные случаи
второй, третьей и четвертой кратностей. В этих представлениях используются спектральные
характеристики операторов интегрирования и умножения, спектральная характеристика опе-
ратора умножения функций, а также спектральные характеристики белых шумов. В качестве
обобщения предложено спектральное представление повторных стохастических интегралов
Стратоновича и Ито смешанного типа, а также повторных стохастических 𝜃-интегралов по
винеровским процессам. В разд. 6.3 предлагается подход к нахождению первых двух момен-
тов типовых повторных стохастических интегралов с помощью интегрирования системы обык-
новенных дифференциальных уравнений для них. Приближенное моделирование повторных
стохастических интегралов Стратоновича и Ито с помощью соответствующих спектральных
представлений рассматривается в разд. 6.4. Основное применение предложенные алгоритмы
моделирования повторных стохастических интегралов Стратоновича и Ито находят при реа-
лизации численных методов решения стохастических дифференциальных уравнений, описание
таких численно-спектральных методов содержится в разд. 6.5.

Чтобы апробировать предложенные методы и алгоритмы, разработано программное обес-
печение для системы компьютерной математики Mathcad. Оно подробно описано в приложе-
нии. Для каждой базисной системы реализован отдельный модуль, включающий программы
вычисления значений базисных функций, спектральных характеристик элементарных функ-
ций, спектральных характеристик операторов умножения, интегрирования и дифференциро-
вания, спектральной характеристики оператора умножения функций. Часть программ наце-
лена на нахождение спектральных характеристик функций, которые используются для пред-
ставления типовых повторных стохастических интегралов. В основе этого программного обес-
печения лежат многочисленные работы по развитию алгоритмической базы спектрального
метода [83, 127, 129, 131, 154, 177, 180–183, 191–193, 196–198, 200–202, 210, 211, 220–222, 228], в
том числе и результаты автора. Оно находится в ряду комплексов программ спектрального
метода [33, 34, 101, 117, 118, 140, 150, 179, 194, 195, 199, 200, 204, 205], созданных в разные годы.
Приложение включает 6 разделов: по одному для каждой главы основной части.

В заключении перечислены основные итоги работы.
На защиту выносятся следующие результаты:

1. Алгоритмическое обеспечение представления случайных процессов в спектральной фор-
ме математического описания систем управления [151,163,341].

2. Обобщение спектрального метода для анализа и статистического моделирования линей-
ных непрерывных стохастических систем [155,158,163,341,343,350].

3. Обобщение спектрального метода оценивания для состояний (фильтрация, сглаживание
и прогнозирование) линейных непрерывных стохастических систем с полиномиальными
измерителями [74,341,343].
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4. Ортогональные разложения кратных стохастических интегралов Ито и Стратоновича
произвольной кратности в приложении к анализу и статистическому моделированию
нелинейных непрерывных стохастических систем [151,161,162,165,172,173,348].

5. Методы расчета коэффициентов разложения функций многих переменных, определяю-
щих повторные стохастические интегралы, применяемые для статистического модели-
рования нелинейных непрерывных стохастических систем [172,344].

6. Представления повторных стохастических интегралов Ито и Стратоновича произволь-
ной кратности на основе спектральной формы математического описания систем управ-
ления [11,342,344,345,347].

7. Формулы для точного вычисления среднеквадратической погрешности аппроксимации
кратных и повторных стохастических интегралов Ито и Стратоновича на основе пере-
хода к симметризованным функциям [173].

8. Метод аппроксимации множества спектральных характеристик функций одной пере-
менной с ограничениями (типовые ограничения на управляющие воздействия или вход-
ные/выходные сигналы) [138,141].

9. Алгоритмическое обеспечение статистического моделирования кратных и повторных
стохастических интегралов Ито и Стратоновича на основе спектральной формы мате-
матического описания систем управления [131,150,154,174,179].

Апробация работы. Результаты диссертационной работы докладывались и обсуждались
на следующих научных семинарах и конференциях:

1. Научный семинар кафедры «Математическая кибернетика» Московского авиационного
института (национального исследовательского университета) (под рук. д.ф.-м.н., проф.
Пантелеева А.В.);

2. Научный семинар кафедры «Теория вероятностей и компьютерное моделирование»
Московского авиационного института (национального исследовательского университе-
та) (под рук. д.ф.-м.н., проф. Кибзуна А.И.);

3. Международная конференция «Актуальные проблемы прикладной математики, инфор-
матики и механики» (Воронеж, 2012, 2013) [130,133];

4. Международная конференция «Авиация и космонавтика» (Москва, 2013, 2014) [59,100];
5. Международная конференция «Идентификация систем и задачи управления (SICPRO)»

(Москва, 2015) [137];
6. Международная конференция «Актуальные проблемы вычислительной и прикладной

математики» (Новосибирск, 2015) [139];
7. Международная конференция по вычислительной механике и современным прикладным

программным системам (Алушта, 2017, 2019, 2021) [8, 20, 160];
8. Международная Четаевская научная конференция «Аналитическая механика, устойчи-

вость и управление» (Казань, 2017) [144];
9. Международная конференция «Математическая теория управления и механика» (Суз-

даль, 2017) [145];
10. International Multi-Conference on Engineering, Computer and Information Sciences (SIBIR-
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CON) (Новосибирск, 2017) [241];
11. Международная научно-техническая конференция «Аналитические и численные методы

моделирования естественно-научных и социальных проблем» (Пенза, 2017) [178];
12. Международная конференция «Вычислительная математика и математическая геофи-

зика» (Новосибирск, 2018) [9];
13. Международная научно-практическая конференция «Мехатроника, автоматика и робо-

тотехника» (Новокузнецк, 2019) [147];
14. Всероссийская научная конференция с международным участием «Математическое мо-

делирование и краевые задачи» (Самара, 2019) [148];
15. Всероссийское совещание по проблемам управления (Москва, 2019) [149];
16. Международная конференция «Актуальные проблемы вычислительной и прикладной

математики» (Новосибирск, 2019) [182,183];
17. Всероссийская конференция «Актуальные проблемы математики и информационных

технологий» (Махачкала, 2020– 2023) [152,159,164,171];
18. Всероссийская конференция с международным участием «Теория управления и мате-

матическое моделирование» (Ижевск, 2020) [153,188];
19. Международная конференция по прикладной математике и механике в аэрокосмической

отрасли (AMMAI) (Алушта, 2020) [157,189];
20. Конференция памяти выдающегося конструктора гироскопических приборов Н.Н. Ост-

рякова (Мультиконференция по проблемам управления) (Санкт-Петербург, 2020) [156];
21. Конференция «Математическая теория управления и ее приложения» (Мультиконфе-

ренция по проблемам управления) (Санкт-Петербург, 2022) [168];
22. Международная научно-практическая конференция «Открытые эволюционирующие

системы: цифровая трансформация» (Хабаровск, 2022) [166,167];
23. Международная научная конференция «Марчуковские научные чтения» (Новосибирск,

2022) [169,170].

Работа частично поддержана грантами РФФИ 12-08-00892, 17-08-00530.
Публикации. Основные результаты диссертации опубликованы в 62 научных работах, из

которых 14 статей [11, 74, 151, 155, 158, 161, 162, 172, 173, 242, 341, 347–349] в журналах, индек-
сируемых в Web of Science или Scopus, 6 статей [241, 342–345, 350] в трудах конференций,
индексируемых в Web of Science или Scopus, 8 статей [131,138,141,150,154,165,174,181] в жур-
налах из перечня рецензируемых научных изданий ВАК (из них 4 статьи [131,138,174,181] по
специальности 2.3.1 «Системный анализ, управление и обработка информации, статистика»),
1 монография [163], 2 коллективные монографии [179, 185], 28 работ [8, 9, 20, 60, 130, 132, 133,
137, 139, 140, 144, 147–149, 152, 156, 157, 159, 160, 164, 167, 168, 171, 176, 178, 180, 189, 346] в других
научных изданиях и материалах конференций. Получено 3 государственных свидетельства о
регистрации программ для ЭВМ [135,136,175].



ГЛАВА 1

СПЕКТРАЛЬНОЕ ПРЕДСТАВЛЕНИЕ ФУНКЦИЙ ВРЕМЕНИ

1.1. Базисные системы и спектральные характеристики

функций одной переменной

Рассмотрим гильбертово пространство 𝐿2(T) квадратично интегрируемых функций одной
переменной 𝑓(·) : T→ R, где T = [𝑡0, 𝑇 ], т.е.∫︁

T

𝑓 2(𝑡)𝑑𝑡 <∞,

где интеграл понимается в смысле Лебега [69,123], как и все интегралы в этой главе.
Норма в пространстве 𝐿2(T) определяется выражением

‖𝑓(·)‖𝐿2(T) =

{︂∫︁
T

𝑓 2(𝑡)𝑑𝑡

}︂ 1
2

, (1.1)

а скалярное произведение задается формулой(︀
𝑓(·), 𝑔(·)

)︀
𝐿2(T)

=

∫︁
T

𝑓(𝑡)𝑔(𝑡)𝑑𝑡, (1.2)

где 𝑓(·), 𝑔(·) ∈ 𝐿2(T) [21, 69].
Функции 𝑓(·) и 𝑔(·) называются ортогональными, если их скалярное произведение равно

нулю. Система попарно ортогональных функций {𝑞(𝑖, ·)}∞𝑖=0, принадлежащих пространству
𝐿2(T), называется ортонормированной на отрезке T, если справедливо равенство(︀

𝑞(𝑖, ·), 𝑞(𝑗, ·)
)︀
𝐿2(T)

= 𝛿𝑖𝑗, 𝑖, 𝑗 = 0, 1, 2, . . . , (1.3)

где 𝛿𝑖𝑗 — символ Кронекера:

𝛿𝑖𝑗 =

{︃
1, 𝑖 = 𝑗,

0, 𝑖 ̸= 𝑗.
(1.4)

Полная ортонормированная система функций называется базисом пространства 𝐿2(T), или
базисной системой.

Перечислим некоторые свойства базисных систем.
1. Сдвиг.
Если {𝑞(𝑖, ·)}∞𝑖=0 — базисная система пространства 𝐿2([𝑡0, 𝑇 ]) и 𝑝(𝑖, 𝑡) = 𝑞(𝑖, 𝑡− 𝜏),

𝑖 = 0, 1, 2, . . . , то {𝑝(𝑖, ·)}∞𝑖=0 — базисная система пространства 𝐿2([𝑡0 + 𝜏, 𝑇 + 𝜏 ]).

2. Масштабирование.
Если {𝑞(𝑖, ·)}∞𝑖=0 — базисная система пространства 𝐿2([𝑡0, 𝑇 ]) и

𝑝(𝑖, 𝑡) =
1√
𝜃
𝑞

(︂
𝑖,
𝑡

𝜃

)︂
, 𝑖 = 0, 1, 2, . . . ,

то {𝑝(𝑖, ·)}∞𝑖=0 — базисная система пространства 𝐿2([𝜃𝑡0, 𝜃𝑇 ]).
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Приведем примеры базисных систем [40, 48, 54, 99, 200, 220–222, 227], заданных на отрезке
T = [0, 𝑇 ], т.е. при условии 𝑡0 = 0.

1. Полиномы Лежандра:

𝑃 (𝑖, 𝑡) =

√︂
2𝑖+ 1

𝑇

𝑖∑︁
𝑘=0

𝑙𝑖𝑘
𝑡𝑘

𝑇 𝑘
, 𝑖 = 0, 1, 2, . . . , (1.5)

где 𝑙𝑖𝑘 = (−1)𝑖−𝑘𝐶𝑖
𝑖+𝑘𝐶

𝑖−𝑘
𝑖 , 𝐶𝑖

𝑘 — биномиальный коэффициент.
2. Косинусоиды:

𝐶(𝑖, 𝑡) =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
√︂

1

𝑇
, 𝑖 = 0,√︂

2

𝑇
cos

𝑖𝜋𝑡

𝑇
, 𝑖 = 1, 2, . . .

(1.6)

3. Функции Уолша:

𝑊̂ (𝑖, 𝑡) =

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
√︂

1

𝑇
, 𝑖 = 0,√︂

1

𝑇

∏︁
{𝑘 : 𝛾𝑘=1}

𝑅(𝑘, 𝑡), 𝑖 = 1, 2, . . . ,
(1.7)

где 𝛾𝑘 ∈ {0, 1}, 𝑘 = 1, 2, . . . ,𝑚+ 1, — коэффициенты в двоичном представлении числа 𝑖 =

= (𝛾𝑚+1 . . . 𝛾1)2 = 𝛾12
0 + 𝛾22

1 + . . .+ 𝛾𝑚+12
𝑚, 𝑚 = ⌊log2 𝑖⌋ — наибольшая степень в этом дво-

ичном представлении, ⌊ · ⌋ — целая часть числа, 𝑅(𝑘, ·) — функции Радемахера:

𝑅(𝑘, 𝑡) = sign

[︂
sin

2𝑘𝜋𝑡

𝑇

]︂ (︂
sign𝑥 =

{︃
1, 𝑥 > 0,

−1, 𝑥 < 0.

)︂
, или 𝑅(𝑘, 𝑡) = (−1)⌊

2𝑘𝑡
𝑇

⌋.

4. Функции Хаара:

𝑋̂(𝑖, 𝑡) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

√︂
1

𝑇
, 0 6 𝑡 6 𝑇, 𝑖 = 0,√︂

2𝑚

𝑇
,

2𝑘𝑇

2𝑚+1
6 𝑡 <

(2𝑘 + 1)𝑇

2𝑚+1
,

−
√︂

2𝑚

𝑇
,

(2𝑘+1)𝑇

2𝑚+1
6 𝑡 <

2(𝑘+1)𝑇

2𝑚+1
,

0,
2𝑙𝑇

2𝑚+1
6 𝑡 <

(2𝑙 + 1)𝑇

2𝑚+1
,

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎪⎪⎭
𝑖 = 2𝑚 + 𝑘 = 1, 2, . . . ,

𝑚 = 0, 1, 2, . . . ,

𝑘, 𝑙 = 0, 1, . . . , 2𝑚 − 1,

𝑘 ̸= 𝑙.
(1.8)

5. Тригонометрические функции (базис Фурье):

𝐹 (𝑖, 𝑡) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

√︂
1

𝑇
, 𝑖 = 0,√︂

2

𝑇
cos

𝑖𝜋𝑡

𝑇
, 𝑖 = 2𝑘,√︂

2

𝑇
sin

(𝑖+ 1)𝜋𝑡

𝑇
, 𝑖 = 2𝑘 − 1,

𝑖 = 0, 1, 2, . . . , 𝑘 = 1, 2, 3, . . . (1.9)

Далее рассмотрим задачу представления функции одной переменной в виде ряда.

Теорема 1.1 (см. [21,69]). Пусть система функций {𝑞(𝑖, ·)}∞𝑖=0 образует базис простран-
ства 𝐿2(T). Тогда любая функция 𝑓(·) ∈ 𝐿2(T) представляется в виде ряда по функциям ба-
зисной системы {𝑞(𝑖, ·)}∞𝑖=0:

𝑓(·) =
∞∑︁
𝑖=0

𝐹𝑖𝑞(𝑖, ·), (1.10)
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где
𝐹𝑖 =

(︀
𝑞(𝑖, ·), 𝑓(·)

)︀
𝐿2(T)

=

∫︁
T

𝑞(𝑖, 𝑡)𝑓(𝑡)𝑑𝑡, 𝑖 = 0, 1, 2, . . . (1.11)

Числа 𝐹𝑖 называются коэффициентами разложения функции 𝑓(·).
Таким образом, решение задачи представления функции 𝑓(·) ∈ 𝐿2(T) в виде ряда (этот

ряд сходится абсолютно) по функциям выбранной базисной системы состоит в определении
коэффициентов разложения 𝐹𝑖 и использовании (1.10). При этом коэффициенты разложения
(1.11) однозначно задают функцию 𝑓(·), следовательно, упорядоченную совокупность этих
коэффициентов можно рассматривать как характеристику функции 𝑓(·). Равенство (1.10) вы-
полняется почти всюду на T и понимается следующим образом:

lim
𝑛→∞

⃦⃦⃦⃦
𝑓(·)−

𝑛∑︁
𝑖=0

𝐹𝑖𝑞(𝑖, ·)
⃦⃦⃦⃦
𝐿2(T)

= 0. (1.12)

З ам е ч а н и я 1.1.
1. Используя свойства сдвига и масштабирования базисных систем, достаточно определить

полную ортонормированную систему функций на отрезке [0, 1] с последующим преобразовани-
ем ее на любой отрезок T = [𝑡0, 𝑇 ]. Если {𝑞(𝑖, ·)}∞𝑖=0 — базисная система пространства 𝐿2([0, 1]) и

𝑞(𝑖, 𝑡) =
1√

𝑇 − 𝑡0
𝑞

(︂
𝑖,
𝑡− 𝑡0
𝑇 − 𝑡0

)︂
, 𝑖 = 0, 1, 2, . . . ,

то {𝑞(𝑖, ·)}∞𝑖=0 — базисная система пространства 𝐿2([𝑡0, 𝑇 ]).
Например, положим 𝑇 = 1 в формуле (1.5) и получим полиномы Лежандра, ортонормиро-

ванные на отрезке [0, 1]:

𝑃 (𝑖, 𝑡) =
√

2𝑖+ 1
𝑖∑︁

𝑘=0

𝑙𝑖𝑘 𝑡
𝑘, 𝑖 = 0, 1, 2, . . . ,

тогда базисную систему пространства 𝐿2([𝑡0, 𝑇 ]) образуют полиномы Лежандра, ортонорми-
рованные на отрезке [𝑡0, 𝑇 ]:

𝑃 (𝑖, 𝑡) =
1√

𝑇 − 𝑡0
𝑃

(︂
𝑖,
𝑡− 𝑡0
𝑇 − 𝑡0

)︂
, 𝑖 = 0, 1, 2, . . .

2. Наиболее часто используемая базисная система для представления функций одной пере-
менной — тригонометрические функции. Как правило [50, 233], сначала тригонометрическая
система определяется на отрезке [−𝜋, 𝜋], а затем с помощью сдвига и масштабирования форми-
руется базисная система для представления функций одной переменной на отрезке [𝑎, 𝑎+ 2𝑙],
𝑙 > 0. Например, для формулы (1.9) 𝑎 = 0 и 𝑙 = 𝑇/2.

Представление четных функций 𝑓(·) на симметричном отрезке [−𝑇, 𝑇 ] (𝑎 = −𝑇 , 𝑙 = 𝑇 ) со-
держит только четные базисные функции (константа и косинусы), а представление нечетных
функций 𝑓(·) — нечетные базисные функции (синусы). Это позволяет представлять функцию,
заданную на отреке [0, 𝑇 ], либо по косинусам, доопределяя ее до четной функции, либо по си-
нусам, доопределяя ее до нечетной функции. Косинусоиды (1.6) — это часть базисной системы
тригонометрических функций, ортонормированной на отрезке [−𝑇, 𝑇 ].

3. Функции Хаара (1.8) можно определить с помощью сжатий, сдвигов и последующей



27

нормировки порождающей функции (вейвлета Хаара) [180]:

𝜐(𝜏) =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
0, 𝜏 < 0 или 𝜏 > 1,

1, 0 6 𝜏 < 1/2,

−1, 1/2 6 𝜏 < 1,

т.е.

𝑋̂(0, 𝑡) =
1√
𝑇
, 𝑋̂(𝑖, 𝑡) =

√︂
2𝑚

𝑇
𝜐

(︂
2𝑚𝑡

𝑇
− 𝑘

)︂
, (1.13)

𝑖 = 2𝑚 + 𝑘 = 1, 2, 3, . . . , 𝑚 = 0, 1, 2, . . . , 𝑘 = 0, 1, . . . , 2𝑚 − 1.

Функции Хаара (1.8) и (1.13) целесообразно доопределить в точке 𝑡 = 𝑇 таким образом,
чтобы они были непрерывны слева.

4. Функции Уолша (1.7) и функции Хаара (1.8) удобно выражать через блочно-импульсные
функции [31,83,177]. Определим блочно-импульсные функции на полуинтервале [0, 𝑇 ) в виде

Π̂(𝑖, 𝑡) =
1√
ℎ

{︃
1, 𝑡 ∈ [𝑖ℎ, (𝑖+ 1)ℎ),

0, 𝑡 /∈ [𝑖ℎ, (𝑖+ 1)ℎ),
𝑖 = 0, 1, . . . , 𝐿− 1, ℎ =

𝑇

𝐿
,

где 𝐿 — это заданное натуральное число (количество блочно-импульсных функций).
Введем используемое далее понятие индикатора множества, или характеристической функ-

ции множества, 𝜒Ω(·):

𝜒Ω(𝑡) =

{︃
1, 𝑡 ∈ Ω,

0, 𝑡 /∈ Ω,
(1.14)

с помощью которого удобно определить блочно-импульсные функции:

Π̂(𝑖, 𝑡) =
1√
ℎ
𝜒[0,𝑇 )

(︂
𝑡

ℎ
− 𝑖

)︂
. (1.15)

Функцию Π̂(𝐿− 1, ·) целесообразно доопределить в точке 𝑡 = 𝑇 таким образом, чтобы она
была непрерывна слева (см. также п. 3).

Блочно-импульсные функции {Π̂(𝑖, ·)}𝐿−1
𝑖=0 ортогональны, поскольку имеют попарно непе-

ресекающиеся носители, и нормированы в пространстве 𝐿2(T), однако они не образуют пол-
ной системы, т.е. не являются базисом 𝐿2(T). Тем не менее, подобные системы функций мо-
гут эффективно применяться в различных приближенных методах, включая и спектраль-
ные [83,177,201]. Кроме того, через них можно выразить функции Уолша и Хаара.

Зафиксируем число 𝐿 = 2𝑛, 𝑛 ∈ N, и выразим функции Уолша (1.7) с номерами 𝑖 =

= 0, 1, . . . , 𝐿− 1 через блочно-импульсные функции (1.15) [40,83,154]. Пусть

∆(0) = 1, ∆
(𝑘+1)
2𝑖,𝑗 = ∆

(𝑘+1)
2𝑖+1,𝑗 = ∆

(𝑘+1)

2𝑖,2𝑘+𝑗
= −∆

(𝑘+1)

2𝑖+1,2𝑘+𝑗
= ∆

(𝑘)
𝑖𝑗 ,

𝑖, 𝑗 = 0, 1, . . . , 2𝑘 − 1, 𝑘 = 0, 1, . . . , 𝑛− 1,

тогда матрица
∆
𝑊̂ Π̂

=
1√
𝐿

∆(𝑛) (1.16)

задает коэффициенты линейных комбинаций блочно-импульсных функций (1.15), определяю-
щих функции Уолша (1.7):

𝑊̂ (𝑖, 𝑡) =
𝐿−1∑︁
𝑗=0

∆
𝑊̂ Π̂

𝑖𝑗 Π̂(𝑗, 𝑡). (1.17)
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Несложно построить матрицу ∆
𝑋̂Π̂

, задающую коэффициенты линейных комбинаций блочно-

импульсных функций (1.15), которые определяют функции Хаара (1.8) с номерами 𝑖 =

= 0, 1, . . . , 𝐿− 1 [154]:

∆
𝑋̂Π̂

0𝑗 =
√
𝐿, 𝑗 = 0, 1, . . . , 𝐿− 1; ∆

𝑋̂Π̂
𝑖+2𝑘,𝑗+𝑖2−𝑘𝐿 =

{︃ √
2𝑘𝐿, 𝑗 < 2−𝑘−1𝐿,

−
√

2𝑘𝐿, 𝑗 > 2−𝑘−1𝐿,
(1.18)

𝑖 = 0, 1, . . . , 2𝑘 − 1, 𝑗 = 0, 1, . . . , 2−𝑘𝐿− 1, 𝑘 = 0, 1, . . . , 𝑛− 1.

В соотношении (1.18) указаны только ненулевые элементы матрицы ∆
𝑋̂Π̂

. Для ненормирован-

ных блочно-импульсных функций матрица коэффициентов линейных комбинаций приведена,
например, в [324]. Следовательно,

𝑋̂(𝑖, 𝑡) =
𝐿−1∑︁
𝑗=0

∆
𝑋̂Π̂

𝑖𝑗 Π̂(𝑗, 𝑡). (1.19)

6. Другой пример ортонормированной, но не полной системы функций — это функции,
которые получаются в результате нормировки функций Радемахера. Они определены сразу
после формулы (1.7):

𝑅̂(𝑖, 𝑡) =

√︂
1

𝑇
𝑅(𝑖+ 1, 𝑡) =

√︂
1

𝑇
sign

[︂
sin

2𝑖𝜋𝑡

𝑇

]︂
=

√︂
1

𝑇
(−1)⌊

2𝑖𝑡
𝑇

⌋, 𝑖 = 0, 1, 2, . . . (1.20)

Бесконечная матрица-столбец 𝐹 = (𝐹𝑖), элементы которой представляют собой коэффици-
енты разложения (1.11) функции 𝑓(·) ∈ 𝐿2(T) в ряд по функциям базисной системы {𝑞(𝑖, ·)}∞𝑖=0

пространства 𝐿2(T), называется спектральной характеристикой функции 𝑓(·).
Отображение, ставящее в соответствие функции 𝑓(·) ее спектральную характеристику 𝐹 ,

называется спектральным преобразованием функции 𝑓(·) и обозначается S:

S
[︀
𝑓(·)

]︀
= 𝐹 = [𝐹0 𝐹1 𝐹2 . . . ]T,

где числа 𝐹𝑖 определяются формулой (1.11), а [ · ]T означает транспонирование (в данном слу-
чае — переход от бесконечной матрицы-строки к бесконечной матрице-столбцу).

Обратный переход от спектральной характеристики к соответствующей функции одной
переменной осуществляется по формуле обращения (обратное спектральное преобразование):

𝑓(·) = S−1[𝐹 ] =
∞∑︁
𝑖=0

𝐹𝑖𝑞(𝑖, ·). (1.21)

З ам е ч а н и я 1.2.
1. В работах [220–222] спектральные характеристики введены для представления входных

и выходных сигналов в линейных системах управления (функций времени) и в общем случае
отрезок T зависит от параметра 𝜏 , определяющего границы промежутка времени, которому
принадлежит 𝑡: T = [𝑎(𝜏), 𝑏(𝜏)]. Такой отрезок называется нестационарным, а функции 𝑎(·) и
𝑏(·) служат его характеристиками.

Нестационарный отрезок можно описывать длиной 𝜃(𝜏) = 𝑏(𝜏)− 𝑎(𝜏) и одной из функций
𝑎(·) или 𝑏(·). От параметра 𝜏 в таком случае зависит и базисная система, и спектральные
характеристики функций. Чтобы подчеркнуть последнее обстоятельство, используют термин
нестационарная спектральная характеристика.
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2. Спектральные характеристики функции 𝑓(·), определенные относительно разных базис-
ных систем, в общем случае отличаются, поэтому обозначение спектральной характеристики
может включать обозначение базисной системы: 𝐹

𝑞
. Обозначение базисной системы может быть

включено и в обозначения прямого и обратного спектральных преобразований S
𝑞

и S
𝑞

−1:

S
𝑞

[︀
𝑓(·)

]︀
= 𝐹

𝑞
, 𝑓(·) = S

𝑞

−1[𝐹
𝑞

].

Например, спектральные характеристики относительно перечисленных базисных систем
обозначаются следующим образом: 𝐹

𝑃
, 𝐹
𝐶
, 𝐹
𝑊̂
, 𝐹
𝑋̂
, 𝐹
𝐹

.

3. В более общем случае можно рассмотреть гильбертово пространство 𝐿𝜈2(T) квадратично
интегрируемых функций 𝑓(·) с весом 𝜈(𝑡) > 0:∫︁

T

𝜈(𝑡)𝑓 2(𝑡)𝑑𝑡 <∞.

Норма и скалярное произведение в этом пространстве задаются соотношениями

‖𝑓(·)‖𝐿𝜈
2(T)

=

{︂∫︁
T

𝜈(𝑡)𝑓 2(𝑡)𝑑𝑡

}︂ 1
2

,
(︀
𝑓(·), 𝑔(·)

)︀
𝐿𝜈
2(T)

=

∫︁
T

𝜈(𝑡)𝑓(𝑡)𝑔(𝑡)𝑑𝑡, 𝑓(·), 𝑔(·) ∈ 𝐿𝜈2(T).

Все введенные ранее определения легко обобщаются для представления функций одной
переменной в виде ряда, в частности они приведены в работах [112, 211]. В качестве приме-
ров базисных систем здесь уместно упомянуть полиномы Чебышева первого и второго рода,
заданные на отрезке T = [0, 𝑇 ], т.е. при условии 𝑡0 = 0, и ортонормированные с весами 𝜈(𝑡) =

= 1/
√︀
𝑡(𝑇 − 𝑡) и 𝜈(𝑡) =

√︀
𝑡(𝑇 − 𝑡) соответственно. Наряду с полиномами Лежандра они явля-

ются частным случаем полиномов Гегенбауэра, которые в свою очередь включены в семейство
полиномов Якоби [99]. В приложении к спектральной форме математического описания эти
базисные системы исследованы в работах [191,200,211].

Базисные функции могут быть ортонормированными на полубесконечных интервалах или
на множестве R [131]. Здесь важно упомянуть полиномы и функции Лагерра, а также поли-
номы и функции Эрмита [99,112,127,129], которые применяются далее в разд. 5.1.

Множество всех спектральных характеристик 𝐹 функций 𝑓(·) ∈ 𝐿2(T) образует гильбер-
тово пространство ℓ2 квадратично суммируемых последовательностей, т.е.

∑︀∞
𝑖=0 𝐹

2
𝑖 <∞.

Норма в этом пространстве определяется выражением

‖𝐹‖ℓ2 =

{︂ ∞∑︁
𝑖=0

𝐹 2
𝑖

}︂ 1
2

, (1.22)

а скалярное произведение — формулой

(𝐹,𝐺)ℓ2 =
∞∑︁
𝑖=0

𝐹𝑖𝐺𝑖, (1.23)

где 𝐹,𝐺 ∈ ℓ2 [21, 69].
Таким образом, спектральное преобразование S является взаимно однозначным и устанав-

ливает изоморфизм пространств 𝐿2(T) и ℓ2.
Укажем некоторые свойства спектрального преобразования функций одной переменной.
1. Линейность [220–222].
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Пусть 𝑓(·), 𝑔(·) ∈ 𝐿2(T), S[𝑓(·)] = 𝐹 , S[𝑔(·)] = 𝐺. Тогда

S
[︀
𝛼𝑓(·) + 𝛽𝑔(·)

]︀
= 𝛼𝐹 + 𝛽𝐺 ∀𝛼, 𝛽 ∈ R. (1.24)

2. Сохранение нормы и скалярного произведения [220–222].
Пусть 𝑓(·), 𝑔(·) ∈ 𝐿2(T), S[𝑓(·)] = 𝐹 , S[𝑔(·)] = 𝐺. Тогда

‖𝑓(·)‖2𝐿2(T)
= ‖𝐹‖2ℓ2 = 𝐹 T𝐹, (1.25)(︀

𝑓(·), 𝑔(·)
)︀
𝐿2(T)

= (𝐹,𝐺)ℓ2 = 𝐹 T𝐺, (1.26)

т.е. спектральное преобразование S является ортогональным преобразованием.
3. Сдвиг и масштабирование базисной системы.
Если {𝑞(𝑖, ·)}∞𝑖=0 — базисная система пространства 𝐿2([0, 1]), а {𝑞(𝑖, ·)}∞𝑖=0 — соответствую-

щая ей базисная система пространства 𝐿2([𝑡0, 𝑇 ]) (см. п. 1 замечаний 1.1), то

𝐹
𝑞

=
√︀
𝑇 − 𝑡0 𝐹

𝑞

+, (1.27)

где 𝐹
𝑞

и 𝐹
𝑞

+ — спектральные характеристики функций 𝑓(𝑡) = 𝑓+((𝑡− 𝑡0)(𝑇 − 𝑡0)) и 𝑓+(𝑡) со-

ответственно, что следует из определения элементов матрицы-столбца 𝐹 (замена переменной
интегрирования).

Пример 1.1. Найти спектральную характеристику 1 функции 𝑓0(𝑡) ≡ 1 относительно ба-
зисных систем, перечисленных выше и заданных на отрезке T = [0, 𝑇 ].

� Для базисных систем (1.5)– (1.9) функция 𝑓0(·) отличается от базисной функции 𝑞(0, ·)
числовым коэффициентом: 𝑓0(𝑡) =

√
𝑇 𝑞(0, 𝑡), а при 𝑇 = 1 совпадает с ней. Следовательно,

элементы спектральной характеристики S[𝑓(·)] = 1 имеют вид

1𝑖 =
(︀
𝑞(𝑖, ·), 𝑓0(·)

)︀
𝐿2(T)

=
(︀
𝑞(𝑖, ·),

√
𝑇 𝑞(0, ·)

)︀
𝐿2(T)

=
√
𝑇
(︀
𝑞(𝑖, 𝑡), 𝑞(0, 𝑡)

)︀
𝐿2(T)

, 𝑖 = 0, 1, 2, . . . ,

или согласно равенству (1.3)

1𝑖 =
√
𝑇 𝛿𝑖0 =

{︃ √
𝑇 , 𝑖 = 0,

0, 𝑖 = 1, 2, . . . ,

т.е. 1 = [
√
𝑇 0 0 . . . ]T =

√
𝑇 · [ 1 0 0 . . . ]T для полиномов Лежандра (1.5), косинусоид

(1.6), функций Уолша (1.7), функций Хаара (1.8) и тригонометрических функций (1.9). �

Пример 1.2. Найти спектральные характеристики 𝐹 𝑛 функций 𝑓𝑛(𝑡) = 𝑡𝑛, 𝑛 = 1, 2, 3, . . . ,

относительно полиномов Лежандра (1.5), заданных на отрезке T = [0, 𝑇 ].

� Воспользуемся следующим представлением для полиномов Лежандра (1.5):

𝑃 (𝑖, 𝑡) =

√︂
2𝑖+ 1

𝑇
𝑃𝑖

(︂
2𝑡

𝑇
− 1

)︂
,

где {𝑃𝑖(·)}∞𝑖=0 — ненормированные полиномы Лежандра, ортогональные на отрезке [−1, 1], и
рекуррентной формулой [99]:

(𝑖+ 1)𝑃𝑖+1(𝑥)− (2𝑖+ 1)𝑥𝑃𝑖(𝑥) + 𝑖𝑃𝑖−1(𝑥) = 0, 𝑥 =
2𝑡

𝑇
− 1, 𝑖 = 0, 1, 2, . . .

Тогда
2𝑖+ 1√
2𝑖+ 1

(︂
2𝑡

𝑇
− 1

)︂
𝑃 (𝑖, 𝑡) =

𝑖+ 1√
2𝑖+ 3

𝑃 (𝑖+ 1, 𝑡) +
𝑖√

2𝑖− 1
𝑃 (𝑖− 1, 𝑡),
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или

𝑡𝑃 (𝑖, 𝑡) =
𝑇

2

[︂
𝑖+ 1√︀

(2𝑖+ 1)(2𝑖+ 3)
𝑃 (𝑖+ 1, 𝑡) + 𝑃 (𝑖, 𝑡) +

𝑖√︀
(2𝑖− 1)(2𝑖+ 1)

𝑃 (𝑖− 1, 𝑡)

]︂
.

Отметим, что приведенные рекуррентные соотношения при 𝑖 = 0 применяются формально:
слагаемое с множителем 𝑖 полагается равным нулю.

Умножим левую и правую части последнего соотношения на 𝑡𝑛−1 и проинтегрируем по
отрезку T:∫︁

T

𝑃 (𝑖, 𝑡)𝑡𝑛𝑑𝑡 =
𝑇

2

[︂
𝑖+ 1√︀

(2𝑖+ 1)(2𝑖+ 3)

∫︁
T

𝑃 (𝑖+ 1, 𝑡)𝑡𝑛−1𝑑𝑡+

+

∫︁
T

𝑃 (𝑖, 𝑡)𝑡𝑛−1𝑑𝑡+
𝑖√︀

(2𝑖− 1)(2𝑖+ 1)

∫︁
T

𝑃 (𝑖− 1, 𝑡)𝑡𝑛−1𝑑𝑡

]︂
.

Элементы спектральной характеристики S[𝑓𝑛(·)] = 𝐹 𝑛 задаются формулой (1.11):

𝐹 𝑛
𝑖 =

(︀
𝑞(𝑖, ·), 𝑓𝑛(·)

)︀
𝐿2(T)

=

∫︁
T

𝑃 (𝑖, 𝑡)𝑡𝑛𝑑𝑡, 𝑖 = 0, 1, 2, . . . ,

следовательно,

𝐹 𝑛
𝑖 =

𝑇

2

[︂
𝑖+ 1√︀

(2𝑖+ 1)(2𝑖+ 3)
𝐹 𝑛−1
𝑖+1 + 𝐹 𝑛−1

𝑖 +
𝑖√︀

(2𝑖− 1)(2𝑖+ 1)
𝐹 𝑛−1
𝑖−1

]︂
,

причем спектральная характеристика 𝐹 0 функции 𝑓0(𝑡) ≡ 1 найдена в примере 1.1: 𝐹 0 = 1.
Кроме того, функция 𝑓𝑛(·) представляется в виде линейной комбинации полиномов Ле-

жандра (1.5) с номерами 𝑖 = 0, 1, . . . , 𝑛. Это означает, что 𝐹 𝑛
𝑖 = 0 при 𝑖 > 𝑛. На это же указы-

вает структура рекуррентной формулы для элементов 𝐹 𝑛
𝑖 .

Таким образом,

𝐹 = 𝐹 1 = 𝑇
√
𝑇 ·

[︂
1

2

√
3

6
0 0 0 . . .

]︂T

, 𝐹 2 = 𝑇 2
√
𝑇 ·

[︂
1

3

√
3

6

√
5

30
0 0 . . .

]︂T

,

𝐹 3 = 𝑇 3
√
𝑇 ·

[︂
1

4

3
√

3

20

√
5

20

√
7

140
0 . . .

]︂T

и т.д. �

Пример 1.3. Найти спектральные характеристики 𝐹 𝑛 функций 𝑓𝑛(𝑡) = 𝑡𝑛, 𝑛 = 1, 2, 3, . . . ,

относительно косинусоид (1.6), заданных на отрезке T = [0, 𝑇 ].

� Как и в примере 1.2, запишем формулу (1.11) для элементов спектральной характерис-
тики S[𝑓𝑛(·)] = 𝐹 𝑛:

𝐹 𝑛
𝑖 =

(︀
𝑞(𝑖, ·), 𝑓𝑛(·)

)︀
𝐿2(T)

=

∫︁
T

𝐶(𝑖, 𝑡)𝑡𝑛𝑑𝑡, 𝑖 = 0, 1, 2, . . .

При 𝑖 = 0 значения 𝐹 𝑛
𝑖 получены в примере 1.2 (базисные функции систем (1.5) и (1.6) с

номером 𝑖 = 0 совпадают):

𝐹 𝑛
0 =

𝑇 𝑛
√
𝑇

𝑛+ 1
.

При 𝑖 > 0 применим табличную формулу из [42]:

𝐹 𝑛
𝑖 =

√︂
2

𝑇

∫︁ 𝑇

0

cos
𝑖𝜋𝑡

𝑇
𝑡𝑛𝑑𝑡 = 𝑇 𝑛

√
2𝑇

[︂ 𝑛∑︁
𝑘=0

𝑛!

(𝑛− 𝑘)!

1

(𝑖𝜋)𝑘+1
sin

(︂
𝑖𝜋 +

𝑘𝜋

2

)︂
− 𝑛!

(𝑖𝜋)𝑛+1
sin

𝑛𝜋

2

]︂
=

= 𝑛!𝑇 𝑛
√

2𝑇

[︂
(−1)𝑖

𝑛∑︁
𝑘=1

1

(𝑛− 𝑘)!(𝑖𝜋)𝑘+1
sin

𝑘𝜋

2
− 1

(𝑖𝜋)𝑛+1
sin

𝑛𝜋

2

]︂
, 𝑖 = 1, 2, . . . ,

где суммирование достаточно вести только по нечетным 𝑘.
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В частности [220–222,228],

𝐹𝑖 = 𝐹 1
𝑖 = 𝑇

√
𝑇

⎧⎪⎨⎪⎩
1

2
, 𝑖 = 0,
√

2[(−1)𝑖 − 1]

𝑖2𝜋2
, 𝑖 = 1, 2, . . . ,

𝐹 2
𝑖 = 𝑇 2

√
𝑇

⎧⎪⎨⎪⎩
1

3
, 𝑖 = 0,

2
√

2(−1)𝑖

𝑖2𝜋2
, 𝑖 = 1, 2, . . . ,

𝐹 3
𝑖 = 𝑇 3

√
𝑇

⎧⎪⎨⎪⎩
1

4
, 𝑖 = 0,

3
√

2[(−1)𝑖(𝑖2𝜋2 − 2) + 2]

𝑖4𝜋4
, 𝑖 = 1, 2, . . . ,

т.е.

𝐹 = 𝐹 1 = 𝑇
√
𝑇 ·

[︂
1

2
−2
√

2

𝜋2
0 −2

√
2

9𝜋2
0 . . .

]︂T

,

𝐹 2 = 𝑇 2
√
𝑇 ·

[︂
1

3
−2
√

2

𝜋2

2
√

2

4𝜋2
−2
√

2

9𝜋2

2
√

2

16𝜋2
. . .

]︂T

,

𝐹 3 = 𝑇 3
√
𝑇 ·

[︂
1

4
−3
√

2(𝜋2 − 4)

𝜋4

3
√

2

4𝜋2
−3
√

2(9𝜋2 − 4)

81𝜋4

3
√

2

16𝜋2
. . .

]︂T

и т.д.

На примере функции 𝑓2(𝑡) = 𝑡2 и ее спектральной характеристики 𝐹 2 продемонстрируем
свойство сохранения нормы. Согласно (1.1) и (1.22) имеем

‖𝑓2(·)‖2𝐿2(T)
=

∫︁ 𝑇

0

𝑡4𝑑𝑡 =
𝑇 5

5
и

‖𝐹 2‖ℓ2 =
∞∑︁
𝑖=0

(𝐹 2
𝑖 )2 = 𝑇 5

(︂[︂
1

3

]︂2
+

∞∑︁
𝑖=1

[︂
2
√

2(−1)𝑖

𝑖2𝜋2

]︂2)︂
= 𝑇 5

(︂
1

9
+

8

𝜋4

∞∑︁
𝑖=1

1

𝑖4

)︂
.

Сумма ряда в правой части равна 𝜋4/90 [42], следовательно,

‖𝐹 2‖ℓ2 = 𝑇 5

(︂
1

9
+

4

45

)︂
=
𝑇 5

5
. �

Зам е ч а н и е 1.3. Для некоторых элементарных функций спектральные характеристики,
определенные относительно разных базисных систем, приведены в работах [210,220–222,228].
В частности, для функции 𝑓1(𝑡) = 𝑡 элементы спектральной характеристики S[𝑓1(·)] = 𝐹 отно-
сительно функций Уолша (1.7) вычисляются следующим образом:

𝐹𝑖 = 𝑇
√
𝑇

⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
1

2
, 𝑖 = 0,

− 1

2𝑚+2
, 𝑖 = 2𝑚,

0 в остальных случаях,

𝑖,𝑚 = 0, 1, 2, . . . ,

т.е.
𝐹 = 𝑇

√
𝑇 ·

[︂
1

2
−1

4
−1

8
0 − 1

16
0 . . .

]︂T

.

Для функций Хаара (1.8) имеем

𝐹𝑖 = 𝑇
√
𝑇

⎧⎪⎨⎪⎩
1

2
, 𝑖 = 0,

− 1

4
√

23𝑚
, 𝑖 = 2𝑚 + 𝑘,

𝑖,𝑚 = 0, 1, 2, . . . ,

𝑘 = 0, 1, . . . , 2𝑚 − 1,

т.е.

𝐹 = 𝑇
√
𝑇 ·

[︂
1

2
−1

4
−
√

2

16
−
√

2

16
− 1

32
− 1

32
. . .

]︂T

.
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Для тригонометрических функций (1.9) спектральную характеристику нетрудно получить,
используя таблицу интегралов [42]:

𝐹𝑖 = 𝑇
√
𝑇

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩

1

2
, 𝑖 = 0,

0, 𝑖 = 2𝑘,

−
√

2

(𝑖+ 1)𝜋
, 𝑖 = 2𝑘 − 1,

𝑖 = 0, 1, 2, . . . ,

𝑘 = 1, 2, 3, . . . ,

т.е.
𝐹 = 𝑇

√
𝑇 ·

[︂
1

2
− 1√

2𝜋
0 − 1

2
√

2𝜋
0 − 1

3
√

2𝜋
. . .

]︂T

.

Пример 1.4. Найти спектральную характеристику 1𝜏 единичной ступенчатой функции
(функции Хевисайда) 𝑓(𝑡) = 1(𝑡− 𝜏) относительно косинусоид (1.6), заданных на отрезке
T = [0, 𝑇 ], 𝜏 ∈ T — параметр.

� Единичная ступенчатая функция (функция Хевисайда) задается выражением

1(𝑡− 𝜏) =

{︃
1, 𝑡 > 𝜏,

0, 𝑡 6 𝜏.
(1.28)

Воспользуемся формулой (1.11) для нахождения коэффициентов разложения функции 𝑓(·)
в ряд по функциям базисной системы (1.6), т.е. элементов искомой спектральной характерис-
тики S[𝑓(·)] = 1𝜏 :

(1𝜏 )0 =
(︀
𝑞(0, ·), 𝑓(·)

)︀
𝐿2(T)

=

∫︁
T

𝐶(0, 𝑡)1(𝑡− 𝜏)𝑑𝑡 =

√︂
1

𝑇

∫︁ 𝑇

𝜏

𝑑𝑡 =
𝑇 − 𝜏√

𝑇
,

(1𝜏 )𝑖 =
(︀
𝑞(𝑖, ·), 𝑓(·)

)︀
𝐿2(T)

=

∫︁
T

𝐶(𝑖, 𝑡)1(𝑡− 𝜏)𝑑𝑡 =

√︂
2

𝑇

∫︁ 𝑇

𝜏

cos
𝑖𝜋𝑡

𝑇
𝑑𝑡 =

=

√
2𝑇

𝑖𝜋

(︂
sin 𝑖𝜋 − sin

𝑖𝜋𝜏

𝑇

)︂
= −
√

2𝑇

𝑖𝜋
sin

𝑖𝜋𝜏

𝑇
, 𝑖 = 1, 2, . . .

Таким образом,

1𝜏 =

[︂
𝑇 − 𝜏√

𝑇
−
√

2𝑇

𝜋
sin

𝜋𝜏

𝑇
−
√

2𝑇

2𝜋
sin

2𝜋𝜏

𝑇
−
√

2𝑇

3𝜋
sin

3𝜋𝜏

𝑇
. . .

]︂T

и при 𝜏 = 0 она совпадает со спектральной характеристикой 1 функции 𝑓0(𝑡) ≡ 1, найденной
в примере 1.1.

В дополнение найдем спектральную характеристику 1*
𝑡 единичной ступенчатой функции

𝑓 *(𝜏) = 1(𝑡− 𝜏) как функции переменной 𝜏 относительно той же базисной системы. Здесь
параметром является 𝑡 ∈ T и эту функцию можно рассматривать как индикатор множества
[0, 𝑡]. Ее можно выразить иначе, а именно 𝑓 *(𝑡) = 1− 1(𝑡− 𝜏), где 𝜏 — параметр. Отсюда
следует, что спектральная характеристика 𝐹 *

𝑡 функции 𝑓 *(·) по свойству линейности (1.24)
представляется следующим образом:

1*
𝜏 = 1− 1𝜏 , 1*

𝑡 = 1*
𝜏

⃒⃒⃒
𝜏=𝑡
, 1*

𝑡 =

[︂
𝑡√
𝑇

√
2𝑇

𝜋
sin

𝜋𝑡

𝑇

√
2𝑇

2𝜋
sin

2𝜋𝑡

𝑇

√
2𝑇

3𝜋
sin

3𝜋𝑡

𝑇
. . .

]︂T

и

(1*
𝑡 )𝑖 =

⎧⎪⎨⎪⎩
𝑡√
𝑇
, 𝑖 = 0,

√
2𝑇

𝑖𝜋
sin

𝑖𝜋𝑡

𝑇
, 𝑖 = 1, 2, . . .
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Она совпадает со спектральной характеристикой 1 при 𝑡 = 𝑇 . �

Спектральные характеристики можно определить не только для элементов пространства
𝐿2(T), но и для обобщенных функций (линейных функционалов). Пусть 𝒵 — линейный функ-
ционал, определенный на пространстве основных функций 𝐷(T) — бесконечно дифференци-
руемых функций, носитель которых содержится в T: 𝐷(T) ⊂ 𝐶∞(T) ⊂ 𝐿2(T), 𝒵 : 𝐷(T)→ R.
Как и ранее, {𝑞(𝑖, ·)}∞𝑖=0 — базисная система пространства 𝐿2(T).

Бесконечная матрица-столбец 𝑍 = (𝑍𝑖), элементы которой определяются формулой

𝑍𝑖 = 𝒵𝑞(𝑖, ·), 𝑖 = 0, 1, 2, . . . , (1.29)

называется спектральной характеристикой линейного функционала 𝒵.
Отображение, ставящее в соответствие линейному функционалу 𝒵 его спектральную ха-

рактеристику 𝑍, называется спектральным преобразованием и также обозначается S:

S[𝒵] = 𝑍 = [𝑍0 𝑍1 𝑍2 . . . ]T,

где числа 𝑍𝑖 определяются формулой (1.29).

З ам е ч а н и я 1.4.
1. Определение спектральной характеристики линейного функционала 𝒵 корректно, если

функции базисной системы {𝑞(𝑖, ·)}∞𝑖=0 принадлежат 𝐷(T). Это справедливо, например, для
полиномов Лежандра (1.5), косинусоид (1.6) и тригонометрических функций (1.9). Для того
чтобы это определение было корректно для других базисных систем, необходимо рассматри-
вать функционал 𝒵 на множестве функций, включающих {𝑞(𝑖, ·)}∞𝑖=0. Например, на множе-
стве кусочно-постоянных или кусочно-непрерывных функций в случае функций Уолша (1.7)
и функций Хаара (1.8).

2. В работе [112] спектральная характеристика линейного функционала определялась как
бесконечная матрица-строка.

Если линейный функционал 𝒵 можно представить в виде

𝒵𝑓(·) =
(︀
𝑧(·), 𝑓(·)

)︀
𝐿2(T)

, (1.30)

где 𝑧(·) ∈ 𝐿2(T), то его спектральная характеристика — это спектральная характеристика
функции 𝑧(𝑡): S[𝒵] = S[𝑧(·)]. Такой функционал (регулярную обобщенную функцию) можно
продолжить на все пространство 𝐿2(T) и ‖𝒵‖ = ‖𝑧(·)‖𝐿2(T).

Теорема 1.2. Пусть 𝒵 — линейный функционал, определенный на пространстве 𝐿2(T);
𝑓(·) ∈ 𝐿2(T) — функция одной переменной; 𝑍 и 𝐹 — спектральные характеристики функ-
ционала 𝒵 и функции 𝑓(·) соответственно, определенные относительно базисной системы
{𝑞(𝑖, ·)}∞𝑖=0. Тогда

𝒵𝑓(·) = 𝑍T𝐹. (1.31)

Сформулированное утверждение эквивалентно свойству сохранения скалярного произве-
дения при спектральном преобразовании.

Если линейный функционал 𝒵 нельзя представить в виде (1.30), то его (сингулярную обоб-
щенную функцию) можно рассматривать либо на пространстве основных функций 𝐷(T), либо
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на некотором подпространстве пространства 𝐿2(T), но не на всем 𝐿2(T). При этом соотношение
(1.31) может не выполняться.

Приведем примеры линейных функционалов на множестве функций одной переменной.
1. Линейный функционал 𝒥T, ставящий в соответствие функции 𝑓(·) ∈ 𝐿2(T) интеграл от

этой функции по отрезку T:
𝒥T𝑓(·) =

∫︁
T

𝑓(𝑡)𝑑𝑡.

Очевидно, что функционалу 𝒥T соответствует функция 𝑧0(𝑡) ≡ 1 и 𝑧0(·) ∈ 𝐿2(T),
следовательно, по определению спектральной характеристики линейного функционала
S[𝒥T] = S[𝑧0(·)] = 1, где элементы спектральной характеристики 1 задаются соотношением

1𝑖 = 𝒥T𝑞(𝑖, ·) =

∫︁
T

𝑞(𝑖, 𝑡)𝑑𝑡, 𝑖 = 0, 1, 2, . . .

Тогда значение функционала 𝒥T определяется следующим выражением:

𝒥T𝑓(·) =

∫︁
T

𝑓(𝑡)𝑑𝑡 = 1T𝐹, 𝐹 = S
[︀
𝑓(·)

]︀
. (1.32)

Для всех перечисленных в этом разделе базисных систем спектральная характеристика 1

найдена в примере 1.1.
2. Линейный функционал 𝒥 𝑛

T , ставящий в соответствие функции 𝑓(·) ∈ 𝐿2(T) интеграл от
этой функции с весом 𝑡𝑛 по отрезку T:

𝒥 𝑛
T𝑓(·) =

∫︁
T

𝑡𝑛𝑓(𝑡)𝑑𝑡, 𝑛 = 1, 2, 3, . . .

Этот функционал задает функция 𝑧𝑛(𝑡) = 𝑡𝑛 — элемент пространства 𝐿2(T). По определе-
нию спектральной характеристики линейного функционала S[𝒥 𝑛

T ] = S[𝑧𝑛(·)] = 𝐹 𝑛, где элемен-
ты спектральной характеристики 𝐹 𝑛 задаются соотношением

1𝑖 = 𝒥 𝑛
T𝑞(𝑖, ·) =

∫︁
T

𝑡𝑛𝑞(𝑖, 𝑡)𝑑𝑡, 𝑖 = 0, 1, 2, . . .

Тогда значение функционала 𝒥T определяется следующим выражением:

𝒥 𝑛
T𝑓(·) =

∫︁
T

𝑡𝑛𝑓(𝑡)𝑑𝑡 = [𝐹 𝑛]T𝐹, 𝐹 = S
[︀
𝑓(·)

]︀
. (1.33)

Для базисных систем (1.5) и (1.6) спектральные характеристики 𝐹 𝑛 получены в примерах
1.2 и 1.3, а для базисных систем (1.7)– (1.9) при 𝑛 = 1 они приведены в замечании 1.3.

Если, например, 𝜏 — случайная величина со значениями на отрезке T, плотность распреде-
ления вероятностей которой 𝑓(·) [37], то 𝒥 𝑛

T𝑓(·) — это начальный момент порядка 𝑛 случайной
величины 𝜏 , а 𝒥T𝑓(·) = 1 — условие нормировки.

3. Линейный функционал 𝛿𝜏 , ставящий в соответствие функции 𝑓(·) ∈ 𝐷(T) значение этой
функции в точке 𝜏 ∈ T: 𝛿𝜏𝑓(·) = 𝑓(𝜏).

В пространстве 𝐿2(T), как известно [21,69], не существует такого элемента, что этот функ-
ционал можно представить в виде (1.30), однако для удобства вводят обобщенную функцию
𝛿((·)− 𝜏) — импульсную дельта-функцию Дирака — и записывают

𝛿𝜏𝑓(·) =

∫︁
T

𝛿(𝑡− 𝜏)𝑓(𝑡)𝑑𝑡 = 𝑓(𝜏).

Кроме того, дельта-функцию рассматривают как формальную (обобщенную) производную
единичной ступенчатой функции (1.28) [105,220]:

𝑑 1(𝑡− 𝜏)

𝑑𝑡
= 𝛿(𝑡− 𝜏). (1.34)
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При фиксированном 𝜏 этот функционал можно продолжить на множество функций из
пространства 𝐿2(T), непрерывных в точке 𝜏 . Тогда по определению спектральной характерис-
тики линейного функционала имеем S[𝛿𝜏 ] = ∆𝜏 , где элементы спектральной характеристики
∆𝜏 задаются соотношением

(∆𝜏 )𝑖 = 𝛿𝜏𝑞(𝑖, ·) = 𝑞(𝑖, 𝜏), 𝑖 = 0, 1, 2, . . . (1.35)

Следуя [220–222], будем называть ∆𝜏 спектральной характеристикой дельта-функции
𝛿((·)− 𝜏):

S
[︀
𝛿((·)− 𝜏)

]︀
= ∆𝜏 =

[︀
𝑞(0, 𝜏) 𝑞(1, 𝜏) 𝑞(2, 𝜏) . . .

]︀T
. (1.36)

Приведем примеры спектральных характеристик ∆0 дельта-функции 𝛿(·), определенных
относительно различных базисных систем на отрезке T = [0, 𝑇 ] (см. разд. 1.1).

1. Полиномы Лежандра (1.5):

∆0 =
1√
𝑇
· [ 1 −

√
3
√

5 −
√

7 . . . 𝑐𝑖 . . . ]T, 𝑐𝑖 = (−1)𝑖
√

2𝑖+ 1, 𝑖 = 0, 1, 2, . . .

2. Косинусоиды (1.6):

∆0 =
1√
𝑇
· [ 1

√
2
√

2
√

2 . . . 𝑐𝑖 . . . ]T, 𝑐𝑖 =

{︃
1, 𝑖 = 0,
√

2, 𝑖 = 1, 2, . . .

3. Функции Уолша (1.7):

∆0 =
1√
𝑇
· [ 1 1 1 1 . . . 𝑐𝑖 . . . ]T, 𝑐𝑖 = 1, 𝑖 = 0, 1, 2, . . .

4. Функции Хаара (1.8):

∆0 =
1√
𝑇
· [ 1 1

√
2 0 . . . 𝑐𝑖 . . . ]T, 𝑐𝑖 =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
1, 𝑖 = 0,
√

2𝑚, 𝑖 = 2𝑚, 𝑖 = 1, 2, 3, . . . , 𝑚 = 0, 1, 2, . . . ,

0 в остальных случаях.

5. Тригонометрические функции (1.9):

∆0 =
1√
𝑇
· [ 1 0

√
2 0 . . . 𝑐𝑖 . . . ]T, 𝑐𝑖 =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
1, 𝑖 = 0,
√

2, 𝑖 = 2𝑘,

0, 𝑖 = 2𝑘 − 1,

𝑖 = 0, 1, 2, . . . ,

𝑘 = 1, 2, 3, . . .

Значение функционала 𝛿𝜏 определяется выражением (формула обращения (1.21) при 𝑡 = 𝜏)

𝛿𝜏𝑓(·) = 𝑓(𝜏) = ∆T

𝜏𝐹, 𝐹 = S
[︀
𝑓(·)

]︀
, (1.37)

если числовой ряд
∑︀∞

𝑖=0 𝐹𝑖𝑞(𝑖, 𝜏) сходится к значению функции 𝑓(𝜏) (из условия (1.12) не
следует поточечная сходимость функционального ряда на отрезке T). Проиллюстрируем это
следующим примером.

Пример 1.5. Найти спектральную характеристику ∆𝜏 дельта-функции 𝛿((·)− 𝜏) относи-
тельно косинусоид (1.6), заданных на отрезке T = [0, 𝑇 ], 𝜏 = 𝑇/2.

� Применим формулу (1.35) для элементов спектральной характеристики ∆𝜏 :

(∆𝜏 )𝑖 = 𝐶(𝑖, 𝜏) =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
√︂

1

𝑇
, 𝑖 = 0,√︂

2

𝑇
cos

𝑖𝜋

2
, 𝑖 = 1, 2, . . . ,
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т.е.

(∆𝜏 )𝑖 =
1√
𝑇

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
1, 𝑖 = 0,
√

2(−1)𝑘, 𝑖 = 2𝑘,

0, 𝑖 = 2𝑘 − 1,

𝑖 = 0, 1, 2, . . . ,

𝑘 = 1, 2, 3, . . . ,

или ∆𝑇/2 =
1√
𝑇
· [ 1 0 −

√
2 0

√
2 . . . ]T.

Найдем произведение ∆T

𝑇/21𝑇/2, где 1𝑇/2 — спектральная характеристика единичной сту-
пенчатой функции 𝑓(𝑡) = 1(𝑡− 𝜏) при 𝜏 = 𝑇/2 относительно косинусоид (1.6) на отрезке
T = [0, 𝑇 ]. Пользуясь результатом примера 1.4, получаем

1𝑇/2 =

[︂
𝑇

2
√
𝑇
−
√

2𝑇

𝜋
sin

𝜋

2
−
√

2𝑇

2𝜋
sin 𝜋 −

√
2𝑇

3𝜋
sin

3𝜋

2
. . .

]︂T

=

[︂ √
𝑇

2
−
√

2𝑇

𝜋
0

√
2𝑇

3𝜋
0 . . .

]︂T

,

тогда (см. выражение (1.37))

∆T

𝑇/21𝑇/2 =
1√
𝑇

√
𝑇

2
=

1

2
=

1

2

(︀
1(0−) + 1(0+)

)︀
̸= 1(0) = 𝑓(𝑇/2).

Далее найдем произведение ∆T

𝑇/210, в котором 10 = 1 — спектральная характеристика
функции 𝑓0(𝑡) ≡ 1 относительно косинусоид (1.6) на отрезке T = [0, 𝑇 ]. Из примера 1.1 сле-
дует, что 1 =

√
𝑇 · [ 1 0 0 . . . ]T, тогда ∆T

𝑇/21 = 1 = 𝑓0(𝑇/2). �

Зам е ч а н и е 1.5. В примере 1.5 показано, что выражение (1.37) несправедливо для раз-
рывной функции 𝑓(𝑡) = 1(𝑡− 𝜏) в точке разрыва 𝑡 = 𝜏 = 𝑇/2 с учетом того, что (1.37) — это со-
отношение (1.10) или (1.21), записанное в обозначениях спектральных характеристик функции
и линейного функционала. Причина состоит в том, что 𝛿((·)− 𝜏) — сингулярная обобщенная
функция.

Здесь нужно отметить, что пространство 𝐿2(T) — это, вообще говоря, пространство классов
эквивалентности функций. Каждый класс эквивалентности образован функциями, значения
которых отличаются на множестве нулевой меры Лебега [69,123]. Такими функциями, напри-
мер, являются

1(𝑡− 𝜏) = 1−(𝑡− 𝜏) =

{︃
1, 𝑡 > 𝜏,

0, 𝑡 6 𝜏,
1+(𝑡− 𝜏) =

{︃
1, 𝑡 > 𝜏,

0, 𝑡 < 𝜏,
1±(𝑡− 𝜏) =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
1, 𝑡 > 𝜏,

1/2, 𝑡 = 0,

0, 𝑡 < 𝜏,

при фиксированном 𝜏 . Их спектральные характеристики совпадают, а результат применения
обратного спектрального преобразования удовлетворяет условию (1.12), где в качестве функ-
ции 𝑓(·) могут быть взяты 1−((·)− 𝜏), 1+((·)− 𝜏) и 1±((·)− 𝜏), а также любые другие функ-
ции, значения которых отличаются от единичной ступенчатой функции (1.28) на множестве
нулевой меры. И это вполне естественно, так как интегралы, определяющие коэффициенты
разложения (1.11), не зависят от того, как определена функция 𝑓(·) на множестве нулевой
меры.

В том же примере 1.5 продемонстрировано, что правая часть выражения (1.37) при 𝜏 = 𝑇/2

представляет собой полусумму левого и правого пределов функции 1((·)− 𝜏) в выбранной точ-
ке 𝜏 (в примере 𝜏 = 𝑇/2, однако для других значений 𝜏 результат будет аналогичным). Это
хорошо известный факт из теории тригонометрических рядов Фурье [50, 233] — сходимость
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ряда Фурье некоторой функции 𝑓(·), имеющей разрыв первого рода в точке 𝜏 ∈ (0, 𝑇 ), к по-
лусумме левого и правого пределов функции в этой точке:

𝑓(𝜏−) + 𝑓(𝜏+)

2
. (1.38)

Более того, сходимость ряда Фурье в точке зависит от поведения функции 𝑓(·) в сколь
угодно малой окрестности этой точки (принцип локализации [50, 233]). Именно этот факт
приводит к значению (1.38) для суммы соответствующего ряда Фурье функции 𝑓(·) в точке
𝜏 . Фактически, ряд Фурье сходится к функции 1±((·)− 𝜏), которую можно отождествить с
функцией 𝑓(𝑡) = 1(𝑡− 𝜏) = 1−(𝑡− 𝜏).

Сумма тригонометрического ряда Фурье функции, заданной на отрезке [0, 𝑇 ], — это пе-
риодическая функция. Если 𝑓(0) ̸= 𝑓(𝑇 ), то такая периодическая функция имеет разрывы
первого рода в точках 𝑛𝑇 , 𝑛 ∈ Z, а ряд Фурье сходится в этих точках к значению

𝑓(0+) + 𝑓(𝑇−)

2
.

К этим рассуждениям добавим, что любой функции 𝑓(·) ∈ 𝐿2(T) можно поставить в со-
ответствие функцию, которая определена однозначно в каждой точке отрезка T. Для этого
определим усредняющий оператор 𝒮𝜀 : 𝐿2(T)→ 𝐶(T), следующим образом:

𝒮𝜀𝑓(·) =
1

2𝜀

∫︁ (·)+𝜀

(·)−𝜀
𝑓(𝜏)𝑑𝜏 , 𝜀 > 0,

если доопределить функцию 𝑓(·) вне отрезка T нулем [41]. Тогда функция 𝑓(·) = lim
𝜀→0
𝒮𝜀𝑓(·)

определена однозначно, совпадает с 𝑓(·) при почти всех 𝑡 ∈ T, а в точках разрыва ее значения
задаются формулой (1.38). При этом S[𝑓(·)] = S[𝑓(·)].

В контексте разложения функций в тригонометрические ряды Фурье функцию 𝑓(·) есте-
ственно рассматривать как периодическую функцию.

1.2. Базисные системы и спектральные характеристики

функций двух переменных

С точки зрения общей теории гильбертовых пространств представление функций двух или
более переменных в виде ряда по функциям базисной системы не отличается от представления
функций одной переменной [21,69]. Однако для дальнейшего изложения удобно рассматривать
функции двух переменных отдельно.

Пусть 𝐿2(T
2) — гильбертово пространство квадратично интегрируемых функций двух пе-

ременных 𝑓(·) : T2 → R, где T2 = T× T и T = [𝑡0, 𝑇 ]:∫︁
T2

𝑓 2(𝑡, 𝜏)𝑑𝑡𝑑𝜏 <∞.

Норма в пространстве 𝐿2(T
2) определяется выражением

‖𝑓(·)‖𝐿2(T2) =

{︂∫︁
T2

𝑓 2(𝑡, 𝜏)𝑑𝑡𝑑𝜏

}︂ 1
2

, (1.39)

а скалярное произведение задается формулой(︀
𝑓(·), 𝑔(·)

)︀
𝐿2(T2)

=

∫︁
T2

𝑓(𝑡, 𝜏)𝑔(𝑡, 𝜏)𝑑𝑡𝑑𝜏 , (1.40)
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где 𝑓(·), 𝑔(·) ∈ 𝐿2(T
2) [21, 69].

Функции 𝑓(·) и 𝑔(·) называются ортогональными, если их скалярное произведение равно
нулю. Система попарно ортогональных функций {𝑄(𝑖, 𝑗, ·)}∞𝑖,𝑗=0, принадлежащих пространству
𝐿2(T

2), называется ортонормированной на квадрате T2, если справедливо равенство(︀
𝑄(𝑖, 𝑗, ·), 𝑄(𝑖′, 𝑗′, ·)

)︀
𝐿2(T2)

= 𝛿𝑖𝑖′ 𝛿𝑗𝑗′ =

{︃
1, 𝑖 = 𝑖′ и 𝑗 = 𝑗′,

0 в остальных случаях,
𝑖, 𝑖′, 𝑗, 𝑗′ = 0, 1, 2, . . . ,

где 𝛿𝑖𝑖′ и 𝛿𝑗𝑗′ — символы Кронекера (1.4).
Полная ортонормированная система функций называется базисом пространства 𝐿2(T

2),
или базисной системой.

Ограничимся рассмотрением базисных систем, для которых 𝑄(𝑖, 𝑗, 𝑡, 𝜏) = 𝑞(𝑖, 𝑡)𝑞(𝑗, 𝜏), где
𝑖, 𝑗 = 0, 1, 2, . . . и функции 𝑞(𝑖, ·) образуют базисную систему {𝑞(𝑖, ·)}∞𝑖=0 пространства 𝐿2(T) (см.
разд. 1.1). Далее под записью 𝑓(·) = 𝑓1(·)⊗ 𝑓2(·) будем понимать функцию, значение которой
в точке (𝑡, 𝜏) ∈ T2 равно 𝑓1(𝑡)𝑓2(𝜏), например 𝑄(𝑖, 𝑗, ·) = 𝑞(𝑖, ·)⊗ 𝑞(𝑗, ·).

В качестве примеров базисных систем, ортонормированных на квадрате T2 = [0, 𝑇 ]×
× [0, 𝑇 ], т.е. при условии 𝑡0 = 0, приведем следующие функции:

{𝑃 (𝑖, ·)⊗ 𝑃 (𝑗, ·)}∞𝑖,𝑗=0, {𝐶(𝑖, ·)⊗ 𝐶(𝑗, ·)}∞𝑖,𝑗=0, {𝑊̂ (𝑖, ·)⊗ 𝑊̂ (𝑗, ·)}∞𝑖,𝑗=0,

{𝑋̂(𝑖, ·)⊗ 𝑋̂(𝑗, ·)}∞𝑖,𝑗=0, {𝐹 (𝑖, ·)⊗ 𝐹 (𝑗, ·)}∞𝑖,𝑗=0.

Как и для функций одной переменной, можно рассмотреть задачу представления функции
двух переменных в виде ряда. Она решается аналогичным образом как для произвольной
базисной системы {𝑄(𝑖, 𝑗, ·)}∞𝑖,𝑗=0, так и для частного случая, когда выбрана базисная система
{𝑞(𝑖, ·)⊗ 𝑞(𝑗, ·)}∞𝑖,𝑗=0.

Теорема 1.3 (см. [21,69]). Пусть система функций {𝑞(𝑖, ·)}∞𝑖=0 образует базис простран-
ства 𝐿2(T). Тогда любая функция 𝑓(·) ∈ 𝐿2(T

2) представляется в виде ряда по функциям
базисной системы {𝑞(𝑖, ·)⊗ 𝑞(𝑗, ·)}∞𝑖,𝑗=0:

𝑓(·) =
∞∑︁

𝑖,𝑗=0

𝐹𝑖𝑗 𝑞(𝑖, ·)⊗ 𝑞(𝑗, ·), (1.41)

где

𝐹𝑖𝑗 =
(︀
𝑞(𝑖, ·)⊗ 𝑞(𝑗, ·), 𝑓(·)

)︀
𝐿2(T2)

=

∫︁
T2

𝑞(𝑖, 𝑡)𝑞(𝑗, 𝜏)𝑓(𝑡, 𝜏)𝑑𝑡𝑑𝜏 , 𝑖, 𝑗 = 0, 1, 2, . . . (1.42)

Числа 𝐹𝑖𝑗 называются коэффициентами разложения функции 𝑓(·).
Таким образом, решение задачи представления функции 𝑓(·) ∈ 𝐿2(T

2) в виде ряда по функ-
циям выбранной базисной системы состоит в определении коэффициентов разложения 𝐹𝑖𝑗 и
использовании выражения (1.41). При этом коэффициенты разложения (1.42) однозначно за-
дают функцию 𝑓(·), следовательно, упорядоченную совокупность этих коэффициентов можно
рассматривать как характеристику функции 𝑓(·). Равенство (1.41) выполняется при почти всех
(𝑡, 𝜏) ∈ T2 и понимается аналогично соотношению (1.12). Ряд в правой части (1.41) сходится
абсолютно и не зависит от порядка суммирования, такие ряды называются суммируемыми,
или безусловно сходящимися [232,237,238].

Введем понятие спектральной характеристики функции двух переменных. Бесконечная
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матрица 𝐹 = (𝐹𝑖𝑗), элементы которой представляют собой коэффициенты разложения (1.42)
функции 𝑓(·) ∈ 𝐿2(T

2) в ряд по функциям базисной системы {𝑞(𝑖, ·)⊗ 𝑞(𝑗, ·)}∞𝑖,𝑗=0 пространства
𝐿2(T

2), называется двумерной спектральной характеристикой функции 𝑓(·). Для краткости
будем говорить, что двумерная спектральная характеристика определена относительно базис-
ной системы {𝑞(𝑖, ·)}∞𝑖=0.

Отображение, ставящее в соответствие функции 𝑓(·) ее двумерную спектральную характе-
ристику 𝐹 , называется спектральным преобразованием функции 𝑓(·) и обозначается S:

S
[︀
𝑓(·)

]︀
= 𝐹 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
𝐹00 𝐹01 𝐹02 . . .

𝐹10 𝐹11 𝐹12 . . .

𝐹20 𝐹21 𝐹22 . . .
...

...
... . . .

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦ ,
где числа 𝐹𝑖𝑗 определяются формулой (1.42).

Обратный переход от двумерной спектральной характеристики к соответствующей функ-
ции двух переменных осуществляется по формуле обращения:

𝑓(·) = S−1[𝐹 ] =
∞∑︁

𝑖,𝑗=0

𝐹𝑖𝑗 𝑞(𝑖, ·)⊗ 𝑞(𝑗, ·). (1.43)

Теорема 1.4 (см. [163]) Пусть функция 𝑓(·) ∈ 𝐿2(T
2) удовлетворяет условию 𝑓(·) =

= 𝑓1(·)⊗ 𝑓2(·), 𝐹 — двумерная спектральная характеристика функции 𝑓(·), определенная от-
носительно базисной системы {𝑞(𝑖, ·)}∞𝑖=0, а 𝐹1 и 𝐹2 — спектральные характеристики функ-
ций 𝑓1(·) и 𝑓2(·) соответственно, определенные относительно той же базисной системы.
Тогда

𝐹 = 𝐹1𝐹
T

2 . (1.44)

З ам е ч а н и я 1.6.
1. По аналогии со спектральной характеристикой функции одной переменной, если функ-

цию двух переменных задавать на множестве T2, где T — нестационарный отрезок (см. п. 1
замечаний 1.2), то ее двумерную спектральную характеристику следует называть двумерной
нестационарной спектральной характеристикой [220–222].

2. Двумерные спектральные характеристики функции 𝑓(·) могут быть определены относи-
тельно различных базисных систем, поэтому обозначение базисной системы при необходимости
включается в обозначение двумерной спектральной характеристики: 𝐹

𝑞𝑞
. Аналогичное замеча-

ние справедливо для обозначений прямого и обратного спектральных преобразований S
𝑞𝑞

и S
𝑞𝑞

−1

(см. п. 2 замечаний 1.2):
S
𝑞𝑞

[︀
𝑓(·)

]︀
= 𝐹

𝑞𝑞
, 𝑓(·) = S

𝑞𝑞

−1[𝐹
𝑞𝑞

].

Например, двумерные спектральные характеристики относительно базисных систем (1.5)–
(1.9) обозначаются следующим образом: 𝐹

𝑃𝑃
, 𝐹
𝐶𝐶
, 𝐹
𝑊̂ 𝑊̂

, 𝐹
𝑋̂𝑋̂
, 𝐹
𝐹𝐹

.

В более общем случае функции базисной системы {𝑄(𝑖, 𝑗, ·)}∞𝑖,𝑗=0 пространства 𝐿2(T
2) мо-

гут быть заданы в виде 𝑄(𝑖, 𝑗, ·) = 𝑞(𝑖, ·)⊗ 𝑝(𝑗, ·), где 𝑖, 𝑗 = 0, 1, 2, . . . и функции 𝑞(𝑖, ·) и 𝑝(𝑖, ·)
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образуют разные базисные системы {𝑞(𝑖, ·)}∞𝑖=0 и {𝑝(𝑖, ·)}∞𝑖=0 пространства 𝐿2(T) (см. разд. 1.1).
Чтобы это подчеркнуть, используются обозначения 𝐹

𝑞𝑝
, S
𝑞𝑝

и S
𝑞𝑝

−1. Например, 𝐹
𝐶𝑃

, 𝐹
𝑋̂𝑊̂

, 𝐹
𝑊̂𝐹

.

Множество всех двумерных спектральных характеристик 𝐹 функций 𝑓(·) ∈ 𝐿2(T
2) образу-

ет линейное гильбертово пространство ℳ2 — пространство бесконечных матриц, удовлетво-
ряющих условию

∑︀∞
𝑖,𝑗=0 𝐹

2
𝑖𝑗 <∞, с нормой (нормой Гильберта–Шмидта )

‖𝐹‖ℳ2 =

{︂ ∞∑︁
𝑖,𝑗=0

𝐹 2
𝑖𝑗

}︂ 1
2

<∞ (1.45)

и скалярным произведением

(𝐹,𝐺)ℳ2 =
∞∑︁

𝑖,𝑗=0

𝐹𝑖𝑗𝐺𝑖𝑗, (1.46)

где 𝐹,𝐺 ∈ℳ2.
Таким образом, спектральное преобразование S является взаимно однозначным и устанав-

ливает изоморфизм пространств 𝐿2(T
2) иℳ2.

Рассмотрим некоторые свойства спектрального преобразования функций двух перемен-
ных , аналогичные указанным в предыдущем разделе.

1. Линейность [220–222].
Пусть 𝑓(·), 𝑔(·) ∈ 𝐿2(T

2), S[𝑓(·)] = 𝐹 , S[𝑔(·)] = 𝐺. Тогда

S
[︀
𝛼𝑓(·) + 𝛽𝑔(·)

]︀
= 𝛼𝐹 + 𝛽𝐺 ∀𝛼, 𝛽 ∈ R. (1.47)

2. Сохранение нормы и скалярного произведения [220–222].
Пусть 𝑓(·), 𝑔(·) ∈ 𝐿2(T

2), S[𝑓(·)] = 𝐹 , S[𝑔(·)] = 𝐺. Тогда

‖𝑓(·)‖2𝐿2(T2) = ‖𝐹‖2ℳ2
= tr𝐹 T𝐹 = tr𝐹𝐹 T, (1.48)(︀

𝑓(·), 𝑔(·)
)︀
𝐿2(T2)

= (𝐹,𝐺)ℳ2 = tr𝐹 T𝐺 = tr𝐹𝐺T, (1.49)

где tr[ · ] означает след матрицы [81]:

tr𝐹 =
∞∑︁
𝑖=0

𝐹𝑖𝑖. (1.50)

3. Симметричность [220–222].
Пусть 𝑓(·) ∈ 𝐿2(T

2) и 𝑓 *(𝑡, 𝜏)=𝑓(𝜏, 𝑡) при почти всех (𝑡, 𝜏) ∈ T2, S[𝑓(·)] = 𝐹 , S[𝑓 *(·)] = 𝐹 *.
Тогда

𝐹 * = 𝐹 T, 𝐹𝑖𝑗 = 𝐹 *
𝑗𝑖, 𝑖, 𝑗 = 0, 1, 2, . . . , (1.51)

что непосредственно следует из определения элементов матриц 𝐹 и 𝐹 *.
Если функция 𝑓(·) удовлетворяет условию 𝑓(𝑡, 𝜏) = 𝑓(𝜏, 𝑡), то двумерная спектральная ха-

рактеристика 𝐹 является симметрической матрицей:

𝐹 = 𝐹 T, 𝐹𝑖𝑗 = 𝐹𝑗𝑖, 𝑖, 𝑗 = 0, 1, 2, . . . (1.52)

4. Сдвиг и масштабирование базисной системы.
Если {𝑞(𝑖, ·)}∞𝑖=0 — базисная система пространства 𝐿2([0, 1]), а {𝑞(𝑖, ·)}∞𝑖=0 — соответствую-

щая ей базисная система пространства 𝐿2([𝑡0, 𝑇 ]) (см. п. 1 замечаний 1.1), то

𝐹
𝑞𝑞

= (𝑇 − 𝑡0)𝐹
𝑞𝑞

+, (1.53)
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где 𝐹
𝑞𝑞

и 𝐹
𝑞𝑞

+ — двумерные спектральные характеристики функций 𝑓(𝑡, 𝜏) = 𝑓+((𝑡− 𝑡0)(𝑇 −
− 𝑡0), (𝜏 − 𝑡0)(𝑇 − 𝑡0)) и 𝑓+(𝑡, 𝜏) соответственно, что следует из определения элементов матри-
цы 𝐹 (замена переменных интегрирования).

Пример 1.6. Найти двумерную спектральную характеристику Λ функции 𝑓(𝑡, 𝜏) ≡ 1 от-
носительно базисных систем (1.5)– (1.9), заданных на отрезке T = [0, 𝑇 ].

� Функция 𝑓(𝑡, 𝜏) ≡ 1 удовлетворяет условию 𝑓(𝑡, 𝜏) = 𝑓0(𝑡)𝑓0(𝜏), или 𝑓(·) = 𝑓0(·)⊗ 𝑓0(·),
где 𝑓0(𝑡) ≡ 1, поэтому согласно теореме 1.4 получаем Λ = 1 · 1T, где 1 — спектральная харак-
теристика функции 𝑓0(·) относительно той же базисной системы, что и спектральная харак-
теристика Λ.

Спектральная характеристика 1 относительно базисных систем (1.5)– (1.9), заданных на
отрезке T = [0, 𝑇 ], найдена в примере 1.1: 1 = [

√
𝑇 0 0 . . . ]T =

√
𝑇 · [ 1 0 0 . . . ]T, поэтому

Λ = 1 · 1T =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
𝑇 0 0 . . .

0 0 0 . . .

0 0 0 . . .
...

...
... . . .

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦ = 𝑇 ·

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
1 0 0 . . .

0 0 0 . . .

0 0 0 . . .
...

...
... . . .

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
для полиномов Лежандра (1.5), косинусоид (1.6), функций Уолша (1.7), функций Хаара (1.8)
и тригонометрических функций (1.9). �

Пример 1.7. Найти двумерную спектральную характеристику 𝐹 единичной ступенчатой
функции (функции Хевисайда) 𝑓(𝑡, 𝜏) = 1(𝑡− 𝜏) как функции двух переменных относительно
полиномов Лежандра (1.5), заданных на отрезке T = [0, 𝑇 ].

� Единичная ступенчатая функция задается выражением (1.28) (см. пример 1.4). Запишем
элементы двумерной спектральной характеристики 𝐹 единичной ступенчатой функции 𝑓 ·),
используя формулу (1.42):

𝐹𝑖𝑗 =
(︀
𝑞(𝑖, ·)⊗ 𝑞(𝑗, ·), 𝑓(·)

)︀
𝐿2(T2)

=

∫︁
T2

𝑃 (𝑖, 𝑡)𝑃 (𝑗, 𝜏)1(𝑡− 𝜏)𝑑𝑡𝑑𝜏 =

=

∫︁
T

𝑃 (𝑖, 𝑡)

∫︁ 𝑡

0

𝑃 (𝑗, 𝜏)𝑑𝜏𝑑𝑡, 𝑖, 𝑗 = 0, 1, 2, . . .

Применим следующее представление для полиномов Лежандра (1.5):

𝑃 (𝑖, 𝑡) =

√︂
2𝑖+ 1

𝑇
𝑃𝑖

(︂
2𝑡

𝑇
− 1

)︂
, 𝑃 ′(𝑖, 𝑡) =

2

𝑇

√︂
2𝑖+ 1

𝑇
𝑃 ′
𝑖

(︂
2𝑡

𝑇
− 1

)︂
,

где {𝑃𝑖(·)}∞𝑖=0 — ненормированные полиномы Лежандра, ортогональные на отрезке [−1, 1], и
рекуррентную формулу [99]:

𝑃𝑗(𝑥) =
1

2𝑗 + 1

[︀
𝑃 ′
𝑗+1(𝑥)− 𝑃 ′

𝑗−1(𝑥)
]︀
, 𝑥 =

2𝑡

𝑇
− 1, 𝑗 = 1, 2, . . . ,

тогда √︀
2𝑗 + 1𝑃 (𝑗, 𝑡) =

2

𝑇

[︂
1√

2𝑗 + 3
𝑃 ′(𝑗 + 1, 𝑡)− 1√

2𝑗 − 1
𝑃 ′(𝑗 − 1, 𝑡)

]︂
.

Принимая во внимание свойство 𝑃𝑗+1(−1) = 𝑃𝑗−1(−1) = (−1)𝑗−1 и, следовательно, выраже-
ние

1√
2𝑗 + 3

𝑃 (𝑗 + 1, 0)− 1√
2𝑗 − 1

𝑃 (𝑗 − 1, 0) = 0,
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получаем∫︁ 𝑡

0

𝑃 (𝑗, 𝜏)𝑑𝜏 =
𝑇

2

[︂
1√︀

(2𝑗 + 1)(2𝑗 + 3)
𝑃 (𝑗 + 1, 𝑡)− 1√︀

(2𝑗 − 1)(2𝑗 + 1)
𝑃 (𝑗 − 1, 𝑡)

]︂
.

Таким образом, с учетом равенства (1.3) имеем

𝐹𝑖𝑗 =
𝑇

2

[︂
1√︀

(2𝑗 + 1)(2𝑗 + 3)

∫︁
T

𝑃 (𝑖, 𝑡)𝑃 (𝑗 + 1, 𝑡)𝑑𝑡− 1√︀
(2𝑗 − 1)(2𝑗 + 1)

∫︁
T

𝑃 (𝑖, 𝑡)𝑃 (𝑗 − 1, 𝑡)𝑑𝑡

]︂
=

=
𝑇

2

[︂
𝛿𝑖,𝑗+1√︀

(2𝑗 + 1)(2𝑗 + 3)
− 𝛿𝑖,𝑗−1√︀

(2𝑗 − 1)(2𝑗 + 1)

]︂
, 𝑖 = 0, 1, 2, . . . , 𝑗 = 1, 2, . . . ,

где 𝛿𝑖,𝑗+1 и 𝛿𝑖,𝑗−1 — символы Кронекера (1.4).
Первые два полинома Лежандра (1.5) имеют вид

𝑃 (0, 𝑡) =

√︂
1

𝑇
, 𝑃 (1, 𝑡) =

√︂
3

𝑇

(︂
2𝑡

𝑇
− 1

)︂
,

поэтому ∫︁ 𝑡

0

𝑃 (0, 𝜏)𝑑𝜏 =

√︂
1

𝑇

∫︁ 𝑡

0

𝑑𝜏 =

√︂
1

𝑇
𝑡 =

𝑇

2
√

3
𝑃 (1, 𝑡) +

𝑇

2
𝑃 (0, 𝑡),

т.е.

𝐹𝑖0 =
𝑇

2

[︂
1√
3

∫︁
T

𝑃 (𝑖, 𝑡)𝑃 (1, 𝑡)𝑑𝑡+

∫︁
T

𝑃 (𝑖, 𝑡)𝑃 (0, 𝑡)𝑑𝑡

]︂
=
𝑇

2

[︂
𝛿𝑖1√

3
+ 𝛿𝑖0

]︂
, 𝑖 = 0, 1, 2, . . .

В результате получаем [220–222]:

𝐹 = 𝑇 ·

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1
2
− 1

2
√
3

0 0 . . . 0 . . .

1
2
√
3

0 − 1
2
√
15

0
. . . 0 . . .

0 1
2
√
15

0 − 1
2
√
35

. . . ...

0 0 1
2
√
35

0
. . . 0 . . .

... . . . . . . . . . . . . 𝑐𝑚−1,𝑚 . . .

0 0 . . . 0 𝑐𝑚,𝑚−1 0 . . .
...

...
...

...
... . . .

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
,

где

𝑐00 =
1

2
, 𝑐𝑚−1,𝑚 = −𝑐𝑚,𝑚−1 = − 1

2
√

4𝑚2 − 1
, 𝑐𝑚−𝑘,𝑚 = 𝑐𝑚,𝑚−𝑘 = 0,

𝑚 = 1, 2, 3, . . . , 𝑘 = 0, 2, 3, . . . ,𝑚.

Проиллюстрируем свойство сохранения нормы. Согласно (1.39) и (1.45)

‖𝑓(·)‖2𝐿2(T2) =

∫︁
T2

[1(𝑡− 𝜏)]2𝑑𝑡𝑑𝜏 =

∫︁ 𝑇

0

[︂ ∫︁ 𝑡

0

𝑑𝜏

]︂
𝑑𝑡 =

∫︁ 𝑇

0

𝑡𝑑𝑡 =
𝑇 2

2
,

‖𝐹‖2ℳ2
=

∞∑︁
𝑖,𝑗=0

𝐹 2
𝑖𝑗 = 𝑇 2

[︂
𝑐200 + 2

∞∑︁
𝑚=1

𝑐2𝑚−1,𝑚

]︂
= 𝑇 2

[︂
1

4
+

1

2

∞∑︁
𝑚=1

1

4𝑚2 − 1

]︂
.

Сумма ряда в правой части последнего выражения равна 1/2 [42, 163]. Таким образом,
‖𝑓(·)‖2𝐿2(T2) = ‖𝐹‖2ℳ2

= 𝑇 2/2. �

Пример 1.8. Найти двумерные спектральные характеристики 𝐹 , 𝐻 и 𝑀 трех функций
𝑓(𝑡, 𝜏) = 1(𝑡− 𝜏), ℎ(𝑡, 𝜏) = 𝜏 1(𝑡− 𝜏) и 𝑚(𝑡, 𝜏) = 𝑡1(𝑡− 𝜏) относительно функций Уолша (1.7) и
функции Хаара (1.8), заданных на отрезке T = [0, 𝑇 ].
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� Начнем с единичной ступенчатой функции 𝑓(·). Выберем число 𝐿 = 2𝑛, 𝑛 ∈ N, обозначим
ℎ = 𝑇/𝐿 и найдем величины

𝐹𝑖𝑗 =

∫︁
T2

Π̂(𝑖, 𝑡)Π̂(𝑗, 𝜏)1(𝑡− 𝜏)𝑑𝑡𝑑𝜏 =

∫︁
T

Π̂(𝑖, 𝑡)

∫︁ 𝑡

0

Π̂(𝑗, 𝜏)𝑑𝜏 𝑑𝑡, 𝑖, 𝑗 = 0, 1, . . . , 𝐿− 1,

где {Π̂(𝑖, ·)}𝐿−1
𝑖=0 — блочно-импульсные функции (1.15).

Если 𝑖 < 𝑗, то 𝐹𝑖𝑗 = 0, поскольку носитель произведения Π̂(𝑖, ·)⊗ Π̂(𝑗, ·) содержится в мно-
жестве {(𝑡, 𝜏) : 𝑓(𝑡, 𝜏) = 0}. Если 𝑖 > 𝑗, то

𝐹𝑖𝑗 =

∫︁ (𝑖+1)ℎ

𝑖ℎ

1√
ℎ

∫︁ (𝑗+1)ℎ

𝑗 ℎ

1√
ℎ
𝑑𝜏 𝑑𝑡 =

1

ℎ

∫︁ (𝑖+1)ℎ

𝑖ℎ

𝑑𝑡

∫︁ (𝑗+1)ℎ

𝑗 ℎ

𝑑𝑡 = ℎ,

а если 𝑖 = 𝑗, то

𝐹𝑖𝑗 =

∫︁ (𝑖+1)ℎ

𝑖ℎ

1√
ℎ

∫︁ 𝑡

𝑖ℎ

1√
ℎ
𝑑𝜏 𝑑𝑡 =

1

ℎ

∫︁ (𝑖+1)ℎ

𝑖ℎ

(𝑡− 𝑖ℎ)𝑑𝑡 =
1

ℎ

∫︁ ℎ

0

𝑡𝑑𝑡 =
ℎ

2
,

т.е.

𝐹𝑖𝑗 =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
ℎ, 𝑖 > 𝑗,

ℎ/2, 𝑖 = 𝑗,

0, 𝑖 < 𝑗.

Запишем элементы двумерной спектральной характеристики 𝐹 функции 𝑓(·) на основе
формулы (1.42) и связи (1.17) между блочно-импульсными функциями и функциями Уолша:

𝐹𝑖𝑗 =
(︀
𝑊̂ (𝑖, ·)⊗ 𝑊̂ (𝑗, ·), 𝑓(·)

)︀
𝐿2(T2)

=

∫︁
T2

𝑊̂ (𝑖, 𝑡)𝑊̂ (𝑗, 𝜏)1(𝑡− 𝜏)𝑑𝑡𝑑𝜏 =

=
𝐿−1∑︁
𝑘,𝑙=0

∆
𝑊̂ Π̂

𝑖𝑘 ∆
𝑊̂ Π̂

𝑗𝑙

∫︁
T2

Π̂(𝑘, 𝑡)Π̂(𝑙, 𝜏)1(𝑡− 𝜏)𝑑𝑡𝑑𝜏 .

Таким образом, коэффициенты разложения 𝐹𝑖𝑗 функции 𝑓(·) по функциям Уолша записы-
ваются в форме (см. выражение (1.16))

𝐹𝑖𝑗 =
𝐿−1∑︁
𝑘,𝑙=0

∆
𝑊̂ Π̂

𝑖𝑘 ∆
𝑊̂ Π̂

𝑗𝑙𝐹𝑘𝑙.

Перейдем к нахождению элементов двумерной спектральной характеристики 𝐻 функции
ℎ(·). Рассуждая аналогично, находим

𝐻𝑖𝑗 =
𝐿−1∑︁
𝑘,𝑙=0

∆
𝑊̂ Π̂

𝑖𝑘 ∆
𝑊̂ Π̂

𝑗𝑙𝐻̃𝑘𝑙,

где

𝐻̃𝑖𝑗 =

∫︁
T2

Π̂(𝑖, 𝑡)Π̂(𝑗, 𝜏)𝜏 1(𝑡− 𝜏)𝑑𝑡𝑑𝜏 =

∫︁
T

Π̂(𝑖, 𝑡)

∫︁ 𝑡

0

Π̂(𝑗, 𝜏)𝜏 𝑑𝜏 𝑑𝑡 =

⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
ℎ2
(︂
𝑗 +

1

2

)︂
, 𝑖 > 𝑗,

ℎ2
(︂
𝑖

2
+

1

6

)︂
, 𝑖 = 𝑗,

0, 𝑖 < 𝑗.

Для элементов двумерной спектральной характеристики 𝑀 функции 𝑚(·) находим

𝑀𝑖𝑗 =
𝐿−1∑︁
𝑘,𝑙=0

∆
𝑊̂ Π̂

𝑖𝑘 ∆
𝑊̂ Π̂

𝑗𝑙𝑀̃𝑘𝑙,
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где

𝑀̃𝑖𝑗 =

∫︁
T2

Π̂(𝑖, 𝑡)Π̂(𝑗, 𝜏)𝑡1(𝑡− 𝜏)𝑑𝑡𝑑𝜏 =

∫︁
T

Π̂(𝑖, 𝑡)𝑡

∫︁ 𝑡

0

Π̂(𝑗, 𝜏)𝑑𝜏 𝑑𝑡 =

⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
ℎ2
(︂
𝑖+

1

2

)︂
, 𝑖 > 𝑗,

ℎ2
(︂
𝑖

2
+

1

3

)︂
, 𝑖 = 𝑗,

0, 𝑖 < 𝑗.

В матричной форме приведенные выше соотношения записываются следующим образом:

𝐹| = ∆
𝑊̂ Π̂

𝐹 ∆
𝑊̂ Π̂

T, 𝐻| = ∆
𝑊̂ Π̂

𝐻̃ ∆
𝑊̂ Π̂

T, 𝑀| = ∆
𝑊̂ Π̂

𝑀̃ ∆
𝑊̂ Π̂

T,

где 𝐹| означает квадратную матрицу размеров 𝐿× 𝐿, образованную элементами бесконечной
матрицы 𝐹 из первых 𝐿 строк и столбцов с сохранением порядка (также определяются мат-
рицы 𝐻| и 𝑀|).

Для элементов двумерных спектральных характеристик 𝐹 , 𝐻 и 𝑀 относительно функций
Хаара все соотношения аналогичны (см. выражение (1.18)):

𝐹𝑖𝑗 =
𝐿−1∑︁
𝑘,𝑙=0

∆
𝑋̂Π̂

𝑖𝑘 ∆
𝑋̂Π̂

𝑗𝑙𝐹𝑘𝑙, 𝐻𝑖𝑗 =
𝐿−1∑︁
𝑘,𝑙=0

∆
𝑋̂Π̂

𝑖𝑘 ∆
𝑋̂Π̂

𝑗𝑙𝐻̃𝑘𝑙, 𝑀𝑖𝑗 =
𝐿−1∑︁
𝑘,𝑙=0

∆
𝑋̂Π̂

𝑖𝑘 ∆
𝑋̂Π̂

𝑗𝑙𝑀̃𝑘𝑙,

или в матричной форме

𝐹| = ∆
𝑋̂Π̂
𝐹 ∆
𝑋̂Π̂

T, 𝐻| = ∆
𝑋̂Π̂
𝐻̃ ∆
𝑋̂Π̂

T, 𝑀| = ∆
𝑋̂Π̂
𝑀̃ ∆

𝑋̂Π̂

T.

Они получены на основе связи (1.19) между блочно-импульсными функциями и функциями
Хаара.

Произвольность выбора величины 𝑛, определяющей значение 𝐿 = 2𝑛, гарантирует вычисле-
ние всех элементов двумерных спектральных характеристик 𝐹 , 𝐻 и 𝑀 относительно функций
Уолша и Хаара. �

Перейдем к спектральным характеристикам обобщенных функций (линейных функцио-
налов). Пусть 𝒵 — линейный функционал, определенный на пространстве основных функ-
ций 𝐷(T2) — бесконечно дифференцируемых функций, носитель которых содержится в T2:
𝐷(T2) ⊂ 𝐶∞(T2) ⊂ 𝐿2(T

2), 𝒵 : 𝐷(T2)→ R; {𝑞(𝑖, ·)⊗ 𝑞(𝑗, ·)}∞𝑖,𝑗=0 — базисная система простран-
ства 𝐿2(T

2).
Бесконечная матрица 𝑍 = (𝑍𝑖𝑗), элементы которой задаются формулой

𝑍𝑖𝑗 = 𝒵𝑞(𝑖, ·)⊗ 𝑞(𝑗, ·), 𝑖, 𝑗 = 0, 1, 2, . . . , (1.54)

называется двумерной спектральной характеристикой линейного функционала 𝒵.
Как и ранее (см. разд. 1.1), отображение, ставящее в соответствие линейному функционалу

𝒵 его двумерную спектральную характеристику 𝑍, называется спектральным преобразовани-
ем и также обозначается S:

S[𝒵] = 𝑍 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
𝑍00 𝑍01 𝑍02 . . .

𝑍10 𝑍11 𝑍12 . . .

𝑍20 𝑍21 𝑍22 . . .
...

...
... . . .

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦ ,
где числа 𝑍𝑖𝑗 определяются формулой (1.54).
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Рассуждения о корректности определения спектральной характеристики линейного функ-
ционала 𝒵 аналогичны приведенным в п. 1 замечаний 1.4.

Если линейный функционал 𝒵 можно представить в виде

𝒵𝑓(·) =
(︀
𝑧(·), 𝑓(·)

)︀
𝐿2(T2)

, (1.55)

где 𝑧(·) ∈ 𝐿2(T
2), то его спектральная характеристика — это двумерная спектральная характе-

ристика функции 𝑧(·): S[𝒵] = S[𝑧(·)]. Такой функционал (регулярную обобщенную функцию)
можно продолжить на пространство 𝐿2(T

2) и ‖𝒵‖ = ‖𝑧(·)‖𝐿2(T2).

Теорема 1.5. Пусть 𝒵 — линейный функционал, определенный на пространстве 𝐿2(T
2);

𝑓(·) ∈ 𝐿2(T
2) — функция двух переменных ; 𝑍 и 𝐹 — двумерные спектральные характерис-

тики функционала 𝒵 и функции 𝑓(·) соответственно, определенные относительно базисной
системы {𝑞(𝑖, ·)}∞𝑖=0. Тогда

𝒵𝑓(·) = tr𝑍T𝐹. (1.56)

Сформулированное утверждение эквивалентно свойству сохранения скалярного произве-
дения при спектральном преобразовании.

Когда линейный функционал 𝒵 нельзя представить в виде (1.55), его (сингулярную обоб-
щенную функцию) можно рассматривать либо на пространстве основных функций𝐷(T2), либо
на некотором подпространстве пространства 𝐿2(T

2). На все пространство 𝐿2(T
2) его продол-

жить невозможно, поэтому выполнение соотношения (1.56) не гарантируется.
Приведем примеры линейных функционалов на множестве функций двух переменных.
1. Линейный функционал 𝒥T2 , ставящий в соответствие функции двух переменных

𝑓(·) ∈ 𝐿2(T
2) интеграл от этой функции по квадрату T2:

𝒥T2𝑓(·) =

∫︁
T2

𝑓(𝑡, 𝜏)𝑑𝑡𝑑𝜏 .

Нетрудно видеть, что функционалу 𝒥T2 соответствует функция 𝑧(𝑡, 𝜏) ≡ 1 и 𝑧(·) ∈ 𝐿2(T
2),

следовательно, по определению двумерной спектральной характеристики линейного функци-
онала S[𝒥T2 ] = S[𝑧(·)] = Λ, где элементы двумерной спектральной характеристики Λ задаются
соотношением

Λ𝑖𝑗 = 𝒥T2 𝑞(𝑖, ·)⊗ 𝑞(𝑗, ·) =

∫︁
T2

𝑞(𝑖, 𝑡)𝑞(𝑗, 𝜏)𝑑𝑡𝑑𝜏 , 𝑖, 𝑗 = 0, 1, 2, . . .

Тогда значение функционала 𝒥T2 определяется формулой

𝒥T2𝑓(·) =

∫︁
T2

𝑓(𝑡, 𝜏)𝑑𝑡𝑑𝜏 = tr ΛT𝐹 = tr Λ𝐹, 𝐹 = S
[︀
𝑓(·)

]︀
,

с учетом симметричности матрицы Λ.
Дополнительно отметим, что функция 𝑧(𝑡, 𝜏) ≡ 1 представляется в виде 𝑧(·) = 𝑧0(·)⊗

⊗ 𝑧0(·), где 𝑧0(𝑡) ≡ 1, поэтому согласно теореме 1.4 Λ = 1 · 1T, где 1 — спектральная харак-
теристика функции 𝑧0(𝑡), определенная относительно той же базисной системы, что и двумер-
ная спектральная характеристика Λ. Кроме того, 1 — спектральная характеристика линейного
функционала 𝒥T, ставящего в соответствие функции 𝑓(·) ∈ 𝐿2(T) интеграл от этой функции
по отрезку T (см. разд. 1.1), и значение функционала 𝒥T2 можно представить следующим
образом: 𝒥T2𝑓(·) = 1T𝐹 1.
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Для всех перечисленных в разд. 1.1 базисных систем двумерная спектральная характерис-
тика Λ найдена в примере 1.6.

2. Линейный функционал 𝛿𝜃,𝜗, ставящий в соответствие функции двух переменных
𝑓(·) ∈ 𝐷(T2) значение этой функции в точке (𝜃, 𝜗) ∈ T2: 𝛿𝜃,𝜗𝑓(·) = 𝑓(𝜃, 𝜗).

Как и в случае с линейным функционалом 𝛿𝜏 , ставящим в соответствие функции
𝑓(·) ∈ 𝐷(T) значение этой функции в точке 𝜏 ∈ T (см. разд. 1.1), в пространстве 𝐿2(T

2) нет
такого элемента, что функционал 𝛿𝜃,𝜗 задается в виде (1.55), однако можно ввести обобщен-
ную функцию 𝛿((·)− 𝜃)⊗ 𝛿((·)− 𝜗), которая представляется как импульсная дельта-функция
Дирака векторного аргумента [ 𝑡− 𝜃 𝜏 − 𝜗 ]T [237]. Тогда

𝛿𝜃,𝜗𝑓(·) =

∫︁
T2

𝛿(𝑡− 𝜃)𝛿(𝜏 − 𝜗)𝑓(𝑡, 𝜏)𝑑𝑡𝑑𝜏 = 𝑓(𝜃, 𝜗).

При фиксированных 𝜃, 𝜗 функционал 𝛿𝜃,𝜗 можно продолжить на множество функций из
пространства 𝐿2(T

2), непрерывных в точке (𝜃, 𝜗).
Для элементов двумерной спектральной характеристики ∆𝜃,𝜗 линейного функционала 𝛿𝜃,𝜗

согласно определению (1.54) имеем

(∆𝜃,𝜗)𝑖𝑗 = 𝛿𝜃,𝜗𝑞(𝑖, ·)⊗ 𝑞(𝑗, ·) = 𝑞(𝑖, 𝜃)𝑞(𝑗, 𝜗), 𝑖, 𝑗 = 0, 1, 2, . . . (1.57)

Значение функционала 𝛿𝜃,𝜗 определяется выражением (формула обращения (1.43) при 𝑡 = 𝜃

и 𝜏 = 𝜗)
𝛿𝜃,𝜗𝑓(·) = 𝑓(𝜃, 𝜗) = tr ∆T

𝜃,𝜗𝐹, 𝐹 = S
[︀
𝑓(·)

]︀
,

при условии, что числовой ряд
∑︀∞

𝑖,𝑗=0 𝐹𝑖𝑗 𝑞(𝑖, 𝜃)𝑞(𝑗, 𝜗) сходится к значению функции 𝑓(𝜃, 𝜗).
Напомним (см. разд. 1.1 и соотношение (1.35)), что значения функций базисной системы

{𝑞(𝑖, ·)}∞𝑖=0 при 𝑡 = 𝜃 — это элементы спектральной характеристики ∆𝜃 линейного функцио-
нала 𝛿𝜃, или спектральной характеристики дельта-функции 𝛿((·)− 𝜃). Переходя к матричным
обозначениям, получаем ∆𝜃,𝜗 = ∆𝜃∆

T
𝜗, тогда значение функционала 𝛿𝜃,𝜗 представляется в виде

𝛿𝜃,𝜗𝑓(·) = ∆T
𝜃𝐹∆𝜗.

В частном случае 𝜃 = 𝜗 двумерная спектральная характеристика ∆𝜃,𝜃 = ∆𝜃∆
T
𝜃 — симмет-

рическая матрица. При 𝜃 = 𝜗 = 𝑡0 или 𝜃 = 𝜗 = 𝑇 она называется матрицей начальных или
конечных значений соответственно [177].

Приведем примеры матриц начальных значений ∆0,0, определенных относительно различ-
ных базисных систем на отрезке T = [0, 𝑇 ] (см. разд. 1.1).

1. Полиномы Лежандра (1.5):

∆0,0 =
1

𝑇
·

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1 −
√

3
√

5 −
√

7 . . . 𝑐0𝑚 . . .

−
√

3 3 −
√

15
√

21 . . . 𝑐1𝑚 . . .
√

5 −
√

15 5 −
√

35 . . . 𝑐2𝑚 . . .

−
√

7
√

21 −
√

35 7 . . . 𝑐3𝑚 . . .
...

...
...

... . . . ...
𝑐𝑚0 𝑐𝑚1 𝑐𝑚2 𝑐𝑚3 . . . 𝑐𝑚𝑚 . . .
...

...
...

...
... . . .

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
,

где 𝑐𝑚−𝑘,𝑚 = 𝑐𝑚,𝑚−𝑘 = (−1)𝑘
√︀

(2𝑚− 2𝑘 + 1)(2𝑚+ 1), 𝑚 = 0, 1, 2, . . ., 𝑘 = 0, 1, . . . ,𝑚.
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2. Косинусоиды (1.6):

∆0,0 =
1

𝑇
·

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1
√

2
√

2
√

2 . . . 𝑐0𝑚 . . .
√

2 2 2 2 . . . 𝑐1𝑚 . . .
√

2 2 2 2 . . . 𝑐2𝑚 . . .
√

2 2 2 2 . . . 𝑐3𝑚 . . .
...

...
...

... . . . ...
𝑐𝑚0 𝑐𝑚1 𝑐𝑚2 𝑐𝑚3 . . . 𝑐𝑚𝑚 . . .
...

...
...

...
... . . .

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
,

где 𝑐00 = 1, 𝑐0𝑚 = 𝑐𝑚0 =
√

2, 𝑐𝑚𝑘 = 𝑐𝑘𝑚 = 2, 𝑚, 𝑘 = 1, 2, 3, . . .

3. Функции Уолша (1.7):

∆0,0 =
1

𝑇
·

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1 1 1 1 . . . 𝑐0𝑚 . . .

1 1 1 1 . . . 𝑐1𝑚 . . .

1 1 1 1 . . . 𝑐2𝑚 . . .

1 1 1 1 . . . 𝑐3𝑚 . . .
...

...
...

... . . . ...
𝑐𝑚0 𝑐𝑚1 𝑐𝑚2 𝑐𝑚3 . . . 𝑐𝑚𝑚 . . .
...

...
...

...
... . . .

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
,

где 𝑐𝑚𝑘 = 𝑐𝑘𝑚 = 1, 𝑚, 𝑘 = 0, 1, 2, . . .

4. Функции Хаара (1.8):

∆0,0 =
1

𝑇
·

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1 1
√

2 0 . . . 𝑐0𝑛 . . .

1 1
√

2 0 . . . 𝑐1𝑛 . . .
√

2
√

2 2 0 . . . 𝑐2𝑛 . . .

0 0 0 0 . . . 𝑐3𝑛 . . .
...

...
...

... . . . ...
𝑐𝑛0 𝑐𝑛1 𝑐𝑛2 𝑐𝑛3 . . . 𝑐𝑛𝑛 . . .
...

...
...

...
... . . .

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
,

где 𝑐00 = 1, 𝑐0,2𝑘 = 𝑐2𝑘,0 =
√

2𝑘, 𝑐2𝑚,2𝑘 = 𝑐2𝑘,2𝑚 =
√

2𝑚+𝑘, 𝑚, 𝑘 = 0, 1, 2, . . . , 𝑐𝑛𝑠 = 0 в остальных
случаях, 𝑛, 𝑠 = 0, 1, 2, . . .

5. Тригонометрические функции (1.9):

∆0,0 =
1

𝑇
·

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1 0
√

2 0 . . . 𝑐0𝑚 . . .

0 0 0 0 . . . 𝑐1𝑚 . . .
√

2 0 2 0 . . . 𝑐2𝑚 . . .

0 0 0 0 . . . 𝑐3𝑚 . . .
...

...
...

... . . . ...
𝑐𝑚0 𝑐𝑚1 𝑐𝑚2 𝑐𝑚3 . . . 𝑐𝑚𝑚 . . .
...

...
...

...
... . . .

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
,

где 𝑐00 = 1, 𝑐0𝑚 = 𝑐𝑚0 =
√

2, 𝑐𝑚𝑙 = 𝑐𝑙𝑚 = 2, 𝑚, 𝑙 = 2, 4, 6, . . . , 𝑐𝑛𝑠 = 0 в остальных случаях,
𝑛, 𝑠 = 0, 1, 2, . . .
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3. Линейный функционал 𝒥 *
T2 , ставящий в соответствие функции двух переменных

𝑓(·) ∈ 𝐿2(T
2) интеграл от функции 𝑓 ◇(·) по отрезку T, где 𝑓 ◇(𝑡) = 𝑓(𝑡, 𝑡):

𝒥 *
T2𝑓(·) =

∫︁
T

𝑓 ◇(𝑡)𝑑𝑡 =

∫︁
T

𝑓(𝑡, 𝑡)𝑑𝑡.

Здесь также не существует элемента пространства 𝐿2(T
2), что функционал 𝒥 *

T2 задается в
виде (1.55). Используя дельта-функцию 𝛿(·), формально записываем

𝒥 *
T2𝑓(·) =

∫︁
T2

𝛿(𝑡− 𝜏)𝑓(𝑡, 𝜏)𝑑𝑡𝑑𝜏 =

∫︁
T

𝑓(𝑡, 𝑡)𝑑𝑡,

где интеграл в правой части приведенного выражения будем называть интегральным следом
функции 𝑓(·).

Двумерная спектральная характеристика 𝐸 линейного функционала 𝒥 *
T2 — это бесконеч-

ная матрица с элементами, которые выражаются формулой (1.54), т.е.

Λ*
𝑖𝑗 = 𝒥 *

T2𝑞(𝑖, ·)⊗ 𝑞(𝑗, ·) =

∫︁
T

𝑞(𝑖, 𝑡)𝑞(𝑗, 𝑡)𝑑𝑡 = 𝛿𝑖𝑗, 𝑖, 𝑗 = 0, 1, 2, . . . ,

где 𝛿𝑖𝑗 — символ Кронекера (1.4), т.е. двумерная спектральная характеристика линейного
функционала 𝒥 *

T2 — это бесконечная единичная матрица 𝐸 вне зависимости от базисной сис-
темы {𝑞(𝑖, ·)}∞𝑖=0.

По аналогии со спектральной характеристикой дельта-функции 𝛿((·)− 𝜏) как функции од-
ной переменной, будем называть 𝐸 двумерной спектральной характеристикой дельта-функции
𝛿(·): S[𝛿((·)− (·))] = 𝐸.

Значение функционала 𝒥 *
T2 можно найти по формуле

𝒥 *
T2𝑓(·) =

∫︁
T

𝑓(𝑡, 𝑡)𝑑𝑡 = tr𝐸T𝐹 = tr𝐹, 𝐹 = S
[︀
𝑓(·)

]︀
, (1.58)

если числовой ряд (1.50) — след матрицы 𝐹 — сходится к соответствующему значению инте-
грала. Далее приведем поясняющий пример.

Пример 1.9. Найти интегралы
∫︀
T
𝑓(𝑡, 𝑡)𝑑𝑡 для функций 𝑓(𝑡, 𝜏) ≡ 1 и 𝑓(𝑡, 𝜏) = 1(𝑡− 𝜏)

(единичная ступенчатая функция) при T = [0, 𝑇 ] и сравнить с результатом, полученным с
помощью применения двумерных спектральных характеристик линейного функционала 𝒥 *

T2

и функций 𝑓(·), определенных относительно полиномов Лежандра (1.5).

� Непосредственное вычисление интегралов 𝒥 *
T2𝑓(·) для обеих функций 𝑓(𝑡, 𝜏) ≡ 1 и

𝑓(𝑡, 𝜏) = 1(𝑡− 𝜏) не составляет труда:

𝑓(𝑡, 𝜏) ≡ 1: 𝒥 *
T2𝑓(𝑡, 𝜏) =

∫︁
T

𝑑𝑡 = 𝑇, 𝑓(𝑡, 𝜏) = 1(𝑡− 𝜏) : 𝒥 *
T2𝑓(𝑡, 𝜏) =

∫︁
T

0 · 𝑑𝑡 = 0.

Далее воспользуемся формулой (1.58). Двумерная спектральная характеристика Λ функ-
ции 𝑓(𝑡, 𝜏) ≡ 1 относительно полиномов Лежандра (1.5) найдена в примере 1.6. У нее един-
ственный ненулевой элемент Λ00 = 𝑇 :

Λ = 𝑇 ·

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
1 0 0 . . .

0 0 0 . . .

0 0 0 . . .
...

...
... . . .

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦ .
Очевидно, что tr Λ = 𝑇 и 𝒥 *

T2𝑓(·) = tr Λ.
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Двумерная спектральная характеристика 𝐹 функции 𝑓(𝑡, 𝜏) = 1(𝑡− 𝜏) относительно поли-
номов Лежандра (1.5) получена в примере 1.7. На главной диагонали только элемент 𝐹00 = 𝑇/2

не равен нулю, поэтому tr𝐹 = 𝑇/2 и 𝒥 *
T2𝑓(𝑡, 𝜏) ̸= tr𝐹 . Такой результат (формула (1.58) здесь

несправедлива) связан с интегрированием функции 1(𝑡− 𝜏) по множеству, на котором эта
функция разрывна. Числовой ряд (1.50) — след матрицы 𝐹 — не сходится к соответствующе-
му значению интеграла. �

Зам е ч а н и е 1.7. Результат примера 1.9, в некотором смысле аналогичный примеру 1.5,
в более простом случае, а именно при вычислении значения линейного функционала (син-
гулярной обобщенной функции) на функции одной переменной, описан в замечании 1.5. В
частности, рассматривая пространство 𝐿2(T

2) как пространство классов эквивалентности, об-
разованных функциями, значения которых отличаются на множестве нулевой меры, можно
отождествить функцию 𝑓(𝑡, 𝜏) = 1(𝑡− 𝜏) = 1−(𝑡− 𝜏) и функцию 1±((·)− (·)). Для функции
1±((·)− (·)) соотношение (1.58) выполнено.

Здесь также можно определить усредняющий оператор (см. замечание 1.5), результат при-
менения которого к функции 𝑓(·) — функция, однозначно определенная в каждой точке квад-
рата T. В частности, для функции 1((·)− (·)) результатом усреднения будет 1±((·)− (·)).

Отметим, что усредняющий оператор можно задать неединственным образом [24]. Более
подробно эти вопросы изложены в разд. 1.9, в том числе и корректное определение интеграль-
ного следа, связанного с линейным функционалом 𝒥 *

T2 .

1.3. Изменение базисной системы

Двумерные спектральные характеристики функции двух переменных могут быть опреде-
лены относительно различных базисных систем (см. п. 2 замечаний 1.6), в том числе и относи-
тельно базисных систем вида {𝑞(𝑖, ·)⊗ 𝑝(𝑗, ·)}∞𝑖,𝑗=0, где функции 𝑞(𝑖, ·) и 𝑝(𝑖, ·) образуют разные
базисные системы {𝑞(𝑖, ·)}∞𝑖=0 и {𝑝(𝑖, ·)}∞𝑖=0 пространства 𝐿2(T) (см. разд. 1.1). В спектральной
форме математического описания важное значение имеет двумерная спектральная характе-
ристика дельта-функции, которая определена в разд. 1.2 относительно базисных систем вида
{𝑞(𝑖, ·)⊗ 𝑞(𝑗, ·)}∞𝑖,𝑗=0.

Двумерная спектральная характеристика дельта-функции 𝛿((·)− (·)), определенная отно-
сительно базисной системы {𝑞(𝑖, ·)⊗ 𝑝(𝑗, ·)}∞𝑖,𝑗=0, задает матрицу изменения базисной системы.
Обозначим такую матрицу через ∆

𝑞𝑝
, ее элементы удовлетворяют выражению

∆
𝑞𝑝
𝑖𝑗 = 𝒥 *

T2𝑞(𝑖, ·)⊗ 𝑝(𝑗, ·) =

∫︁
T

𝑞(𝑖, 𝑡)𝑝(𝑗, 𝑡)𝑑𝑡, 𝑖, 𝑗 = 0, 1, 2, . . .

Она зависит не только от двух базисных систем, но и того, в каком порядке они взяты, при
этом ∆

𝑝𝑞
= ∆

𝑞𝑝

T, что следует из определения.
Рассмотрим преобразование спектральных характеристик функций одной и двух перемен-

ных, связанное с изменением базисной системы [220–222].
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1. Пусть 𝑓(·) ∈ 𝐿2(T), S
𝑞
[𝑓(·)] = 𝐹

𝑞
и S

𝑝
[𝑓(·)] = 𝐹

𝑝
. Тогда

𝐹
𝑞

= ∆
𝑞𝑝
𝐹
𝑝
, 𝐹

𝑝
= ∆

𝑝𝑞
𝐹
𝑞
. (1.59)

2. Пусть 𝑓(·) ∈ 𝐿2(T
2), S

𝑞𝑞
[𝑓(·)] = 𝐹

𝑞𝑞
и S
𝑝𝑝

[𝑓(·)] = 𝐹
𝑝𝑝

. Тогда

𝐹
𝑞𝑞

= ∆
𝑞𝑝
𝐹
𝑝𝑝

∆
𝑝𝑞

= ∆
𝑞𝑝
𝐹
𝑝𝑝

∆
𝑞𝑝

T, 𝐹
𝑝𝑝

= ∆
𝑝𝑞
𝐹
𝑞𝑞

∆
𝑞𝑝

= ∆
𝑝𝑞
𝐹
𝑞𝑞

∆
𝑝𝑞

T. (1.60)

Укажем свойства матриц изменения базисных систем.
1. Ортогональность.
Матрица изменения базисной системы ∆

𝑞𝑝
является ортогональной матрицей, т.е. ∆

𝑞𝑝

−1 = ∆
𝑞𝑝

T.
Она задает ортогональное преобразование пространства ℓ2 квадратично суммируемых после-
довательностей, что следует из формулы (1.59) связи спектральных характеристик: 𝐹

𝑞
=

∆
𝑞𝑝

∆
𝑝𝑞
𝐹
𝑞
, 𝐹

𝑝
= ∆

𝑝𝑞
∆
𝑞𝑝
𝐹
𝑝
, которая справедлива для произвольных спектральных характеристик

функций одной переменной — элементов пространства ℓ2, т.е. ∆
𝑞𝑝

∆
𝑝𝑞

= ∆
𝑝𝑞

∆
𝑞𝑝

= 𝐸.

Из ортогональности следует, что ‖∆
𝑞𝑝
‖ = 1, а двумерные спектральные характеристики 𝐹

𝑝𝑝
и

𝐹
𝑞𝑞

— это подобные матрицы.

2. Транзитивность.
Пусть базисным системам {𝑞(𝑖, ·)}∞𝑖=0 и {𝑝(𝑖, ·)}∞𝑖=0 соответствует матрица ∆

𝑞𝑝
, а базисным си-

стемам {𝑝(𝑖, ·)}∞𝑖=0 и {𝑟(𝑖, ·)}∞𝑖=0 — матрица ∆
𝑝𝑟

. Тогда базисным системам {𝑞(𝑖, ·)}∞𝑖=0 и {𝑟(𝑖, ·)}∞𝑖=0

соответствует матрица ∆
𝑞𝑟

= ∆
𝑞𝑝

∆
𝑝𝑟

, что также следует из формулы (1.59) связи спектральных
характеристик: 𝐹

𝑞
= ∆

𝑞𝑝
𝐹
𝑝

= ∆
𝑞𝑝

∆
𝑝𝑟
𝐹
𝑟
, 𝐹
𝑟

= ∆
𝑟𝑝
𝐹
𝑝

= ∆
𝑟𝑝

∆
𝑝𝑞
𝐹
𝑞
. Таким образом, матрицы изменения

базисных систем образуют мультипликативную группу.
3. Сдвиг и масштабирование базисной системы.
Если {𝑞(𝑖, ·)}∞𝑖=0 и {𝑝(𝑖, ·)}∞𝑖=0 — базисные системы пространства 𝐿2([0, 1]), а {𝑞(𝑖, ·)}∞𝑖=0 и

{𝑝(𝑖, ·)}∞𝑖=0 — соответствующие им базисные системы пространства 𝐿2([𝑡0, 𝑇 ]) (см. п. 1 заме-
чаний 1.1), то ∆

𝑞𝑝
= ∆

𝑞𝑝
, т.е. матрица изменения базисной системы инвариантна относительно

сдвига и масштабирования.
Доказательство этого свойства следует из определения элементов матрицы ∆

𝑞𝑝
(замена пе-

ременной интегрирования).

З ам е ч а н и я 1.8.
1. Столбец матрицы изменения базисной системы ∆

𝑞𝑝
с номером 𝑗 представляет собой спект-

ральную характеристику базисной функции 𝑝(𝑗, ·) относительно базисной системы {𝑞(𝑖, ·)}∞𝑖=0:

∆
𝑞𝑝

=
[︁
S
𝑞
[𝑝(0, ·)] S

𝑞
[𝑝(1, ·)] S

𝑞
[𝑝(2, ·)] . . .

]︁
.

Строка матрицы изменения базисной системы ∆
𝑞𝑝

с номером 𝑖 — это транспонирован-

ная спектральная характеристика базисной функции 𝑞(𝑖, ·) относительно базисной системы
{𝑝(𝑖, ·)}∞𝑖=0:

∆
𝑞𝑝

=
[︁
S
𝑝
[𝑞(0, ·)]T S

𝑝
[𝑞(1, ·)]T S

𝑝
[𝑞(2, ·)]T . . .

]︁T

.

2. Преобразование спектральных характеристик обобщенных функций, связанное с изме-
нением базисной системы, проводится аналогично по формулам (1.59) и (1.60).
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3. Матрицы коэффициентов (1.16) и (1.18) линейных комбинаций блочно-импульсных
функций (1.15), определяющих функции Уолша (1.7) и функции Хаара (1.8) соответствен-
но — это матрицы изменения базисной системы, но для конечномерного случая. А выражения
(1.17) и (1.19) задают конечномерный аналог формулы (1.59). Конечномерный аналог форму-
лы (1.60) можно найти в примере 1.8.

Приведем примеры матриц изменения базисных систем.
1. Косинусоиды (1.6) и полиномы Лежандра (1.5):

∆
𝐶𝑃

=

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1 0 0 0 . . . 0 . . .

0 −4
√
6

𝜋2 0 −24
√
14

𝜋2

(︀
1− 10

𝜋2

)︀
. . . 𝑐1𝑚 . . .

0 0 3
√
10

𝜋2 0 . . . 𝑐2𝑚 . . .

0 −4
√
6

9𝜋2 0 −8
√
14

3𝜋2

(︀
1− 10

9𝜋2

)︀
. . . 𝑐3𝑚 . . .

...
...

...
... . . . ...

0 𝑐𝑚1 𝑐𝑚2 𝑐𝑚3 . . . 𝑐𝑚𝑚 . . .
...

...
...

...
... . . .

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
,

где

𝑐00 = 1, 𝑐0𝑚 = 𝑐𝑚0 = 0,

𝑐𝑚−𝑘,𝑚 =
[(−1)𝑚−𝑘 + (−1)𝑚]

√︀
2(2𝑚+ 1)

(𝑚− 𝑘)2𝜋2

⌊𝑚−1
2

⌋∑︁
𝑠=0

(−1)𝑠(𝑚+ 2𝑠+ 1)!

(2𝑠+ 1)!(𝑚− 2𝑠− 1)!(𝑚− 𝑘)2𝑠𝜋2𝑠
,

𝑐𝑚,𝑚−𝑘 =
[(−1)𝑚−𝑘 + (−1)𝑚]

√︀
2(2𝑚− 2𝑘 + 1)

𝑚2𝜋2

⌊𝑚−𝑘−1
2

⌋∑︁
𝑠=0

(−1)𝑠(𝑚− 𝑘 + 2𝑠+ 1)!

(2𝑠+ 1)!(𝑚− 𝑘 − 2𝑠− 1)!𝑚2𝑠𝜋2𝑠
,

𝑚 = 1, 2, 3, . . . , 𝑘 = 0, 1, . . . ,𝑚− 1.

Матрицу ∆
𝐶𝑃

можно получить, например, используя определение полиномов Лежандра (1.5)

и результаты примера 1.3. Из приведенных формул следует, что 𝑐𝑚−𝑘,𝑚 = 𝑐𝑚,𝑚−𝑘 = 0, если 𝑘

— нечетное число.
2. Косинусоиды (1.6) и функции Хаара (1.8):

∆
𝐶𝑋̂

=

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1 0 0 0 . . . 0 . . .

0 2
√
2

𝜋
2(
√
2−1)
𝜋

2(
√
2−1)
𝜋

. . . 𝑐1𝑠 . . .

0 0 2
𝜋

− 2
𝜋

. . . 𝑐2𝑠 . . .

0 −2
√
2

3𝜋
2(
√
2+1)
3𝜋

2(
√
2+1)
3𝜋

. . . 𝑐3𝑠 . . .
...

...
...

... . . . ...
0 𝑐𝑛1 𝑐𝑛2 𝑐𝑛3 . . . 𝑐𝑛𝑠 . . .
...

...
...

...
... . . .

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
,

где

𝑐00 = 1, 𝑐0𝑚 = 𝑐𝑚0 = 0, 𝑐𝑛,2𝑚+𝑘 = −
√

2𝑚+3

𝑛𝜋
sin

(2𝑘 + 1)𝑛𝜋

2𝑚+1

(︂
cos

𝑛𝜋

2𝑚+1
− 1

)︂
,

𝑛 = 1, 2, 3, . . . , 𝑚 = 0, 1, 2, . . . , 𝑘 = 0, 1, . . . , 2𝑚 − 1.
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3. Косинусоиды (1.6) и тригонометрические функции (1.9):

∆
𝐶𝐹

=

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1 0 0 0 . . . 0 . . .

0 8
3𝜋

0 16
15𝜋

. . . 𝑐1𝑗 . . .

0 0 1 0 . . . 𝑐2𝑗 . . .

0 − 8
5𝜋

0 16
7𝜋

. . . 𝑐3𝑗 . . .
...

...
...

... . . . ...
0 𝑐𝑖1 𝑐𝑖2 𝑐𝑖3 . . . 𝑐𝑖𝑗 . . .
...

...
...

...
... . . .

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
,

где

𝑐𝑖𝑗 =

⎧⎨⎩ 𝛿𝑖𝑗, 𝑗 = 2𝑘,

2

𝜋

(1 + (−1)𝑖+𝑗)(𝑗 + 1)

(𝑗 + 1)2 − 𝑖2
, 𝑗 = 2𝑘 − 1,

𝑖, 𝑗 = 0, 1, 2, . . . , 𝑘 = 1, 2, 3, . . .

При вычислении элементов этой матрицы использовано свойство ортонормированности
тригонометрических функций, а также то, что косинусоиды — это часть базисной системы
тригонометрических функций, ортонормированной на отрезке [−𝑇, 𝑇 ] (см. п. 2 замечаний 1.1).
Дополнительно можно отметить, что 𝑐𝑖𝑗 = 0, если 𝑖+ 𝑗 — нечетное число.

4. Функции Хаара (1.8) и функции Уолша (1.7):

∆
𝑋̂𝑊̂

=

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1 0 0 0 . . . 0 . . .

0 1 0 0 . . . 0 . . .

0 0 1√
2

1√
2

. . . 0 . . .

0 0 1√
2
− 1√

2
. . . 0 . . .

...
...

...
... . . . ...

0 0 0 0 . . . 𝑐𝑖𝑗 . . .
...

...
...

...
... . . .

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
,

где

𝑐𝑖𝑗 =
(︀
𝑋̂(𝑖, 𝑡), 𝑊̂ (𝑗, 𝑡)

)︀
𝐿2(T)

=

⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
1, 𝑖 = 𝑗 = 0 или 𝑖 = 𝑗 = 1,√︂

𝑇

2𝑚
𝑊̂𝑙

(︂
𝑙,

(2𝑘 + 1)𝑇

2𝑚+1

)︂
,

𝑖 = 2𝑚 + 𝑘,

𝑗 = 2𝑚 + 𝑙,

0 в остальных случаях,

𝑚 = 1, 2, 3, . . . , 𝑘, 𝑙 = 0, 1, . . . , 2𝑚 − 1.

Матрица ∆
𝑋̂𝑊̂

является не только ортогональной, но и симметрической:

∆
𝑋̂𝑊̂

= ∆
𝑋̂𝑊̂

−1 = ∆
𝑋̂𝑊̂

T, ∆
𝑊̂ 𝑋̂

= ∆
𝑋̂𝑊̂

,

с блочно-диагональной структурой, с блоками размеров 2× 2, 2× 2, 4× 4, 8× 8, . . . , 2𝑚 × 2𝑚,
. . . Это является следствием того, что функции с номерами 𝑖 = 0, 1 для этих базисных сис-
тем совпадают, функции с номерами 𝑖 = 2𝑚 + 𝑘, 𝑘 = 0, 1, . . . , 2𝑚 − 1, для всех 𝑚 = 1, 2, 3, . . .

связаны между собой линейными комбинациями [14,154,181].
Выше приведены матрицы изменения базисных систем, которые позволяют преобразовать
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спектральные характеристики, определенные относительно следующих пар базисных систем:

{𝑃 (𝑖, ·)}∞𝑖=0 ↔ {𝐶(𝑖, ·)}∞𝑖=0 ↔ {𝐹 (𝑖, ·)}∞𝑖=0

↕
{𝑋̂(𝑖, ·)}∞𝑖=0 ↖↘

↕ {Π̂(𝑖, ·)}𝐿−1
𝑖=0 ,

{𝑊̂ (𝑖, ·)}∞𝑖=0
↘↗

но с учетом свойства транзитивности можно получить матрицы изменения базисных систем
для любых пар базисов {𝑞(𝑖, ·)}∞𝑖=0 и {𝑝(𝑖, ·)}∞𝑖=0, приведенных в разд. 1.1. Например:

∆
𝑃 𝑊̂

= ∆
𝑃𝐶

∆
𝐶𝑋̂

∆
𝑋̂𝑊̂

= ∆
𝐶𝑃

T ∆
𝐶𝑋̂

∆
𝑋̂𝑊̂

или ∆
𝑊̂𝐹

= ∆
𝑊̂ 𝑋̂

∆
𝑋̂𝐶

∆
𝐶𝐹

= ∆
𝑋̂𝑊̂

∆
𝐶𝑋̂

T ∆
𝐶𝐹
.

1.4. Спектральные характеристики линейных операторов

Введем понятие спектральных характеристик линейных операторов. Пусть
𝒜 : 𝐷𝒜 ⊆ 𝐿2(T)→ 𝐿2(T) — линейный оператор, определенный на пространстве 𝐿2(T)

или на его некотором подпространстве, T = [𝑡0, 𝑇 ], {𝑞(𝑖, ·)}∞𝑖=0 — базис этого пространства (см.
разд. 1.1).

Бесконечная матрица 𝐴 = (𝐴𝑖𝑗), элементы которой задаются формулой

𝐴𝑖𝑗 =
(︀
𝑞(𝑖, ·),𝒜𝑞(𝑗, ·)

)︀
𝐿2(T)

=

∫︁
T

𝑞(𝑖, 𝑡)𝒜𝑞(𝑗, 𝑡)𝑑𝑡, 𝑖, 𝑗 = 0, 1, 2, . . . , (1.61)

называется спектральной характеристикой линейного оператора 𝒜.
Так же, как и в случае спектральных характеристик функций, отображение, ставящее в со-

ответствие линейному оператору его спектральную характеристику, называется спектральным
преобразованием и обозначается S:

S[𝒜] = 𝐴 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
𝐴00 𝐴01 𝐴02 . . .

𝐴10 𝐴11 𝐴12 . . .

𝐴20 𝐴21 𝐴22 . . .
...

...
... . . .

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦ ,
где числа 𝐴𝑖𝑗 задаются формулой (1.61).

Установим связь между спектральными характеристиками функций 𝑓(·) ∈ 𝐷𝒜 и 𝒜𝑓(·).

Теорема 1.6. Пусть 𝒜 — линейный оператор, определенный на пространстве 𝐿2(T) или
на его некотором подпространстве, т.е. 𝒜 : 𝐷𝒜 ⊆ 𝐿2(T)→ 𝐿2(T), 𝑓(·) ∈ 𝐷𝒜; 𝐴 и 𝐹 — спект-
ральные характеристики оператора 𝒜 и функции 𝑓(·) соответственно, определенные отно-
сительно базисной системы {𝑞(𝑖, ·)}∞𝑖=0. Тогда

S
[︀
𝒜𝑓(·)

]︀
= 𝐴𝐹. (1.62)

Доказательство. Обозначим через 𝑥(·) образ функции 𝑓(·), т.е. 𝑥(·) = 𝒜𝑓(·), и найдем
коэффициенты разложения функции 𝑥(·) по функциям базисной системы {𝑞(𝑖, ·)}∞𝑖=0. Для этого
применим формулу (1.11):

𝑋𝑖 =
(︀
𝑞(𝑖, ·), 𝑥(·)

)︀
𝐿2(T)

=
(︀
𝑞(𝑖, ·),𝒜𝑓(·)

)︀
𝐿2(T)

.
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Представим функцию 𝑓(·) в виде ряда по функциям базисной системы {𝑞(𝑖, ·)}∞𝑖=0 (см.
разд. 1.1 и формулу (1.10)) и воспользуемся линейностью оператора 𝒜. Тогда

𝑋𝑖 =

(︂
𝑞(𝑖, ·),𝒜

∞∑︁
𝑗=0

𝐹𝑗 𝑞(𝑗, ·)
)︂
𝐿2(T)

=

(︂
𝑞(𝑖, ·), lim

𝑛→∞

𝑛∑︁
𝑗=0

𝐹𝑗𝒜𝑞(𝑗, ·)
)︂
𝐿2(T)

=

= lim
𝑛→∞

𝑛∑︁
𝑗=0

(︀
𝑞(𝑖, ·),𝒜𝑞(𝑗, ·)

)︀
𝐿2(T)

𝐹𝑗 = lim
𝑛→∞

𝑛∑︁
𝑗=0

𝐴𝑖𝑗𝐹𝑗, 𝑖 = 0, 1, 2, . . .

Следовательно, по определению произведения матриц [110, 112] справедливо равенство
𝑋 = 𝐴𝐹 , где 𝑋 — спектральная характеристика функции 𝑥(·), т.е. справедливо соотношение
(1.62). J

Приведем свойства спектрального преобразования линейных операторов, определенных на
пространстве 𝐿2(T).

1. Спектральное преобразование тождественного оператора [112].
Спектральная характеристика тождественного оператора ℐ представляет собой двумерную

единичную матрицу:
S[ ℐ ] = 𝐸. (1.63)

2. Спектральное преобразование композиции операторов [112].
Спектральная характеристика композиции линейных операторов 𝒜 и ℬ равна произведе-

нию их спектральных характеристик:

S[𝒜 ∘ ℬ] = 𝐴𝐵, 𝐴 = S[𝒜], 𝐵 = S[ℬ ]. (1.64)

3. Спектральное преобразование сопряженного оператора [112].
Спектральная характеристика сопряженного оператора 𝒜* к оператору 𝒜 равна транспо-

нированной спектральной характеристике оператора 𝒜:

S[𝒜*] = 𝐴T, 𝐴 = S[𝒜]. (1.65)

4. Спектральное преобразование обратного оператора [112].
Если для линейного оператора 𝒜 существует обратный оператор 𝒜−1, то спектральная ха-

рактеристика обратного оператора равна обратной спектральной характеристике оператора𝒜:

S[𝒜−1] = 𝐴−1, 𝐴 = S[𝒜]. (1.66)

5. Спектральное преобразование коммутатора операторов [132,134].
Спектральная характеристика коммутатора линейных операторов 𝒜 и ℬ равна коммута-

тору их спектральных характеристик:

S[[𝒜,ℬ]] = [𝐴,𝐵], 𝐴 = S[𝒜], 𝐵 = S[ℬ ], (1.67)

где [𝒜,ℬ] = 𝒜 ∘ ℬ − ℬ ∘ 𝒜, [𝐴,𝐵] = 𝐴𝐵 −𝐵𝐴.

В теории управления широкое применение нашло описание линейных систем переходными
функциями, в частности импульсной переходной функцией 𝑘(·) — функцией двух переменных,
которая определяется как реакция системы на импульсное входное воздействие 𝑓(𝑡) = 𝛿(𝑡− 𝜏)

при нулевых начальных условиях [105, 209,211,220–222], где 𝑡 — текущее время, 𝜏 — момент
приложения импульсного воздействия (параметр). В спектральной форме математического
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описания для линейных систем управления применяется двумерная нестационарная переда-
точная функция — двумерная нестационарная спектральная характеристика импульсной пере-
ходной функции 𝑘(·) (см. п. 1 замечаний 1.6), причем 𝑘(·) может быть и обобщенной функцией
(см. разд. 1.2), — это бесконечная матрица 𝐴 = (𝐴𝑖𝑗), элементы которой рассчитываются по
формуле

𝐴𝑖𝑗 =
(︀
𝑞(𝑖, ·)⊗ 𝑞(𝑗, ·), 𝑘(·)

)︀
𝐿2(T2)

=

∫︁
T2

𝑞(𝑖, 𝑡)𝑞(𝑗, 𝜏)𝑘(𝑡, 𝜏)𝑑𝑡𝑑𝜏 =

=

∫︁
T

𝑞(𝑖, 𝑡)

∫︁ 𝑡

𝑡0

𝑘(𝑡, 𝜏)𝑞(𝑗, 𝜏)𝑑𝜏 𝑑𝑡, 𝑖, 𝑗 = 0, 1, 2, . . . ,

с учетом условия физической реализуемости: 𝑘(𝑡, 𝜏) = 0 при 𝑡 6 𝜏 , т.е. 𝐴 = S[𝑘(·)].
Такое название неслучайно. Для линейных стационарных систем управления импульсную

переходную функцию можно рассматривать как функцию 𝑘(𝜂) = 𝑘(𝑡− 𝜏) одной переменной
𝜂 = 𝑡− 𝜏 . Ее изображение по Лапласу называется передаточной функцией [105, 209]. Для ли-
нейных нестационарных систем управления двумерная нестационарная передаточная функция
выступает аналогом передаточной функции.

Бесконечная матрица 𝐴 является спектральной характеристикой линейного оператора

𝒜𝑓(·) =

∫︁ (·)

𝑡0

𝑘(·, 𝜏)𝑓(𝜏)𝑑𝜏 , (1.68)

который определяет выходной сигнал 𝑥(·) линейной системы управления при входном сигнале
𝑓(·) и нулевых начальных условиях [105, 220–222]. Она позволяет представить связь вход–

выход

𝑥(𝑡) =

∫︁ 𝑡

𝑡0

𝑘(𝑡, 𝜏)𝑓(𝜏)𝑑𝜏 (1.69)

для линейных систем при детерминированных воздействиях и нулевых начальных условиях в
спектральной форме математического описания:

𝑋 = 𝐴𝐹, 𝐹 = S
[︀
𝑓(·)

]︀
, 𝑋 = S

[︀
𝑥(·)

]︀
. (1.70)

Перечислим некоторые элементарные звенья линейных систем управления (на рис. 1.1 ис-
пользуется обозначение 𝑝 для оператора дифференцирования по времени) и соответствующие
им линейные операторы и импульсные переходные функции:

• усилительное звено: 𝒜𝑓(·) = 𝑎(·)𝑓(·), 𝑘(𝑡, 𝜏) = 𝑎(𝑡)𝛿(𝑡− 𝜏);

• дифференцирующее звено: 𝒟𝑓(·) = 𝑓 ′(·), 𝑘(𝑡, 𝜏) = 𝛿′(𝑡− 𝜏);

• интегрирующее звено: 𝒟−1𝑓(·) =
∫︀ (·)
𝑡0
𝑓(𝜏)𝑑𝜏 , 𝑘(𝑡, 𝜏) = 1(𝑡− 𝜏).

Рис. 1.1. Элементарные звенья линейных систем управления

Указанное выше свойство спектрального преобразования композиции операторов эквива-
лентно представлению двумерной нестационарной передаточной функции последовательного
соединения двух звеньев линейных систем управления.
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З ам е ч а н и я 1.9.
1. Нестационарная спектральная характеристика (см. п. 1 замечаний 1.2) нормальной им-

пульсной реакции, т.е. функции 𝑘(·, 𝜏) при фиксированном значении 𝜏 ∈ T, называется неста-
ционарной нормальной передаточной функцией: 𝑁𝜏 = S[𝑘(·, 𝜏)], а транспонированная нестаци-
онарная спектральная характеристика сопряженной импульсной реакции, т.е. функции 𝑘(𝑡, ·)
при фиксированном значении 𝑡 ∈ T, называется нестационарной сопряженной передаточной
функцией: 𝐻𝑡 = (S[𝑘(𝑡, ·)])T.

Они связаны с двумерной нестационарной передаточной функцией соотношениями 𝑁𝜏 =

𝐴∆𝜏 , 𝐻𝑡 = ∆T
𝑡 𝐴, где ∆𝜏 и ∆𝑡 — спектральные характеристики дельта-функции.

В частности, с помощью нестационарной сопряженной передаточной функции можно пред-
ставить связь выходного сигнала 𝑥(·) линейной системы управления и спектральной характе-
ристики 𝐹 входного сигнала 𝑓(·): 𝑥(𝑡) = 𝐻𝑡𝐹 .

2. Столбец спектральной характеристики 𝐴 линейного оператора 𝒜 с номером 𝑗 представ-
ляет собой спектральную характеристику образа базисной функции 𝑞(𝑗, ·) при применении
оператора 𝒜, т.е.

S[𝒜] = 𝐴 =
[︀
S[𝒜𝑞(0, ·)] S[𝒜𝑞(1, ·)] S[𝒜𝑞(2, ·)] . . .

]︀
.

Если использовать терминологию, принятую в теории управления [220–222], то столбец
двумерной нестационарной передаточной функции 𝐴 с номером 𝑗 — это нестационарная спект-
ральная характеристика выходного сигнала при входном сигнале 𝑞(𝑗, ·) и нулевых начальных
условиях (см. п. 1 замечаний 1.2).

3. При необходимости в обозначение спектральной характеристики линейного оператора
включается обозначение базисной системы, как и для любой двумерной спектральной харак-
теристики (см. п. 2 замечаний 1.6): 𝐴

𝑞𝑞
. Аналогичное замечание справедливо и для нестацио-

нарных нормальной и сопряженной передаточных функций.

Важный класс линейных операторов, определенных на пространстве 𝐿2(T), задается соот-
ношением

𝒜𝑓(·) =

∫︁
T

𝑘(·, 𝜏)𝑓(𝜏)𝑑𝜏 , 𝑘(·) ∈ 𝐿2(T
2). (1.71)

Они называются операторами Гильберта–Шмидта , а операторы (1.68) — операторами Воль-
терра, или интегральными операторами, 𝑘(·) — ядро оператора [21, 69]. Спектральная ха-
рактеристика такого оператора — это двумерная спектральная характеристика его ядра (см.
разд. 1.2). Из перечисленных линейных операторов оператором Гильберта–Шмидта явля-
ется только оператор интегрирования 𝒟−1, а его ядро — единичная ступенчатая функция
𝑘(𝑡, 𝜏) = 1(𝑡− 𝜏) (см. формулу (1.28)). Ее двумерная спектральная характеристика относи-
тельно полиномов Лежандра (1.5) найдена в примере 1.7.

Остальные линейные операторы также задаются в интегральной форме (1.68), но их ядра
не принадлежат пространству 𝐿2(T

2), представляя собой обобщенные функции.
Далее подробно рассмотрим операторы умножения, интегрирования и дифференцирова-

ния. Отметим, что операторы умножения ограничены, но не компактны, операторы интегри-
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рования компактны, а операторы дифференцирования неограничены.

1.5. Спектральные характеристики операторов умножения

Пусть 𝑎(·) — интегрируемая функция на отрезке T = [𝑡0, 𝑇 ], {𝑞(𝑖, ·)}∞𝑖=0 — базис простран-
ства 𝐿2(T). Оператор умножения на функцию 𝑎(·) вводится следующим образом:

𝒜𝑓(·) = 𝑎(·)𝑓(·),

где 𝑓(·) ∈ 𝐿2(T).
Бесконечная матрица 𝐴 = (𝐴𝑖𝑗), элементы которой задаются формулой

𝐴𝑖𝑗 =
(︀
𝑞(𝑖, ·), 𝑎(·)𝑞(𝑗, ·)

)︀
𝐿2(T)

=

∫︁
T

𝑎(𝑡)𝑞(𝑖, 𝑡)𝑞(𝑗, 𝑡)𝑑𝑡, 𝑖, 𝑗 = 0, 1, 2, . . . , (1.72)

называется спектральной характеристикой оператора умножения на функцию 𝑎(·), т.е.
S[𝒜] = 𝐴.

Приведем свойства спектрального преобразования операторов умножения.
1. Спектральное преобразование произведения функций одной переменной [220–222].
Спектральная характеристика произведения функций 𝑎(·)𝑓(·) равна произведению спект-

ральной характеристики 𝐴 оператора умножения на функцию 𝑎(·) и спектральной характе-
ристики 𝐹 функции 𝑓(·):

S
[︀
𝑎(·)𝑓(·)

]︀
= 𝐴𝐹, 𝐹 = S

[︀
𝑓(·)

]︀
. (1.73)

2. Умножение на константу [220–222].
Спектральная характеристика оператора умножения на константу 𝛼 ∈ R равна произве-

дению этой константы на бесконечную единичную матрицу: S[𝒜] = 𝛼𝐸, где 𝒜𝑓(·) = 𝛼𝑓(·),
𝑓(·) ∈ 𝐿2(T).

3. Симметричность [220–222].
Спектральная характеристика 𝐴 оператора умножения является симметрической матри-

цей, т.е. 𝐴 = 𝐴T (𝒜 = 𝒜* — самосопряженный оператор):

𝐴𝑖𝑗 = 𝐴𝑗𝑖, 𝑖, 𝑗 = 0, 1, 2, . . . (1.74)

4. Сдвиг и масштабирование базисной системы.
Если {𝑞(𝑖, ·)}∞𝑖=0 — базисная система пространства 𝐿2([0, 1]), а {𝑞(𝑖, ·)}∞𝑖=0 — соответствую-

щая ей базисная система пространства 𝐿2([𝑡0, 𝑇 ]) (см. п. 1 замечаний 1.1), то

𝐴
𝑞𝑞

= 𝐴
𝑞𝑞

+, (1.75)

где 𝐴
𝑞𝑞

и 𝐴
𝑞𝑞

+ — спектральные характеристики операторов умножения на функции 𝑎(𝑡) =

= 𝑎+((𝑡− 𝑡0)(𝑇 − 𝑡0)) и 𝑎+(𝑡) соответственно, что следует из определения элементов матри-
цы 𝐴 (замена переменной интегрирования). Например, при 𝑡0 = 0 и 𝑎+(𝑡) = 𝑡 имеем 𝐴

𝑞𝑞
= 𝑇 𝐴

𝑞𝑞
,

так как 𝑎(𝑡) = 𝑎+(𝑡/𝑇 ) = (1/𝑇 )𝑎+(𝑡).
Приведем примеры спектральных характеристик 𝐴 оператора умножения на функцию

𝑎1(𝑡) = 𝑡, определенных относительно различных базисных систем на отрезке T = [0, 𝑇 ] (см.
разд. 1.1).
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1. Полиномы Лежандра (1.5):

𝐴 = 𝑇 ·

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1
2

1
2
√
3

0 0 . . . 0 . . .

1
2
√
3

1
2

2
2
√
15

0
. . . 0 . . .

0 2
2
√
15

1
2

3
2
√
35

. . . ...

0 0 3
2
√
35

1
2

. . . 0 . . .
... . . . . . . . . . . . . 𝑐𝑚−1,𝑚 . . .

0 0 . . . 0 𝑐𝑚,𝑚−1 𝑐𝑚𝑚 . . .

...
...

...
...

... . . .

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
,

где

𝑐𝑚𝑚 =
1

2
, 𝑐𝑚−1,𝑚 = 𝑐𝑚,𝑚−1 =

𝑚

2
√

4𝑚2 − 1
(𝑚 > 1),

𝑐𝑚−𝑘,𝑚 = 𝑐𝑚,𝑚−𝑘 = 0 (𝑚 > 𝑘), 𝑚 = 0, 1, 2, . . . , 𝑘 = 2, 3, . . . ,𝑚.

2. Косинусоиды (1.6):

𝐴 = 𝑇 ·

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1
2

−2
√
2

𝜋2 0 −2
√
2

9𝜋2 . . . 𝑐0𝑚 . . .

−2
√
2

𝜋2
1
2

− 20
9𝜋2 0

. . . 𝑐1𝑚 . . .

0 − 20
9𝜋2

1
2

− 52
25𝜋2

. . . 𝑐2𝑚 . . .

−2
√
2

9𝜋2 0 − 52
25𝜋2

1
2

. . . 𝑐3𝑚 . . .
... . . . . . . . . . . . . ...
𝑐𝑚0 𝑐𝑚1 𝑐𝑚2 𝑐𝑚3 . . . 𝑐𝑚𝑚 . . .
...

...
...

...
... . . .

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
,

где

𝑐0𝑚 = 𝑐𝑚0 =

√
2[(−1)𝑚 − 1]

𝑚2𝜋2
, 𝑐𝑚𝑚 =

1

2
, 𝑐𝑚−𝑘,𝑚 = 𝑐𝑚,𝑚−𝑘 =

2(𝑚2 + (𝑚− 𝑘)2)[(−1)𝑘 − 1]

𝑘2(𝑘 − 2𝑚)2𝜋2
,

𝑚 = 0, 1, 2, . . . , 𝑘 = 1, 2, . . . ,𝑚− 1.

3. Функции Уолша (1.7):

𝐴 = 𝑇 ·

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1
2
−1

4
−1

8
0 . . . 𝑐0𝑖 . . .

−1
4

1
2

0 −1
8

. . . 𝑐1𝑖 . . .

−1
8

0 1
2
−1

4
. . . 𝑐2𝑖 . . .

0 −1
8
−1

4
1
2

. . . 𝑐3𝑖 . . .
...

...
...

... . . . ...
𝑐𝑖0 𝑐𝑖1 𝑐𝑖2 𝑐𝑖3 . . . 𝑐𝑖𝑖 . . .
...

...
...

...
... . . .

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
,

где

𝑐𝑖𝑗 = 𝑐𝑗𝑖 =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
1/2, 𝑖 = 𝑗,

−1/2𝑚+2, 𝑖⊕ 𝑗 = 2𝑚,

0 в остальных случаях,

𝑚, 𝑖, 𝑗 = 0, 1, 2, . . .

Здесь выражение 𝑖⊕ 𝑗 означает поразрядное сложение по модулю 2 чисел 𝑖 и 𝑗 в двоичном
представлении [163].
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Отметим, что выражение для элементов спектральной характеристики 𝐴 оператора умно-
жения на функцию 𝑎1(𝑡) = 𝑡 относительно функций Уолша {𝑊̂ (𝑖, ·)}∞𝑖=0 является следствием
мультипликативного свойства (при 𝑇 = 1 функции Уолша образуют мультипликативную груп-
пу [40]):

𝑊̂ (𝑖, 𝑡)𝑊̂ (𝑗, 𝑡) =
𝑊̂ (𝑖⊕ 𝑗, 𝑡)√

𝑇
. (1.76)

Это свойство может быть использовано для выражения спектральных характеристик опе-
раторов умножения на произвольные функции 𝑎(·) ∈ 𝐿2(T) через спектральные характерис-
тики этих функций.

4. Функции Хаара (1.8):

𝐴 = 𝑇 ·

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1
2

−1
4
− 1

8
√
2
− 1

8
√
2

. . . 𝑐0𝑛 . . .

−1
4

1
2

− 1
8
√
2

1
8
√
2

. . . 𝑐1𝑛 . . .

− 1
8
√
2
− 1

8
√
2

1
4

0 . . . 𝑐2𝑛 . . .

− 1
8
√
2

1
8
√
2

0 3
4

. . . 𝑐3𝑛 . . .
...

...
...

... . . . ...
𝑐𝑛0 𝑐𝑛1 𝑐𝑛2 𝑐𝑛3 . . . 𝑐𝑛𝑛 . . .
...

...
...

...
... . . .

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
,

где

𝑐00 = 𝑐11 =
1

2
, 𝑐0,2𝑠+𝑘 = 𝑐2𝑠+𝑘,0 = − 1

4
√

23𝑠
, 𝑐2𝑠+𝑘,2𝑚(2𝑠+𝑘)+𝑙 = 𝑐2𝑚(2𝑠+𝑘)+𝑙,2𝑠+𝑘 = − 1

2𝑠+2
√

23𝑚
,

𝑐2𝑠+𝑘,2𝑚(2𝑠+𝑘)+2𝑚−1+𝑙 = 𝑐2𝑚(2𝑠+𝑘)+2𝑚−1+𝑙,2𝑠+𝑘 =
1

2𝑠+2
√

23𝑚
,

𝑐2(2𝑠+𝑘),2(2𝑠+𝑘) = 𝑐2𝑠+𝑘,2𝑠+𝑘 −
1

2𝑠+2
, 𝑐2(2𝑠+𝑘)+𝑙,2(2𝑠+𝑘)+𝑙 = 𝑐2𝑠+𝑘,2𝑠+𝑘 +

1

2𝑠+2
,

𝑐𝑛𝑠 = 0 в остальных случаях, 𝑛, 𝑠 = 0, 1, 2, . . . ,

𝑚 = 1, 2, 3, . . . , 𝑘 = 0, 1, . . . , 2𝑠 − 1, 𝑙 = 0, 1, . . . , 2𝑚−1 − 1.

В приведенных соотношениях учтено, что произведение двух функций Хаара — это либо
нуль, либо функция Хаара с весовым (числовым) коэффициентом, либо линейная комбинация
функций Хаара [210].

5. Тригонометрические функции (1.9):

𝐴 = 𝑇 ·

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1
2
−

√
2

2𝜋
0 −

√
2

4𝜋
. . . 𝑐0𝑛 . . .

−
√
2

2𝜋
1
2
− 1

4𝜋
0

. . . 𝑐1𝑛 . . .

0 − 1
4𝜋

1
2
− 2

3𝜋

. . . 𝑐2𝑛 . . .

−
√
2

4𝜋
0 − 2

3𝜋
1
2

. . . 𝑐3𝑛 . . .
... . . . . . . . . . . . . ...
𝑐𝑛0 𝑐𝑛1 𝑐𝑛2 𝑐𝑛3 . . . 𝑐𝑛𝑛 . . .
...

...
...

...
... . . .

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
,

где

𝑐𝑛𝑛 =
1

2
, 𝑐0,2𝑘 = 𝑐2𝑘,0 = −

√
2

2𝑘𝜋
,
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𝑐2𝑘,2𝑙−1 = 𝑐2𝑙−1,2𝑘 =
𝑙

(𝑘2 − 𝑙2)𝜋
(𝑘 ̸= 𝑙), 𝑐2𝑘,2𝑘−1 = 𝑐2𝑘−1,2𝑘 = − 1

2(𝑘 + 2)𝜋
,

𝑐𝑛𝑠 = 0 в остальных случаях, 𝑛, 𝑠 = 0, 1, 2, . . . , 𝑘, 𝑙 = 1, 2, 3, . . .

Нетрудно видеть (см. примеры 1.2 и 1.3, а также замечание 1.3), что столбец спектральной
характеристики 𝐴 с номером 𝑗 = 0 отличается от спектральной характеристики 𝐹 функции
𝑓1(𝑡) = 𝑡 числовым коэффициентом

√
𝑇 , а при 𝑇 = 1 совпадает с ней.

Функции одной переменной 𝑎(·) ∈ 𝐿2(T) можно поставить в соответствие две спектраль-
ные характеристики. Во-первых, спектральную характеристику S[𝑎(·)] = 𝐹 — бесконечную
матрицу-столбец, а во-вторых, спектральную характеристику оператора умножения 𝒜 на эту
функцию — бесконечную (плоскую) матрицу, т.е. S[𝒜] = 𝐴. Эти спектральные характеристики
связаны линейным отображением, которое задается бесконечной трехмерной (пространствен-
ной) матрицей.

Введем понятие спектральной характеристики билинейного оператора умножения функ-
ций, которая и задает линейное отображение пространства спектральных характеристик функ-
ций одной переменной в пространство спектральных характеристик операторов умножения на
эти функции для конкретной базисной системы {𝑞(𝑖, ·)}∞𝑖=0 пространства 𝐿2(T). Бесконечная
трехмерная матрица 𝑉 = (𝑉𝑖𝑗𝑘), элементы которой определяются формулой

𝑉𝑖𝑗𝑘 =
(︀
𝑞(𝑖, ·), 𝑞(𝑗, ·)𝑞(𝑘, ·)

)︀
𝐿2(T)

=

∫︁
T

𝑞(𝑖, 𝑡)𝑞(𝑗, 𝑡)𝑞(𝑘, 𝑡)𝑑𝑡, 𝑖, 𝑗, 𝑘 = 0, 1, 2, . . . , (1.77)

называется спектральной характеристикой оператора умножения функций.

З ам е ч а н и я 1.10.
1. В работах [220–222] бесконечная матрица 𝐴 называется двумерной нестационарной пе-

редаточной функцией усилительного звена, бесконечная трехмерная матрица 𝑉 — трехмерной
нестационарной передаточной функцией множительного звена (см. рис. 1.2). Они определяют-
ся относительно базисной системы, заданной на нестационарном отрезке T (см. п. 1 замечаний
1.2 и 1.6).

Рис. 1.2. Множительное звено

2. Как и для спектральных характеристик функций и линейных операторов (см. п. 2 за-
мечаний 1.2, 1.6 и п. 3 замечаний 1.9), в обозначение спектральной характеристики оператора
умножения функций может быть включено обозначение базисной системы, если это требует-
ся: 𝑉

𝑞𝑞𝑞
.

3. Простое (однократное) сечение матрицы 𝑉 , например полученное при фиксированном
значении индекса 𝑘, представляет собой спектральную характеристику оператора умножения
на базисную функцию 𝑞(𝑘, ·).
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Двукратное сечение матрицы 𝑉 , например полученное при фиксированных значениях ин-
дексов 𝑖 и 𝑗, представляет собой спектральную характеристику произведения базисных функ-
ций 𝑞(𝑖, ·)𝑞(𝑗, ·).

4. Поскольку спектральная характеристика 𝑉 оператора умножения функций образова-
на спектральными характеристиками попарных произведений функций {𝑞(𝑖, ·)}∞𝑖=0, условие
принадлежности этих функций пространству 𝐿2(T) можно усилить и потребовать, чтобы
𝑞2(𝑖, ·) ∈ 𝐿2(T), или 𝑞(𝑖, ·) ∈ 𝐿4(T), т.е.∫︁

T

𝑞4(𝑖, 𝑡)𝑑𝑡 <∞, 𝑖 = 0, 1, 2, . . . ,

причем для базисных систем (1.5)– (1.9) это условие справедливо. Тогда 𝑞(𝑖, ·)𝑞(𝑗, ·) ∈ 𝐿2(T),
𝑖, 𝑗 = 0, 1, 2, . . . , что следует из неравенства Коши–Буняковского [21,69]:

‖𝑞(𝑖, ·)𝑞(𝑗, ·)‖2𝐿2(T)
=

(︀
𝑞2(𝑖, ·), 𝑞2(𝑗, ·)

)︀
𝐿2(T)

6 ‖𝑞2(𝑖, ·)‖𝐿2(T)‖𝑞2(𝑗, ·)‖𝐿2(T),

и это обеспечивает выполнение условия

lim
𝑛→∞

⃦⃦⃦⃦
𝑞(𝑖, ·)𝑞(𝑗, ·)−

𝑛∑︁
𝑘=0

𝑉𝑖𝑗𝑘 𝑞(𝑘, ·)
⃦⃦⃦⃦
𝐿2(T)

= 0, т.е. 𝑞(𝑖, ·)𝑞(𝑗, ·) =
∞∑︁
𝑘=0

𝑉𝑖𝑗𝑘 𝑞(𝑘, ·).

Для выполнения условия 𝑎(·)𝑓(·) ∈ 𝐿2(T) при произвольной функции 𝑓(·) ∈ 𝐿2(T) доста-
точно, чтобы функция 𝑎(·) была ограниченной [270, 326]. Если 𝑎(·) ∈ 𝐿2(T), то нужно сужать
область определения оператора умножения.

5. Далее в утверждениях и примерах требуется умножать бесконечную трехмерную матри-
цу на бесконечную матрицу-столбец либо на бесконечную плоскую матрицу. Теория конечных
многомерных матриц детально изложена в работе [218], в частности в ней определено и умно-
жение многомерных матриц. В контексте применения спектральной формы математическо-
го описания умножение рассмотрено в монографиях [107, 112, 177]. Вообще говоря, операцию
умножения для многомерных матриц можно определить различными способами, количество
которых растет с увеличением размерностей сомножителей.

Далее используется умножение трехмерной матрицы 𝑉 = (𝑉𝑖𝑗𝑘) и матрицы-столбца
𝐹 = (𝐹𝑘), результат которого — плоская матрица 𝐴 = (𝐴𝑖𝑗):

𝐴𝑖𝑗 =
∞∑︁
𝑘=0

𝑉𝑖𝑗𝑘𝐹𝑘, 𝑖, 𝑗 = 0, 1, 2, . . . ,

а также умножение трехмерной матрицы 𝑉 = (𝑉𝑖𝑗𝑘) и плоской матрицы 𝐴 = (𝐴𝑖𝑗), результат
которого — матрица-столбец 𝐹 = (𝐹𝑖):

𝐹𝑖 =
∞∑︁

𝑗,𝑘=0

𝑉𝑖𝑗𝑘𝐴𝑗𝑘, 𝑖 = 0, 1, 2, . . .

Ограничимся обозначениями 𝐴 = 𝑉 𝐹 и 𝐹 = 𝑉 𝐴, так как другие способы умножения да-
лее не используются и конкретная формула умножения определятся размерностью второго
сомножителя.

Теорема 1.7 (см. [163]) Пусть 𝐴 — спектральная характеристика оператора умноже-
ния на функцию 𝑎(·) ∈ 𝐿2(T), 𝐹 — спектральная характеристика функции 𝑎(·), 𝑉 — спект-
ральная характеристика оператора умножения функций. Спектральные характеристики 𝐴,
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𝐹 и 𝑉 определены относительно базисной системы {𝑞(𝑖, ·)}∞𝑖=0. Тогда спектральные характе-
ристики 𝐴 и 𝐹 связаны соотношением

𝐴 = 𝑉 𝐹. (1.78)

Теорема 1.8 (см. [163]) Пусть 𝐴 — двумерная спектральная характеристика функции
𝑎(·) ∈ 𝐿2(T

2) и при почти всех 𝑡 ∈ T

𝑓(𝑡) = 𝑎(𝑡, 𝑡) =
∞∑︁

𝑗,𝑘=0

𝐴𝑗𝑘 𝑞(𝑗, 𝑡)𝑞(𝑘, 𝑡),

𝐹 — спектральная характеристика функции 𝑓(·), 𝑉 — спектральная характеристика опе-
ратора умножения функций. Спектральные характеристики 𝐴, 𝐹 и 𝑉 определены относи-
тельно базисной системы {𝑞(𝑖, ·)}∞𝑖=0. Тогда спектральные характеристики 𝐴 и 𝐹 связаны
соотношением

𝐹 = 𝑉 𝐴. (1.79)

Укажем свойства спектральных характеристик оператора умножения функций.
1. Спектральное преобразование произведения функций одной переменной [220–222].
Спектральная характеристика произведения функций 𝑓(·)𝑔(·) равна произведению спект-

ральной характеристики 𝑉 оператора умножения функций и спектральных характеристик 𝐹 ,
𝐺 функций 𝑓(·), 𝑔(·) соответственно:

S
[︀
𝑓(·)𝑔(·)

]︀
= (𝑉 𝐹 )𝐺 = (𝑉 𝐺)𝐹, 𝐹 = S

[︀
𝑓(·)

]︀
, 𝐺 = S

[︀
𝑔(·)

]︀
, (1.80)

что следует из формулы (1.73) и теоремы 1.7.
2. Симметричность [220–222].
Спектральная характеристика 𝑉 оператора умножения функций является симметрической

матрицей относительно любой пары индексов:

𝑉𝑖𝑗𝑘 = 𝑉𝑗𝑘𝑖 = 𝑉𝑘𝑖𝑗 = 𝑉𝑖𝑘𝑗 = 𝑉𝑘𝑗𝑖 = 𝑉𝑗𝑖𝑘, 𝑖, 𝑗, 𝑘 = 0, 1, 2, . . . , (1.81)

поскольку любое простое сечение спектральной характеристики 𝑉 — это симметрическая мат-
рица (см. п. 3 замечаний 1.10).

3. Сдвиг и масштабирование базисной системы.
Если {𝑞(𝑖, ·)}∞𝑖=0 — базисная система пространства 𝐿2([0, 1]), а {𝑞(𝑖, ·)}∞𝑖=0 — соответствую-

щая ей базисная система пространства 𝐿2([𝑡0, 𝑇 ]) (см. п. 1 замечаний 1.1), то

𝑉
𝑞𝑞𝑞

=
1√

𝑇 − 𝑡0
𝑉
𝑞𝑞𝑞
, (1.82)

что следует из определения элементов матрицы 𝑉 (замена переменной интегрирования).

На основе свойств (1.73) и (1.80) спектрального преобразования произведения функций
одной переменной сформулируем следующую теорему.

Теорема 1.9. Пусть выполнены условия теоремы 1.7 и задана функция 𝑔(·) : T×R→ R:

𝑔(𝑡, 𝑥) = 𝑐𝛾(𝑡)𝑥
𝛾 + . . .+ 𝑐1(𝑡)𝑥+ 𝑐0(𝑡), 𝛾 ∈ N,

где 𝑐0(·), 𝑐1(·), . . . , 𝑐𝛾(·) — интегрируемые функции. Кроме того, 𝐶0 — спектральная характе-
ристика функции 𝑐0(·) и 𝐶0, 𝐶1, . . . , 𝐶𝛾 — спектральные характеристики операторов умно-
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жения на соответствующие функции 𝑐0(·), 𝑐1(·), . . . , 𝑐𝛾(·), определенные относительно базис-
ной системы {𝑞(𝑖, ·)}∞𝑖=0. Тогда спектральная характеристика 𝐺̃ сложной функции 𝑔(·, 𝑎(·))
имеет вид

𝐺̃ = 𝐶𝛾𝐴
𝛾−1𝐹 + . . .+ 𝐶1𝐹 + 𝐶0 = 𝐶𝛾(𝑉 𝐹 )𝛾−1𝐹 + . . .+ 𝐶1𝐹 + 𝐶0 (1.83)

при условии 𝑔(·, 𝑎(·)) ∈ 𝐿2(T), а спектральная характеристика 𝐺 оператора умножения на
функцию 𝑔(·, 𝑎(·)) представляется в форме

𝐺 = 𝐶𝛾𝐴
𝛾 + . . .+ 𝐶1𝐴+ 𝐶0 = 𝐶𝛾(𝑉 𝐹 )𝛾 + . . .+ 𝐶1(𝑉 𝐹 ) + 𝐶0. (1.84)

Доказательство. Согласно теореме 1.7 для спектральной характеристики оператора умно-
жения 𝒜 на функцию 𝑎(·) справедливо равенство 𝐴 = 𝑉 𝐹 , аналогично 𝐶0 = 𝑉 𝐶0. Оператор
умножения 𝒜𝑙 на функцию 𝑎𝑙(·) — это композиция 𝑙 линейных операторов 𝒜 и можно приме-
нить свойство (1.64) спектрального преобразования композиции операторов для выражения
ее спектральной характеристики 𝐴𝑙:

𝐴𝑙 = (𝑉 𝐹 )𝑙, 𝑙 = 1, . . . , 𝛾.

Найдем спектральную характеристику 𝐺̃ сложной функции 𝑔(·, 𝑎(·)), применяя свойство
линейности (1.24), свойство (1.64) спектрального преобразования композиции операторов и
свойство (1.73) спектрального преобразования произведения функций одной переменной:

𝐺̃ = S
[︀
𝑐𝛾(·)𝑎(·)𝛾 + . . .+ 𝑐1(·)𝑎(·) + 𝑐0(·)

]︀
= S

[︀
𝑐𝛾(·)𝑎(·)𝛾−1𝑎(·)

]︀
+ . . .+ S

[︀
𝑐1(·)𝑎(·)

]︀
+ S

[︀
𝑐0(·)

]︀
=

= 𝐶𝛾𝐴
𝛾−1𝐹 + . . .+ 𝐶1𝐹 + 𝐶0 = 𝐶𝛾(𝑉 𝐹 )𝛾−1𝐹 + . . .+ 𝐶1𝐹 + 𝐶0.

Чтобы выразить спектральную характеристику 𝐺 оператора умножения на функцию
𝑔(·, 𝑎(·)), применим формулу (1.78). Тогда 𝐺 = 𝑉 𝐺̃ = 𝑉 𝐶𝛾𝐴

𝛾−1𝐹 + . . .+ 𝑉 𝐶1𝐹 + 𝑉 𝐶0, где сла-
гаемое 𝑉 𝐶𝑙𝐴

𝑙−1𝐹 — это спектральная характеристика оператора умножения на функцию
𝑐𝑙(·)𝑎𝑙(·), 𝑙 = 1, . . . , 𝛾, т.е. 𝐺 = 𝐶𝛾𝐴

𝛾 + . . .+ 𝐶1𝐴+ 𝐶0.
Таким образом, справедливы формулы (1.83) и (1.84). J

Приведем примеры спектральных характеристик 𝑉 оператора умножения функций,
определенных относительно различных базисных систем на отрезке T = [0, 𝑇 ] (см. разд. 1.1).

Общая формула имеет вид

𝑉 = (𝑉𝑖𝑗𝑘), 𝑉𝑖𝑗𝑘 =
1√
𝑇
𝑐𝑖𝑗𝑘,

а далее она конкретизируется для каждой базисной системы.
1. Полиномы Лежандра (1.5):

𝑐𝑖𝑗𝑘 =
√︀

(2𝑖+1)(2𝑗+1)(2𝑘+1)
(𝑖+ 𝑗 − 𝑘 − 1)!!

(𝑖+ 𝑗 − 𝑘)!!

(𝑗 + 𝑘 − 𝑖− 1)!!

(𝑗 + 𝑘 − 𝑖)!!
(𝑘 + 𝑖− 𝑗 − 1)!!

(𝑘 + 𝑖− 𝑗)!!
(𝑖+ 𝑗 + 𝑘)!!

(𝑖+ 𝑗 + 𝑘 + 1)!!
,

если 𝑖+ 𝑗 + 𝑘 — четное число и |𝑖− 𝑗| 6 𝑘 6 𝑖+ 𝑗, и 𝑐𝑖𝑗𝑘 = 0 в остальных случаях [298].
2. Косинусоиды (1.6):

𝑐𝑖𝑗𝑘 =

⎧⎪⎨⎪⎩
1√︀

1 + (𝑖 > 0)(𝑗 > 0)(𝑘 > 0)
, |𝑖− 𝑗| = 𝑘 или 𝑖+ 𝑗 = 𝑘,

0 в остальных случаях,
𝑖, 𝑗, 𝑘 = 0, 1, 2, . . .

Здесь (𝑖 > 0) = 0 при 𝑖 = 0 и (𝑖 > 0) = 1 при 𝑖 > 0, что можно записать как (𝑖 > 0) = 1− 𝛿𝑖0,
где 𝛿𝑖0 — символ Кронекера (1.4). Аналогично для выражений (𝑗 > 0) и (𝑘 > 0).
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3. Функции Уолша (1.7):

𝑐𝑖𝑗𝑘 =

{︃
1, 𝑖⊕ 𝑗 ⊕ 𝑘 = 0,

0, 𝑖⊕ 𝑗 ⊕ 𝑘 ̸= 0,
𝑖, 𝑗, 𝑘 = 0, 1, 2, . . .

4. Функции Хаара (1.8):

𝑐00𝑘 = 𝑐11𝑘 = 𝛿𝑘0, 𝑐0,2𝑠+ℎ,𝑘 = 𝑐2𝑠+ℎ,0,𝑘 = 𝛿2𝑠+ℎ,𝑘,

𝑐2𝑠+ℎ,2𝑚(2𝑠+ℎ)+𝑙,𝑘 = 𝑐2𝑚(2𝑠+ℎ)+𝑙,2𝑠+ℎ,𝑘 =
√

2𝑠𝑐0,2𝑚(2𝑠+ℎ)+𝑙,𝑘,

𝑐2𝑠+ℎ,2𝑚(2𝑠+ℎ)+2𝑚−1+𝑙,𝑘 = 𝑐2𝑚(2𝑠+ℎ)+2𝑚−1+𝑙,2𝑠+ℎ,𝑘 = −
√

2𝑠𝑐0,2𝑚(2𝑠+ℎ)+2𝑚−1+𝑙,𝑘,

𝑐2(2𝑠+ℎ),2(2𝑠+ℎ),𝑘 = 𝑐2𝑠+ℎ,2𝑠+ℎ,𝑘 −
√

2𝑠𝑐0,2𝑠+ℎ,𝑘, 𝑐2(2𝑠+ℎ)+𝑙,2(2𝑠+ℎ)+𝑙,𝑘 = 𝑐2𝑠+ℎ,2𝑠+ℎ,𝑘 +
√

2𝑠𝑐0,2𝑠+ℎ,𝑘,

𝑐𝑛𝑠𝑘 = 0 в остальных случаях, 𝑘, 𝑛, 𝑠 = 0, 1, 2, . . . ,

𝑚 = 1, 2, 3, . . . , ℎ = 0, 1, . . . , 2𝑠 − 1, 𝑙 = 0, 1, . . . , 2𝑚−1 − 1,

где 𝛿𝑘0 и 𝛿2𝑠+ℎ,𝑘 — символы Кронекера (1.4).
5. Тригонометрические функции (1.9):

𝑐𝑖𝑗𝑘 = 𝑐𝑗𝑖𝑘 =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝛿𝑗𝑘, 𝑖 = 0,√︀
1 + 𝛿𝑖𝑗 𝛿𝑗−𝑖,𝑘 + 𝛿𝑖+𝑗,𝑘√

2
, 𝑖 = 2𝑛,

𝛿𝑖+𝑗,𝑘 − 𝛿𝑗−𝑖−2,𝑘√
2

, 𝑖 = 2𝑛− 1 и 𝑗 = 2𝑙,√︀
1 + 𝛿𝑖𝑗 𝛿𝑗−𝑖,𝑘 − 𝛿𝑖+𝑗+2,𝑘√

2
, 𝑖 = 2𝑛− 1 и 𝑗 = 2𝑙 − 1,

𝑖, 𝑘 = 0, 1, 2, . . . ,

𝑗 = 𝑖, 𝑖+ 1, 𝑖+ 2, . . . ,

𝑛, 𝑙 = 1, 2, 3, . . .

Пример 1.10. Найти спектральные характеристики 𝐴𝑛 операторов умножения на функ-
ции 𝑎𝑛(𝑡) = 𝑡𝑛, 𝑛 = 1, 2, 3, . . . , относительно полиномов Лежандра (1.5), заданных на отрезке
T = [0, 𝑇 ].

� Как и в примере 1.2, воспользуемся следующим представлением для полиномов Лежанд-
ра (1.5):

𝑃 (𝑖, 𝑡) =

√︂
2𝑖+ 1

𝑇
𝑃𝑖

(︂
2𝑡

𝑇
− 1

)︂
,

где {𝑃𝑖(·)}∞𝑖=0 — ненормированные полиномы Лежандра, ортогональные на отрезке [−1, 1], и
рекуррентным соотношением для них:

𝑡𝑃 (𝑖, 𝑡) =
𝑇

2

[︂
𝑖+ 1√︀

(2𝑖+ 1)(2𝑖+ 3)
𝑃 (𝑖+ 1, 𝑡) + 𝑃 (𝑖, 𝑡) +

𝑖√︀
(2𝑖− 1)(2𝑖+ 1)

𝑃 (𝑖− 1, 𝑡)

]︂
.

Умножим левую и правую части этого соотношения на 𝑡𝑛−1𝑃 (𝑗, 𝑡) и проинтегрируем по
отрезку T: ∫︁

T

𝑡𝑛𝑃 (𝑖, 𝑡)𝑃 (𝑗, 𝑡)𝑑𝑡 =
𝑇

2

[︂
𝑖+ 1√︀

(2𝑖+ 1)(2𝑖+ 3)

∫︁
T

𝑡𝑛−1𝑃 (𝑖+ 1, 𝑡)𝑃 (𝑗, 𝑡)𝑑𝑡+

+

∫︁
T

𝑡𝑛−1𝑃 (𝑖, 𝑡)𝑃 (𝑗, 𝑡)𝑑𝑡+
𝑖√︀

(2𝑖− 1)(2𝑖+ 1)

∫︁
T

𝑡𝑛−1𝑃 (𝑖− 1, 𝑡)𝑃 (𝑗, 𝑡)𝑑𝑡

]︂
.

Элементы спектральной характеристики 𝐴𝑛 оператора умножения на функцию 𝑎𝑛(𝑡) = 𝑡𝑛

задаются формулой (1.72):

𝐴𝑛𝑖𝑗 =
(︀
𝑞(𝑖, ·), 𝑎𝑛(·)𝑞(𝑗, ·)

)︀
𝐿2(T)

=

∫︁
T

𝑡𝑛𝑃 (𝑖, 𝑡)𝑃 (𝑗, 𝑡)𝑑𝑡, 𝑖, 𝑗 = 0, 1, 2, . . . ,
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следовательно,

𝐴𝑛𝑖𝑗 =
𝑇

2

[︂
𝑖+ 1√︀

(2𝑖+ 1)(2𝑖+ 3)
𝐴𝑛−1
𝑖+1,𝑗 + 𝐴𝑛−1

𝑖𝑗 +
𝑖√︀

(2𝑖− 1)(2𝑖+ 1)
𝐴𝑛−1
𝑖−1,𝑗

]︂
,

где спектральная характеристика 𝐴0 оператора умножения на функцию 𝑎0(𝑡) ≡ 1 — это бес-
конечная единичная матрица: 𝐴0 = 𝐸.

Такое рекуррентное соотношение позволяет получить искомые спектральные характерис-
тики 𝐴𝑛. Для сокращения вычислений целесообразно использовать свойство симметричности
(1.74): 𝐴𝑛𝑖𝑗 = 𝐴𝑛𝑗𝑖. Кроме того, структура рекуррентного соотношения указывает на то, что
матрица 𝐴𝑛 является (2𝑛+ 1)-диагональной, т.е. 𝐴 = 𝐴1 — трехдиагональная матрица, 𝐴2 —

пятидиагональная матрица, 𝐴3 — семидиагональная матрица и т.д. Это означает, что 𝐴𝑛𝑖𝑗 = 0

при |𝑖− 𝑗| > 𝑛. �

1.6. Спектральные характеристики операторов интегрирования

Рассмотрим операторы интегрирования. Пусть 𝒟−1 — оператор интегрирования, опреде-
ленный на пространстве 𝐿2(T):

𝒟−1𝑓(·) =

∫︁ (·)

𝑡0

𝑓(𝜏)𝑑𝜏 ,

где 𝑓(·) ∈ 𝐿2(T), а система функций {𝑞(𝑖, ·)}∞𝑖=0 — базис пространства 𝐿2(T).
Бесконечная матрица 𝑃−1 = (𝑃−1

𝑖𝑗 ), элементы которой определяются формулой

𝑃−1
𝑖𝑗 =

(︂
𝑞(𝑖, ·),

∫︁ (·)

𝑡0

𝑞(𝑗, 𝜏)𝑑𝜏

)︂
𝐿2(T)

=

∫︁
T

𝑞(𝑖, 𝑡)

∫︁ 𝑡

𝑡0

𝑞(𝑗, 𝜏)𝑑𝜏 𝑑𝑡, 𝑖, 𝑗 = 0, 1, 2, . . . , (1.85)

называется спектральной характеристикой оператора интегрирования: S[𝒟−1] = 𝑃−1.
По свойству спектрального преобразования композиции операторов (см. разд. 1.4) можно

записать:

𝒟−𝑘𝑓(·) =

∫︁ (·)

𝑡0

. . .

∫︁ 𝜏2

𝑡0

𝑓(𝜏1)𝑑𝜏1 . . . 𝑑𝜏𝑘, S[𝒟−𝑘] = 𝑃−𝑘 = 𝑃−1 . . . 𝑃−1⏟  ⏞  
𝑘 сомножителей

, 𝑘 ∈ N.

Отметим некоторые свойства спектрального преобразования операторов интегрирования.
1. Спектральное преобразование интегралов от функций одной переменной [220–222].
Спектральная характеристика первообразной функции 𝑓(·) равна произведению спект-

ральной характеристики 𝑃−1 оператора интегрирования 𝒟−1 и спектральной характеристики
𝐹 функции 𝑓(·):

S
[︂ ∫︁ (·)

𝑡0

𝑓(𝜏)𝑑𝜏

]︂
= 𝑃−1𝐹, 𝐹 = S

[︀
𝑓(·)

]︀
. (1.86)

Спектральная характеристика повторного интеграла кратности 𝑘 от функции 𝑓(·) равна
произведению 𝑘-й степени спектральной характеристики 𝑃−1 оператора интегрирования 𝒟−1

и спектральной характеристики 𝐹 функции 𝑓(·):

S
[︂ ∫︁ (·)

𝑡0

. . .

∫︁ 𝜏2

𝑡0

𝑓(𝜏1)𝑑𝜏1 . . . 𝑑𝜏𝑘

]︂
= 𝑃−𝑘𝐹, 𝐹 = S

[︀
𝑓(·)

]︀
.

2. Связь спектральных характеристик оператора интегрирования и сопряженного с ним.
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Спектральная характеристика 𝑃−1 оператора интегрирования 𝒟−1 удовлетворяет соотно-
шению

𝑃−1 + [𝑃−1]T = Λ = 1 · 1T, (1.87)

где [𝑃−1]T — спектральная характеристика оператора, сопряженного с оператором интегриро-
вания 𝒟−1, 1 — спектральная характеристика функции 𝑓0(𝑡) ≡ 1.

Доказательство. По определению (1.85) для элементов спектральной характеристики 𝑃−1

имеем

𝑃−1
𝑖𝑗 + 𝑃−1

𝑗𝑖 =

∫︁
T

𝑞(𝑖, 𝑡)

∫︁ 𝑡

𝑡0

𝑞(𝑗, 𝜏)𝑑𝜏 𝑑𝑡+

∫︁
T

𝑞(𝑗, 𝑡)

∫︁ 𝑡

𝑡0

𝑞(𝑖, 𝜏)𝑑𝜏 𝑑𝑡 =

=

∫︁
T2

𝑞(𝑖, 𝑡)𝑞(𝑗, 𝜏)1(𝑡− 𝜏)𝑑𝑡𝑑𝜏 +

∫︁
T2

𝑞(𝑗, 𝑡)𝑞(𝑖, 𝜏)1(𝑡− 𝜏)𝑑𝑡𝑑𝜏 =

=

∫︁
T2

𝑞(𝑖, 𝑡)𝑞(𝑗, 𝜏)1(𝑡− 𝜏)𝑑𝑡𝑑𝜏 +

∫︁
T2

𝑞(𝑖, 𝑡)𝑞(𝑗, 𝜏)1(𝜏 − 𝑡)𝑑𝑡𝑑𝜏 =

=

∫︁
T2

𝑞(𝑖, 𝑡)𝑞(𝑗, 𝜏)𝑑𝑡𝑑𝜏 =

∫︁
T

𝑞(𝑖, 𝑡)𝑑𝑡

∫︁
T

𝑞(𝑗, 𝑡)𝑑𝑡 = Λ𝑖𝑗,

где 1(𝑡− 𝜏) — единичная ступенчатая функция (1.28), Λ𝑖𝑗 = 1𝑖1𝑗, 𝑖, 𝑗 = 0, 1, 2, . . . , а 1𝑖 — эле-
менты спектральной характеристики 1:

1𝑖 =

∫︁
T

𝑞(𝑖, 𝑡)𝑑𝑡, 𝑖 = 0, 1, 2, . . .

Переходя к матричным обозначениям, получаем 𝑃−1 + [𝑃−1]T = Λ, где Λ — симметрическая
матрица Λ = 1 · 1T. J

3. Сдвиг и масштабирование базисной системы.
Если {𝑞(𝑖, ·)}∞𝑖=0 — базисная система пространства 𝐿2([0, 1]), а {𝑞(𝑖, ·)}∞𝑖=0 — соответствую-

щая ей базисная система пространства 𝐿2([𝑡0, 𝑇 ]) (см. п. 1 замечаний 1.1), то

𝑃
𝑞𝑞

−1 = (𝑇 − 𝑡0)𝑃
𝑞𝑞

−1, (1.88)

где 𝑃
𝑞𝑞

−1 и 𝑃
𝑞𝑞

−1 — спектральные характеристики операторов интегрирования при условии, что
нижний предел совпадает с левой границей отрезка, на котором задана соответствующая ба-
зисная система. Это следует из определения элементов матрицы 𝑃−1 (замена переменной ин-
тегрирования).

З ам е ч а н и я 1.11.
1. В работах [220–222] бесконечная матрица 𝑃−1 называется двумерной нестационарной пе-

редаточной функцией интегрирующего звена. В общем случае она определяется относительно
базисной системы, заданной на нестационарном отрезке T (см. п. 1 замечаний 1.2 и 1.6).

2. Для базисных систем (1.5)– (1.9) в примере 1.6 найдена матрица Λ — двумерная спект-
ральная характеристика функции 𝑓(𝑡, 𝜏) ≡ 1:

Λ = 1 · 1T =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
𝑇 0 0 . . .

0 0 0 . . .

0 0 0 . . .
...

...
... . . .

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦ = 𝑇 ·

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
1 0 0 . . .

0 0 0 . . .

0 0 0 . . .
...

...
... . . .

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦ .
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Отсюда следует, что спектральную характеристику 𝑃−1 оператора интегрирования можно
представить в виде [151]

𝑃−1 =
1

2
Λ + 𝑃−1, (1.89)

где 𝑃−1 — кососимметрическая матрица: [𝑃−1]T = −𝑃−1, которая отличается от матрицы 𝑃−1

только тем, что 𝑃−1
00 = 0. В этом можно убедиться на примерах спектральных характеристик

𝑃−1 оператора интегрирования, определенных относительно полиномов Лежандра (1.5), ко-
синусоид (1.6), функций Уолша (1.7), функций Хаара (1.8) и тригонометрических функций
(1.9), которые указаны далее.

Более того, формула (1.89) соответствует разложению матрицы на симметрическую и ко-
сосимметрическую. Она верна для произвольной базисной системы {𝑞(𝑖, ·)}∞𝑖=0.

Приведем примеры спектральных характеристик 𝑃−1 оператора интегрирования, опре-
деленных относительно различных базисных систем на отрезке T = [0, 𝑇 ] (см. разд. 1.1).

1. Полиномы Лежандра (1.5):

𝑃−1 = 𝑇 ·

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1
2
− 1

2
√
3

0 0 . . . 0 . . .

1
2
√
3

0 − 1
2
√
15

0
. . . 0 . . .

0 1
2
√
15

0 − 1
2
√
35

. . . ...

0 0 1
2
√
35

0
. . . 0 . . .

... . . . . . . . . . . . . 𝑐𝑚−1,𝑚 . . .

0 0 . . . 0 𝑐𝑚,𝑚−1 0 . . .

...
...

...
...

... . . .

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
,

где

𝑐00 =
1

2
, 𝑐𝑚−1,𝑚 = −𝑐𝑚,𝑚−1 = − 1

2
√

4𝑚2 − 1
, 𝑐𝑚−𝑘,𝑚 = 𝑐𝑚,𝑚−𝑘 = 0,

𝑚 = 1, 2, 3, . . . , 𝑘 = 0, 2, 3, . . . ,𝑚.

2. Косинусоиды (1.6):

𝑃−1 = 𝑇 ·

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1
2

2
√
2

𝜋2 0 2
√
2

9𝜋2 . . . 𝑐0𝑚 . . .

−2
√
2

𝜋2 0 4
3𝜋2 0 . . . 𝑐1𝑚 . . .

0 − 4
3𝜋2 0 4

5𝜋2 . . . 𝑐2𝑚 . . .

−2
√
2

9𝜋2 0 − 4
5𝜋2 0 . . . 𝑐3𝑚 . . .

...
...

...
... . . . ...

𝑐𝑚0 𝑐𝑚1 𝑐𝑚2 𝑐𝑚3 . . . 𝑐𝑚𝑚 . . .
...

...
...

...
... . . .

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
,

где

𝑐00 =
1

2
, 𝑐0𝑚 = −𝑐𝑚0 =

√
2(1− (−1)𝑚)

𝑚2𝜋2
, 𝑐𝑚𝑚 = 0,

𝑐𝑚−𝑘,𝑚 = −𝑐𝑚,𝑚−𝑘 =
2(1− (−1)𝑘)

𝑘(2𝑚− 𝑘)𝜋2
, 𝑚 = 1, 2, 3, . . . , 𝑘 = 1, 2, . . . ,𝑚− 1.
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3. Функции Уолша (1.7):

𝑃−1 = 𝑇 ·

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1
2

1
4

1
8

0 . . . 𝑐0𝑚 . . .

−1
4

0 0 1
8

. . . 𝑐1𝑚 . . .

−1
8

0 0 0 . . . 𝑐2𝑚 . . .

0 −1
8

0 0 . . . 𝑐3𝑚 . . .
...

...
...

... . . . ...
𝑐𝑚0 𝑐𝑚1 𝑐𝑚2 𝑐𝑚3 . . . 𝑐𝑚𝑚 . . .
...

...
...

...
... . . .

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
,

где

𝑐00 =
1

2
, 𝑐𝑘,2𝑚+𝑘 = −𝑐2𝑚+𝑘,𝑘 =

1

2𝑚+2
, 𝑐𝑚𝑙 = 0 в остальных случаях,

𝑚, 𝑙 = 0, 1, 2, . . . , 𝑘 = 0, 1, . . . , 2𝑚 − 1.

4. Функции Хаара (1.8):

𝑃−1 = 𝑇 ·

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1
2

1
4

√
2

16

√
2

16
. . . 𝑐0𝑚 . . .

−1
4

0
√
2

16
−

√
2

16
. . . 𝑐1𝑚 . . .

−
√
2

16
−

√
2

16
0 0 . . . 𝑐2𝑚 . . .

−
√
2

16

√
2

16
0 0 . . . 𝑐3𝑚 . . .

...
...

...
... . . . ...

𝑐𝑚0 𝑐𝑚1 𝑐𝑚2 𝑐𝑚3 . . . 𝑐𝑚𝑚 . . .
...

...
...

...
... . . .

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
,

где

𝑐00 =
1

2
, 𝑐0,2𝑠+𝑘 = −𝑐2𝑠+𝑘,0 =

√
2𝑠

22(𝑠+1)
,

𝑐2𝑠+𝑘,2𝑚(2𝑠+𝑘)+𝑙 = −𝑐2𝑠+𝑘,2𝑚(2𝑠+𝑘)+2𝑚−1+𝑙 = −𝑐2𝑚(2𝑠+𝑘)+𝑙,2𝑠+𝑘 = 𝑐2𝑚(2𝑠+𝑘)+2𝑚−1+𝑙,2𝑠+𝑘 =

√
2𝑚

22(𝑚+1)+𝑠
,

𝑐𝑛𝑠 = 0 в остальных случаях, 𝑛, 𝑠 = 0, 1, 2, . . . , 𝑚 = 1, 2, 3, . . . ,

𝑘 = 0, 1, . . . , 2𝑠 − 1, 𝑙 = 0, 1, . . . , 2𝑚−1 − 1.

5. Тригонометрические функции (1.9):

𝑃−1 = 𝑇 ·

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1
2

√
2

2𝜋
0

√
2

4𝜋
. . . 𝑐0𝑚 . . .

−
√
2

2𝜋
0 1

2𝜋
0 . . . 0 . . .

0 − 1
2𝜋

0 0 . . .
...

−
√
2

4𝜋
0 0 0 . . . 0 . . .

...
...

...
... . . . 𝑐𝑚−1,𝑚 . . .

𝑐𝑚0 0 . . . 0 𝑐𝑚,𝑚−1 0 . . .

...
...

...
...

... . . .

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
,

где

𝑐00 =
1

2
, 𝑐0𝑚 = −𝑐𝑚0 =

√
2

(𝑚+ 1)𝜋
, 𝑐𝑙−1,𝑙 = −𝑐𝑙,𝑙−1 =

1

𝑙𝜋
,

𝑐𝑛𝑠 = 0 в остальных случаях, 𝑛, 𝑠 = 0, 1, 2, . . . , 𝑘 = 1, 2, 3, . . . , 𝑚 = 2𝑘 − 1, 𝑙 = 2𝑘.
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Отметим, что столбцы спектральных характеристик 𝐴 оператора умножения на функцию
𝑎1(𝑡) = 𝑡 (см. примеры спектральных характеристик 𝐴) и 𝑃−1 с номером 𝑗 = 0 совпадают.
Эти столбцы — спектральные характеристики 𝐹 функции 𝑓1(𝑡) = 𝑡 с точностью до числового
коэффициента

√
𝑇 (см. примеры 1.2 и 1.3, а также замечание 1.3).

Пример 1.11. Выразить спектральные характеристики𝐻 и𝑀 двух линейных операторов
ℋ иℳ, определенных выражениями

ℋ𝑔(·) =

∫︁ (·)

0

𝜏 𝑔(𝜏)𝑑𝜏 , ℳ𝑔(·) = (·)
∫︁ (·)

0

𝑔(𝜏)𝑑𝜏 , 𝑔(·) ∈ 𝐿2(T),

через спектральные характеристики операторов умножения и интегрирования относительно
произвольной базисной системы, ортонормированной на отрезке T = [0, 𝑇 ].

� Элементы спектральных характеристик 𝐻 и 𝑀 операторов ℋ и ℳ соответственно за-
даются формулой (1.72):

𝐻𝑖𝑗 =
(︀
𝑞(𝑖, ·),ℋ𝑞(𝑗, ·)

)︀
𝐿2(T)

=

∫︁
T

𝑞(𝑖, 𝑡)

∫︁ 𝑡

0

𝜏 𝑞(𝑗, 𝜏)𝑑𝜏 𝑑𝑡,

𝑀𝑖𝑗 =
(︀
𝑞(𝑖, ·),ℳ𝑞(𝑗, ·)

)︀
𝐿2(T)

=

∫︁
T

𝑞(𝑖, 𝑡)𝑡

∫︁ 𝑡

0

𝑞(𝑗, 𝜏)𝑑𝜏 𝑑𝑡, 𝑖, 𝑗 = 0, 1, 2, . . . ,

где {𝑞(𝑖, ·)}∞𝑖=0 — базисная система пространства 𝐿2(T).
Оператор ℋ является композицией оператора интегрирования 𝒟−1 и оператора умножения

𝒜 на функцию 𝑎1(𝑡) = 𝑡, а операторℳ — композицией оператора умножения 𝒜 на функцию
𝑎1(𝑡) = 𝑡 и оператора интегрирования 𝒟−1 (см. разд. 1.4– 1.6):

ℋ = 𝒟−1 ∘ 𝒜, ℳ = 𝒜 ∘ 𝒟−1.

Согласно свойству (1.64) спектрального преобразования композиции операторов спектраль-
ные характеристики 𝐻 и 𝑀 выражаются через произведения спектральных характеристик
𝑃−1 и 𝐴 операторов 𝒟−1 и 𝒜 соответственно, определенных относительно базисной системы
{𝑞(𝑖, ·)}∞𝑖=0:

S[ℋ] = 𝐻 = 𝑃−1𝐴, S[ℳ] = 𝑀 = 𝐴𝑃−1.

Отметим, что справедливо представление

ℋ𝑔(·) =

∫︁
T

ℎ(·, 𝜏)𝑔(𝜏)𝑑𝜏 , ℳ𝑔(·) =

∫︁
T

𝑚(·, 𝜏)𝑔(𝜏)𝑑𝜏 ,

в котором ℎ(𝑡, 𝜏) = 𝜏 1(𝑡− 𝜏) и 𝑚(𝑡, 𝜏) = 𝑡1(𝑡− 𝜏), и спектральные характеристики 𝐻 и 𝑀 —

это двумерные спектральные характеристики функций ℎ(·) и 𝑚(·). Например, относительно
функций Уолша (1.7) и функции Хаара (1.8) они найдены в примере 1.8. �

Пример 1.12. Выразить спектральную характеристику 𝐿 линейного оператора ℒ, задан-
ного формулой

ℒ𝑔(·) =

∫︁ (·)

0

(︀
(·)− 𝜏

)︀
𝑔(𝜏)𝑑𝜏 , 𝑔(·) ∈ 𝐿2(T),

через спектральную характеристику оператора интегрирования относительно произвольной
базисной системы, ортонормированной на отрезке T = [0, 𝑇 ].

� Оператор ℒ можно задать следующим образом:

ℒ𝑔(·) =

∫︁
T

𝑙(·, 𝜏)𝑔(𝜏)𝑑𝜏 ,
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где 𝑙(𝑡, 𝜏) = (𝑡− 𝜏)1(𝑡− 𝜏).
Пользуясь результатом примера 1.11, имеем

𝑙(𝑡, 𝜏) = 𝑚(𝑡, 𝜏)− ℎ(𝑡, 𝜏), ℎ(𝑡, 𝜏) = 𝜏 1(𝑡− 𝜏), 𝑚(𝑡, 𝜏) = 𝑡1(𝑡− 𝜏),

что соответствует равенству ℒ =ℳ−ℋ = 𝒜∘𝒟−1−𝒟−1 ∘𝒜 = [𝒜,𝒟−1], поэтому спектральная
характеристика 𝐿 оператора ℒ может быть представлена по свойству линейности (1.47) как

𝐿 = 𝑀 −𝐻 = 𝐴𝑃−1 − 𝑃−1𝐴 = [𝐴,𝑃−1],

где 𝑃−1 и 𝐴 — спектральные характеристики оператора дифференцирования 𝒟−1 и оператора
умножения 𝒜 на функцию 𝑎1(𝑡) = 𝑡 соответственно, определенные относительно базисной сис-
темы {𝑞(𝑖, ·)}∞𝑖=0 пространства 𝐿2(T). Обозначение [𝒜,𝒟−1] отвечает коммутатору линейных
операторов, а [𝐴,𝑃−1] — коммутатору их спектральных характеристик (см. разд. 1.4).

Далее представим спектральную характеристику 𝐿 только с помощью матрицы 𝑃−1. Для
этого покажем, что 𝑙(·) — это импульсная переходная функция, соответствующая двум по-
следовательно соединенным интегрирующим звеньям (см. разд. 1.4). Рассмотрим линейное
дифференциальное уравнение второго порядка: 𝑥′′(𝑡) = 𝑔(𝑡), по отношению к которому им-
пульсная переходная функция определяется как решение задачи Коши для соответствующего
линейного однородного дифференциального уравнения с ненулевыми начальными значения-
ми [105]: 𝑘′′(𝑡) = 0, 𝑘(𝜏+) = 0, 𝑘′(𝜏+) = 1.

Общее решение линейного однородного уравнения [115], очевидно, 𝑘(𝑡) = 𝐶1 + 𝐶2 𝑡, 𝐶1,

𝐶2 ∈ R. Из начальных значений находим 𝐶1 = 𝐶1(𝜏) = −𝜏 , 𝐶2 = 𝐶2(𝜏) ≡ 1, следовательно,
𝑘(𝑡, 𝜏) = 𝑡− 𝜏 , 𝑡 > 𝜏 , с учетом условия физической реализуемости: 𝑘(𝑡, 𝜏) = 0 при 𝑡 6 𝜏 , т.е.
𝑘(𝑡, 𝜏) = 𝑙(𝑡, 𝜏).

Далее остается применить свойство (1.64) спектрального преобразования композиции опе-
раторов и записать, что

𝐿 = S
[︀
𝑙(·)

]︀
, 𝐿 = 𝑃−2 = [𝑃−1]2,

т.е. ℒ = 𝒟−2 = 𝒟−1 ∘ 𝒟−1.
Дополнительно найдем явные формулы для элементов спектральной характеристики 𝐿,

выбирая в качестве базисной системы {𝑞(𝑖, ·)}∞𝑖=0 полиномы Лежандра (1.5) и косинусоиды
(1.6), заданные на отрезке T = [0, 𝑇 ].

Начнем с полиномов Лежандра. Матрица 𝑃−1 для них является трехдиагональной (см.
примеры спектральных характеристик 𝑃−1 и пример 1.7), поэтому 𝑃−2 — пятидиагональная
матрица:

(𝑃−2)𝑚𝑚 =
∞∑︁
𝑘=0

𝑃−1
𝑚𝑘𝑃

−1
𝑘𝑚 =

{︃
𝑃−1
00 𝑃

−1
00 + 𝑃−1

01 𝑃
−1
10 , 𝑚 = 0,

𝑃−1
𝑚,𝑚−1𝑃

−1
𝑚−1,𝑚 + 𝑃−1

𝑚,𝑚+1𝑃
−1
𝑚+1,𝑚, 𝑚 > 0,

=

{︃
(𝑃−1

00 )2 − (𝑃−1
01 )2, 𝑚 = 0,

−(𝑃−1
𝑚,𝑚−1)

2 − (𝑃−1
𝑚,𝑚+1)

2, 𝑚 > 0,

(𝑃−2)𝑚,𝑚−1 =
∞∑︁
𝑘=0

𝑃−1
𝑚𝑘𝑃

−1
𝑘,𝑚−1 =

{︃
𝑃−1
10 𝑃

−1
00 , 𝑚 = 1,

0, 𝑚 > 1,
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(𝑃−2)𝑚−1,𝑚 =
∞∑︁
𝑘=0

𝑃−1
𝑚−1,𝑘𝑃

−1
𝑘𝑚 =

{︃
𝑃−1
00 𝑃

−1
01 , 𝑚 = 1,

0, 𝑚 > 1,

(𝑃−2)𝑚,𝑚−2 =
∞∑︁
𝑘=0

𝑃−1
𝑚𝑘𝑃

−1
𝑘,𝑚−2 = 𝑃−1

𝑚,𝑚−1𝑃
−1
𝑚−1,𝑚−2, 𝑚 > 2,

(𝑃−2)𝑚−2,𝑚 =
∞∑︁
𝑘=0

𝑃−1
𝑚−2,𝑘𝑃

−1
𝑘,𝑚 = 𝑃−1

𝑚−2,𝑚−1𝑃
−1
𝑚−1,𝑚, 𝑚 > 2,

так как за исключением

𝑃−1
00 =

𝑇

2
, 𝑃−1

𝑚−1,𝑚 = −𝑃−1
𝑚,𝑚−1 = −𝑇 1

2
√

4𝑚2 − 1
, 𝑚 = 1, 2, 3, . . . ,

остальные элементы матрицы 𝑃−1 нулевые.
Таким образом, учитывая выражения для элементов матрицы 𝑃−1, находим

𝑃−2 = 𝑇 2 ·

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1
6

− 1
4
√
3

1
4
√
3
√
15

0 . . . 0 . . .

1
4
√
3

− 1
10

0 1
4
√
15

√
35

. . . ...
1

4
√
3
√
15

0 − 1
42

0
. . . 0 . . .

0 1
4
√
15

√
35

0 − 1
90

. . . 𝑐𝑚−2,𝑚 . . .
... . . . . . . . . . . . . 0 . . .

0 . . . 0 𝑐𝑚,𝑚−2 0 𝑐𝑚𝑚 . . .

...
...

...
...

... . . .

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
,

где

𝑐00 =
1

6
, 𝑐𝑚𝑚 = − 1

2(2𝑚− 1)(2𝑚+ 3)
(𝑚 > 1),

𝑐01 = −𝑐10 = − 1

4
√

3
, 𝑐𝑚−1,𝑚 = 𝑐𝑚,𝑚−1 = 0 (𝑚 > 2),

𝑐𝑚−2,𝑚 = 𝑐𝑚,𝑚−2 =
1

4
√︀

[4(𝑚− 1)2 − 1](4𝑚2 − 1)
(𝑚 > 2),

𝑐𝑚−𝑘,𝑚 = 𝑐𝑚,𝑚−𝑘 = 0 (𝑚 > 3), 𝑚 = 1, 2, 3, . . . , 𝑘 = 3, 4, . . . ,𝑚.

Перейдем к косинусоидам. Структура матрицы 𝑃−1 для них (см. примеры спектральных
характеристик 𝑃−1) указывает на то, что применять такой же подход, как в случае полиномов
Лежандра, довольно сложно, так как придется находить суммы рядов. Наиболее оптимальный
вариант — использовать определение (1.61):

𝑃−2
𝑖𝑗 =

(︂
𝑞(𝑖, ·),

∫︁ (·)

0

∫︁ 𝜏2

0

𝑞(𝑗, 𝜏1)𝑑𝜏1𝑑𝜏2

)︂
𝐿2(T)

=

∫︁
T

𝑞(𝑖, 𝑡)

∫︁ 𝑡

0

∫︁ 𝜏2

0

𝑞(𝑗, 𝜏1)𝑑𝜏1𝑑𝜏2𝑑𝑡, 𝑖, 𝑗 = 0, 1, 2, . . .

При 𝑖 = 𝑗 = 0 достаточно воспользоваться приведенным выше результатом (базисные
функции систем (1.5) и (1.6) с номером 𝑖 = 0 совпадают):

𝑃−2
00 =

𝑇 2

6
.

Найдем результат повторного интегрирования базисной функции с номером 𝑗 = 0:∫︁ 𝑡

0

∫︁ 𝜏2

0

𝐶(0, 𝜏1)𝑑𝜏1𝑑𝜏2 =

√︂
1

𝑇

∫︁ 𝑡

0

∫︁ 𝜏2

0

𝑑𝜏1𝑑𝜏2 =

√︂
1

𝑇

∫︁ 𝑡

0

𝜏2𝑑𝜏2 =

√︂
1

𝑇

𝑡2

2
,

поэтому при 𝑖 > 0

𝑃−2
𝑖0 =

1

2

√︂
1

𝑇

√︂
2

𝑇

∫︁
T

cos
𝑗𝜋𝑡

𝑇
𝑡2𝑑𝑡 = 𝑇 2

√
2(−1)𝑖

𝑖2𝜋2
,
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что следует из примера 1.3.
Далее запишем результат повторного интегрирования базисной функции с номером 𝑗 > 0:∫︁ 𝑡

0

∫︁ 𝜏2

0

𝐶(𝑗, 𝜏1)𝑑𝜏1𝑑𝜏2 =

√︂
2

𝑇

∫︁ 𝑡

0

∫︁ 𝜏2

0

cos
𝑗𝜋𝜏1
𝑇

𝑑𝜏1𝑑𝜏2 =

=

√︂
2

𝑇

𝑇

𝑗𝜋

∫︁ 𝑡

0

sin
𝑗𝜋𝜏2
𝑇

𝑑𝜏2 =

√︂
2

𝑇

𝑇 2

𝑗2𝜋2

(︂
1− cos

𝑗𝜋𝑡

𝑇

)︂
=

𝑇 2

𝑗2𝜋2

(︀√
2𝐶(0, 𝑡)− 𝐶(𝑗, 𝑡)

)︀
,

тогда при 𝑖 > 0 с учетом равенства (1.3) получаем

𝑃−2
𝑖𝑗 =

∫︁
T

𝐶(𝑖, 𝑡)
𝑇 2

𝑗2𝜋2

(︀√
2𝐶(0, 𝑡)− 𝐶(𝑗, 𝑡)

)︀
𝑑𝑡 =

=
𝑇 2

𝑗2𝜋2

(︂√
2

∫︁
T

𝐶(𝑖, 𝑡)𝐶(0, 𝑡)𝑑𝑡−
∫︁
T

𝐶(𝑖, 𝑡)𝐶(𝑗, 𝑡)𝑑𝑡

)︂
=

𝑇 2

𝑗2𝜋2
(
√

2𝛿𝑖0 − 𝛿𝑖𝑗),

где 𝛿𝑖0 и 𝛿𝑖𝑗 — символы Кронекера (1.4).
Следовательно,

𝑃−2 = 𝑇 2 ·

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1
6

√
2

𝜋2

√
2

4𝜋2

√
2

9𝜋2 . . . 𝑐0𝑖 . . .

−
√
2

𝜋2 − 1
𝜋2 0 0 . . . 0 . . .

√
2

4𝜋2 0 − 1
4𝜋2 0 0

−
√
2

9𝜋2 0 0 − 1
9𝜋2

. . . 0
...

... . . . . . . 0 . . .

𝑐𝑖0 0 . . . . . . 0 𝑐𝑖𝑖
...

...
... . . .

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
,

где

𝑐00 =
1

6
, 𝑐0𝑖 =

√
2

𝑖2𝜋2
, 𝑐𝑖0 =

√
2(−1)𝑖

𝑖2𝜋2
, 𝑐𝑖𝑖 = − 1

𝑖2𝜋2
,

𝑐𝑖𝑗 = 0 в остальных случаях, 𝑖, 𝑗 = 1, 2, 3, . . . �

Пример 1.13. Найти спектральную характеристику 𝑋 интеграла

𝑥(𝑡) =

∫︁ 𝑡

0

𝑓𝑛−1(𝜏)𝑑𝜏 , 𝑓𝑛(𝑡) = 𝑡𝑛,

используя свойство спектрального преобразования интегралов от функций одной переменной
и полиномы Лежандра (1.5), заданные на отрезке T = [0, 𝑇 ].

� Согласно свойству (1.86) спектрального преобразования интегралов от функций одной
переменной имеем

𝑋 = 𝑃−1𝐹 𝑛−1,

где 𝑃−1 — спектральная характеристика оператора интегрирования. При выборе полиномов
Лежандра (1.5) это трехдиагональная матрица с ненулевыми элементами:

𝑃−1
00 =

𝑇

2
, 𝑃−1

𝑚−1,𝑚 = −𝑃−1
𝑚,𝑚−1 = −𝑇 1

2
√

4𝑚2 − 1
, 𝑚 = 1, 2, 3, . . . ,

а 𝐹 𝑛 — спектральная характеристика функции 𝑓𝑛(𝑡) = 𝑡𝑛 (см. пример 1.2).
Следовательно,

𝑋𝑖 =
∞∑︁
𝑗=0

𝑃−1
𝑖𝑗 𝐹

𝑛−1
𝑗 =

{︃
𝑃−1
00 𝐹

𝑛−1
0 + 𝑃−1

01 𝐹
𝑛−1
1 , 𝑖 = 0,

𝑃−1
𝑖,𝑖−1𝐹

𝑛−1
𝑖−1 + 𝑃−1

𝑖,𝑖+1𝐹
𝑛−1
𝑖+1 , 𝑖 = 1, 2, . . . ,
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или с учетом выражений для элементов матрицы 𝑃−1:

𝑋𝑖 =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
𝑇

2

[︂
𝐹 𝑛−1
0 − 1√

3
𝐹 𝑛−1
1

]︂
, 𝑖 = 0,

𝑇

2

[︂
𝐹 𝑛−1
𝑖−1√︀

(2𝑖− 1)(2𝑖+ 1)
−

𝐹 𝑛−1
𝑖+1√︀

(2𝑖+ 1)(2𝑖+ 3)

]︂
, 𝑖 = 1, 2, . . .

Принимая во внимание, что 𝑛𝑥(𝑡) = 𝑓𝑛(𝑡) = 𝑡𝑛, получаем рекуррентную формулу для эле-
ментов 𝐹 𝑛

𝑖 :

𝐹 𝑛
𝑖 =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
𝑇 𝑛

2

[︂
𝐹 𝑛−1
0 − 1√

3
𝐹 𝑛−1
1

]︂
, 𝑖 = 0,

𝑇 𝑛

2
√

2𝑖+ 1

[︂
𝐹 𝑛−1
𝑖−1√

2𝑖− 1
−

𝐹 𝑛−1
𝑖+1√

2𝑖+ 3

]︂
, 𝑖 = 1, 2, . . . ,

которая может быть использована для нахождения спектральной характеристики 𝐹 𝑛 наряду
с формулами, полученными в примере 1.2. �

В заключительной части этого раздела обобщим один из результатов примера 1.12. Сфор-
мулируем и докажем следующую теорему.

Теорема 1.10. Пусть 𝐴 — спектральная характеристика оператора умножения на
функцию 𝑎1(𝑡) = 𝑡− 𝑡0 и 𝑃−1 — спектральная характеристика оператора интегрирова-
ния. Спектральные характеристики 𝐴 и 𝑃−1 определены относительно базисной системы
{𝑞(𝑖, ·)}∞𝑖=0 пространства 𝐿2(T). Тогда спектральная характеристика 𝑃−𝑛 = [𝑃−1]𝑛, 𝑛 = 2, 3,

4, . . . , представляется в виде

𝑃−𝑛 =
1

𝑛− 1
[𝐴,𝑃−(𝑛−1)] =

1

(𝑛− 1)!

𝑛−1∑︁
𝑖=0

(−1)𝑖𝐶𝑖
𝑛−1𝐴

𝑛−𝑖−1𝑃−1𝐴𝑖, (1.90)

где [𝐴,𝑃−(𝑛−1)] — коммутатор (1.67) спектральных характеристик линейных операторов,
𝐶𝑖
𝑛−1 — биномиальный коэффициент.

Доказательство. Определим функцию

𝑘(𝑡, 𝜏) =
(𝑡− 𝜏)𝑛−1

(𝑛− 1)!
1(𝑡− 𝜏),

которая является решением задачи Коши для линейного однородного дифференциального
уравнения с ненулевыми начальными значениями [105]:

𝑘(𝑛)(𝑡) = 0, 𝑘(𝑖)(𝜏+) =

{︃
0, 𝑖 = 0, 1, . . . , 𝑛− 2,

1, 𝑖 = 𝑛− 1,

и удовлетворяет условию физической реализуемости: 𝑘(𝑡, 𝜏) = 0 при 𝑡 6 𝜏 , т.е. это импульс-
ная переходная функция, соответствующая 𝑛 последовательно соединенным интегрирующим
звеньям.

На основе выражения

(𝑡− 𝜏)𝑛−1 =
𝑛−1∑︁
𝑖=0

𝐶𝑖
𝑛−1 𝑡

𝑛−𝑖−1 (−𝜏)𝑖 =
𝑛−1∑︁
𝑖=0

(−1)𝑖𝐶𝑖
𝑛−1 𝑡

𝑛−𝑖−1𝜏 𝑖

и того, что 𝑡− 𝜏 = 𝑡− 𝑡0 − (𝜏 − 𝑡0), получаем представление для линейного оператора 𝒟−𝑛 со
спектральной характеристикой 𝑃−𝑛 (см. формулу (1.68)):

𝒟−𝑛𝑔(·) =

∫︁
T

𝑘(·, 𝜏)𝑔(𝜏)𝑑𝜏 =

∫︁
T

1

(𝑛− 1)!

𝑛−1∑︁
𝑖=0

(−1)𝑖𝐶𝑖
𝑛−1

(︀
(·)− 𝑡0

)︀𝑛−𝑖−1
(𝜏 − 𝑡0)𝑖1

(︀
(·)− 𝜏

)︀
𝑔(𝜏)𝑑𝜏 =
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=
1

(𝑛− 1)!

𝑛−1∑︁
𝑖=0

(−1)𝑖
(︀
(·)− 𝑡0

)︀𝑛−𝑖−1
∫︁ (·)

𝑡0

𝐶𝑖
𝑛−1 (𝜏 − 𝑡0)𝑖𝑔(𝜏)𝑑𝜏 , 𝑔(·) ∈ 𝐿2(T),

где каждое слагаемое в правой части задает композицию оператора интегрирования 𝒟−1 и
оператора умножения 𝒜 на функцию 𝑎1(𝑡) = 𝑡− 𝑡0:

𝒟−𝑛 =
1

(𝑛− 1)!

𝑛−1∑︁
𝑖=0

(−1)𝑖𝐶𝑖
𝑛−1𝒜𝑛−𝑖−1 ∘ 𝒟−1 ∘ 𝒜𝑖.

Тогда по свойству линейности (1.47) и свойству (1.64) спектрального преобразования ком-
позиции операторов получаем

𝑃−𝑛 =
1

(𝑛− 1)!

𝑛−1∑︁
𝑖=0

(−1)𝑖𝐶𝑖
𝑛−1𝐴

𝑛−𝑖−1𝑃−1𝐴𝑖.

Кроме того, (𝑡− 𝜏)𝑛−1/(𝑛− 1)! = (𝑡− 𝜏)𝑛−2(𝑡− 𝜏)/(𝑛− 2)!(𝑛− 1), следовательно,

𝒟−𝑛𝑔(·) =

∫︁
T

1

𝑛− 1

((·)− 𝜏)𝑛−2

(𝑛− 2)!

(︀
(·)− 𝜏

)︀
1
(︀
(·)− 𝜏

)︀
𝑔(𝜏)𝑑𝜏 =

=
1

𝑛− 1

(︀
(·)− 𝑡0

)︀ ∫︁ (·)

𝑡0

((·)− 𝜏)𝑛−2

(𝑛− 2)!
𝑔(𝜏)𝑑𝜏 − 1

𝑛− 1

∫︁ (·)

𝑡0

((·)− 𝜏)𝑛−2

(𝑛− 2)!
(𝜏 − 𝑡0)𝑔(𝜏)𝑑𝜏 .

Первое слагаемое в правой части полученного равенства с точностью до постоянного мно-
жителя задает композицию оператора умножения 𝒜 и оператора интегрирования 𝒟−(𝑛−1), а
второе слагаемое — композицию оператора интегрирования 𝒟−(𝑛−1) и оператора умножения
𝒜 (см. также пример 1.11):

𝒟−𝑛 =
1

𝑛− 1
𝒜 ∘ 𝒟−(𝑛−1) − 1

𝑛− 1
𝒟−(𝑛−1) ∘ 𝒜 =

1

𝑛− 1
[𝒜,𝒟−(𝑛−1)].

Отсюда следует (см. также статью [134]), что

𝑃−𝑛 =
1

𝑛− 1
𝐴𝑃−(𝑛−1) − 1

𝑛− 1
𝑃−(𝑛−1)𝐴 =

1

𝑛− 1
[𝐴,𝑃−(𝑛−1)],

т.е. получаем соотношение (1.90). J

Теорема 1.10 позволяет записать следующие формулы:

𝑃−2 = 𝐴𝑃−1 − 𝑃−1𝐴, 𝑃−3 =
1

2
𝐴2𝑃−1 − 𝐴𝑃−1𝐴+

1

2
𝑃−1𝐴2,

𝑃−4 =
1

6
𝐴3𝑃−1 − 1

2
𝐴2𝑃−1𝐴+

1

2
𝐴𝑃−1𝐴2 − 1

6
𝑃−1𝐴3, . . .

(1.91)

1.7. Спектральные характеристики операторов дифференцирования

Рассмотрим операторы дифференцирования. Пусть 𝒟 — оператор дифференцирования,
определенный на пространстве 𝐿2(T) (вопросы, связанные с областью определения оператора
дифференцирования, обсуждаются далее по тексту):

𝒟𝑓(·) = 𝑓 ′(·),

где 𝑓(·) ∈ 𝐿2(T), а система функций {𝑞(𝑖, ·)}∞𝑖=0 — базис пространства 𝐿2(T).
Бесконечная матрица 𝒫 = (𝒫𝑖𝑗), элементы которой задаются формулой

𝒫𝑖𝑗 =
(︀
𝑞(𝑖, ·), 𝑞′(𝑗, ·)

)︀
𝐿2(T)

=

∫︁
T

𝑞(𝑖, 𝑡)𝑞′(𝑗, 𝑡)𝑑𝑡, 𝑖, 𝑗 = 0, 1, 2, . . . , (1.92)

называется спектральной характеристикой оператора дифференцирования: S[𝒟] = 𝒫 .
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Используя свойство (1.64) спектрального преобразования композиции операторов, получа-
ем

𝒟𝑘𝑓(·) = 𝑓 (𝑘)(·), S[𝒟𝑘] = 𝒫𝑘, 𝑘 ∈ N.

Перечислим некоторые свойства спектрального преобразования операторов дифференци-
рования.

1. Спектральное преобразование производных функций одной переменной [220–222].
Спектральная характеристика производной функции 𝑓(·) равна произведению спектраль-

ной характеристики 𝒫 оператора дифференцирования 𝒟 и спектральной характеристики 𝐹

функции 𝑓(·):
S
[︀
𝑓 ′(·)

]︀
= 𝒫𝐹, 𝐹 = S

[︀
𝑓(·)

]︀
. (1.93)

Спектральная характеристика производной функции 𝑓(·) порядка 𝑘 равна произведению
𝑘-й степени спектральной характеристики 𝒫 оператора дифференцирования 𝒟 и спектральной
характеристики 𝐹 функции 𝑓(·):

S
[︀
𝑓 (𝑘)(·)

]︀
= 𝒫𝑘𝐹, 𝐹 = S

[︀
𝑓(·)

]︀
.

2. Вырожденность.
Оператор дифференцирования 𝒟 не является инъективным, так как (𝑓(𝑡) + 𝑐)′ = 𝑓 ′(𝑡)

∀ 𝑐 ∈ R, поэтому соответствующая ему спектральная характеристика 𝒫 — вырожденная мат-
рица.

Действительно, с одной стороны, по свойству линейности (1.24) имеем S[(𝑓(·) + 𝑐)′] =

= 𝒫 (𝐹 + 𝑐1) = 𝒫𝐹 + 𝑐𝒫1, где 1 — спектральная характеристика функции 𝑓0(𝑡) ≡ 1, опре-
деленная относительно базисной системы {𝑞(𝑖, ·)}∞𝑖=0, а с другой стороны, S[(𝑓(·) + 𝑐)′] =

= S
[︀
𝑓 ′(·)

]︀
= 𝒫𝐹 , т.е. 𝒫1 = 𝑂̄— бесконечная нулевая матрица-столбец. Это означает, что столб-

цы матрицы 𝒫 линейно зависимы, так как 1 ̸= 𝑂̄.
Для базисных систем (1.5)– (1.9) это свойство очевидно, поскольку для них 𝑞′(0, 𝑡) ≡ 0 и

столбец матрицы 𝒫 с номером 𝑗 = 0 — нулевой.

3. Связь спектральных характеристик операторов дифференцирования и интегрирования
[220–222].

Спектральная характеристика 𝑃−1 оператора интегрирования 𝒟−1 является правосторон-
ней обратной матрицей для спектральной характеристики 𝒫 оператора дифференцирова-
ния 𝒟:

𝒫𝑃−1 = 𝐸 (𝑃−1𝒫 ̸= 𝐸).

4. Связь спектральных характеристик оператора дифференцирования и сопряженного с
ним [177].

Спектральная характеристика 𝒫 оператора дифференцирования 𝒟 удовлетворяет соотно-
шению

𝒫 + 𝒫T = ∆𝜃,𝜃

⃒⃒⃒𝑇
𝑡0

= ∆𝑇,𝑇 −∆𝑡0,𝑡0 , (1.94)

где ∆𝜃,𝜃 = ∆𝜃∆
T
𝜃 — двумерная спектральная характеристика линейного функционала 𝛿𝜃,𝜃, ко-

торый ставит в соответствие функции двух переменных 𝑓(·) ∈ 𝐷(T2) значение этой функции в
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точке (𝜃, 𝜃) ∈ T2 (см. примеры линейных функционалов на множестве функций двух перемен-
ных в разд. 1.2), ∆𝜃 — спектральная характеристика дельта-функции 𝛿((·)− 𝜃) (см. примеры
линейных функционалов на множестве функций одной переменной в разд. 1.1); ∆𝑡0,𝑡0 и ∆𝑇,𝑇

— матрицы начальных и конечных значений соответственно.
5. Сдвиг и масштабирование базисной системы.
Если {𝑞(𝑖, ·)}∞𝑖=0 — базисная система пространства 𝐿2([0, 1]), а {𝑞(𝑖, ·)}∞𝑖=0 — соответствую-

щая ей базисная система пространства 𝐿2([𝑡0, 𝑇 ]) (см. п. 1 замечаний 1.1), то

𝒫
𝑞𝑞

=
1

𝑇 − 𝑡0
𝒫̃
𝑞𝑞
,

что следует из определения элементов матрицы 𝒫 (замена переменной интегрирования).

Приведем примеры спектральных характеристик 𝒫 оператора дифференцирования, опре-
деленных относительно различных базисных систем на отрезке T = [0, 𝑇 ] (см. разд. 1.1).

1. Полиномы Лежандра (1.5):

𝒫 =
1

𝑇
·

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0 2
√

3 0 2
√

7 . . . 𝑐0𝑚 . . .

0 0 2
√

15 0 . . . 𝑐1𝑚 . . .

0 0 0 2
√

35 . . . 𝑐2𝑚 . . .

0 0 0 0 . . . 𝑐3𝑚 . . .
...

...
...

... . . . ...
0 0 0 0 . . . 0 . . .
...

...
...

...
... . . .

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
,

где

𝑐𝑚−𝑘,𝑚 = [(−1)𝑘+1 + 1]
√︀

(2𝑚− 2𝑘 + 1)(2𝑚+ 1), 𝑐𝑚,𝑚−𝑘 = 0, 𝑚 = 0, 1, 2, . . . , 𝑘 = 0, 1, . . . ,𝑚.

2. Косинусоиды (1.6):

𝒫 =
1

𝑇
·

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0 −2
√

2 0 −2
√

2 . . . 𝑐0𝑚 . . .

0 0 −16
3

0 . . . 𝑐1𝑚 . . .

0 4
3

0 −36
5

. . . 𝑐2𝑚 . . .

0 0 16
5

0 . . . 𝑐3𝑚 . . .
...

...
...

... . . . ...
0 𝑐𝑚1 𝑐𝑚2 𝑐𝑚3 . . . 𝑐𝑚𝑚 . . .
...

...
...

...
... . . .

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
,

где

𝑐0𝑚 = 2(−1)𝑚
√︀

[1− (−1)𝑚], 𝑐00 = 𝑐𝑚𝑚 = 0, 𝑐𝑚−𝑘,𝑚 =
2𝑚2[(−1)𝑘 − 1]

𝑘(2𝑚− 𝑘)
(𝑚 > 𝑘),

𝑐𝑚,𝑚−𝑘 =
2(𝑚− 𝑘)2[(−1)𝑘 − 1]

𝑘(𝑘 − 2𝑚)
, 𝑚 = 1, 2, 3, . . . , 𝑘 = 1, 2, . . . ,𝑚.
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3. Функции Уолша (1.7):

𝒫 =
1

𝑇
·

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0 −2 −2 0 . . . 𝑐0𝑚 . . .

0 2 −2 −4 . . . 𝑐1𝑚 . . .

0 −2 6 0 . . . 𝑐2𝑚 . . .

0 2 −2 4 . . . 𝑐3𝑚 . . .

...
...

...
... . . . ...

0 𝑐𝑚1 𝑐𝑚2 𝑐𝑚3 . . . 𝑐𝑚𝑚 . . .

...
...

...
...

... . . .

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

,

где

𝑐00 = 0, 𝑐2𝑚+𝑘,𝑙 = 𝑐𝑘𝑙, 𝑐𝑘,2𝑚+𝑙 = −𝑐𝑘𝑙 − 2, 𝑐2𝑚+𝑘,2𝑚+𝑘 = 2𝑚+2 − 𝑐𝑘𝑘 − 2,

𝑐2𝑚+𝑘,2𝑚+𝑙 = −𝑐𝑘𝑙 − 2 (𝑘 ̸= 𝑙), 𝑚 = 0, 1, 2, . . . , 𝑘, 𝑙 = 0, 1, . . . , 2𝑚 − 1.

4. Функции Хаара (1.8)

𝒫 =
1

𝑇
·

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0 −2 −
√

2 −
√

2 . . . 𝑐0𝑚 . . .

0 2 −3
√

2
√

2 . . . 𝑐1𝑚 . . .

0 0 4 0 . . . 𝑐2𝑚 . . .

0 −2
√

2 2 6 . . . 𝑐3𝑚 . . .
...

...
...

... . . . ...
0 𝑐𝑚1 𝑐𝑚2 𝑐𝑚3 . . . 𝑐𝑚𝑚 . . .
...

...
...

...
... . . .

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
,

где

𝑐0,2𝑠+1−1 = −
√

2𝑠 − 𝛿𝑠0, 𝑐0,2𝑠 = −
√

2𝑠 (𝑠 > 0), 𝑐2𝑟,2𝑠 = −
√

2𝑠+𝑟 (𝑠 > 1),

𝑐2𝑠+𝑘,2𝑠+𝑘 = (3− 𝛿𝑘0)2𝑠, 𝑐2𝑠+𝑘,2𝑚(2𝑠+𝑘)+2𝑚−1−1 = −2𝑠
√

2𝑚 (2 + 𝛿𝑘0𝛿𝑚1),

𝑐2𝑚(2𝑠+𝑘)+2𝑚−1,2𝑠+𝑘 = −2𝑠+1
√

2𝑚, 𝑐2𝑠+𝑘,2𝑚(2𝑠+𝑘+1)−1 = 2𝑠
√

2𝑚, 𝑐2𝑚(2𝑠+𝑘),2𝑠+𝑘 = 2𝑠
√

2𝑚 (1− 𝛿𝑘0),

𝑐2𝑠+𝑙+1,2𝑚(2𝑠+𝑙+1)−1 = 𝑐2𝑚(2𝑠+𝑙+1),2𝑠+𝑙 = 2𝑠
√

2𝑚 (𝑠 > 0), 𝑐𝑛𝑠 = 0 в остальных случаях,

𝑛, 𝑠 = 0, 1, 2, . . . , 𝑚 = 1, 2, 3, . . . , 𝑟 = 0, 1, . . . , 𝑠− 2,

𝑘 = 0, 1, . . . , 2𝑠 − 1, 𝑙 = 0, 1, . . . , 2𝑠 − 2.

В приведенных соотношениях 𝛿𝑠0, 𝛿𝑘0, 𝛿𝑚1 — символы Кронекера (1.4).
5. Тригонометрические функции (1.9):

𝒫 =
1

𝑇
·

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0 0 0 0 . . . 0 . . .

0 0 −2𝜋 0 . . . 0 . . .

0 2𝜋 0 0
. . . ...

0 0 0 0
. . . 0 . . .

...
... . . . . . . . . . 𝑐𝑚,𝑚−1 . . .

0 0 . . . 0 𝑐𝑚−1,𝑚 0 . . .
...

...
...

...
... . . .

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
,
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где

𝑐𝑚−1,𝑚 = −𝑐𝑚,𝑚−1 = −𝑚𝜋, 𝑐𝑛𝑠 = 0 в остальных случаях, 𝑛, 𝑠 = 0, 1, 2, . . . , 𝑚 = 2, 4, 6, . . .

Как отмечено ранее, оператор дифференцирования 𝒟 не является инъективным. Он ставит
в соответствие классу функций, которые отличаются на постоянную, одну и ту же производ-
ную. Покажем, как учитывать начальное значение функции 𝑓(·) — значение на левом конце
отрезка T = [𝑡0, 𝑇 ], определив спектральную характеристику 𝑃 оператора дифференцирова-
ния, обратную по отношению к спектральной характеристике 𝑃−1 оператора интегрирования
(см. разд. 1.6):

𝑃 𝑃−1 = 𝑃−1𝑃 = 𝐸. (1.95)

Пусть 𝑥(𝑡) = 𝑓 ′(𝑡) и 𝑓(𝑡0) = 𝑓0, или в интегральной форме

𝑓(𝑡) = 𝑓0 +

∫︁ 𝑡

𝑡0

𝑥(𝜏)𝑑𝜏 .

Применим к левой и правой частям последнего соотношения спектральное преобразование.
Учитывая свойство линейности (1.24), а также свойство (1.86) спектрального преобразования
операторов интегрирования, получаем

S
[︀
𝑓(·)

]︀
= 𝑓0 S

[︀
1((·)− 𝑡0)

]︀
+ S

[︂ ∫︁ (·)

𝑡0

𝑥(𝜏)𝑑𝜏

]︂
, или 𝐹 = 𝑓01𝑡0 + 𝑃−1𝑋,

где 𝐹 , 𝑋 и 1𝑡0 — это спектральные характеристики функций 𝑓(·), 𝑥(·) и 1((·)− 𝑡0) (единич-
ной ступенчатой функции (1.28)) соответственно, определенные относительно базисной систе-
мы {𝑞(𝑖, ·)}∞𝑖=0, 𝑃−1 — спектральная характеристика оператора интегрирования относительно
той же базисной системы. Используя свойство (1.95), можно записать 𝑃 𝐹 = 𝑓0𝑃 1𝑡0 +𝑋, или
𝑋 = 𝑃 𝐹 − 𝑓0𝑃 1𝑡0 .

Следуя работам [220–222], воспользуемся соотношением 𝑓0𝑃 1𝑡0 = ∆𝑡0,𝑡0𝐹 , где ∆𝑡0,𝑡0 =

= ∆𝑡0∆
T
𝑡0

— двумерная спектральная характеристика линейного функционала 𝛿𝑡0,𝑡0 , ставящего
в соответствие функции двух переменных 𝑔(·) ∈ 𝐷(T2) значение этой функции в точке (𝑡0, 𝑡0)

(см. примеры линейных функционалов на множестве функций двух переменных в разд. 1.2),
∆𝑡0 — спектральная характеристика дельта-функции 𝛿((·)− 𝑡0) (см. примеры линейных функ-
ционалов на множестве функций одной переменной в разд. 1.1); ∆𝑡0,𝑡0 — матрица начальных
значений.

Здесь принимается во внимание формальное определение дельта-функции (1.34) как обоб-
щенной производной единичной ступенчатой функции (1.28) и его спектральный аналог:

1𝑡0 = 𝑃−1∆𝑡0 , или 𝑃 1𝑡0 = ∆𝑡0 , (1.96)

а также выражение (1.37): 𝑓0 = 𝑓(𝑡0) = ∆T
𝑡0
𝐹 , т.е.

𝑓0𝑃 1𝑡0 = ∆𝑡0
∆T

𝑡0
𝐹 = ∆𝑡0,𝑡0𝐹 и 𝑋 = 𝑃 𝐹 −∆𝑡0,𝑡0𝐹 = (𝑃 −∆𝑡0,𝑡0)𝐹.

Согласно свойству (1.93) дифференцирования функций одной переменной 𝑋 = 𝒫𝐹 , следо-
вательно,

𝒫 = 𝑃 −∆𝑡0,𝑡0 , или 𝑃 = 𝒫 + ∆𝑡0,𝑡0 . (1.97)

З ам е ч а н и я 1.12.
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1. Напомним, что выражение (1.37) справедливо только при условии, что соответствую-
щий числовой ряд сходится к значению функции 1(𝑡− 𝑡0). Однако это не так при выборе в
качестве базисной системы {𝑞(𝑖, ·)}∞𝑖=0 тригонометрических функций (1.9) (см. замечание 1.5).
Действительно, при 𝑡0 = 0 несложно убедиться в том, что для этой базисной системы (см. при-
меры спектральных характеристик 𝑃−1 в разд. 1.6, примеры спектральных характеристик ∆0

в разд. 1.1, а также пример 1.1)

𝑃−1∆0 =
1

2
10 ̸= 10 (10 = 1),

поэтому в приведенных выражениях следует удваивать бесконечную матрицу-столбец ∆𝑡0 и
бесконечную матрицу ∆𝑡0,𝑡0 [222], а далее также поступать для бесконечной матрицы-столбца
∆𝑇 и бесконечной матрицы ∆𝑇,𝑇 .

2. Вообще говоря, производная функции 𝑓(·) ∈ 𝐿2(T) необязательно принадлежит про-
странству 𝐿2(T), причем в качестве 𝑓(·) могут быть и функции базисной системы {𝑞(𝑖, ·)}∞𝑖=0.
Однако здесь оператор дифференцирования 𝒟 формально рассматривается на пространстве
𝐿2(T), а не на пространстве Соболева 𝑊 1

2 (T) [217]:

𝑓(·) ∈ 𝑊 1
2 (T) ⇐⇒ 𝑓(·), 𝑓 ′(·) ∈ 𝐿2(T),

так как спектральные характеристики определены в том числе и для обобщенных функций
(см. разд. 1.1).

Бесконечная матрица 𝑃 = (𝑃𝑖𝑗), элементы которой задаются формулой

𝑃𝑖𝑗 =
(︀
𝑞(𝑖, ·), 𝑞′(𝑗, ·)

)︀
𝐿2(T)

+ 𝑞(𝑖, 𝑡0)𝑞(𝑗, 𝑡0) =

=

∫︁
T

𝑞(𝑖, 𝑡)𝑞′(𝑗, 𝑡)𝑑𝑡+ 𝑞(𝑖, 𝑡0)𝑞(𝑗, 𝑡0), 𝑖, 𝑗 = 0, 1, 2, . . . , (1.98)

называется спектральной характеристикой оператора дифференцирования с учетом началь-
ного значения.

Можно показать [112, 177, 200], что 𝒫 = −𝑃 T + ∆𝑇,𝑇 , или −𝑃 T = 𝒫 −∆𝑇,𝑇 , где ∆𝑇,𝑇 =

= ∆𝑇∆T
𝑇 — матрица конечных значений, ∆𝑇 — спектральная характеристика дельта-функции

𝛿(𝑇 − (·)).
Введем новое обозначение: 𝐷 = 𝒫 −∆𝑇,𝑇 . Бесконечная матрица 𝐷 = (𝐷𝑖𝑗), элементы кото-

рой определяются формулой

𝐷𝑖𝑗 =
(︀
𝑞(𝑖, ·), 𝑞′(𝑗, ·)

)︀
𝐿2(T)

− 𝑞(𝑖, 𝑇 )𝑞(𝑗, 𝑇 ) =

=

∫︁
T

𝑞(𝑖, 𝑡)𝑞′(𝑗, 𝑡)𝑑𝑡− 𝑞(𝑖, 𝑇 )𝑞(𝑗, 𝑇 ), 𝑖, 𝑗 = 0, 1, 2, . . . , (1.99)

называется спектральной характеристикой оператора дифференцирования с учетом конечного
значения.

С ее помощью можно учитывать конечное значение функции 𝑓(·) — значение на правом
конце отрезка T = [𝑡0, 𝑇 ], т.е. 𝑓(𝑇 ) = 𝑓𝑇 , при спектральном преобразовании ее производной.

При выборе тригонометрических функций (1.9) в качестве базисной системы формулы
(1.98) и (1.99) модифицируются в соответствии с п. 1 замечаний 1.12.

Рассмотрим некоторые свойства спектрального преобразования операторов дифференци-
рования с учетом начального и конечного значений.
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1. Спектральное преобразование производных функций одной переменной с учетом началь-
ных значений [220–222].

Спектральная характеристика производной функции 𝑓(𝑡) с заданным начальным значени-
ем 𝑓(𝑡0) = 𝑓0 выражается следующим образом:

S
[︀
𝑓 ′(·)|𝑓(𝑡0)=𝑓0

]︀
= 𝑃𝐹 − 𝑓0∆𝑡0 , 𝐹 = S

[︀
𝑓(·)

]︀
, (1.100)

где ∆𝑡0 — спектральная характеристика дельта-функции 𝛿((·)− 𝑡0) (см. формулу (1.36)):

∆𝑡0 =
[︀
𝑞(0, 𝑡0) 𝑞(1, 𝑡0) 𝑞(2, 𝑡0) . . .

]︀T
.

Спектральная характеристика производной функции 𝑓(·) порядка 𝑘 с заданными началь-
ными значениями 𝑓(𝑡0) = 𝑓0, 𝑓 ′(𝑡0) = 𝑓 ′

0, . . . , 𝑓 (𝑘−1)(𝑡0) = 𝑓
(𝑘−1)
0 определяется в виде

S
[︀
𝑓 (𝑘)(·)|

𝑓(𝑡0)=𝑓0,𝑓 ′(𝑡0)=𝑓 ′0,...,𝑓
(𝑘−1)(𝑡0)=𝑓

(𝑘−1)
0

]︀
=

= 𝑃 𝑘𝐹 − 𝑓0𝑃 𝑘−1∆𝑡0 − 𝑓 ′
0𝑃

𝑘−2∆𝑡0 − . . .− 𝑓
(𝑘−1)
0 ∆𝑡0 , 𝐹 = S

[︀
𝑓(·)

]︀
.

2. Спектральное преобразование производных функций одной переменной с учетом конеч-
ных значений [112,177,200].

Спектральная характеристика производной функции 𝑓(·) с заданным конечным значением
𝑓(𝑇 ) = 𝑓𝑇 выражается формулой

S
[︀
𝑓 ′(·)|𝑓(𝑇 )=𝑓𝑇

]︀
= 𝐷𝐹 + 𝑓𝑇 ∆𝑇 , 𝐹 = S

[︀
𝑓(·)

]︀
, (1.101)

где ∆𝑇 — спектральная характеристика дельта-функции 𝛿(𝑇 − (·)):

∆𝑇 =
[︀
𝑞(0, 𝑇 ) 𝑞(1, 𝑇 ) 𝑞(2, 𝑇 ) . . .

]︀T
.

Спектральная характеристика производной функции 𝑓(·) порядка 𝑘 с заданными конеч-
ными значениями 𝑓(𝑇 ) = 𝑓𝑇 , 𝑓 ′(𝑇 ) = 𝑓 ′

𝑇 , . . . , 𝑓 (𝑘−1)(𝑇 ) = 𝑓
(𝑘−1)
𝑇 удовлетворяет соотношению

S
[︀
𝑓 (𝑘)(·)|

𝑓(𝑇 )=𝑓𝑇 ,𝑓 ′(𝑇 )=𝑓
′
𝑇 ,...,𝑓

(𝑘−1)(𝑇 )=𝑓
(𝑘−1)
𝑇

]︀
=

= 𝐷𝑘𝐹 + 𝑓𝑇𝐷
𝑘−1∆𝑇 + 𝑓 ′

𝑇𝐷
𝑘−2∆𝑇 + . . .+ 𝑓

(𝑘−1)
𝑇 ∆𝑇 , 𝐹 = S

[︀
𝑓(·)

]︀
.

3. Связь спектральных характеристик оператора дифференцирования с учетом начального
и конечного значений.

Спектральные характеристики 𝑃 и 𝐷 оператора дифференцирования с учетом начального
и конечного значений связаны соотношением

𝑃 = −𝐷T, (1.102)

что вытекает из формулы (1.94), которую можно переписать в виде 𝒫 + ∆𝑡0,𝑡0 = −𝒫T + ∆𝑇,𝑇 ,
или 𝒫 + ∆𝑡0,𝑡0 = −(𝒫 −∆𝑇,𝑇 )T, так как матрица конечных значений ∆𝑇,𝑇 является симметри-
ческой. Отсюда следует справедливость соотношения (1.102).

4. Сдвиг и масштабирование базисной системы.
Если {𝑞(𝑖, ·)}∞𝑖=0 — базисная система пространства 𝐿2([0, 1]), а {𝑞(𝑖, ·)}∞𝑖=0 — соответствую-

щая ей базисная система пространства 𝐿2([𝑡0, 𝑇 ]) (см. п. 1 замечаний 1.1), то

𝑃
𝑞𝑞

=
1

𝑇 − 𝑡0
𝑃
𝑞𝑞

и 𝐷
𝑞𝑞

=
1

𝑇 − 𝑡0
𝐷
𝑞𝑞
,

что следует из определения элементов матриц 𝑃 и 𝐷 (замена переменной интегрирования).
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З ам е ч а н и я 1.13.
1. В работах [220–222] спектральная характеристика 𝒫 оператора дифференцирования 𝒟

называется двумерной нестационарной передаточной функцией дифференцирующего звена
второго рода, а спектральная характеристика 𝑃 оператора дифференцирования с учетом на-
чального значения — двумерной нестационарной передаточной функцией дифференцирующе-
го звена первого рода (см. также замечание 1.9).

2. Операторы дифференцирования неограничены и поэтому нахождение спектральных ха-
рактеристик 𝒫𝑘, 𝑃 𝑘 и 𝐷𝑘 с помощью возведения соответствующих матриц в степень 𝑘, напри-
мер для спектральной характеристики оператора дифференцирования порядка 𝑘:

𝒫𝑘 = 𝒫 . . .𝒫⏟  ⏞  
𝑘 сомножителей

,

может привести к появлению расходящихся рядов. В этом случае нужно ориентироваться на
определение (1.61) для расчета элементов 𝒫𝑘𝑖𝑗, 𝑖, 𝑗 = 0, 1, 2, . . . Матрицу 𝑃 𝑘 можно определить
как обратную по отношению к матрице 𝑃−𝑘 — спектральной характеристике оператора инте-
грирования кратности 𝑘. Для матрицы 𝐷𝑘 достаточно использовать связь (1.102) спектраль-
ных характеристик оператора дифференцирования с учетом начального и конечного значений.

3. Свойства, позволяющие учитывать начальные и конечные значения функций при спек-
тральном преобразовании их производных, более подробно описаны в работах [177,200].

Приведем примеры спектральных характеристик 𝑃 оператора дифференцирования с уче-
том начального значения, определенных относительно различных базисных систем на отрезке
T = [0, 𝑇 ] (см. разд. 1.1).

1. Полиномы Лежандра (1.5):

𝑃 =
1

𝑇
·

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1
√

3
√

5
√

7 . . . 𝑐0𝑚 . . .

−
√

3 3
√

15
√

21 . . . 𝑐1𝑚 . . .
√

5 −
√

15 5
√

35 . . . 𝑐2𝑚 . . .

−
√

7
√

21 −
√

35 7 . . . 𝑐3𝑚 . . .
...

...
...

... . . . ...
𝑐𝑚0 𝑐𝑚1 𝑐𝑚2 𝑐𝑚3 . . . 𝑐𝑚𝑚 . . .
...

...
...

...
... . . .

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
,

где

𝑐𝑚−𝑘,𝑚 = (−1)𝑘𝑐𝑚,𝑚−𝑘 =
√︀

(2𝑚− 2𝑘 + 1)(2𝑚+ 1), 𝑚 = 0, 1, 2, . . . , 𝑘 = 0, 1, . . . ,𝑚.

2. Косинусоиды (1.6):

𝑃 =
1

𝑇
·

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1 −
√

2
√

2 −
√

2 . . . 𝑐0𝑚 . . .
√

2 2 −10
3

2 . . . 𝑐1𝑚 . . .
√

2 10
3

2 −26
5

. . . 𝑐2𝑚 . . .
√

2 2 26
5

2 . . . 𝑐3𝑚 . . .
...

...
...

... . . . ...
𝑐𝑚0 𝑐𝑚1 𝑐𝑚2 𝑐𝑚3 . . . 𝑐𝑚𝑚 . . .
...

...
...

...
... . . .

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
,
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где

𝑐00 = 1, 𝑐0𝑚 = (−1)𝑚
√

2, 𝑐𝑚0 =
√

2, 𝑐𝑚𝑚 = 2, 𝑐𝑚−𝑘,𝑚 =
2[(𝑚− 𝑘)2 − (−1)𝑘𝑚2]

(𝑚− 𝑘)2 −𝑚2
,

𝑐𝑚,𝑚−𝑘 =
2[(−1)𝑘(𝑚− 𝑘)2 −𝑚2]

(𝑚− 𝑘)2 −𝑚2
, 𝑚 = 1, 2, 3, . . . , 𝑘 = 1, 2, . . . ,𝑚− 1.

3. Функции Уолша (1.7):

𝑃 =
1

𝑇
·

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1 −1 −1 1 . . . 𝑐0𝑚 . . .

1 3 −1 −3 . . . 𝑐1𝑚 . . .

1 −1 7 1 . . . 𝑐2𝑚 . . .

1 3 −1 5 . . . 𝑐3𝑚 . . .
...

...
...

... . . . ...
𝑐𝑚0 𝑐𝑚1 𝑐𝑚2 𝑐𝑚3 . . . 𝑐𝑚𝑚 . . .
...

...
...

...
... . . .

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
,

где

𝑐00 = 1, 𝑐2𝑚+𝑘,𝑙 = 𝑐𝑘𝑙, 𝑐𝑘,2𝑚+𝑙 = −𝑐𝑘𝑙, 𝑐2𝑚+𝑘,2𝑚+𝑘 = 2𝑚+2 − 𝑐𝑘𝑘, 𝑐2𝑚+𝑘,2𝑚+𝑙 = −𝑐𝑘𝑙 (𝑘 ̸= 𝑙),

𝑚 = 0, 1, 2, . . . , 𝑘, 𝑙 = 0, 1, . . . , 2𝑚 − 1.

4. Функции Хаара (1.8):

𝑃 =
1

𝑇
·

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1 −1 0 −
√

2 . . . 𝑐0𝑚 . . .

1 3 −2
√

2
√

2 . . . 𝑐1𝑚 . . .
√

2
√

2 6 0 . . . 𝑐2𝑚 . . .

0 −2
√

2 2 6 . . . 𝑐3𝑚 . . .
...

...
...

... . . . ...
𝑐𝑚0 𝑐𝑚1 𝑐𝑚2 𝑐𝑚3 . . . 𝑐𝑚𝑚 . . .
...

...
...

...
... . . .

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
,

где

𝑐00 = 1, 𝑐0,2𝑠+1−1 = −𝑐2𝑠,0 = −
√

2𝑠, 𝑐2𝑠+𝑘,2𝑠+𝑘 = 3 · 2𝑠,

𝑐2𝑠+𝑘,2𝑚(2𝑠+𝑘)+2𝑚−1−1 = 𝑐2𝑚(2𝑠+𝑘)+2𝑚−1,2𝑠+𝑘 = −2𝑠+1
√

2𝑚,

𝑐2𝑠+𝑘,2𝑚(2𝑠+𝑘+1)−1 = 𝑐2𝑚(2𝑠+𝑘),2𝑠+𝑘 = 2𝑠
√

2𝑚,

𝑐2𝑠+𝑙+1,2𝑚(2𝑠+𝑙+1)−1 = 𝑐2𝑚(2𝑠+𝑙+1),2𝑠+𝑙 = 2𝑠
√

2𝑚 (𝑠 > 0), 𝑐𝑛𝑠 = 0 в остальных случаях,

𝑛, 𝑠 = 0, 1, 2, . . . , 𝑚 = 1, 2, 3, . . . , 𝑘 = 0, 1, . . . , 2𝑠 − 1, 𝑙 = 0, 1, . . . , 2𝑠 − 2.

5. Тригонометрические функции (1.9):

𝑃 =
1

𝑇
·

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

2 0 2
√

2 0 . . . 𝑐0𝑚 . . .

0 0 −2𝜋 0 . . . 𝑐1𝑚 . . .

2
√

2 2𝜋 4 0 . . . 𝑐2𝑚 . . .

0 0 0 0 . . . 𝑐3𝑚 . . .
...

...
...

... . . . ...
𝑐𝑚0 𝑐𝑚1 𝑐𝑚2 𝑐𝑚3 . . . 𝑐𝑚𝑚 . . .
...

...
...

...
... . . .

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
,
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где

𝑐00 = 2, 𝑐0𝑚 = 𝑐𝑚0 = 2
√

2, 𝑐𝑚𝑙 = 4, 𝑐𝑚−1,𝑚 = −𝑐𝑚,𝑚−1 = −𝑚𝜋,

𝑐𝑛𝑠 = 0 в остальных случаях, 𝑛, 𝑠 = 0, 1, 2, . . . , 𝑚, 𝑙 = 2, 4, 6, . . .

Спектральная характеристика 𝑃 оператора дифференцирования с учетом начального зна-
чения относительно тригонометрических функций получена согласно п. 1 замечаний 1.12. При
выборе базисных систем (1.5)– (1.8) можно убедиться в справедливости соотношения (1.96),
так как столбец спектральной характеристики 𝑃 с номером 𝑗 = 0 с точностью до числового ко-
эффициента 1/

√
𝑇 совпадает со спектральной характеристикой дельта-функции (см. примеры

спектральных характеристик ∆0 в разд. 1.1).

1.8. Линейные преобразования функций времени

Разд. 1.4 дает некоторое представление о линейных системах управления, а именно об
их описании импульсными переходными функциями 𝑘(·) и связи вход– выход для сигналов
𝑓(·) и 𝑥(·) во временной области при детерминированных воздействиях и нулевых начальных
условиях в форме соотношения (1.69). В спектральной форме математического описания соот-
ношение (1.70) связывает спектральные характеристики 𝐹 и 𝑋 входного и выходного сигналов
соответственно, а также спектральную характеристику 𝐴 линейного оператора (1.68).

Известно [105,220], что если входной и выходный сигналы линейной стационарной системы
управления связаны дифференциальным уравнением

𝑎𝑛𝑥
(𝑛)(𝑡) + . . .+ 𝑎1𝑥

′(𝑡) + 𝑎0𝑥(𝑡) = 𝑏𝑚𝑓
(𝑚)(𝑡) + . . .+ 𝑏1𝑓

′(𝑡) + 𝑏0𝑓(𝑡),

𝑥(𝑡0) = 𝑥′(𝑡0) = . . . = 𝑥(𝑛−1)(𝑡0) = 0,

где 𝑎0, 𝑎1, . . . , 𝑎𝑛 и 𝑏0, 𝑏1, . . . , 𝑏𝑚 — заданные действительные числа, 𝑛,𝑚 ∈ N — порядки диф-
ференциальных операторов, определяющих левую и правую части дифференциального урав-
нения, то спектральная характеристика 𝐴 задается формулой

𝐴 = (𝑎𝑛𝑃
𝑛 + . . .+ 𝑎1𝑃 + 𝑎0𝐸)−1(𝑏𝑚𝑃

𝑚 + . . .+ 𝑏1𝑃 + 𝑏0𝐸) =

= 𝑃−𝑛(𝑎𝑛𝐸 + . . .+ 𝑎1𝑃
−𝑛+1 + 𝑎0𝑃

−𝑛)−1(𝑏𝑚𝑃
𝑚 + . . .+ 𝑏1𝑃 + 𝑏0𝐸),

(1.103)

т.е. матрицу 𝐴 можно представить с помощью спектральных характеристик 𝑃−1 и 𝑃 опе-
раторов интегрирования и дифференцирования (см. разд. 1.6 и 1.7), а также бесконечной
единичной матрицы 𝐸, которая соответствует тождественному оператору.

Для линейных нестационарных систем управления, когда коэффициенты левой и правой
частей дифференциального уравнения — это функции 𝑎0(·), 𝑎1(·), . . . , 𝑎𝑛(·) и 𝑏0(·), 𝑏1(·), . . . ,
𝑏𝑚(·), которые зависят от времени, матрица 𝐴 выражается аналогично, но с использовани-
ем спектральных характеристик операторов умножения 𝐴0, 𝐴1, . . . , 𝐴𝑛 и 𝐵0, 𝐵1, . . . , 𝐵𝑚 на эти
функции соответственно (см. разд. 1.5). Более общий вариант предполагает ненулевые началь-
ные условия, а соответствующее соотношение, связывающее спектральные характеристики 𝐹
и 𝑋, приведено в работах [115,211].

Импульсная переходная функция 𝑘(·) сама является выходным сигналом линейной систе-
мы управления, если входной сигнал — импульсное воздействие 𝑓(𝑡) = 𝛿(𝑡− 𝜏), при нулевых
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начальных условиях [105,209,211,220–222], где 𝜏 — параметр. Если линейная система управле-
ния стационарна, то ее импульсная переходная функция может рассматриваться как функция
𝑘(𝜂) = 𝑘(𝑡− 𝜏) одной переменной 𝜂 = 𝑡− 𝜏 со спектральной характеристикой 𝐾: 𝐾 = 𝐴∆0,
𝐾 = S

[︀
𝑘(·)

]︀
, где ∆0 — спектральная характеристика дельта-функции 𝛿(·) (см. разд. 1.1).

В результате спектральные характеристики элементарных функций, которые представля-
ют собой решения линейных дифференциальных уравнений с постоянными коэффициента-
ми [115], выражаются с помощью трех спектральных характеристик ∆0, 𝑃−1, 𝑃 и матри-
цы 𝐸. В общем случае к ним следует добавить спектральные характеристики 𝐴0, 𝐴1, . . . , 𝐴𝑛

и 𝐵0, 𝐵1, . . . , 𝐵𝑚.

Пример 1.14. Выразить двумерную спектральную характеристику импульсной переход-
ной функции линейной системы управления 𝑘(𝑡, 𝜏) = 𝜎e𝜇(𝑡−𝜏)1(𝑡 − 𝜏), где 𝜇 и 𝜎 — числовые
параметры, 1(𝑡− 𝜏) — единичная ступенчатая функция (1.28), через спектральную характе-
ристику оператора дифференцирования с учетом начального значения относительно произ-
вольной базисной системы, ортонормированной на отрезке T = [0, 𝑇 ].

� Запишем дифференциальное уравнение, связывающее входной сигнал 𝑓(·) и выходной
сигнал 𝑥(·) линейной стационарной системы управления при нулевом начальном условии:

𝑥̇(𝑡)− 𝜇𝑥(𝑡) = 𝜎𝑓(𝑡), 𝑥(0) = 0.

Оно соответствует интегральному соотношению (1.69), или последовательному соединению
усилительного звена с постоянным коэффициентом усиления 𝜎/𝜇 и апериодического звена
с постоянной времени 1/𝜇 [105]. Применим спектральное преобразование к левой и правой
частям дифференциального уравнения в предположении, что {𝑞(𝑖, ·)}∞𝑖=0 — базисная система
пространства 𝐿2(T), относительно которой далее определены все используемые спектральные
характеристики:

S
[︀
𝑥̇(·)|𝑥(0)=0 − 𝜇𝑥(·)

]︀
= S

[︀
𝜎𝑓(·)

]︀
,

или, учитывая линейность спектрального преобразования (см. разд. 1.1),

S
[︀
𝑥̇(·)|𝑥(0)=0

]︀
− 𝜇S

[︀
𝑥(·)

]︀
= 𝜎 S

[︀
𝑓(·)

]︀
.

Обозначая спектральные характеристики входного и выходного сигналов 𝐹 и 𝑋 соответ-
ственно, а спектральную характеристику оператора дифференцирования с учетом начального
значения 𝑃 , имеем

𝑃𝑋 − 𝜇𝑋 = 𝜎𝐹, (𝑃 − 𝜇𝐸)𝑋 = 𝜎𝐹, или 𝑋 = 𝜎 (𝑃 − 𝜇𝐸)−1𝐹,

где 𝐸 — бесконечная единичная матрица.
Сравнивая полученное соотношение и соотношение (1.70), находим выражение для спект-

ральной характеристики 𝐴 линейного оператора (1.68) с заданной импульсной переходной
функцией 𝑘(·), т.е. искомую двумерную спектральную характеристику:

𝐴 = 𝜎 (𝑃 − 𝜇𝐸)−1.

Этот же результат можно получить непосредственно из формулы (1.103), полагая в ней
𝑛 = 1, 𝑚 = 0, 𝑎0 = −𝜇, 𝑎1 = 1 и 𝑏0 = 𝜎.
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В качестве побочного результата находим соотношение для спектральной характеристики
𝐾 показательной функции 𝑘(𝜂) = e𝑎𝜂 (𝜇 = 𝑎, 𝜎 = 1):

𝐾 = (𝑃 − 𝑎𝐸)−1∆0,

где ∆0 — спектральная характеристика дельта-функции 𝛿(·).
В частном случае при условии 𝜇 = 0 и 𝜎 = 1 получаем: 𝐴 = 𝑃−1 — спектральная ха-

рактеристика оператора интегрирования, соответствующая импульсной переходной функции
𝑘(𝑡, 𝜏) = 1(𝑡− 𝜏), и 𝐾 = 1 = 𝑃−1∆0 — спектральная характеристика функции 𝑓0(𝑡) ≡ 1. �

В табл. 1.1 собраны формулы, которые позволяют выразить описанным способом спект-
ральные характеристики 𝑋 некоторых элементарных функций 𝑥(·), в том числе и для сравне-
ния с соответствующими этим элементарным функциям изображениями по Лапласу 𝑋(𝑠) (𝑠—

комплексная переменная, формула (1.103) — это спектральный аналог формулы, выражающей
передаточную функцию 𝑊 (𝑠) по коэффициентам дифференциального уравнения) [114, 115].
Эту таблицу можно существенно расширить, если не ограничиваться только линейными ста-
ционарными системами. Тогда появится возможность добавить в нее функции, которые могут
быть решениями линейных дифференциальных уравнений с переменными коэффициентами,
например полиномиальными. Их спектральные характеристики будут выражаться с помощью
спектральных характеристик ∆0, 𝑃−1, 𝑃 и спектральных характеристик операторов умноже-
ния на коэффициенты дифференциального уравнения.

1.9. Матричные и интегральные следы

В замечании 1.5 определен усредняющий оператор в пространстве 𝐿2(T). Здесь же рас-
смотрим усредняющий оператор в пространстве 𝐿2(T

2).
Пусть 𝒮𝜀 : 𝐿2(T

2)→ 𝐶(T2), T = [𝑡0, 𝑇 ], — усредняющий оператор [253]:

𝒮𝜀𝑓(·) =
1

4𝜀2

∫︁
𝐷𝜀(·)

𝑓(𝜃, 𝜗)𝑑𝜃𝑑𝜗, 𝜀 > 0,

где 𝐷𝜀(𝑡, 𝜏) =
{︀

(𝜃, 𝜗) ∈ T2 : max{|𝑡− 𝜃|, |𝜏 − 𝜗|} < 𝜀
}︀
, т.е. 𝒮𝜀 — линейный оператор, ставящий

в соответствие функции 𝑓(·) непрерывную функцию, значение которой в каждой точке опреде-
ляется как среднее значение 𝑓(·) на квадрате 𝐷𝜀(𝑡, 𝜏) ⊂ R2 с центром в точке (𝑡, 𝜏) и стороной
2𝜀, если доопределить функцию 𝑓(·) вне квадрата T2 нулем.

Тогда 𝑓(𝑡, 𝜏) = 𝑓(𝑡, 𝜏) при почти всех (𝑡, 𝜏) ∈ T2, где

𝑓(·) = lim
𝜀→0
𝒮𝜀𝑓(·),

причем 𝒮𝜀𝑓(·) можно рассматривать как непрерывную функцию параметра 𝜀 ∈ [0,+∞).
Далее определим интегральный след tr 𝑓(·):

tr 𝑓(·) = lim
𝜀→0

∫︁
T

𝒮𝜀𝑓(𝑡, 𝑡)𝑑𝑡, (1.104)

где запись 𝒮𝜀𝑓(𝑡, 𝑡) означает функцию 𝑓 ◇
𝜀 (𝑡) = 𝑓𝜀(𝑡, 𝑡), 𝑓𝜀(·) = 𝒮𝜀𝑓(·), а интеграл по множеству

нулевой меры в T2 понимается однозначно.
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Таблица 1.1. Соответствие преобразования Лапласа и спектрального преобразования

𝑥(𝑡) 𝑋(𝑠) 𝑋

1(𝑡)
1

𝑠
𝑃−1Δ0

𝛿(𝑡) 1 Δ0

𝛿(𝑛)(𝑡) 𝑠𝑛 𝑃𝑛Δ0

𝑡𝑛
𝑛!

𝑠𝑛+1
𝑛!𝑃−(𝑛+1)Δ0

e𝑎𝑡
1

𝑠− 𝑎
(𝑃 − 𝑎𝐸)−1Δ0

𝑡𝑛e𝑎𝑡
𝑛!

(𝑠− 𝑎)𝑛+1
𝑛!(𝑃 − 𝑎𝐸)−(𝑛+1)Δ0

1− e𝑎𝑡
𝑎

𝑠(𝑠− 𝑎)
(𝑃−1 − [𝑃 − 𝑎𝐸]−1)Δ0

e𝑎𝑡 − e𝑏𝑡
𝑎− 𝑏

(𝑠− 𝑎)(𝑠− 𝑏)
([𝑃 − 𝑎𝐸]−1 − [𝑃 − 𝑏𝐸]−1)Δ0

cos𝜔𝑡
𝑠

𝑠2 + 𝜔2
(𝑃 2 + 𝜔2𝐸)−1𝑃Δ0

sin𝜔𝑡
𝜔

𝑠2 + 𝜔2
𝜔(𝑃 2 + 𝜔2𝐸)−1Δ0

sin(𝜔𝑡+ 𝜙)
𝜔 cos𝜙+ 𝑠 sin𝜙

𝑠2 + 𝜔2
(𝑃 2 + 𝜔2𝐸)−1(𝜔 sin𝜙𝐸 + cos𝜙𝑃 )Δ0

e𝑎𝑡 cos𝜔𝑡
𝑠− 𝑎

(𝑠− 𝑎)2 + 𝜔2
[(𝑃 − 𝑎𝐸)2 + 𝜔2𝐸]−1(𝑃 − 𝑎𝐸)Δ0

e𝑎𝑡 sin𝜔𝑡
𝜔

(𝑠− 𝑎)2 + 𝜔2
𝜔 [(𝑃 − 𝑎𝐸)2 + 𝜔2𝐸]−1Δ0

𝑡 cos𝜔𝑡
𝑠2 − 𝜔2

(𝑠2 + 𝜔2)2
(𝑃 2 + 𝜔2𝐸)−2(𝑃 2 − 𝜔2𝐸)Δ0

𝑡 sin𝜔𝑡
2𝜔𝑠

(𝑠2 + 𝜔2)2
2𝜔(𝑃 2 + 𝜔2𝐸)−2𝑃Δ0

ch 𝑎𝑡
𝑠

𝑠2 − 𝑎2
(𝑃 2 − 𝑎2𝐸)−1𝑃Δ0

sh 𝑎𝑡
𝑎

𝑠2 − 𝑎2
𝑎(𝑃 2 − 𝑎2𝐸)−1Δ0

𝑡 ch 𝑎𝑡
𝑠2 + 𝑎2

(𝑠2 − 𝑎2)2
(𝑃 2 − 𝑎2𝐸)−2(𝑃 2 − 𝑎2𝐸)Δ0

𝑡 sh 𝑎𝑡
2𝑎𝑠

(𝑠2 − 𝑎2)2
2𝑎(𝑃 2 − 𝑎2𝐸)−1𝑃Δ0

1− cos 𝑎𝑡
𝑎2

𝑠(𝑠2 + 𝑎2)
𝑎2[𝑃 (𝑃 2 + 𝑎2𝐸)]−1Δ0

1− 2 sin 𝑎𝑡
(𝑠− 𝑎)2

𝑠(𝑠2 + 𝑎2)
[𝑃 (𝑃 2 + 𝑎2𝐸)]−1(𝑃 − 𝑎𝐸)2Δ0

Теорема 1.11 (см. [24,253]). Пусть интегральный оператор ℱ : 𝐿2(T)→ 𝐿2(T) с ядром
𝑓(·) ∈ 𝐿2(T

2) является ядерным, {𝑞(𝑖, ·)}∞𝑖=0 — базисная система пространства 𝐿2(T). Тогда

trℱ =
∞∑︁
𝑖=0

𝐹𝑖𝑖 = tr 𝑓(·), (1.105)

где 𝐹𝑖𝑗 — коэффициенты разложения (1.42) функции 𝑓(·) относительно базисной системы
{𝑞(𝑖, ·)⊗ 𝑞(𝑗, ·)}∞𝑖,𝑗=0.

Числовой ряд в формуле (1.105) называется матричным следом оператора ℱ . Интеграль-
ный след — это линейный функционал на множестве функций, а матричный след — это
линейный функционал на множестве операторов или бесконечных матриц.

Теорема 1.11 придает строгий смысл формуле (1.58). На ее основе можно получить следу-
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ющий результат.

Следствие 1.1. Пусть 𝑓(·) ∈ 𝐿2(T
2) — такая функция, что интегральный оператор с

симметризованным ядром

𝑓𝑠(𝑡, 𝜏) =
𝑓(𝑡, 𝜏) + 𝑓(𝜏, 𝑡)

2
, (𝑡, 𝜏) ∈ T2,

является ядерным, {𝑞(𝑖, ·)}∞𝑖=0 — базисная система пространства 𝐿2(T). Тогда
∞∑︁
𝑖=0

𝐹𝑖𝑖 = tr 𝑓(·), (1.106)

где 𝐹𝑖𝑗 — коэффициенты разложения (1.42) функции 𝑓(·) относительно базисной системы
{𝑞(𝑖, ·)⊗ 𝑞(𝑗, ·)}∞𝑖,𝑗=0.

Доказательство. Согласно теореме 1.11 имеем

tr 𝑓𝑠(·) =
∞∑︁
𝑖=0

(𝐹𝑠)𝑖𝑖,

где (𝐹𝑠)𝑖𝑗 — коэффициенты разложения (1.42) функции 𝑓𝑠(·) относительно базисной системы
{𝑞(𝑖, ·)⊗ 𝑞(𝑗, ·)}∞𝑖,𝑗=0.

Нетрудно видеть, что 𝒮𝜀𝑓(𝑡, 𝑡) = 𝒮𝜀𝑓 *(𝑡, 𝑡), где 𝑓 *(𝑡, 𝜏) = 𝑓(𝜏, 𝑡), поэтому

𝒮𝜀𝑓𝑠(𝑡, 𝑡) =
𝒮𝜀𝑓(𝑡, 𝑡) + 𝒮𝜀𝑓 *(𝑡, 𝑡)

2
= 𝒮𝜀𝑓(𝑡, 𝑡),

т.е. симметризация сохраняет интегральный след: tr 𝑓𝑠(·) = tr 𝑓(·).
Кроме того, коэффициенты разложения 𝐹 *

𝑖𝑗 функции 𝑓 *(·) выражаются формулой 𝐹 *
𝑖𝑗 = 𝐹𝑗𝑖

по свойству симметричности (1.51). Следовательно,
∞∑︁
𝑖=0

(𝐹𝑠)𝑖𝑖 =
∞∑︁
𝑖=0

𝐹𝑖𝑖 + 𝐹 *
𝑖𝑖

2
=

∞∑︁
𝑖=0

𝐹𝑖𝑖.

Отсюда следует справедливость формулы (1.106). J

Зам е ч а н и я 1.14.
1. Числовые ряды в формулах (1.105) и (1.106) сходятся абсолютно и это необходимое усло-

вие того, что соответствующая функция 𝑓(·) определяет ядерный оператор [41].
2. Коэффициенты разложения 𝐹𝑖𝑗 образуют двумерную спектральную характеристику 𝐹

функции 𝑓(·) (см. разд. 1.2), или спектральную характеристику оператора Гильберта–Шмид-
та (1.71) с ядром 𝑓(·). Формулы (1.105) и (1.106) определяют след матрицы 𝐹 согласно выра-
жению (1.50).

Матричный след tr𝐹 определен не для всех операторов с ядрами 𝑓(·) ∈ 𝐿2(T
2). Например,

зададим функцию

𝑓(𝑡, 𝜏) =
∞∑︁
𝑖=0

1

𝑖+ 1
𝑞(𝑖, 𝑡)𝑞(𝑖, 𝜏),

которая является элементом пространства 𝐿2(T
2):

‖𝑓(·)‖2𝐿2(T2) =
∞∑︁
𝑖=0

1

(𝑖+ 1)2
=

∞∑︁
𝑖=1

1

𝑖2
=
𝜋2

6
, но tr𝐹 =

∞∑︁
𝑖=0

1

𝑖+ 1
=

∞∑︁
𝑖=1

1

𝑖
=∞.

Величина tr𝐹 может зависеть от базисной системы. В частности,

𝑓(𝑡, 𝜏) =
∞∑︁
𝑖=0

(−1)𝑖

𝑖+ 1
𝑞(𝑖, 𝑡)𝑞(𝑖, 𝜏), ‖𝑓(·)‖2𝐿2(T2) =

𝜋2

6
, tr𝐹 =

∞∑︁
𝑖=0

(−1)𝑖

𝑖+ 1
<∞,
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однако перестановкой функций базисной системы {𝑞(𝑖, ·)}∞𝑖=0 можно добиться любого значения
tr𝐹 , включая ±∞ [233].

3. Теорема 1.11 обобщается на ядерные операторы ℱ : 𝐿2(T
𝛾)→ 𝐿2(T

𝛾) при 𝑓(·) ∈ 𝐿2(T
𝑘),

𝑘 = 2𝛾, 𝛾 ∈ N. Отметим также, что в статье [339] сформулирована отчасти аналогичная след-
ствию 1.1 теорема.

Один из критериев того, что можно применить теорему 1.11, — это представление функции
𝑓(·) следующим образом [24,41]:

𝑓(𝑡, 𝜏) =

∫︁
T

𝑓1(𝑡, 𝜉)𝑓2(𝜉, 𝜏)𝑑𝜉, 𝑓1(·), 𝑓2(·) ∈ 𝐿2(T
2). (1.107)

Пример 1.15. Показать, что интегральный оператор ℱ с вырожденным ядром

𝑓(𝑡, 𝜏) = 𝜙(𝑡)𝜓(𝜏), 𝜙(·), 𝜓(·) ∈ 𝐿2(T), (1.108)

является ядерным.

� Достаточно показать, что функция 𝑓(·) представляется в виде (1.107). Для этого поло-
жим 𝑓1(𝑡, 𝜏) = 𝜙(𝑡)/

√
𝑇 − 𝑡0 и 𝑓2(𝑡, 𝜏) = 𝜓(𝜏)/

√
𝑇 − 𝑡0. Тогда

𝑓(𝑡, 𝜏) =
1

𝑇 − 𝑡0

∫︁
T

𝜙(𝑡)𝜓(𝜏)𝑑𝜉 =
𝜙(𝑡)𝜓(𝜏)

𝑇 − 𝑡0

∫︁ 𝑇

𝑡0

𝑑𝜉 = 𝜙(𝑡)𝜓(𝜏).

В частности, отсюда следует, что справедливо выражение (1.105). Но в данном случае
его нетрудно доказать и другим способом. Пусть {𝑞(𝑖, ·)}∞𝑖=0 — базисная система простран-
ства 𝐿2(T), а Φ и Ψ — спектральные характеристики функций 𝜙(·) и 𝜓(·) относительно этой
базисной системы (см. разд. 1.1). Тогда согласно теореме 1.4 двумерная спектральная характе-
ристика 𝐹 функции 𝑓(·) относительно базисной системы {𝑞(𝑖, ·)}∞𝑖=0 представляется с помощью
формулы (1.44), т.е. 𝐹 = ΦΨT. Эквивалентная форма: 𝐹𝑖𝑗 = Φ𝑖Ψ𝑗, где 𝐹𝑖𝑗, Φ𝑖 и Ψ𝑗 — элементы
спектральных характеристик 𝐹 , Φ и Ψ соответственно, 𝑖, 𝑗 = 0, 1, 2, . . . Тогда

tr𝐹 =
∞∑︁
𝑖=0

Φ𝑖Ψ𝑖 = ΦTΨ

и по свойству (1.26) сохранения скалярного произведения tr𝐹 = (𝜙(·), 𝜓(·))𝐿2(T) = tr 𝑓(·), так
как 𝑓(𝑡, 𝑡) = 𝜙(𝑡)𝜓(𝑡), 𝑡 ∈ T. �

Ядерные операторы ℱ : 𝐿2(T)→ 𝐿2(T) образуют линейное пространство [41], т.е. линей-
ная комбинация ядерных операторов представляет собой ядерный оператор. Отсюда следу-
ет, что если интегральный оператор с ядром 𝑓1(𝑡, 𝜏) = 𝜙(𝑡)𝜓(𝜏)1(𝑡− 𝜏) является ядерным, то
ядерным является и оператор с ядром 𝑓2(𝑡, 𝜏) = 𝜙(𝑡)𝜓(𝜏)1(𝜏 − 𝑡), так как 𝑓(𝑡, 𝜏) = 𝑓1(𝑡, 𝜏) +

+ 𝑓2(𝑡, 𝜏) = 𝜙(𝑡)𝜓(𝜏), в котором 1(·) — единичная ступенчатая функция (1.28).

Пример 1.16. Показать, что интегральные операторы ℱ с ядрами

𝑓(𝑡, 𝜏) = 𝑡𝑛𝜏𝑚+𝑛1(𝑡− 𝜏) + 𝜏𝑛 𝑡𝑚+𝑛1(𝜏 − 𝑡) = 𝑓(𝜏, 𝑡), (1.109)

𝑓(𝑡, 𝜏) = 𝑡𝑚+𝑛𝜏𝑛1(𝑡− 𝜏) + 𝜏𝑚+𝑛 𝑡𝑛1(𝜏 − 𝑡) = 𝑓(𝜏, 𝑡), (1.110)

где 𝑚 ∈ N и 𝑛 ∈ {0, 1, 2, . . . }, являются ядерными.

� Решим более общую задачу. Положим 𝑓1(𝑡, 𝜏) = 𝑚𝑡𝑙 𝜏𝑚−11(𝑡− 𝜏) и 𝑓2(𝑡, 𝜏) = 𝜏𝑛1(𝜏 − 𝑡),
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где 𝑚 > 1 и 𝑙, 𝑛 > −1/2, и воспользуемся представлением (1.107). Тогда

𝑓(𝑡, 𝜏) = 𝑚𝑡𝑙 𝜏𝑛
∫︁
T

𝜉𝑚−11(𝑡− 𝜉)1(𝜏 − 𝜉)𝑑𝜉 = 𝑚𝑡𝑙 𝜏𝑛
∫︁ min{𝑡,𝜏}

𝑡0

𝜉𝑚−1𝑑𝜉 =

= 𝑡𝑙 𝜏𝑛 min{𝑡𝑚, 𝜏𝑚} − 𝑡𝑙 𝜏𝑛 𝑡𝑚0 = 𝑡𝑙 𝜏𝑚+𝑛1(𝑡− 𝜏) + 𝑡𝑙+𝑚𝜏𝑛1(𝜏 − 𝑡)− 𝑡𝑙 𝜏𝑛 𝑡𝑚0 .

Последнее слагаемое 𝜏𝑛 𝑡𝑙 𝑡𝑚0 определяет интегральный оператор с вырожденным ядром
(1.108). Кроме того, можно ограничиться условием𝑚 ∈ N и 𝑙 = 𝑛 ∈ {0, 1, 2, . . . }, поэтому функ-
ция (1.109) задает ядерный оператор.

Далее положим 𝑓1(𝑡, 𝜏) = 𝑚𝑡𝑙 𝜏𝑚−11(𝜏 − 𝑡) и 𝑓2(𝑡, 𝜏) = 𝜏𝑛1(𝑡− 𝜏), 𝑚 > 1 и 𝑙, 𝑛 > −1/2, сле-
довательно,

𝑓(𝑡, 𝜏) = 𝑚𝑡𝑙 𝜏𝑛
∫︁
T

𝜉𝑚−11(𝜉 − 𝑡)1(𝜉 − 𝜏)𝑑𝜉 = 𝑚𝑡𝑙 𝜏𝑛
∫︁ 𝑇

max{𝑡,𝜏}
𝜉𝑚−1𝑑𝜉 =

= 𝑡𝑙 𝜏𝑛𝑇𝑚 − 𝑡𝑙 𝜏𝑛 max{𝑡𝑚, 𝜏𝑚} = 𝑡𝑙 𝜏𝑛𝑇𝑚 − 𝑡𝑙+𝑚𝜏𝑛1(𝑡− 𝜏)− 𝜏𝑚+𝑛𝑡𝑙 1(𝜏 − 𝑡).

Проводя аналогичные рассуждения, получаем, что функция (1.110) также задает ядерный
оператор.

Этот пример можно дополнить. В частности, выбирая 𝑓1(𝑡, 𝜏) = 𝑚𝑡𝑙 𝜏𝑚−11(𝑡− 𝜏) и
𝑓2(𝑡, 𝜏) = 𝜏𝑛1(𝑡− 𝜏), 𝑚 > 1 и 𝑙, 𝑛 > −1/2, получаем

𝑓(𝑡, 𝜏) = 𝑚𝑡𝑙 𝜏𝑛
∫︁
T

𝜉𝑚−11(𝑡− 𝜉)1(𝜉 − 𝜏)𝑑𝜉 =

= 𝑚𝑡𝑙 𝜏𝑛1(𝑡− 𝜏)

∫︁ 𝑡

𝜏

𝜉𝑚−1𝑑𝜉 = 𝑡𝑙 (𝑡𝑚 − 𝜏𝑚)𝜏𝑛1(𝑡− 𝜏).

При 𝑓1(𝑡, 𝜏) = 𝑚𝑡𝑙 𝜏𝑚−11(𝜏 − 𝑡) и 𝑓2(𝑡, 𝜏) = 𝜏𝑛1(𝜏 − 𝑡), 𝑚 > 1 и 𝑙, 𝑛 > −1/2, находим

𝑓(𝑡, 𝜏) = 𝑚𝑡𝑙 𝜏𝑛
∫︁
T

𝜉𝑚−11(𝜉 − 𝑡)1(𝜏 − 𝜉)𝑑𝜉 =

= 𝑚𝑡𝑙 𝜏𝑛1(𝜏 − 𝑡)
∫︁ 𝜏

𝑡

𝜉𝑚−1𝑑𝜉 = 𝑡𝑙 (𝜏𝑚 − 𝑡𝑚)𝜏𝑛1(𝜏 − 𝑡). �

Пример 1.17. Найти композицию двух интегральных операторов с ядрами 𝑓1(𝑡, 𝜏) =

= 𝜒𝜃(𝑡)𝜆(𝜏)1(𝑡− 𝜏) и 𝑓2(𝑡, 𝜏) = 𝜒𝜃(𝜏)1(𝜏 − 𝑡), где 𝜒𝜃(𝑡) = 𝜒[𝑡0,𝜃](𝑡) — индикатор множества
(1.14), 𝜃 ∈ T, 𝜆(·) ∈ 𝐿2(T).

� Нетрудно видеть, что 𝑓1(·), 𝑓2(·) ∈ 𝐿2(T
2). Этим функциям соответствуют интегральные

операторы ℱ1 и ℱ2, а ядро 𝑓(·) для их композиции ℱ = ℱ1 ∘ ℱ2 определяется формулой (1.107):

𝑓(𝑡, 𝜏) = 𝜒𝜃(𝑡)𝜒𝜃(𝜏)

∫︁
T

𝜆(𝜉)1(𝑡− 𝜉)1(𝜏 − 𝜉)𝑑𝜉 = 𝜒𝜃(𝑡)𝜒𝜃(𝜏)

∫︁ min{𝑡,𝜏}

𝑡0

𝜆(𝜉)𝑑𝜉 =

= 𝜒𝜃(𝑡)𝜒𝜃(𝜏)1(𝑡− 𝜏)

∫︁ 𝜏

𝑡0

𝜆(𝜉)𝑑𝜉 + 𝜒𝜃(𝑡)𝜒𝜃(𝜏)1(𝜏 − 𝑡)
∫︁ 𝑡

𝑡0

𝜆(𝜉)𝑑𝜉.

Оператор ℱ является ядерным, для него справедлива теорема 1.11:

ℱ𝑔(·) =

∫︁
T

𝑓(·, 𝜏)𝑔(𝜏)𝑑𝜏 , 𝑔(·) ∈ 𝐿2(T),

и, кроме того, можно применить следствие 1.1 для функции 𝑓(𝑡, 𝜏) = 𝜙(𝑡)𝜓(𝜏)1(𝑡− 𝜏), где

𝜙(𝑡) = 𝜒𝜃(𝑡) и 𝜓(𝑡) = 𝜒𝜃(𝑡)

∫︁ 𝑡

𝑡0

𝜆(𝜉)𝑑𝜉.

Тогда справедлива формула (1.106), в которой

𝐹𝑖𝑖 =
(︀
𝑞(𝑖, ·)⊗ 𝑞(𝑖, ·), 𝑓(·)

)︀
𝐿2(T2)

=

∫︁
T

𝜙(𝑡)𝑞(𝑖, 𝑡)

∫︁ 𝑡

𝑡0

𝜓(𝜏)𝑞(𝑖, 𝜏)𝑑𝜏 𝑑𝑡 =
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=

∫︁ 𝜃

𝑡0

𝑞(𝑖, 𝑡)

∫︁ 𝑡

𝑡0

𝑞(𝑖, 𝜏)

∫︁ 𝜏

𝑡0

𝜆(𝜉)𝑑𝜉𝑑𝜏 𝑑𝑡, 𝑖 = 0, 1, 2, . . . ,

а также

lim
𝜀→0
𝒮𝜀𝑓(𝑡, 𝑡) =

1

2
𝜙(𝑡)𝜓(𝑡) =

1

2
𝜒𝜃(𝑡)

∫︁ 𝑡

𝑡0

𝜆(𝜉)𝑑𝜉,

tr 𝑓(·) =
1

2

(︀
𝜙(·), 𝜓(·)

)︀
𝐿2(T)

=
1

2

∫︁
T

𝜒𝜃(𝑡)

∫︁ 𝑡

𝑡0

𝜆(𝜉)𝑑𝜉𝑑𝑡 =
1

2

∫︁ 𝜃

𝑡0

∫︁ 𝑡

𝑡0

𝜆(𝜉)𝑑𝜉𝑑𝑡 =

=
1

2

(︂
𝜃

∫︁ 𝜃

𝑡0

𝜆(𝜉)𝑑𝜉 −
∫︁ 𝜃

𝑡0

𝑡𝜆(𝑡)𝑑𝑡

)︂
=

1

2

∫︁ 𝜃

𝑡0

(𝜃 − 𝜉)𝜆(𝜉)𝑑𝜉.

Аналогично, если 𝑓1(𝑡, 𝜏) = 𝜒𝜃(𝑡)𝜆(𝜏)1(𝑡− 𝜏) и 𝑓2(𝑡, 𝜏) = 𝜒𝜃(𝜏)1(𝑡− 𝜏), то

𝑓(𝑡, 𝜏) = 𝜒𝜃(𝑡)𝜒𝜃(𝜏)

∫︁
T

𝜆(𝜉)1(𝑡− 𝜉)1(𝜉 − 𝜏)𝑑𝜉 = 𝜒𝜃(𝑡)𝜒𝜃(𝜏)1(𝑡− 𝜏)

∫︁ 𝑡

𝜏

𝜆(𝜉)𝑑𝜉 =

= 𝜒𝜃(𝑡)𝜒𝜃(𝜏)1(𝑡− 𝜏)

∫︁ 𝑡

𝑡0

𝜆(𝜉)𝑑𝜉 − 𝜒𝜃(𝑡)𝜒𝜃(𝜏)1(𝑡− 𝜏)

∫︁ 𝜏

𝑡0

𝜆(𝜉)𝑑𝜉,

т.е. формула (1.106) применима в случае

𝜙(𝑡) = 𝜒𝜃(𝑡)

∫︁ 𝑡

𝑡0

𝜆(𝜉)𝑑𝜉 и 𝜓(𝑡) = 𝜒𝜃(𝑡). �

Лемма 1.1. Пусть 𝜙(·), 𝜓(·) — полиномы. Тогда интегральный оператор ℱ : 𝐿2(T)→
→ 𝐿2(T) с ядром

𝑓(𝑡, 𝜏) = 𝜙(𝑡)𝜓(𝜏)1(𝑡− 𝜏) + 𝜙(𝜏)𝜓(𝑡)1(𝜏 − 𝑡) = 𝑓(𝜏, 𝑡)

является ядерным.

Доказательство. На основе примеров 1.15 и 1.16 делаем вывод, что интегральный оператор
ℱ* с ядром 𝑔(·) является ядерным, если

𝑔(𝑡, 𝜏) = 𝑡𝑛1 𝜏𝑛2 1(𝑡− 𝜏) + 𝜏𝑛1 𝑡𝑛2 1(𝜏 − 𝑡) = 𝑔(𝑡, 𝜏), 𝑛1, 𝑛2 = 0, 1, 2, . . .

Действительно, при 𝑛1 = 𝑛2 получаем вырожденное ядро 𝑔(𝑡, 𝜏) = (𝑡𝜏)𝑛1 (см. пример 1.15).
При 𝑛1 ̸= 𝑛2 нужный результат следует из примера 1.16: для функции (1.109) полагаем
𝑛 = 𝑛1 < 𝑛2 = 𝑚+ 𝑛, а для функции (1.110) — 𝑚+ 𝑛 = 𝑛1 > 𝑛2 = 𝑛.

Функция 𝑓(·) представляется как линейная комбинация функций вида 𝑔(·) и она задает
ядерный оператор ℱ , поскольку пространство ядерных операторов линейно. J

Теорема 1.12. Пусть 𝜙(·), 𝜓(·) ∈ 𝐿2(T), {𝑞(𝑖, ·)}∞𝑖=0 — базисная система пространства
𝐿2(T). Тогда

∞∑︁
𝑖=0

∫︁
T

𝜙(𝑡)𝑞(𝑖, 𝑡)

∫︁ 𝑡

𝑡0

𝜓(𝜏)𝑞(𝑖, 𝜏)𝑑𝜏 𝑑𝑡 =
1

2

(︀
𝜙(·), 𝜓(·)

)︀
𝐿2(T)

. (1.111)

Доказательство. Введем в рассмотрение функции 𝑔(·), 𝑔*(·) ∈ 𝐿2(T
2):

𝑔(𝑡, 𝜏) = 𝜙(𝑡)𝜓(𝜏)1(𝑡− 𝜏), 𝑔*(𝑡, 𝜏) = 𝜓(𝑡)𝜙(𝜏)1(𝜏 − 𝑡) = 𝑔(𝜏, 𝑡),

тогда коэффициенты разложения 𝐺𝑖𝑗 и 𝐺*
𝑖𝑗 этих функции относительно базисной системы

{𝑞(𝑖, ·)⊗ 𝑞(𝑗, ·)}∞𝑖,𝑗=0 определяются формулой (1.42):

𝐺𝑖𝑗 =
(︀
𝑞(𝑖, ·)⊗ 𝑞(𝑗, ·), 𝑔(·)

)︀
𝐿2(T2)

=

∫︁
T

𝜙(𝑡)𝑞(𝑖, 𝑡)

∫︁ 𝑡

𝑡0

𝜓(𝜏)𝑞(𝑗, 𝜏)𝑑𝜏 𝑑𝑡,

𝐺*
𝑖𝑗 =

(︀
𝑞(𝑖, ·)⊗ 𝑞(𝑗, ·), 𝑔*(·)

)︀
𝐿2(T2)

=

∫︁
T

𝜓(𝑡)𝑞(𝑖, 𝑡)

∫︁ 𝑇

𝑡

𝜙(𝜏)𝑞(𝑗, 𝜏)𝑑𝜏 𝑑𝑡,
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и для них выполняется условие 𝐺𝑖𝑗 = 𝐺*
𝑗𝑖 по свойству симметричности (1.51), 𝑖, 𝑗 = 0, 1, 2, . . .

Пусть
𝑓(𝑡, 𝜏) = 𝑔(𝑡, 𝜏) + 𝑔*(𝑡, 𝜏) = 𝑔(𝑡, 𝜏) + 𝑔(𝜏, 𝑡) = 𝑓(𝜏, 𝑡), 𝑓(·) ∈ 𝐿2(T

2),

тогда коэффициенты разложения 𝐹𝑖𝑗 функции 𝑓(·) определяются по свойству линейности
(1.47):

𝐹𝑖𝑗 = 𝐺𝑖𝑗 +𝐺*
𝑖𝑗 = 𝐺𝑖𝑗 +𝐺𝑗𝑖 и 𝐹𝑖𝑖 = 2𝐺𝑖𝑖.

Кроме того, можно записать интегральный след для функции 𝑓(·):

lim
𝜀→0
𝒮𝜀𝑓(𝑡, 𝑡) = 𝜙(𝑡)𝜓(𝑡) и tr 𝑓(·) =

∫︁
T

𝜙(𝑡)𝜓(𝑡)𝑑𝑡 =
(︀
𝜙(·), 𝜓(·)

)︀
𝐿2(T)

,

и это означает, что равенство (1.111) эквивалентно выражению (1.105), которое верно для
ядерного оператора ℱ с некоторым ядром 𝑓(·) согласно теореме 1.11.

Если 𝜙(·), 𝜓(·) — это полиномы, то согласно лемме 1.1 интегральный оператор
ℱ : 𝐿2(T)→ 𝐿2(T) с ядром 𝑓(·) является ядерным. С помощью полиномов сколь угодно точно
приближаются произвольные функции из пространства 𝐿2(T).

Далее, пусть 𝜙(·), 𝜓(·) ∈ 𝐿2(T) и

𝜙(·) = lim
𝑛→∞

𝜙𝑛(·), 𝜓(·) = lim
𝑚→∞

𝜓𝑚(·),

где

𝜙𝑛(·) =
𝑛∑︁
𝑖=0

Φ𝑖𝑃 (𝑖, ·) и 𝜓𝑚(·) =
𝑚∑︁
𝑖=0

Ψ𝑖𝑃 (𝑖, ·), 𝑛,𝑚 ∈ {0, 1, 2, . . . },

а Φ𝑖 и Ψ𝑖 — коэффициенты разложения (1.11) функций 𝜙(·) и 𝜓(·) соответственно по поли-
номам Лежандра (см. п. 1 замечаний 1.1). Тогда устанавливаем справедливость следующего
равенства для произвольных 𝑛 и 𝑚:

∞∑︁
𝑖=0

[︂ ∫︁
T

𝜙𝑛(𝑡)𝑞(𝑖, 𝑡)

∫︁ 𝑡

𝑡0

𝜓𝑚(𝜏)𝑞(𝑖, 𝜏)𝑑𝜏 𝑑𝑡+

+

∫︁
T

𝜓𝑚(𝑡)𝑞(𝑖, 𝑡)

∫︁ 𝑇

𝑡

𝜙𝑛(𝜏)𝑞(𝑖, 𝜏)𝑑𝜏 𝑑𝑡

]︂
=

(︀
𝜙𝑛(·), 𝜓𝑚(·)

)︀
𝐿2(T)

, (1.112)

где числовой ряд в левой части записанного выражения сходится абсолютно, его сумма не
зависит от выбора базисной системы {𝑞(𝑖, ·)}∞𝑖=0.

Зафиксируем 𝑛 в формуле (1.112). Тогда она определяет ограниченный, а значит и непре-
рывный линейный функционал в пространстве 𝐿2(T), который задается функцией 𝜙𝑛(·) (в
левой части формулы непрерывный функционал в пространстве ядерных операторов [41], но
его можно рассматривать как линейный функционал в пространстве 𝐿2(T), используя продол-
жение по непрерывности [52, 123]). Переходя к пределу при 𝑚→∞, получаем непрерывный
линейный функционал, заданный функцией 𝜓(·):

∞∑︁
𝑖=0

[︂ ∫︁
T

𝜙𝑛(𝑡)𝑞(𝑖, 𝑡)

∫︁ 𝑡

𝑡0

𝜓(𝜏)𝑞(𝑖, 𝜏)𝑑𝜏 𝑑𝑡+

∫︁
T

𝜓(𝑡)𝑞(𝑖, 𝑡)

∫︁ 𝑇

𝑡

𝜙𝑛(𝜏)𝑞(𝑖, 𝜏)𝑑𝜏 𝑑𝑡

]︂
=

(︀
𝜙𝑛(·), 𝜓(·)

)︀
𝐿2(T)

.

Остается перейти к пределу при 𝑛→∞, в результате получаем выражение (1.105), что
доказывает равенство (1.111). J
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Рассмотрим простейший пример применения теоремы 1.12. Пусть 𝜙(𝑡) = 𝜓(𝑡) = 𝜒𝜃(𝑡) =

= 𝜒[𝑡0,𝜃](𝑡) — индикатор множества (1.14), 𝜃 ∈ T. Тогда формула (1.111) примет вид
∞∑︁
𝑖=0

∫︁
T

𝜙(𝑡)𝑞(𝑖, 𝑡)

∫︁ 𝑡

𝑡0

𝜓(𝜏)𝑞(𝑖, 𝜏)𝑑𝜏 𝑑𝑡 =
∞∑︁
𝑖=0

∫︁ 𝜃

𝑡0

𝑞(𝑖, 𝑡)

∫︁ 𝑡

𝑡0

𝑞(𝑖, 𝜏)𝑑𝜏 𝑑𝑡 =

=
1

2

(︀
𝜙(·), 𝜓(·)

)︀
𝐿2(T)

=
1

2

∫︁ 𝜃

𝑡0

𝑑𝑡 =
1

2
(𝜃 − 𝑡0). (1.113)

З ам е ч а н и я 1.15.
1. Числовой ряд в правой части формулы (1.111) сходится абсолютно, это следствие неза-

висимости от выбора базисной системы {𝑞(𝑖, ·)}∞𝑖=0.
2. Для функций вида 𝑓(𝑡, 𝜏) = 𝜙(𝑡)𝜓(𝜏)1(𝑡− 𝜏) при условии 𝜙(𝑡) = 𝑡𝑛1 и 𝜓(𝑡) = 𝑡𝑛2 , где

𝑛1, 𝑛2 = 0, 1, 2, . . . , равенство матричного и интегрального следов можно получить с помощью
следствия 1.1. При этом в явном виде не требуется, чтобы интегральный оператор ℱ с ядром
𝑓(·) был ядерным.

Например, пусть 𝑓(𝑡, 𝜏) = 1(𝑡− 𝜏), т.е. 𝑛1 = 𝑛2 = 0, тогда сингулярные числа соответству-
ющего оператора, а это оператор интегрирования 𝒟−1 (см. разд. 1.6), определяются выраже-
нием [41,253] (см. также пример 2.4):

𝜆−1
𝑖 =

(︂
𝑖+

1

2

)︂
𝜋

𝑇
, 𝑖 = 0, 1, 2, . . . ,

при этом числовой ряд
∑︀∞

𝑖=0 𝜆𝑖 расходится, т.е. 𝒟−1 не является ядерным оператором. Однако
справедлива формула

∞∑︁
𝑖=0

∫︁
T

𝑞(𝑖, 𝑡)

∫︁ 𝑡

𝑡0

𝑞(𝑖, 𝜏)𝑑𝜏 𝑑𝑡 =
1

2

∫︁ 𝑇

𝑡0

𝑑𝑡 =
1

2
(𝑇 − 𝑡0). (1.114)

Рассмотрим более общий случай, не используя в явном виде свойства ядерных операторов.
Пусть 𝜓(·) ∈ 𝐿2(T) и

𝑓(𝑡, 𝜏) = 𝜓(𝑡)𝜓(𝜏)1(𝑡− 𝜏), 𝑓 *(𝑡, 𝜏) = 𝜓(𝑡)𝜓(𝜏)1(𝜏 − 𝑡) = 𝑓(𝜏, 𝑡).

Тогда коэффициенты разложения 𝐹𝑖𝑗 и 𝐹 *
𝑖𝑗 этих функций относительно базисной системы

{𝑞(𝑖, ·)⊗ 𝑞(𝑗, ·)}∞𝑖,𝑗=0 определяются формулой (1.42):

𝐹𝑖𝑗 =

∫︁
T

𝜓(𝑡)𝑞(𝑖, 𝑡)

∫︁ 𝑡

𝑡0

𝜓(𝜏)𝑞(𝑗, 𝜏)𝑑𝜏 𝑑𝑡, 𝐹 *
𝑖𝑗 =

∫︁
T

𝜓(𝑡)𝑞(𝑖, 𝑡)

∫︁ 𝑇

𝑡

𝜓(𝜏)𝑞(𝑗, 𝜏)𝑑𝜏 𝑑𝑡,

и для них выполняется условие 𝐹𝑖𝑗 = 𝐹 *
𝑗𝑖 по свойству симметричности (1.51), 𝑖, 𝑗 = 0, 1, 2, . . .,

следовательно,

𝐹𝑖𝑖 + 𝐹 *
𝑖𝑖 =

∫︁
T

𝜓(𝑡)𝑞(𝑖, 𝑡)

[︂ ∫︁ 𝑡

𝑡0

𝜓(𝜏)𝑞(𝑖, 𝜏)𝑑𝜏 +

∫︁ 𝑇

𝑡

𝜓(𝜏)𝑞(𝑖, 𝜏)𝑑𝜏

]︂
𝑑𝑡 =

=

∫︁
T

𝜓(𝑡)𝑞(𝑖, 𝑡)

∫︁
T

𝜓(𝜏)𝑞(𝑗, 𝜏)𝑑𝜏 𝑑𝑡 =

[︂ ∫︁
T

𝑞(𝑖, 𝑡)𝜓(𝑡)𝑑𝑡

]︂2
= Ψ2

𝑖 ,

где Ψ𝑖 — коэффициенты разложения (1.11) функции 𝜓(·) относительно базисной системы
{𝑞(𝑖, ·)}∞𝑖=0, поэтому

∞∑︁
𝑖=0

(𝐹𝑖𝑖 + 𝐹 *
𝑖𝑖) = 2

∞∑︁
𝑖=0

𝐹𝑖𝑖 =
∞∑︁
𝑖=0

Ψ2
𝑖 ,

а по свойству (1.25) сохранения нормы 2
∑︀∞

𝑖=0 𝐹𝑖𝑖 = ‖𝜓(·)‖2𝐿2(T)
.
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Отсюда получаем частный случай формулы (1.111):
∞∑︁
𝑖=0

∫︁
T

𝜓(𝑡)𝑞(𝑖, 𝑡)

∫︁ 𝑡

𝑡0

𝜓(𝜏)𝑞(𝑖, 𝜏)𝑑𝜏 𝑑𝑡 =
1

2
‖𝜓(·)‖2𝐿2(T)

, (1.115)

где коэффициент 1/2 соответствует усреднению функции 𝑓(·) на диагонали квадрата T2:

lim
𝜀→0
𝒮𝜀𝑓(𝑡, 𝑡) =

1

2
𝜓2(𝑡).

Формула (1.114) — это частный случай равенства (1.115) при 𝜓(𝑡) ≡ 1, ее также можно
трактовать как частный случай равенства (1.113) при 𝜃 = 𝑇 .

3. Один из результатов примера 1.17 состоит в следующем:
∞∑︁
𝑖=0

∫︁ 𝜃

𝑡0

𝑞(𝑖, 𝑡)

∫︁ 𝑡

𝑡0

𝑞(𝑖, 𝜏)

∫︁ 𝜏

𝑡0

𝜆(𝜉)𝑑𝜉𝑑𝜏 𝑑𝑡 =
1

2

∫︁ 𝜃

𝑡0

(𝜃 − 𝜉)𝜆(𝜉)𝑑𝜉,

что соответствует формуле (1.106). Но это же равенство можно получить непосредственно из
теоремы 1.12.

4. Найденные соотношения записываются в терминах спектральных характеристик функ-
ций одной и двух переменных (см. разд. 1.1 и 1.2). Пусть Φ̃, Ψ̃ — спектральные характерис-
тики функций 𝜙(·), 𝜓(·) ∈ 𝐿2(T) относительно базисной системы {𝑞(𝑖, ·)}∞𝑖=0, а 𝐹 — двумерная
спектральная характеристика функции 𝑓(𝑡, 𝜏) = 𝜙(𝑡)𝜓(𝜏)1(𝑡− 𝜏). Тогда формула (1.111) при-
мет вид

tr𝐹 =
1

2
Φ̃TΨ̃.

Функция 𝑓(·) — это ядро оператора Гильберта–Шмидта (1.71). Этот оператор является
композицией операторов умножения 𝒜𝜙 и 𝒜𝜓 на функции 𝜙(·) и 𝜓(·) со спектральными харак-
теристиками Φ и Ψ соответственно, а также оператора интегрирования 𝒟−1 со спектральной
характеристикой 𝑃−1: ℱ = 𝒜𝜙 ∘ 𝒟−1 ∘ 𝒜𝜓, следовательно, по свойству (1.64) спектрального
преобразования композиции операторов для спектральной характеристики оператора ℱ верно
соотношение 𝐹 = Φ𝑃−1Ψ. Тогда с учетом выражения (1.32) и теорем 1.7, 1.8 находим

tr Φ𝑃−1Ψ = 1T
(︀
𝑉 (Φ𝑃−1Ψ)

)︀
=

1

2
Φ̃TΨ̃, Φ = 𝑉 Φ̃, Ψ = 𝑉 Ψ̃.

Также можно дополнить соотношение (1.107). Если обозначить через 𝐹 , 𝐹1 и 𝐹2 двумер-
ные спектральные характеристики функций 𝑓(·), 𝑓1(·) и 𝑓2(·) относительно базисной систе-
мы {𝑞(𝑖, ·)⊗ 𝑞(𝑗, ·)}∞𝑖,𝑗=0 (эти же матрицы являются спектральными характеристиками соот-
ветствующих линейных операторов ℱ , ℱ1 и ℱ2, причем ℱ = ℱ1 ∘ ℱ2), то по свойству (1.64)
спектрального преобразования композиции операторов 𝐹 = 𝐹1𝐹2. Пусть также 𝐹 T

1 — спект-
ральная характеристика сопряженного оператора ℱ*

1 с ядром 𝑓 *(𝑡, 𝜏) = 𝑓(𝜏, 𝑡). Следовательно,
согласно формуле (1.49) имеем

(𝐹 T

1 , 𝐹2)ℳ2 = tr𝐹1𝐹2 = tr𝐹 <∞.

Пример 1.18. Найти ядро оператора Гильберта–Шмидта (1.71) со спектральной харак-
теристикой 𝑈 = 𝑃−1𝐴𝑛𝑃−1 при условии 𝑛 ∈ {0, 1, 2, . . . } и T = [0, 𝑇 ], где 𝑃−1 и 𝐴 — спектраль-
ные характеристики оператора интегрирования и оператора умножения на функцию 𝑎1(𝑡) = 𝑡

относительно базисной системы {𝑞(𝑖, ·)}∞𝑖=0 пространства 𝐿2(T). Кроме того, найти след мат-
рицы 𝑈 .
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� Согласно свойству (1.64) спектрального преобразования композиции операторов про-
изведению спектральных характеристик 𝑈 = 𝑃−1𝐴𝑛𝑃−1 соответствует композиция оператора
интегрирования 𝒟−1 и оператора умножения 𝒜 на функцию 𝑎1(𝑡) = 𝑡:

𝒰 = 𝒟−1 ∘ 𝒜𝑛 ∘ 𝒟−1 = 𝒟−1 ∘ 𝒜 ∘ . . . ∘ 𝒜⏟  ⏞  
𝑛 элементов

∘ 𝒟−1,

Ядро оператора 𝒰 — это импульсная переходная функция 𝑘(·) последовательного соеди-
нения трех звеньев: интегрирующего звена, усилительного звена с коэффициентом усиления
𝑎𝑛(𝑡) = 𝑡𝑛 и еще одного интегрирующего звена. Импульсные переходные функции этих зве-
ньев указаны в разд. 1.4, они выражаются через единичную ступенчатую функцию (1.28) и
дельта-функцию: 𝑘1(𝑡, 𝜏) = 𝑘3(𝑡, 𝜏) = 1(𝑡− 𝜏), 𝑘2(𝑡, 𝜏) = 𝑡𝑛𝛿(𝑡− 𝜏), причем линейный оператор
𝒜𝑛 с ядром 𝑘2(·) — оператор умножения на функцию 𝑎𝑛(𝑡) = 𝑡𝑛 — не является оператором
Гильберта–Шмидта.

Далее применим правила нахождения импульсных переходных функций соединений [105].
Последовательному соединению звеньев с импульсными переходными функциями 𝑘2(·) и 𝑘3(·)
соответствует импульсная переходная функция

𝑘23(𝑡, 𝜏) =

∫︁ 𝑡

𝜏

𝑘3(𝑡, 𝜉)𝑘2(𝜉, 𝜏)𝑑𝜉 =

∫︁ 𝑡

𝜏

1(𝑡− 𝜉)𝜉𝑛𝛿(𝜉 − 𝜏)𝑑𝜉 = 𝜏𝑛1(𝑡− 𝜏),

а последовательному соединению звеньев с импульсными переходными функциями 𝑘1(·) и
𝑘23(·) — импульсная переходная функция

𝑘(𝑡, 𝜏) =

∫︁ 𝑡

𝜏

𝑘23(𝑡, 𝜉)𝑘1(𝜉, 𝜏)𝑑𝜉 =

∫︁ 𝑡

𝜏

1(𝑡− 𝜉)𝜉𝑛1(𝜉 − 𝜏)𝑑𝜉 = 1(𝑡− 𝜏)

∫︁ 𝑡

𝜏

𝜉𝑛𝑑𝜉 =
𝑡𝑛+1 − 𝜏𝑛+1

𝑛+ 1
1(𝑡− 𝜏),

где приведенные выражения являются аналогом формулы (1.107).
Отметим, что такой же результат получится, если искать импульсную переходную функ-

цию как решение задачи Коши для линейного однородного дифференциального уравнения
второго порядка с ненулевыми начальными значениями [105]. Действительно, запишем снача-
ла дифференциальное уравнение, задающее связь вход– выход для рассматриваемого после-
довательного соединения звеньев. Так как

𝑥(𝑡) =

∫︁ 𝑡

0

𝜃𝑛
∫︁ 𝜃

0

𝑔(𝜏)𝑑𝜏 𝑑𝜃,

имеем
𝑥′(𝑡) = 𝑡𝑛

∫︁ 𝑡

0

𝑔(𝜏)𝑑𝜏 ,
(︀
𝑡−𝑛𝑥′(𝑡)

)︀′
= 𝑔(𝑡), 𝑡−𝑛𝑥′′(𝑡)− 𝑛𝑡−𝑛−1𝑥′(𝑡) = 𝑔(𝑡).

Тогда импульсная переходная функция является решением следующей задачи: 𝑡−𝑛𝑘′′(𝑡)−
−𝑛𝑡−𝑛−1𝑘′(𝑡) = 0, 𝑘(𝜏+) = 0, 𝑘′(𝜏+) = 𝜏𝑛, а это функция 𝑘(·), найденная выше. Поэтому

𝒰𝑔(·) =

∫︁
T

(·)𝑛+1 − 𝜏𝑛+1

𝑛+ 1
1
(︀
(·)− 𝜏

)︀
𝑔(𝜏)𝑑𝜏 =

=
1

𝑛+ 1
(·)𝑛+1

∫︁ (·)

0

𝑔(𝜏)𝑑𝜏 − 1

𝑛+ 1

∫︁ (·)

0

𝜏𝑛+1𝑔(𝜏)𝑑𝜏 , 𝑔(·) ∈ 𝐿2(T),

и первое слагаемое в правой части полученного равенства с точностью до постоянного мно-
жителя задает композицию оператора умножения 𝒜𝑛+1 и оператора интегрирования 𝒟−1, а
второе слагаемое — композицию оператора интегрирования 𝒟−1 и оператора умножения 𝒜𝑛+1
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(см. также пример 1.11):

𝒰 =
1

𝑛+ 1
𝒜𝑛+1 ∘ 𝒟−1 − 1

𝑛+ 1
𝒟−1 ∘ 𝒜𝑛+1 =

1

𝑛+ 1
[𝒜𝑛+1,𝒟−1],

где [𝒜𝑛+1,𝒟−1] — коммутатор линейных операторов.
Следовательно, на основе свойства (1.67) спектрального преобразования коммутатора опе-

раторов получаем

𝑈 = 𝑃−1𝐴𝑛𝑃−1 =
1

𝑛+ 1
𝐴𝑛+1𝑃−1 − 1

𝑛+ 1
𝑃−1𝐴𝑛+1 =

1

𝑛+ 1
[𝐴𝑛+1, 𝑃−1],

что при 𝑛 = 0 совпадает с одним из результатов примера 1.12.
Перейдем к нахождению следа матрицы 𝑈 — спектральной характеристики линейного

оператора 𝒰 с элементами, которые задаются в виде (1.72):

𝑈𝑖𝑗 =
(︀
𝑞(𝑖, ·),𝒰𝑞(𝑗, ·)

)︀
𝐿2(T)

=
1

𝑛+ 1

∫︁
T

𝑞(𝑖, 𝑡)

∫︁ 𝑡

0

(𝑡𝑛+1 − 𝜏𝑛+1)𝑞(𝑗, 𝜏)𝑑𝜏 𝑑𝑡 =

=
1

𝑛+ 1

∫︁
T

𝑡𝑛+1𝑞(𝑖, 𝑡)

∫︁ 𝑡

0

𝑞(𝑗, 𝜏)𝑑𝜏 𝑑𝑡− 1

𝑛+ 1

∫︁
T

𝑞(𝑖, 𝑡)

∫︁ 𝑡

0

𝜏𝑛+1𝑞(𝑗, 𝜏)𝑑𝜏 𝑑𝑡,

при условии 𝑖, 𝑗 = 0, 1, 2, . . . Применяя теорему 1.12, находим

tr𝑈 =
∞∑︁
𝑖=0

𝑈𝑖𝑖 =
1

𝑛+ 1

[︂ ∞∑︁
𝑖=0

∫︁
T

𝑡𝑛+1𝑞(𝑖, 𝑡)

∫︁ 𝑡

0

𝑞(𝑖, 𝜏)𝑑𝜏 𝑑𝑡−
∞∑︁
𝑖=0

∫︁
T

𝑞(𝑖, 𝑡)

∫︁ 𝑡

0

𝜏𝑛+1𝑞(𝑖, 𝜏)𝑑𝜏 𝑑𝑡

]︂
=

=
1

𝑛+ 1

[︂
1

2

(︀
𝑓𝑛+1(·), 𝑓0(·)

)︀
𝐿2(T)

− 1

2

(︀
𝑓0(·), 𝑓𝑛+1(·)

)︀
𝐿2(T)

]︂
= 0,

где 𝑓𝑛(𝑡) = 𝑡𝑛, 𝑛 = 0, 1, 2, . . . �

Пример 1.19. Найти след матрицы 𝑃−𝑛 = [𝑃−1]𝑛, где 𝑃−1 — спектральная характерис-
тика оператора интегрирования относительно произвольной базисной системы {𝑞(𝑖, ·)}∞𝑖=0 про-
странства 𝐿2(T), при условии 𝑛 ∈ N и T = [0, 𝑇 ].

� Матрица 𝑃−𝑛 представляет собой спектральную характеристику оператора 𝒟−𝑛 повтор-
ного интегрирования (см. разд. 1.6), но это оператор Гильберта–Шмидта с ядром

𝑘(𝑡, 𝜏) =
(𝑡− 𝜏)𝑛−1

(𝑛− 1)!
1(𝑡− 𝜏),

которое приведено в доказательстве теоремы 1.10.
Если 𝑛 = 1, то 𝑘(𝑡, 𝜏) = 1(𝑡− 𝜏) — единичная ступенчатая функция (1.28). Используя связь

(1.87) спектральных характеристик оператора интегрирования и сопряженного с ним, полу-
чаем tr𝑃−1 + tr[𝑃−1]T = tr Λ = tr(1 · 1T), где Λ — двумерная спектральная характеристика
функции 𝑓(𝑡, 𝜏) = 𝑓0(𝑡)𝑓0(𝜏) ≡ 1, 1 — спектральная характеристика функции 𝑓0(𝑡) ≡ 1. При
транспонировании матрицы ее след не меняется, поэтому

tr𝑃−1 =
1

2
tr Λ.

Интегральный оператор с ядром 𝑓(·) является ядерным (см. пример 1.15). Тогда из теоремы
1.11 следует, что

tr Λ = tr 𝑓(·) =

∫︁ 𝑇

0

𝑑𝑡 = 𝑇,

поэтому tr𝑃−1 = 𝑇/2 (см. также п. 2 замечаний 1.15 и формулу (1.114)).
Если 𝑛 > 1, то интегральный оператор с ядром 𝑘(𝑡, 𝜏) = (𝑡− 𝜏)𝑛−11(𝑡− 𝜏)/(𝑛− 1)! явля-

ется ядерным, поскольку для функции 𝑘(·) справедливо представление (1.107), что следует
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из определения оператора 𝒟−𝑛 как композиции операторов Гильберта–Шмидта (см. п. 3 за-
мечаний 1.9). Тогда можно применить теорему 1.11: tr𝑃−𝑛 = tr 𝑘(·), и в данном случае 𝑘(·)
— непрерывная функция, равная нулю на диагонали квадрата T2, следовательно, tr𝑃−𝑛 = 0.
Отметим, что у любого ядерного оператора Вольтерра нулевой след [21].

Этот же результат получается на основе теоремы 1.10:

tr𝑃−𝑛 =
1

(𝑛− 1)!

𝑛−1∑︁
𝑖=0

(−1)𝑖𝐶𝑖
𝑛−1 tr𝐴𝑛−𝑖−1𝑃−1𝐴𝑖,

в котором спектральная характеристика 𝐴𝑛−𝑖−1𝑃−1𝐴𝑖 соответствует композиции оператора ин-
тегрирования 𝒟−1 и оператора умножения 𝒜 на функцию 𝑎1(𝑡) = 𝑡, а именно 𝒜𝑛−𝑖−1 ∘ 𝒟−1 ∘ 𝒜𝑖,
но это интегральный оператор с ядром 𝑘𝑖(𝑡, 𝜏) = 𝑡𝑛−𝑖−1𝜏 𝑖1(𝑡− 𝜏) (см. доказательство теоремы
1.10). Тогда по теореме 1.12 находим

tr𝑃−𝑛 =
1

2(𝑛− 1)!

𝑛−1∑︁
𝑖=0

(−1)𝑖𝐶𝑖
𝑛−1

(︀
𝜙𝑖(·), 𝜓𝑖(·)

)︀
𝐿2(T)

,

где 𝜙𝑖(𝑡) = 𝑡𝑛−𝑖−1 и 𝜓𝑖(𝑡) = 𝑡𝑖. Таким образом, принимая во внимание свойства биномиальных
коэффициентов, имеем

tr𝑃−𝑛 =
1

2(𝑛− 1)!

∫︁ 𝑇

0

𝑡𝑛−1𝑑𝑡 ·
𝑛−1∑︁
𝑖=0

(−1)𝑖𝐶𝑖
𝑛−1 =

𝑇 𝑛

2𝑛!
· 0 = 0.

Кроме того, след матрицы 𝑃−𝑛 можно найти непосредственно по определению, выбирая
конкретную базисную систему. Продемонстрируем это для значений 𝑛 = 1 и 𝑛 = 2.

Спектральные характеристики 𝑃−1 относительно базисных систем (1.5)– (1.9) приведены
в разд. 1.6. Их главные диагонали совпадают, они имеют единственный ненулевой элемент
𝑃−1
00 = 𝑇/2, следовательно, tr𝑃−1 = 𝑇/2.

Аналогично, относительно базисных систем (1.5)– (1.9) двумерная спектральная характе-
ристика Λ найдена в примере 1.6. Она имеет единственный ненулевой элемент Λ00 = 𝑇 , откуда
следует искомый результат (см. также пример 1.9, замечание 1.7 и формулу (1.89)). Такой
же вывод справедлив для любых других базисных систем, так как след матрицы не меняет-
ся при ортогональных преобразованиях, а изменение базисной системы — это ортогональное
преобразование (см. свойства матриц изменения базисных систем в разд. 1.3).

Спектральные характеристики 𝑃−2 найдены относительно полиномов Лежандра (1.5) и
косинусоид (1.6). Согласно примеру 1.12 при выборе полиномов Лежандра диагональные эле-
менты матрицы 𝑃−2 задаются формулами

𝑃−2
00 =

𝑇 2

6
, 𝑃−2

𝑚𝑚 = − 𝑇 2

2(2𝑚− 1)(2𝑚+ 3)
, 𝑚 = 1, 2, 3, . . . ,

следовательно,

tr𝑃−2 = 𝑇 2

(︂
1

6
−

∞∑︁
𝑚=1

1

2(2𝑚− 1)(2𝑚+ 3)

)︂
= 𝑇 2

(︂
1

6
− 1

8

∞∑︁
𝑚=1

1

(𝑚− 1/2)(𝑚+ 3/2)

)︂
.

Используя таблицу рядов [42], записываем
∞∑︁
𝑚=1

1

(𝑚− 1/2)(𝑚+ 3/2)
=

1

3/2 + 1/2

∫︁ 1

0

𝑥−1/2 − 𝑥3/2

1− 𝑥
𝑑𝑥 =

=
1

2

∫︁ 1

0

1− 𝑥2√
𝑥(1− 𝑥)

𝑑𝑥 =
1

2

∫︁ 1

0

(︂
1√
𝑥

+
√
𝑥

)︂
𝑑𝑥 =

4

3
,
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т.е. tr𝑃−2 = 0.
При выборе косинусоид результат будет таким же, как и для любой другой базисной сис-

темы (как отмечено выше, след матрицы не меняется при изменении базисной системы). Дей-
ствительно, диагональные элементы матрицы 𝑃−2 определяются следующим образом (они
найдены в примере 1.12):

𝑃−2
00 =

𝑇 2

6
, 𝑃−2

𝑖𝑖 = − 𝑇 2

𝑖2𝜋2
, 𝑖 = 1, 2, 3, . . . ,

поэтому

tr𝑃−2 = 𝑇 2

(︂
1

6
−

∞∑︁
𝑖=1

1

𝑖2𝜋2

)︂
= 𝑇 2

(︂
1

6
− 1

𝜋2

∞∑︁
𝑖=1

1

𝑖2

)︂
, но

∞∑︁
𝑖=1

1

𝑖2
=
𝜋2

6

согласно [42] (это ряд обратных квадратов, см. также п. 2 замечаний 1.14), т.е. tr𝑃−2 = 0. �

1.10. Приближенное представление функций

Рассмотрим задачу приближенного представления функции одной переменной 𝑓(·) ∈ 𝐿2(T)

в виде частичной суммы ряда (1.10):

𝑓(𝑡) ≈ 𝑓(𝑡), 𝑡 ∈ T, 𝑓(·) =
𝐿−1∑︁
𝑖=0

𝐹𝑖𝑞(𝑖, ·), (1.116)

где коэффициенты разложения 𝐹𝑖 вычисляются согласно (1.11). Эту задачу будем также на-
зывать задачей аппроксимации функции. Ее решение предполагает при заданной величине 𝐿
нахождение коэффициентов разложения 𝐹𝑖, 𝑖 = 0, 1, . . . , 𝐿− 1, и использование (1.116).

Элементы спектральной характеристики 𝐹 функции 𝑓(·) относительно базисной системы
{𝑞(𝑖, ·)}∞𝑖=0 пространства 𝐿2(T) удовлетворяют условию:

𝐹𝑖 =

{︃
𝐹𝑖, 𝑖 = 0, 1, . . . , 𝐿− 1,

0, 𝑖 = 𝐿,𝐿+ 1, . . . ,

и эту спектральную характеристику целесообразно представлять конечной матрицей-столбцом
размеров 𝐿× 1 — усеченной спектральной характеристикой 𝐹 (𝐿-мерным вектором):

𝐹 = [𝐹0 𝐹1 . . . 𝐹𝐿−1 ]T,

где 𝐿 называется порядком усечения спектральных характеристик.
Погрешность аппроксимации функции одной переменной 𝑓(·) в смысле нормы пространства

𝐿2(T) можно вычислить точно:

𝜀𝑓 = ‖𝑓(·)− 𝑓(·)‖𝐿2(T) = ‖𝐹 − 𝐹‖ℓ2 =

{︂ ∞∑︁
𝑖=𝐿

𝐹 2
𝑖

}︂ 1
2

=

{︂ ∞∑︁
𝑖=0

𝐹 2
𝑖 −

𝐿−1∑︁
𝑖=0

𝐹 2
𝑖

}︂ 1
2

=

=
√︁
‖𝐹‖2ℓ2 − ‖𝐹‖2 =

√︁
‖𝑓(·)‖2𝐿2(T)

− ‖𝐹‖2, (1.117)

где ‖ · ‖ — евклидова норма [30]:

‖𝐹‖ =

{︂𝐿−1∑︁
𝑖=0

𝐹 2
𝑖

}︂ 1
2

.

Если погрешность аппроксимации функции связана не только с усечением спектральной
характеристики, но и с неточным нахождением коэффициентов разложения (1.11), то форму-
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лу для погрешности следует скорректировать. Обозначим усеченную спектральную характе-
ристику функции 𝑓(·) через 𝐹 , в предположении, что ее элементы 𝐹𝑖 найдены неточно. Ей
соответствует функция

𝑓(·) =
𝐿−1∑︁
𝑖=0

𝐹𝑖𝑞(𝑖, ·),

тогда

𝜀𝑓 = ‖𝑓(·)− 𝑓(·)‖𝐿2(T) = ‖𝐹 − 𝐹‖ℓ2 =

{︂𝐿−1∑︁
𝑖=0

(𝐹𝑖 − 𝐹𝑖)2 +
∞∑︁
𝑖=𝐿

𝐹 2
𝑖

}︂ 1
2

=

=
√︁
‖𝐹‖2ℓ2−‖𝐹‖2+‖𝐹 − 𝐹‖2 =

√︁
‖𝑓(·)‖2𝐿2(T)

−‖𝐹‖2+‖𝐹 − 𝐹‖2. (1.118)

Из неравенства Коши–Буняковского [21,69] можно получить оценку точности для линей-
ных функционалов (1.30):

|𝒵𝑓(·)−𝒵𝑓(·)| =
⃒⃒(︀
𝑧(·), 𝑓(·)− 𝑓(·)

)︀
𝐿2(T)

⃒⃒
6 ‖𝑧(·)‖𝐿2(T)‖𝑓(·)− 𝑓(·)‖𝐿2(T) = 𝜀𝑓‖𝑧(·)‖𝐿2(T). (1.119)

Аналогично ⃒⃒
𝒵𝑓(·)−𝒵𝑓(·)

⃒⃒
6 𝜀𝑓‖𝑧(·)‖𝐿2(T). (1.120)

Пример 1.20. Найти погрешности аппроксимации функции 𝑓1(𝑡) = 𝑡 при ее приближен-
ном представлении в виде частичной суммы ряда (1.10), используя базисные системы (1.5)–
(1.9), T = [0, 1]. Порядки усечения спектральных характеристик: 𝐿 = 4, 8, . . . , 256.

� Найдем квадрат нормы функции 𝑓1(·):

‖𝑓1(·)‖2𝐿2(T)
=

∫︁ 1

0

𝑡2𝑑𝑡 =
1

3
.

Для этой функции спектральные характеристики 𝐹 найдены ранее: относительно поли-
номов Лежандра (1.5) и косинусоид (1.6) в примерах 1.2 и 1.3 соответственно. В замечании
1.3 приведены спектральные характеристики 𝐹 относительно функций Уолша (1.7), функций
Хаара (1.8) и тригонометрических функций (1.9).

Применим формулу (1.117) для вычисления погрешностей аппроксимации 𝜀𝑓1 функции
𝑓1(·) при заданных значениях 𝐿, когда она приближенно представляется в виде частичной
суммы (1.116) — функции 𝑓1(·), что соответствует усечению ее спектральной характеристи-
ки с порядком 𝐿. Выбор величин 𝐿 обусловлен использованием в качестве базисных систем
функций Уолша и Хаара, для которых значения 𝐿 = 2𝜈 , 𝜈 ∈ N, оптимальны (см., например,
п. 4 замечаний 1.1). Результаты вычислений приведены в табл. 1.2.

Таблица 1.2. Погрешности аппроксимации 𝜀𝑓1

Базис 𝐿 = 4 𝐿 = 8 𝐿 = 16 𝐿 = 32 𝐿 = 64 𝐿 = 128 𝐿 = 256

{𝑃 (𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.000000 0.000000 0.000000 0.000000 0.000000 0.000000 0.000000
{𝐶(𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.013840 0.005093 0.001821 0.000646 0.000228 0.000081 0.000029
{𝑊̂ (𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.072169 0.036084 0.018042 0.009021 0.004511 0.002255 0.001128
{𝑋̂(𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.072169 0.036084 0.018042 0.009021 0.004511 0.002255 0.001128
{𝐹 (𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.141448 0.105888 0.077157 0.055402 0.039480 0.028025 0.019856
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Нулевая погрешность при выборе полиномов Лежандра (1.5) связана с тем, что для точного
представления функции 𝑓1(·) достаточно первых двух полиномов Лежандра (они приведены
в примере 1.7).

Проанализируем полученные результаты. В этом примере полиномы Лежандра обеспечи-
вают точное представление заданной функции, высокую точность дают косинусоиды, далее
следуют функции Уолша и Хаара (при выбранных порядках усечения погрешность аппрок-
симации для них одинакова). Худший результат при выборе тригонометрических функций,
что обусловлено особенностями сходимости тригонометрических рядов Фурье, описанными в
замечании 1.5.

По данным из табл. 1.2 можно сделать следующий вывод: 𝜀𝑓1 ≈ 𝑐/𝐿𝛾, где 𝑐 > 0 — кон-
станта, зависящая от базисной системы; 𝛾 = 3/2 для косинусоид, 𝛾 = 1 для функций Уолша и
Хаара, 𝛾 = 1/2 для тригонометрических функций. В этом примере по условию T = [0, 1], т.е.
𝑇 = 1, а для произвольного 𝑇 > 0 погрешности аппроксимации в табл. 1.2 следует умножить
на коэффициент 𝑇

√
𝑇 . �

Аналогичным образом формулируется задача приближенного представления функции двух
переменных 𝑓(·) ∈ 𝐿2(T

2) в виде частичной суммы ряда (1.41):

𝑓(𝑡, 𝜏) ≈ 𝑓(𝑡, 𝜏), (𝑡, 𝜏) ∈ T2, 𝑓(·) =

𝐿1−1∑︁
𝑖=0

𝐿2−1∑︁
𝑗=0

𝐹𝑖𝑗 𝑞(𝑖, ·)⊗ 𝑞(𝑗, ·), (1.121)

где коэффициенты разложения 𝐹𝑖𝑗 вычисляются согласно (1.42). Эту задачу будем также на-
зывать задачей аппроксимации функции. Решение предполагает при заданных значениях 𝐿1

и 𝐿2 нахождение коэффициентов разложения 𝐹𝑖𝑗, 𝑖 = 0, 1, . . . , 𝐿1 − 1 и 𝑗 = 0, 1, . . . , 𝐿2 − 1, и
использование (1.121).

Далее для краткости положим 𝐿 = 𝐿1 = 𝐿2, т.е.

𝑓(·) =
𝐿−1∑︁
𝑖,𝑗=0

𝐹𝑖𝑗 𝑞(𝑖, ·)⊗ 𝑞(𝑗, ·). (1.122)

Элементы двумерной спектральной характеристики 𝐹 функции 𝑓(·) относительно базисной
системы {𝑞(𝑖, ·)}∞𝑖=0 пространства 𝐿2(T) удовлетворяют условию:

𝐹𝑖𝑗 =

{︃
𝐹𝑖𝑗, 𝑖, 𝑗 = 0, 1, . . . , 𝐿− 1,

0 в остальных случаях,
она представляется квадратной матрицей размеров 𝐿× 𝐿 — усеченной двумерной спектраль-
ной характеристикой 𝐹 :

𝐹 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
𝐹00 𝐹01 . . . 𝐹0,𝐿−1

𝐹10 𝐹11 . . . 𝐹1,𝐿−1

...
... . . . ...

𝐹𝐿−1,0 𝐹𝐿−1,1 . . . 𝐹𝐿−1,𝐿−1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦ ,
а величина 𝐿, как и ранее, называется порядком усечения спектральных характеристик.

Формула для погрешности аппроксимации функции двух переменных 𝑓(·) в смысле нор-
мы пространства 𝐿2(T

2) отличается от формулы (1.117) аргументами функций и выбором
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пространства квадратично интегрируемых функций:

𝜀𝑓 = ‖𝑓(·)− 𝑓(·)‖𝐿2(T2) =
√︁
‖𝑓(·)‖2𝐿2(T2) − ‖𝐹‖2, (1.123)

где ‖ · ‖ — евклидова норма матрицы (норма Фробениуса) [30]:

‖𝐹‖ =

{︂𝐿−1∑︁
𝑖,𝑗=0

𝐹 2
𝑖𝑗

}︂ 1
2

.

Аналог формулы (1.118) для погрешности аппроксимации функции двух переменных:

𝜀𝑓 = ‖𝑓(·)− 𝑓(·)‖𝐿2(T2) =
√︁
‖𝑓(·)‖2𝐿2(T2) − ‖𝐹‖2 + ‖𝐹 − 𝐹‖2, (1.124)

где 𝐹 — усеченная двумерная спектральная характеристика функции 𝑓(·) при условии, что ее
коэффициенты разложения (1.42) найдены неточно. Двумерная спектральная характеристика
с элементами 𝐹𝑖𝑗 отвечает функции

𝑓(·) =
𝐿−1∑︁
𝑖,𝑗=0

𝐹𝑖𝑗 𝑞(𝑖, ·)⊗ 𝑞(𝑗, ·).

Для линейных функционалов (1.55) можно записать формулы, аналогичные (1.119) и
(1.120).

Пример 1.21. Найти погрешности аппроксимации единичной ступенчатой функции
𝑓(𝑡, 𝜏) = 1(𝑡− 𝜏) при ее приближенном представлении в виде частичной суммы ряда (1.41),
используя полиномы Лежандра (1.5), T = [0, 1]. Порядки усечения спектральной характерис-
тики: 𝐿 = 4, 8, . . . , 256.

� Воспользуемся результатами, полученными в примере 1.7:

‖𝑓(·)‖2𝐿2(T2) =
1

2
,

а также выражениями для элементов двумерной спектральной характеристики 𝐹 функции
𝑓(·) относительно полиномов Лежандра (1.5).

По формуле (1.123) вычислим погрешности аппроксимации 𝜀𝑓 функции 𝑓(·) при заданных
значениях 𝐿 в предположении, что она приближенно представляется в виде частичной суммы
(1.122) — функции 𝑓(·). Таким образом, двумерная спектральная характеристика 𝐹 усекается
с порядком 𝐿. В табл. 1.3 указаны погрешности 𝜀𝑓 . По условию T = [0, 1], т.е. 𝑇 = 1, а для про-
извольного 𝑇 > 0 найденные погрешности аппроксимации следует умножить на коэффициент
𝑇 . �

Таблица 1.3. Погрешности аппроксимации 𝜀𝑓

Базис 𝐿 = 4 𝐿 = 8 𝐿 = 16 𝐿 = 32 𝐿 = 64 𝐿 = 128 𝐿 = 256

{𝑃 (𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.188982 0.129099 0.089803 0.062994 0.044368 0.031311 0.022119

Пример 1.22. Найти погрешности аппроксимации единичной ступенчатой функции
𝑓(𝑡, 𝜏) = 1(𝑡− 𝜏) при ее приближенном представлении в виде частичной суммы ряда (1.41),
используя базисные системы (1.6)– (1.9), T = [0, 1]. Порядки усечения спектральных характе-
ристик: 𝐿 = 4, 8, . . . , 256.
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� В примере 1.21 рассматривалось приближенное представление единичной ступенчатой
функции с помощью полиномов Лежандра (1.5). Здесь предлагается использовать четыре дру-
гие базисные системы из разд. 1.1.

Двумерная спектральная характеристика функции 𝑓(𝑡, 𝜏) = 1(𝑡− 𝜏) — это спектральная
характеристика 𝑃−1 оператора интегрирования 𝒟−1 (см. разд. 1.4): S[𝑓(·)] = S[𝒟−1] = 𝑃−1, и
для базисных систем (1.5)– (1.9) спектральные характеристики 𝑃−1 приведены в разд. 1.6 (в
примере 1.7 эта спектральная характеристика обозначена 𝐹 ). Остается применить формулу
(1.123) для вычисления погрешностей аппроксимации 𝜀𝑓 функции 𝑓(·) при заданных значениях
𝐿 в предположении, что она приближенно представляется в виде частичной суммы (1.122) —

функции 𝑓(·). Таким образом, спектральные характеристики 𝐹 = 𝑃−1 усекаются с порядком
𝐿. Все результаты вычислений, включая результаты примера 1.21, отражены в табл. 1.4.

Таблица 1.4. Погрешности аппроксимации 𝜀𝑓

Базис 𝐿 = 4 𝐿 = 8 𝐿 = 16 𝐿 = 32 𝐿 = 64 𝐿 = 128 𝐿 = 256

{𝑃 (𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.188982 0.129099 0.089803 0.062994 0.044368 0.031311 0.022119
{𝐶(𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.184593 0.122217 0.083284 0.057691 0.040332 0.028342 0.019973
{𝑊̂ (𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.250000 0.176777 0.125000 0.088388 0.062500 0.044194 0.031250
{𝑋̂(𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.250000 0.176777 0.125000 0.088388 0.062500 0.044194 0.031250
{𝐹 (𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.269607 0.191842 0.136570 0.096985 0.068742 0.048669 0.034436

Результаты вычислений указывают на то, что 𝜀𝑓 ≈ 𝑐/𝐿𝛾, где 𝑐 > 0 — константа, зависящая
от базисной системы, 𝛾 = 1/2 для всех используемых базисных систем. Здесь справедливо та-
кое же замечание, как и в случае применения только полиномов Лежандра (1.5): при T = [0, 𝑇 ]

найденные погрешности аппроксимации следует умножить на коэффициент 𝑇 (это верно для
произвольной базисной системы). �

Пример 1.23. Найти погрешности аппроксимации функций ℎ(𝑡, 𝜏) = 𝜏 1(𝑡− 𝜏) и
𝑚(𝑡, 𝜏) = 𝑡1(𝑡− 𝜏) при их приближенном представлении в виде частичной суммы ряда
(1.41), используя функции Уолша (1.7) и функции Хаара (1.8), T = [0, 1]. Порядки усечения
спектральных характеристик: 𝐿 = 4, 8, . . . , 256.

� Погрешности аппроксимации 𝜀ℎ и 𝜀𝑚 функций ℎ(·) и 𝑚(·) с учетом их приближенного
представления в виде частичных сумм вида (1.122) при заданных значениях 𝐿, т.е. функ-
ций ℎ̃(·) и 𝑚̃(·), определяются формулой (1.123). Соответствующие двумерные спектральные
характеристики 𝐻 и 𝑀 найдены в примере 1.8, здесь они усекаются с порядком 𝐿.

Чтобы применить формулу (1.123), требуется вычислить квадраты норм заданных функ-
ций:

‖ℎ(·)‖2𝐿2(T2) =

∫︁
T2

[𝜏 1(𝑡− 𝜏)]2𝑑𝑡𝑑𝜏 =

∫︁ 1

0

[︂ ∫︁ 𝑡

0

𝜏 2𝑑𝜏

]︂
𝑑𝑡 =

∫︁ 1

0

𝑡3

3
𝑑𝑡 =

1

12
,

‖𝑚(·)‖2𝐿2(T2) =

∫︁
T2

[𝑡1(𝑡− 𝜏)]2𝑑𝑡𝑑𝜏 =

∫︁ 1

0

[︂
𝑡2
∫︁ 𝑡

0

𝑑𝜏

]︂
𝑑𝑡 =

∫︁ 1

0

𝑡3𝑑𝑡 =
1

4
.

Двумерные спектральные характеристики 𝐻 и 𝑀 функций ℎ(·) и 𝑚(·) можно представить
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как произведение спектральных характеристик 𝐴 и 𝑃−1 операторов умножения на функцию
𝑎1(𝑡) = 𝑡 и интегрирования (они приведены в разд. 1.5 и 1.6 для различных базисных сис-
тем). Но при усечении спектральных характеристик 𝐴 и 𝑃−1 коэффициенты разложения, об-
разующие двумерные спектральные характеристики 𝐻 и 𝑀 , вычисляются неточно, поэтому
необходимо воспользоваться формулой (1.124) для погрешностей аппроксимации 𝜀ℎ и 𝜀𝑚 при
заданных значениях 𝐿 и таком представлении.

Погрешности 𝜀ℎ и 𝜀𝑚 содержатся в табл. 1.5 и 1.6, а погрешности 𝜀ℎ и 𝜀𝑚 — в табл. 1.7 и 1.8.

Таблица 1.5. Погрешности аппроксимации 𝜀ℎ

Базис 𝐿 = 4 𝐿 = 8 𝐿 = 16 𝐿 = 32 𝐿 = 64 𝐿 = 128 𝐿 = 256

{𝑊̂ (𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.142826 0.101796 0.072122 0.051023 0.036083 0.025515 0.018042
{𝑋̂(𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.142826 0.101796 0.072122 0.051023 0.036083 0.025515 0.018042

Таблица 1.6. Погрешности аппроксимации 𝜀𝑚

Базис 𝐿 = 4 𝐿 = 8 𝐿 = 16 𝐿 = 32 𝐿 = 64 𝐿 = 128 𝐿 = 256

{𝑊̂ (𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.160024 0.108002 0.074344 0.051814 0.036364 0.025615 0.018077
{𝑋̂(𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.160024 0.108002 0.074344 0.051814 0.036364 0.025615 0.018077

Таблица 1.7. Погрешности аппроксимации 𝜀ℎ

Базис 𝐿 = 4 𝐿 = 8 𝐿 = 16 𝐿 = 32 𝐿 = 64 𝐿 = 128 𝐿 = 256

{𝑊̂ (𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.143205 0.101863 0.072134 0.051025 0.036083 0.025515 0.018042
{𝑋̂(𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.143205 0.101863 0.072134 0.051025 0.036083 0.025515 0.018042

Таблица 1.8. Погрешности аппроксимации 𝜀𝑚

Базис 𝐿 = 4 𝐿 = 8 𝐿 = 16 𝐿 = 32 𝐿 = 64 𝐿 = 128 𝐿 = 256

{𝑊̂ (𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.160363 0.108065 0.074356 0.051816 0.036364 0.025615 0.018077
{𝑋̂(𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.160363 0.108065 0.074356 0.051816 0.036364 0.025615 0.018077

Анализируя приведеные данные вычислительного эксперимента, получаем оценку
𝜀ℎ, 𝜀𝑚 ≈ 𝑐/𝐿𝛾, где 𝑐 > 0 — константа, а 𝛾 = 1/2. При аппроксимации функций ℎ(·) и 𝑚(·) на
квадрате T2, где T = [0, 𝑇 ], указанные погрешности аппроксимации достаточно умножить на
коэффициент 𝑇 2. Погрешности для функций Уолша и Хаара совпадают благодаря выбору
порядков усечения спектральных характеристик. При условии 𝐿 ̸= 2𝑛, 𝑛 ∈ N, погрешности
будут отличаться. �

1.11. Учет ограничений на значения функций

В задачах оптимального управления часто вводятся ограничения на управляющие воздей-
ствия (входные сигналы). Для учета этих ограничений целесообразно построить аналог множе-
ства допустимых управлений как множество соответствующих спектральных характеристик
функций, чтобы проверка на допустимость закона управления осуществлялась со спектраль-
ной характеристикой без перехода к функции с помощью формулы обращения (см. разд. 1.1).
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Такой подход полностью соответствует принципам спектральной формы математического опи-
сания систем управления [220–222].

Будем предполагать, что задана функция 𝑢(·) ∈ 𝐿2(T) и {𝑞(𝑖, ·)}∞𝑖=0 — базисная система
пространства 𝐿2(T). Далее рассматриваются часто используемые геометрические ограниче-
ния вида |𝑢(𝑡)| 6 𝜐, 𝑡 ∈ T. Многие соотношения в этом разделе включают максимальные зна-
чения функций, в том числе базисных. Это означает, что функции должны быть определены
однозначно в каждой точке отрезка T, например с применением усредняющего оператора (см.
замечание 1.5).

Так как 𝑢(·) ∈ 𝐿2(T), из теоремы 1.1 следует, что

𝑢(·) =
∞∑︁
𝑖=0

𝑈𝑖𝑞(𝑖, ·), (1.125)

где 𝑈𝑖 — коэффициенты разложения (1.11) функции 𝑢(·), образующие спектральную характе-
ристику 𝑈 этой функции относительно базисной системы {𝑞(𝑖, ·)}∞𝑖=0:

𝑈 = S
[︀
𝑢(·)

]︀
, 𝑢(·) = S−1[𝑈 ].

Наряду с точным представлением функции 𝑢(·) в виде ряда (1.125) можно рассматривать
задачу ее приближенного представления в виде частичной суммы (1.116):

𝑢(𝑡) ≈ 𝑢𝐿(𝑡) =
𝐿−1∑︁
𝑖=0

𝑢𝑖𝑞(𝑖, 𝑡), 𝑡 ∈ T, (1.126)

где 𝐿 — порядок усечения спектральных характеристик (см. разд. 1.10). В этом случае
спектральную характеристику представляют матрицей-столбцом размеров 𝐿× 1 — усеченной
спектральной характеристикой 𝑈̃ : 𝑈̃ = [𝑈0 𝑈1 . . . 𝑈𝐿−1 ]T ∈ R𝐿, которую далее будем обозна-
чать для удобства через 𝑈 .

Конечномерное подпространство 𝐿2(T)𝐿, образованное первыми 𝐿 базисными функциями
𝑞(0, ·), 𝑞(1, ·), . . . , 𝑞(𝐿− 1, ·), линейно по построению, т.е.

𝐿2(T)𝐿 = Lin
{︀
𝑞(0, ·), 𝑞(1, ·), . . . , 𝑞(𝐿− 1, ·)

}︀
,

поэтому множество всех спектральных характеристик функций из 𝐿2(T)𝐿 совпадает с R𝐿,
в то время как для функций из 𝐿2(T) множество всех спектральных характеристик — это
пространство квадратично суммируемых последовательностей ℓ2 (см. разд. 1.1).

Предположим, что для функции 𝑢(·) заданы дополнительные условия вида |𝑢(𝑡)| 6 𝜐, где
𝑡 ∈ T и 𝜐 — заданное положительное число. Например, 𝑢(·) — допустимое программное управ-
ление некоторой линейной или нелинейной системой (см. также п. 1 замечаний 1.2) [104,105].

Задача построения множества спектральных характеристик функций с ограничениями при
заданном порядке усечения 𝐿 состоит в нахождении множества U𝐿 ⊂ R𝐿, соответствующего
функциям из 𝐿2(T)𝐿 ∩ {𝑢(·) : |𝑢(𝑡)| 6 𝜐} при спектральном преобразовании. Далее все спект-
ральные характеристики полагаются усеченными.

Перечислим свойства множества спектральных характеристик функций с ограничения-
ми, которые необходимы для приближенного построения этого множества [138,141].

1. Выпуклость.
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Если 𝑈, 𝑉 ∈ U𝐿, то 𝛼𝑈 + 𝛽𝑉 ∈ U𝐿 для любых 𝛼, 𝛽 > 0, удовлетворяющих условию
𝛼 + 𝛽 = 1.

Действительно, если 𝑢(·) = S−1[𝑈 ], 𝑣(·) = S−1[𝑉 ], то |𝑢(𝑡)| 6 𝜐, |𝑣(𝑡)| 6 𝜐. Следовательно,
|𝛼𝑢(𝑡) + 𝛽𝑣(𝑡)| 6 𝜐, поскольку |𝛼𝑢(𝑡) + 𝛽𝑣(𝑡)| 6 𝛼 |𝑢(𝑡)|+ 𝛽 |𝑣(𝑡)|. Таким образом,

S
[︀
𝛼𝑢(·) + 𝛽𝑣(·)

]︀
= 𝛼S

[︀
𝑢(·)

]︀
+ 𝛽S

[︀
𝑣(·)

]︀
= 𝛼𝑈 + 𝛽𝑉 ∈ U𝐿.

2. Симметричность.
Если 𝑈 ∈ U𝐿, то −𝑈 ∈ U𝐿.
Доказательство этого свойства аналогично предыдущему доказательству, а именно пусть

𝑢(·) = S−1[𝑈 ], |𝑢(𝑡)| 6 𝜐. Очевидно, что и |−𝑢(𝑡)| 6 𝜐. Таким образом,

S
[︀
−𝑢(·)

]︀
= −S

[︀
𝑢(·)

]︀
= −𝑈 ∈ U𝐿.

3. Замкнутость.
Множество U𝐿 замкнуто.
Рассмотрим такую функцию 𝑢(·) ∈ 𝐿2(T)𝐿 ∩ {𝑢(·) : |𝑢(𝑡)| 6 𝜐}, что найдется 𝑡* ∈ T, для ко-

торого 𝑢(𝑡*) = 𝜐 (max |𝑢(𝑡)| = 𝜐; здесь и далее при аналогичной записи подразумевается, что
максимум берется по 𝑡 ∈ T). Определим 𝜀-окрестность точки 𝑈 = S[𝑢(·)] в R𝐿, т.е. множество
𝑈𝜀 = {𝑈 ′ : ‖𝑈 ′ − 𝑈‖ < 𝜀}, где ‖ · ‖ — евклидова норма вектора. Тогда для произвольного 𝜀 > 0

найдется такое 𝛿 ∈ (0,min{𝜀/‖𝑈‖, 1}), что

S
[︀
(1− 𝛿)𝑢(·)

]︀
= (1− 𝛿)S

[︀
𝑢(·)

]︀
= (1− 𝛿)𝑈 ∈ U𝐿, (1− 𝛿)𝑈 ∈ 𝑈𝜀,

и найдется такое 𝜗 ∈ (0, 𝜀/‖𝑈‖), что

S
[︀
(1 + 𝜗)𝑢(·)

]︀
= (1 + 𝜗)S

[︀
𝑢(·)

]︀
= (1 + 𝜗)𝑈 /∈ U𝐿, (1 + 𝜗)𝑈 ∈ 𝑈𝜀,

так как |(1− 𝛿)𝑢(𝑡)| < 𝜐 и |(1 + 𝜗)𝑢(𝑡)| > 𝜐. Следовательно, 𝑈 ∈ U𝐿 — граничная точка мно-
жества U𝐿. Аналогично можно показать, что если 𝑈 ∈ U𝐿 — граничная точка множества U𝐿,
то функция 𝑢(·) = S−1[𝑈 ] достигает заданного ограничения 𝜐.

Нетрудно видеть, что

max
|𝑢(𝑡)|6𝜐

‖𝑢(·)‖𝐿2(T) =

{︂∫︁
T

𝜐2𝑑𝑡

}︂ 1
2

= 𝜐𝜁 = 𝑅, 𝜁 = ‖𝑓0(·)‖𝐿2(T), 𝑓0(𝑡) ≡ 1,

и если среди функций базисной системы {𝑞(𝑖, ·)}∞𝑖=0 есть такая функция 𝑞(𝑖, ·), что
|𝑞(𝑖, 𝑡)| = 𝐶 = const ∀ 𝑡 ∈ T, где 𝑖 < 𝐿 и 𝐶𝜁 = 1, то множество U𝐿 содержится в замкнутом
шаре {𝑈 : ‖𝑈‖ 6 𝑅} ⊂ R𝐿, имея с ним по крайней мере две общие точки. Иначе множество U𝐿

содержится в открытом шаре {𝑈 : ‖𝑈‖ < 𝑅}, так как усеченная спектральная характеристика
функции 𝑔(𝑡) ≡ 𝜐 имеет меньшую норму, чем 𝑅 = 𝜐

√
𝑇 − 𝑡0 [138].

4. Сдвиг и масштабирование базисной системы.
Пусть {𝑞(𝑖, ·)}∞𝑖=0 — базисная система пространства 𝐿2([0, 1]), а {𝑞(𝑖, ·)}∞𝑖=0 — соответствую-

щая ей базисная система пространства 𝐿2([𝑡0, 𝑇 ]) (см. п. 1 замечаний 1.1). Далее, V𝐿 и U𝐿 —

образы множеств

𝐿2([0, 1])𝐿 ∩ {𝑣(·) : |𝑣(𝑡)| 6 1} и 𝐿2(T)𝐿 ∩ {𝑢(·) : |𝑢(𝑡)| 6 𝜐}

соответственно при спектральном преобразовании. Тогда если 𝑢(𝑡) = 𝜐𝑣((𝑡− 𝑡0)(𝑇 − 𝑡0)), то

𝑈
𝑞

= 𝜐
√︀
𝑇 − 𝑡0 𝑉

𝑞
, 𝑉

𝑞
∈ V𝐿, 𝑈

𝑞
∈ U𝐿,
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где 𝑈
𝑞

и 𝑉
𝑞

— спектральные характеристики функций 𝑢(·) и 𝑣(·), что обусловлено свойством

линейности (1.24) и связью (1.27) спектральных характеристик при сдвиге и масштабировании
базисной системы.

Таким образом, множество U𝐿 — выпуклое, замкнутое, ограниченное подмножество R𝐿,
симметричное относительно нуля 𝑂̄ = [ 0 0 . . . 0 ]T, соответствующего функции 𝑢(𝑡) ≡ 0. Гра-
ница множества U𝐿 является образом функций, достигающих заданного ограничения 𝜐.

Кроме того, зная множество V𝐿, нетрудно получить и U𝐿, используя преобразование подо-
бия (гомотетию) с коэффициентом 𝜐

√
𝑇 − 𝑡0. Множество спектральных характеристик V𝐿 не

изменяется при преобразованиях, для которых 𝜐
√
𝑇 − 𝑡0 = 1. Множество U𝐿 является образом

целого класса 𝐿2(T)𝐿 ∩ {𝑢(·) : |𝑢(𝑡)| 6 𝜐}, определяемого равенством 𝜐
√
𝑇 − 𝑡0 = const.

З ам е ч а н и е 1.16. Дополнительно можно рассмотреть множество функций, удовлетворя-
ющих ограничению вида 𝜐0 6 𝑢(𝑡) 6 𝜐1, 𝑡 ∈ T. Определяя новую функцию 𝑤(𝑡) = 𝑢(𝑡)− 𝑢̄,
𝑢̄ = (𝜐0 + 𝜐1)/2, получаем ограничение |𝑤(𝑡)| 6 𝜔, где 𝜔 = (𝜐1 − 𝜐0)/2. Обозначим соответству-
ющее ему множество спектральных характеристик функций с ограничениями через W𝐿, а
спектральную характеристику функции 𝑢̄(𝑡) ≡ 𝑢̄ через 𝑈̄ . Она представляется в виде 𝑈̄ = 𝑢̄1,
где 1 — усеченная спектральная характеристика функции 𝑓0(𝑡) ≡ 1 относительно базисной
системы {𝑞(𝑖, ·)}∞𝑖=0.

Согласно свойству линейности (1.24) спектральные характеристики 𝑊 и 𝑈 функций 𝑤(·)
и 𝑢(·) связаны соотношением 𝑊 = 𝑈 − 𝑈̄ . Это означает, что множество U𝐿 можно получить
из W𝐿 с помощью движения вдоль вектора 1 ∈ R𝐿.

Следовательно, для нахождения множества спектральных характеристик функций
с ограничениями 𝜐0 6 𝑢(𝑡) 6 𝜐1, достаточно найти множество V𝐿 — образ множества
𝐿2([0, 1])𝐿 ∩ {𝑣(·) : |𝑣(𝑡)| 6 1} при спектральном преобразовании для каждой из применяемых
базисных систем.

Для приближенного построения множества спектральных характеристик функций с огра-
ничениями выберем конечное множество функций, достигающих ограничения 𝜐. Выпуклая
комбинация их спектральных характеристик образует замкнутую многогранную область, гра-
ница которой — выпуклый многогранник. Этот выпуклый многогранник может быть задан
множеством вершин и плоскостями граней [13]. Найдем для некоторых классов функций со-
ответствующие им множества вершин (вообще говоря, правильнее называть их граничными
точками, поскольку может оказаться, например, что часть из них лежит в одной гиперплос-
кости).

Выберем функции 𝑎𝑖(𝑡) = 𝛼𝑖𝑞(𝑖, 𝑡), где величины 𝛼𝑖 определяются из условия max |𝑎𝑖(𝑡)| = 𝜐,
𝑖 = 0, 1, . . . , 𝐿− 1. Тогда для их спектральных характеристик справедливо соотношение
𝐴𝑖 = S[𝑎𝑖(·)] = 𝛼𝑖𝐸𝑖, где 𝐸𝑖 — столбцы единичной матрицы порядка 𝐿, что является след-
ствием ортогональности функций {𝑞(𝑖′, ·)}𝑖′=0,1,...,𝐿−1; 𝑖′ ̸=𝑖 и 𝑎𝑖(·). Итак, первое приближение для
множества U𝐿 — это выпуклая оболочка точек 𝐴𝑖 и симметричных им, т.е.

U(1)
𝐿 = Conv{±𝐴𝑖, 𝑖 = 0, 1, . . . , 𝐿− 1}, U(1)

𝐿 ⊆ U𝐿.
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Далее рассмотрим функции 𝑎±𝑗1𝑗2(𝑡) = 𝛾±𝑗1𝑗2(𝑎𝑗1(𝑡)± 𝑎𝑗2(𝑡)), где величины 𝛾±𝑗1𝑗2 определяются
из условия max |𝑎±𝑗1𝑗2(𝑡)| = 𝜐, 𝑗1, 𝑗2 = 0, 1, . . . , 𝐿− 1, 𝑗1 ̸= 𝑗2. Нетрудно видеть, что их спектраль-
ные характеристики выражаются следующим образом:

𝐴±
𝑗1𝑗2

= S[𝑎±𝑗1𝑗2(·)] = 𝛾±𝑗1𝑗2(𝐴𝑗1 ± 𝐴𝑗2) = 𝛾±𝑗1𝑗2(𝛼𝑗1𝐸𝑗1 ± 𝛼𝑗2𝐸𝑗2).

Выпуклая оболочка точек, полученных ранее, а также точек {±𝐴±
𝑗1𝑗2

, 𝑗1, 𝑗2 = 0, 1, . . . , 𝐿− 1,

𝑗1 ̸= 𝑗2} дает приближение, которое не хуже U(1)
𝐿 :

U(2)
𝐿 = Conv

{︀
{±𝐴𝑖, 𝑖 = 0, 1, . . . , 𝐿− 1} ∪

∪ {±𝐴±
𝑗1𝑗2

, 𝑗1, 𝑗2 = 0, 1, . . . , 𝐿− 1, 𝑗1 ̸= 𝑗2}
}︀
, U(1)

𝐿 ⊆ U(2)
𝐿 ⊆ U𝐿.

Для более точной аппроксимации имеет смысл брать суммы двух и более функций 𝑎𝑖(·)
с разными весовыми коэффициентами. Перейдем к общему случаю, для этого введем множе-
ство мультииндексов

𝐽 = 𝐽(𝑚, 𝑟) =

{︂
(𝑗0𝑗1 . . . 𝑗𝐿−1) : 𝑗𝑖 ∈ Z ∩ [−𝑚,𝑚],

𝐿−1∑︁
𝑖=0

|𝑗𝑖| = 𝑟

}︂
(1.127)

и функции 𝑎𝑗(𝑡) = 𝛾𝑗
∑︀𝐿−1

𝑖=0 𝑗𝑖𝑎𝑖(𝑡), 𝑗 ∈ 𝐽(𝑚, 𝑟), где величины 𝛾𝑗 определяются из условия
max |𝑎𝑗(𝑡)| = 𝜐, 𝑚 и 𝑟 — натуральные числа, 𝑚 6 𝑟 6 𝐿𝑚.

Например, множество функций A1,1 = {±𝑎𝑖(·), 𝑖 = 0, 1, . . . , 𝐿− 1}, введенных выше, сов-
падает с {𝑎𝑗(·), 𝑗 ∈ 𝐽 = 𝐽(1, 1)}, при этом 𝛾𝑗 = 1 для всех 𝑗 ∈ 𝐽 = 𝐽(1, 1). Множество функ-
ций A1,2 = {±𝑎±𝑗1𝑗2(·), 𝑗1, 𝑗2 = 0, 1, . . . , 𝐿− 1, 𝑗1 ̸= 𝑗2} совпадает с {𝑎𝑗(·), 𝑗 ∈ 𝐽 = 𝐽(1, 2)}. Объеди-
нение A2,2 = A1,1 ∪ A1,2 дает {𝑎𝑗(·), 𝑗 ∈ 𝐽 = 𝐽(2, 2)}. Для общего случая введем обозначение
A𝑚,𝑟 = {𝑎𝑗(·), 𝑗 ∈ 𝐽 = 𝐽(𝑚, 𝑟)}.

Множество мультииндексов 𝐽 необязательно определять в форме (1.127). Одним из вари-
антов может быть множество

𝐽 = 𝐽(𝑚) =

{︂
(𝑗0𝑗1 . . . 𝑗𝐿−1) : 𝑗𝑖 ∈ Z ∩ [−𝑚,𝑚],

𝐿−1∑︁
𝑖=0

|𝑗𝑖| ≠ 0

}︂
, (1.128)

в котором дополнительно отождествляются пропорциональные индексы, например, множе-
ству 𝐽 принадлежит только один из мультииндексов с условием 𝑗0 = 𝑗1 = . . . = 𝑗𝐿−1, т.е. либо
(1, 1, . . . , 1), либо (−𝑚,−𝑚, . . . ,−𝑚), поскольку они задают одну и ту же функцию 𝑎𝑗(·). Фак-
тически, здесь вместо множества 𝐽(𝑚) нужно рассматривать его факторизацию по отношению
эквивалентности: 𝑗1 ∼ 𝑗2, 𝑗1, 𝑗2 ∈ 𝐽(𝑚), если 𝑗1 = 𝜆𝑗2, где 𝜆 — некоторое ненулевое рациональ-
ное число. Отметим, что 𝐽(𝑚, 𝑟) ⊆ 𝐽(𝑚), и введем обозначение A𝑚 = {𝑎𝑗(·), 𝑗 ∈ 𝐽 = 𝐽(𝑚)}. То-
гда A𝑚,𝑟 ⊂ A𝑚.

Далее найдем спектральные характеристики функций 𝑎𝑗(·), 𝑗 ∈ 𝐽 , пользуясь свойством
линейности (1.24):

𝐴𝑗 = S
[︀
𝑎𝑗(·)

]︀
= 𝛾𝑗[ 𝑗0𝛼0 𝑗1𝛼1 . . . 𝑗𝐿−1𝛼𝐿−1 ]T = 𝛾𝑗

𝐿−1∑︁
𝑖=0

𝑗𝑖𝛼𝑖𝐸𝑖.

Они образуют множество граничных точек многогранной области, аппроксимирующей мно-
жество U𝐿:

U(𝑚)
𝐿 = Conv{𝐴𝑗, 𝑗 ∈ 𝐽}, U(𝑚)

𝐿 ⊆ U𝐿, (1.129)
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где множества 𝐽 = 𝐽(𝑚, 𝑟) или 𝐽 = 𝐽(𝑚) задаются формулами (1.127) или (1.128) соответ-
ственно.

Рассмотрим другой класс функций — функций, порожденных кусочно-постоянными функ-
циями. Выберем натуральное число 𝑛: 2𝑛 > 2𝐿, и зададим функции

𝑏𝑖(𝑡) = 𝜐𝜒[0,ℎ)(𝑡− 𝑡0 − 𝑖ℎ), 𝑖 = 0, 1, . . . , 𝑛− 1, ℎ =
𝑇 − 𝑡0
𝑛

,

𝜒[0,ℎ)(·) — индикатор множества (1.14).
Далее определим множество мультииндексов

𝐾 = 𝐾(𝑛) =
{︀

(𝑘0𝑘1 . . . 𝑘𝑛−1) : 𝑘𝑖 ∈ {±1}
}︀
, (1.130)

а также функции 𝑏̂𝑘(𝑡) =
∑︀𝑛−1

𝑖=0 𝑘𝑖𝑏𝑖(𝑡) и 𝑏𝑘(𝑡) = 𝛽𝑘 𝑏̂𝑘(𝑡), 𝑘 ∈ 𝐾, где величины 𝛽𝑘 определяются из
условия max |S−1[𝐵̂𝑘]| = 𝜐, в котором 𝐵̂𝑘 — усеченная спектральная характеристика функции
𝑏̂𝑘(·). Мультииндексы 𝑘, для которых 𝐵̂𝑘 — нулевой вектор, т.е. когда функция 𝑏̂𝑘(·) ортого-
нальна первым 𝐿 функциям базисной системы {𝑞(𝑖, ·)}∞𝑖=0, не рассматриваются.

Введение вспомогательных функций 𝑏̂𝑘(·) связано с тем, что если построить проек-
цию множества 𝐿2(T) ∩ {𝑢(·) : |𝑢(𝑡)| 6 𝜐} на 𝐿2(T)𝐿, то она, вообще говоря, не совпадет с
𝐿2(T)𝐿 ∩ {𝑢(·) : |𝑢(𝑡)| 6 𝜐}, поскольку при обратном спектральном преобразовании усеченной
спектральной характеристики результат может не удовлетворять исходным ограничениям или
не достигать заданного ограничения 𝜐. С ростом 𝑛 величина ‖𝑏𝑖(·)‖𝐿2(T) будет уменьшаться, а
соответствующие им усеченные спектральные характеристики — приближаться к нулю 𝑂̄ при
том, что max |𝑏𝑖(𝑡)| = 𝜐, 𝑖 = 0, 1, . . . , 𝑛− 1.

Для спектральных характеристик функций 𝑏𝑘(·) справедливо следующее соотношение:

𝐵𝑘 = S
[︀
𝑏𝑘(·)

]︀
= 𝛽𝑘

𝑛−1∑︁
𝑖=0

𝑘𝑖 S
[︀
𝑏𝑖(·)

]︀
, 𝑘 ∈ 𝐾.

Они образуют множество граничных точек многогранной области, аппроксимирующей мно-
жество U𝐿:

U(𝑛)
𝐿 = Conv{𝐵𝑘, 𝑘 ∈ 𝐾}, U(𝑛)

𝐿 ⊆ U𝐿, (1.131)

где множество 𝐾 = 𝐾(𝑛) определяется формулой (1.130).
Функции B𝑛 = {𝑏𝑘(·), 𝑘 ∈ 𝐾 = 𝐾(𝑛)} в общем случае уже не являются кусочно-

постоянными и не ортогональны при непересекающихся носителях (𝑏𝑖(·) таким свойством об-
ладают, 𝑖 = 0, 1, . . . , 𝑛− 1), поэтому они не так удобны, как введенные ранее функции 𝑎𝑗(·),
𝑗 ∈ 𝐽 , вычисление их спектральных характеристик более трудоемко. Тем не менее, допустимо
их использование для построения множества спектральных характеристик функций с огра-
ничениями. Можно даже указать базисную систему функций Уолша (1.7), для которой оба
подхода дают одно и то же приближение множества U𝐿 при соответствующем выборе пара-
метров 𝑚, 𝑟, 𝑛: 𝑚 = 𝑟 и 𝑛 = 2𝑠, где 𝑠 ∈ N.

Для построения множества граничных точек многогранной области допустимо и объеди-
нение {𝐴𝑗, 𝑗 ∈ 𝐽} и {𝐵𝑘, 𝑘 ∈ 𝐾}:

U(𝑚,𝑛)
𝐿 = Conv

{︀
{𝐴𝑗, 𝑗 ∈ 𝐽} ∪ {𝐵𝑘, 𝑘 ∈ 𝐾}

}︀
, U(𝑚,𝑛)

𝐿 ⊆ U𝐿,
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где 𝐽 = 𝐽(𝑚, 𝑟) или 𝐽 = 𝐽(𝑚), 𝐾 = 𝐾(𝑛), а также добавление к ним граничных точек, по-
лученных другим способом, в том числе и на основе моделирования случайных функций из
𝐿2(T)𝐿 ∩ {𝑢(·) : max |𝑢(𝑡)| = 𝜐}.

Выпуклую многогранную область можно построить как пересечение полупространств, за-
данных граничными плоскостями. Построение плоскостей граней по известному множеству
вершин многогранника осуществляется методами вычислительной геометрии [119].

Уравнение гиперплоскости в R𝐿, проходящей через вершины 𝑈0, 𝑈1, . . . , 𝑈𝐿−1 ∈ R𝐿, зада-
ется в виде det(𝑋 − 𝑈0, 𝑈1 − 𝑈0, 𝑈2 − 𝑈0, . . . , 𝑈𝐿−1 − 𝑈0) = 0, где 𝑋 = [𝑥0 𝑥1 . . . 𝑥𝐿−1 ]T ∈ R𝐿.
Чтобы гиперплоскость была граничной, очевидно, остальные точки, являющиеся вершинами
многогранника, и нуль должны быть по одну сторону этой гиперплоскости. Раскрывая опре-
делитель, уравнение гиперплоскости переписывается следующим образом:

𝑛0𝑥0 + 𝑛1𝑥1 + . . .+ 𝑛𝐿−1𝑥𝐿−1 − 𝑑 = 0, (1.132)

где 𝑑 > 0, тогда 𝑁 = [𝑛0 𝑛1 . . . 𝑛𝐿−1 ]T — внешняя нормаль к гиперплоскости [13]. Все точки
𝑋, для которых

(𝑁,𝑋)− 𝑑 = 𝑛0𝑥0 + 𝑛1𝑥1 + . . .+ 𝑛𝐿−1𝑥𝐿−1 − 𝑑 < 0,

лежат в полупространстве, содержащем нуль.
Заметим, что если det(𝑈0, 𝑈1 − 𝑈0, 𝑈2 − 𝑈0, . . . , 𝑈𝐿−1 − 𝑈0) = 0, то либо гиперплоскость про-

ходит через нуль, либо 𝑈0, 𝑈1, . . . , 𝑈𝐿−1 линейно зависимы и не могут задавать граничную
гиперплоскость.

Таким образом, можно перейти от задания выпуклого многогранника множеством вершин
к заданию его плоскостями граней P𝑙, где индекс 𝑙 принимает значения из конечного множе-
ства. Каждая из этих плоскостей определяется внешней нормалью 𝑁 𝑙 и числом 𝑑𝑙, а именно
уравнением (𝑁 𝑙, 𝑋)− 𝑑𝑙 = 0. Тогда проверка принадлежности точки 𝑈 ∈ R𝐿, которая соот-
ветствует некоторой функции 𝑢(·) = S−1[𝑈 ], сводится к проверке условия (𝑁 𝑙, 𝑈)− 𝑑𝑙 6 0 для
каждого 𝑙.

Пример 1.24. Построить множества V𝐿 спектральных характеристик функций с ограни-
чениями (при T = [0, 1] и 𝜐 = 1) для базисных систем (1.5)– (1.9). Порядок усечения 𝐿 = 3.

� Применим описанную выше методику построения множеств спектральных характери-
стик функций с ограничениями. На рис. 1.3 показаны проекции граничных точек искомых
множеств при заданном порядке усечения 𝐿 на координатные плоскости при использовании
многогранной области V(8)

3 , 𝐽 = 𝐽(8, 8) (см. формулы (1.127) и (1.129)): 258 граничных точек.
Первая строка на рис. 1.3 соответствует полиномам Лежандра (1.5) (96 граней), вторая стро-
ка — косинусоидам (1.6) (116 граней), третья строка — функциям Уолша (1.7) (8 граней),
четвертая строка — функциям Хаара (1.8) (6 граней), пятая строка — тригонометрическим
функциям (1.9) (116 граней). Для первого столбца на рис. 1.3 элементы спектральных харак-
теристик с номерами 0 и 1 по оси абсцисс и оси ординат, что соответствует порядку усечения
𝐿 = 2, для второго столбца — 0 и 2, для третьего столбца — 1 и 2:

(0, 1), (0, 2), (1, 2).
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Знаком � — обозначены граничные точки, принадлежащие соответствующей координатной
плоскости, а знаком ♦ — проекции остальных граничных точек.

Различие в числе граней при одном и том же множестве граничных точек говорит лишь о
том, что не все граничные точки являются вершинами соответствующих многогранников.

Ограничимся уравнениями плоскостей граней в случае функций Уолша и Хаара, поскольку
их число невелико. Для функций Уолша имеем

𝑥0 + 𝑥1 + 𝑥2 − 1 = 0, −𝑥0 + 𝑥1 + 𝑥2 − 1 = 0,

𝑥0 + 𝑥1 − 𝑥2 − 1 = 0, −𝑥0 + 𝑥1 − 𝑥2 − 1 = 0,

𝑥0 − 𝑥1 + 𝑥2 − 1 = 0, −𝑥0 − 𝑥1 + 𝑥2 − 1 = 0,

𝑥0 − 𝑥1 − 𝑥2 − 1 = 0, −𝑥0 − 𝑥1 − 𝑥2 − 1 = 0,

а для функций Хаара плоскости граней задаются следующим образом:

𝑥0 + 𝑥1 +
√

2𝑥2 − 1 = 0, −𝑥0 − 𝑥1 +
√

2𝑥2 − 1 = 0,

𝑥0 + 𝑥1 −
√

2𝑥2 − 1 = 0, −𝑥0 − 𝑥1 −
√

2𝑥2 − 1 = 0,

𝑥0 − 𝑥1 − 1 = 0, −𝑥0 + 𝑥1 − 1 = 0.

Многогранная область V(8)
3 , 𝐽 = 𝐽(8) (см. формулы (1.128) и (1.129)), характеризуется су-

щественно большим числом граничных точек: их 4912, при этом усложняется нахождение
граней, а многогранная область V(8)

3 , 𝐾 = 𝐾(8) (см. формулу (1.130)), не обеспечивает такого
«равномерного распределения» вершин, при этом число граничных точек невелико: 28 = 256.
На рис. 1.4 изображены иллюстрации к последнему случаю, их расположение соответствует
рис. 1.3. �

Зам е ч а н и я 1.17.
1. Изменение базисной системы (см. разд. 1.3) для построения множества спектральных ха-

рактеристик функций с ограничениями для одной базисной системы по такому множеству для
другой базисной системы вряд ли оправдано, поскольку координаты граничных точек преоб-
разуются согласно формулам (1.59), т.е. применяется невырожденное линейное преобразова-
ние — композиция поворотов, растяжений или сжатий, а также отражений [30]. Оно сохраняет
количество вершин и плоскостей граней для многогранной области. Однако приведенный при-
мер 1.24 показывает, насколько отличаются множества спектральных характеристик функций
с ограничениями для разных базисных систем.

2. С ростом порядка усечения 𝐿 спектральных характеристик и ростом значений 𝑚 или 𝑛

при построении выпуклых многогранных областей U(𝑚)
𝐿 или U(𝑛)

𝐿 соответственно (см. формулы
(1.129) и (1.131)) существенно возрастает объем вычислений. Даже для первого приближения
множества U𝐿 множеством U(𝑚)

𝐿 при 𝑚 = 1 требуется построить 2𝐿 плоскостей граней, для
последующих приближений число граней только возрастает, что хорошо видно из результатов
примера 1.24. Поэтому предложенная методика применима для небольших значений 𝐿, 𝑚 и 𝑛.
С ростом 𝐿, видимо, необходимо использовать другие подходы для аппроксимации множества
спектральных характеристик функций с ограничениями.

3. В работе [144] описано применение методики построения множества спектральных ха-
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Рис. 1.3. Проекции множеств V(8)
3 , 𝐽 = 𝐽(8, 8), на координатные плоскости
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Рис. 1.4. Проекции множеств V(8)
3 , 𝐾 = 𝐾(8), на координатные плоскости
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рактеристик функций с ограничениями для учета ограничений на вектор-функции в предпо-
ложении, что их значения принадлежат множеству, ограниченному 𝑞-мерным параллелотопом
или 𝑞-мерным эллипсоидом, где 𝑞 — размерность вектор-функции.

Для значений 𝐿 > 5 существует только три правильных многогранника в пространстве
R𝐿: 𝐿-мерный симплекс, 𝐿-мерный куб (гиперкуб) и 𝐿-мерный октаэдр (гипероктаэдр, кокуб).
Интересно, что последним двум из них соответствуют конечные ортонормированные системы
функций, т.е. функции {𝑞(𝑖, ·)}𝐿−1

𝑖=0 , относительно которых множество спектральных характери-
стик функций с ограничениями имеет границу в форме правильного многогранника. Первый
из указанных правильных многогранников — 𝐿-мерный симплекс — не может быть границей
множества спектральных характеристик функций с ограничениями, так как он не является
симметричным относительно нуля в R𝐿 (см. свойства множества спектральных характеристик
функций с ограничениями).

Положим T = [0, 1] и 𝜐 = 1 и рассмотрим блочно-импульсные функции (1.15). Они прини-
мают только два значения: 0 и 1/

√
ℎ, где ℎ = 1/𝐿. Следовательно,

max |Π̂(𝑖, 𝑡)| = 1√
ℎ
, 𝑖 = 0, 1, . . . , 𝐿− 1; max

⃒⃒⃒⃒𝐿−1∑︁
𝑖=0

𝛼𝑖 Π̂(𝑖, 𝑡)

⃒⃒⃒⃒
=

1√
ℎ
∀𝛼𝑖 ∈ {0,±1} :

𝐿−1∑︁
𝑖=0

|𝛼𝑖| ≠ 0,

и при их применении упрощается проверка ограничений для спектральных характеристик,
а именно коэффициенты разложения (1.11) функции 𝑢(·) с учетом их конечного числа до-
статочно проверять независимо друг от друга. Это означает, что граница соответствующего
множества спектральных характеристик функций с ограничениями — 𝐿-мерный куб со сторо-
ной 2

√
ℎ. Проверка допустимости функции сводится к вычислению кубической нормы вектора

коэффициентов разложения функции 𝑢(·) по блочно-импульсным функциям:

𝑣(·) ∈ 𝐿2([0, 1])𝐿 ∩ {𝑣(·) : |𝑣(𝑡)| 6 1} ⇐⇒ 𝑉 = S
[︀
𝑣(·)

]︀
∈ V�𝐿 = {𝑉 : ‖𝑉 ‖� 6

√
ℎ}, ℎ =

1

𝐿
,

где ‖𝑉 ‖� = max{|𝑉0|, |𝑉1|, . . . , |𝑉𝐿−1|} — кубическая норма вектора в R𝐿.
Напомним (см. п. 4 замечаний 1.1), что функции Уолша (1.7) и функции Хаара (1.8) вы-

ражаются как линейные комбинации блочно-импульсных функций, поэтому представленный
результат нетрудно перенести на спектральные характеристики функций относительно этих
базисных систем при условии 𝐿 = 2𝑛, 𝑛 ∈ N. Тогда, учитывая п. 3 замечаний 1.8 и применяя
соотношения (1.59), для функций Уолша и Хаара соответственно получаем

𝑣(·) ∈ 𝐿2([0, 1])𝐿 ∩ {𝑣(·) : |𝑣(𝑡)| 6 1} ⇐⇒ 𝑉 = S
[︀
𝑣(·)

]︀
∈ V𝐿 = {𝑉 : ‖∆

𝑊̂ Π̂

T𝑉 ‖� 6
√
ℎ}

𝑣(·) ∈ 𝐿2([0, 1])𝐿 ∩ {𝑣(·) : |𝑣(𝑡)| 6 1} ⇐⇒ 𝑉 = S
[︀
𝑣(·)

]︀
∈ V𝐿 = {𝑉 : ‖∆

𝑋̂Π̂

T𝑉 ‖� 6
√
ℎ}.

Далее перейдем к нормированным функциям Радемахера (1.20), определенным таким об-
разом, что max |𝑅̂(𝑖, 𝑡)| = 1, 𝑖 = 0, 1, . . . , 𝐿− 1, т.е. 𝑎𝑖(𝑡) = 𝑅̂(𝑖, 𝑡) и 𝐴𝑖 = S[𝑎𝑖(·)] = 𝐸𝑖.

Для функций 𝑅̂(𝑖, ·) найдется интервал Θ ⊂ T, на котором они принимают заданные зна-
чения 𝜔𝑖 из множества {±1}, например, 𝑅̂(𝑖, 𝑡*) = 1, 𝑅̂(𝑖, 𝑡*) = −1 или 𝑅̂(𝑖, 𝑡*) = (−1)𝑖 ∀ 𝑡* ∈ Θ.
Исходя из этого, имеем

max

⃒⃒⃒⃒𝐿−1∑︁
𝑖=0

𝛼𝑖 𝑅̂(𝑖, 𝑡)

⃒⃒⃒⃒
= 1 ∀𝛼𝑖 ∈ [−1, 1] :

𝐿−1∑︁
𝑖=0

|𝛼𝑖| = 1,
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так как найдется такое 𝑡* ∈ Θ, что 𝑅(𝑖, 𝑡*) = sign𝛼𝑖.
Выберем 𝐿 точек 𝑋𝑖 = [𝑥𝑖,0 𝑥𝑖,1 . . . 𝑥𝑖,𝐿−1 ]T из множества {±𝐸𝑖, 𝑖 = 0, 1, . . . , 𝐿− 1}:

𝑋𝑖 = 𝜔𝑖𝐸𝑖, где 𝜔𝑖 ∈ {±1}. Тогда, подставляя значения 𝑥𝑖𝑘 = 𝜔𝑖𝛿𝑖𝑘 в уравнение (1.132), где 𝛿𝑖𝑘
— символ Кронекера (1.4), и полагая 𝑑 = 1, получаем систему линейных уравнений относи-
тельно координат 𝑛𝑘 вектора внешней нормали 𝑁 к гиперплоскости, проходящей через точки
𝑋𝑖, 𝑖 = 0, 1, . . . , 𝐿− 1. Ее решение: 𝑛𝑘 = 𝜔𝑘, т.е. 𝑁 = [𝜔0 𝜔1 . . . 𝜔𝐿−1 ]T.

Множество всех таких комбинаций 𝑋𝑖 порождает всевозможные векторы 𝑁 𝑙 для 𝑑𝑙 = 1,
𝑙 = 0, 1, . . . , 2𝐿 − 1, с координатами из множества {±1}. Таким образом, для нормированных
функций Радемахера граница множества спектральных характеристик функций с ограниче-
ниями — 𝐿-мерный октаэдр, который совпадает с первым приближением V(𝑚)

𝐿 при 𝑚 = 1, а
именно V(1)

𝐿 = Conv{±𝐸𝑖, 𝑖 = 0, 1, . . . , 𝐿− 1}, V(1)
𝐿 = V𝐿. Его можно задать плоскостями граней

P𝑙 с векторами внешних нормалей 𝑁 𝑙, определяемыми, например, двоичным представлением
(𝑙𝐿 . . . 𝑙1)2 числа 𝑙, и значениями 𝑑𝑙 = 1. Тогда координата 𝑛𝑙𝑘 вектора 𝑁 𝑙 принимает значение
−1 или 1 в зависимости от коэффициента 𝑙𝑘 ∈ {0, 1}: 𝑛𝑙𝑘 = 2𝑙𝑘 − 1.

Далее рассмотрим условие принадлежности спектральной характеристики 𝑈 множеству
V𝐿: (𝑁 𝑙, 𝑈)− 1 6 0, 𝑙 = 0, 1, . . . , 2𝐿 − 1, где координаты 𝑛𝑙𝑘 внешних нормалей 𝑁 𝑙 принимают
значения из множества {±1}. Но это условие эквивалентно неравенству ‖𝑈‖♦ = |𝑈0|+ |𝑈1|+
+ . . .+ |𝑈𝐿−1| 6 1, так как max

𝑙
(𝑁 𝑙, 𝑈) = ‖𝑈‖♦, где ‖𝑈‖♦— октаэдрическая норма вектора вR𝐿.

Таким образом, для нормированных функций Радемахера, заданных на отрезке T = [0, 1],
множество спектральных характеристик функций с ограничениями при 𝜐 = 1 задается мат-
рицами-столбцами с октаэдрической нормой, не превосходящей единицы:

𝑣(·) ∈ 𝐿2([0, 1])𝐿 ∩ {𝑣(·) : |𝑣(𝑡)| 6 1} ⇐⇒ 𝑉 = S
[︀
𝑣(·)

]︀
∈ V♦𝐿 = {𝑉 : ‖𝑉 ‖♦ 6 1}.

Рис. 1.5 содержит проекции граничных точек множеств с порядком усечения 𝐿 = 3 на
координатные плоскости при использовании многогранной области V(6)

3 , 𝐽 = 𝐽(6, 6) (см. фор-
мулы (1.127) и (1.129)): 146 граничных точек. Первая строка на этом рисунке соответствует
блочно-импульсным функциям (1.15) (6 граней), а вторая строка — нормированным функци-
ям Радемахера (1.20) (8 граней). Порядок проекций и обозначения соответствуют рисункам
из примера 1.24, но в данной ситуации все проекции одинаковы, т.е. не зависят от выбора
координатной плоскости.

Выводы по главе 1

1. Приведены определения спектральных характеристик функций одной и двух перемен-
ных и соответствующих им линейных функционалов, приведены их основные свойства.

2. Приведены определения спектральных характеристик линейных операторов, рассмотре-
ны их основные свойства на примере операторов умножения, интегрирования и диффе-
ренцирования. Приведено определение спектральной характеристики билинейного опе-
ратора, ставящего в соответствие двум функциям их произведение.
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Рис. 1.5. Проекции множеств V(6)
3 , 𝐽 = 𝐽(6, 6), на координатные плоскости

3. Приведены алгоритмы расчета спектральных характеристик типовых функций и линей-
ных функционалов, алгоритмы расчета спектральных характеристик типовых линейных
операторов относительно перечисленных выше базисных систем, т.е. необходимый спра-
вочный материал для практической реализации соответствующих программ.

4. Доказана теорема о представлении спектральной характеристики сложной функции спе-
циального вида. Доказана теорема о представлении спектральной характеристики опе-
ратора интегрирования 𝑛-го порядка.

5. Рассмотрена связь матричных следов линейных операторов и интегральных следов
функций, которые эти операторы задают, в том числе и с точки зрения применения
спектральной формы математического описания. Доказана теорема о следе спектраль-
ной характеристики композиции двух операторов умножения и оператора интегрирова-
ния.

6. Разработан метод аппроксимации множества спектральных характеристик функций од-
ной переменной с ограничениями (типовые ограничения на управляющие воздействия
или входные/выходные сигналы).

Основные результаты опубликованы в работах [60, 133, 135–141, 144, 154, 163, 165, 176, 180,
181,185,348,349].



ГЛАВА 2

СПЕКТРАЛЬНОЕ ПРЕДСТАВЛЕНИЕ

СЛУЧАЙНЫХ ПРОЦЕССОВ

2.1. Описание случайных процессов в рамках корреляционной теории

Пусть (Ω,S,P) — полное вероятностное пространство [37,124], где Ω — пространство эле-
ментарных событий, S — 𝜎-алгебра его подмножеств, P — вероятностная мера (вероятность).
Под случайным процессом будем понимать функцию 𝐹 (·) : T× Ω→ R двух переменных 𝑡 и
𝜔, где T = [𝑡0, 𝑇 ], S-измеримую при каждом 𝑡 ∈ T, записывая ее для краткости как функцию
одной переменной 𝑡.

Будем рассматривать случайные процессы 𝐹 (·) : T→ R, для которых выполняется условие

E

∫︁
T

𝐹 2(𝑡)𝑑𝑡 <∞,

где E означает математическое ожидание.
Такие случайные процессы образуют нормированное пространство ℒ2(T). Фактически,

ℒ2(T) — это гильбертово пространство 𝐿2(T× Ω) квадратично интегрируемых функций двух
переменных 𝐹 (·) с нормой

‖𝐹 (·)‖ℒ2(T) =

{︂∫︁
T×Ω

𝐹 2(𝑡, 𝜔)𝑑𝑡P(𝑑𝜔)

}︂ 1
2

,

которое отличается от рассмотренного в разд. 1.2 пространства 𝐿2(T
2) тем, что здесь инте-

грал по произведению меры Лебега на прямой и вероятностной меры, а не по мере Лебега на
плоскости.

Для случайных процессов 𝐹 (·) справедливы условия∫︁
T

𝐹 2(𝑡)𝑑𝑡 <∞ и E𝐹 2(𝑡) <∞,

где интеграл понимается в среднеквадратическом смысле, первое из условий выполняется
с вероятностью 1 (P-п.н., почти наверное), а второе — при почти всех 𝑡 ∈ T.

Обозначим математическое ожидание, корреляционную функцию и моментную функцию
второго порядка случайного процесса 𝐹 (·) через 𝑚𝐹 (·), 𝑅𝐹 (·) и 𝐵𝐹 (·) соответственно (моменты
первого и второго порядков):

𝑚𝐹 (𝑡) = E𝐹 (𝑡), 𝑅𝐹 (𝑡, 𝜏) = cov
(︀
𝐹 (𝑡), 𝐹 (𝜏)

)︀
= E𝐹 (𝑡)𝐹 (𝜏),

𝐵𝐹 (𝑡, 𝜏) = E𝐹 (𝑡)𝐹 (𝜏) = 𝑅𝐹 (𝑡, 𝜏) +𝑚𝐹 (𝑡)𝑚𝐹 (𝜏),
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где 𝐹 (𝑡) = 𝐹 (𝑡)−𝑚𝐹 (𝑡) — центрированный случайный процесс: E𝐹 (𝑡) = 0. Также введем обо-
значение 𝐷𝐹 (·) для дисперсии случайного процесса 𝐹 (·):

𝐷𝐹 (𝑡) = E𝐹 2(𝑡) = 𝑅𝐹 (𝑡, 𝑡), E𝐹 2(𝑡) = 𝐵𝐹 (𝑡, 𝑡) = 𝐷𝐹 (𝑡) +𝑚2
𝐹 (𝑡), 𝐷𝐹 (𝑡) 6 𝐵𝐹 (𝑡, 𝑡).

Чтобы случайный процесс 𝐹 (·) принадлежал ℒ2(T), достаточно непрерывности функции
𝐵𝐹 (·) в точке (𝑡, 𝑡) при почти всех 𝑡 ∈ T [37]. Тогда∫︁

T

𝐷𝐹 (𝑡)𝑑𝑡 6
∫︁
T

𝐵𝐹 (𝑡, 𝑡)𝑑𝑡 <∞.

Из неравенств

𝑚2
𝐹 (𝑡) 6 E𝐹 2(𝑡), 𝑅2

𝐹 (𝑡, 𝜏) 6 𝐷(𝑡)𝐷(𝜏) ∀ (𝑡, 𝜏) ∈ T2,∫︁
T

𝑚2
𝐹 (𝑡)𝑑𝑡 6 E

∫︁
T

𝐹 2(𝑡)𝑑𝑡 <∞,∫︁
T2

𝑅2
𝐹 (𝑡, 𝜏)𝑑𝑡𝑑𝜏 6

∫︁
T

𝐷𝐹 (𝑡)𝑑𝑡

∫︁
T

𝐷𝐹 (𝜏)𝑑𝜏 =

[︂ ∫︁
T

𝐷𝐹 (𝑡)𝑑𝑡

]︂2
<∞

следует, что𝑚𝐹 (·),𝑅𝐹 (·) и𝐷𝐹 (·) — квадратично интегрируемые функции:𝑚𝐹 (·), 𝐷𝐹 (·) ∈ 𝐿2(T)

и 𝑅𝐹 (·) ∈ 𝐿2(T
2). Из непрерывности функции 𝐵◇

𝐹 (𝑡) = 𝐵𝐹 (𝑡, 𝑡) следует, что 𝐵𝐹 (·) ∈ 𝐿2(T
2).

Приведем примеры случайных процессов [37,102,239], 𝑡 ∈ [0, 𝑇 ].
1. Стандартный винеровский процесс (броуновское движение) 𝑊 (·):

𝑚𝑊 (𝑡) = E𝑊 (𝑡) ≡ 0, 𝑅𝑊 (𝑡, 𝜏) = cov
(︀
𝑊 (𝑡),𝑊 (𝜏)

)︀
= min{𝑡, 𝜏}.

2. Броуновский мост 𝑌 (·):

𝑚𝑌 (𝑡) = E𝑌 (𝑡) ≡ 0, 𝑅𝑌 (𝑡, 𝜏) = cov
(︀
𝑌 (𝑡), 𝑌 (𝜏)

)︀
= min{𝑡, 𝜏} − 𝑡𝜏

𝑇
.

3. Процесс Орнштейна–Уленбека 𝑋(·):

𝑚𝑋(𝑡) = E𝑋(𝑡) ≡ 0, 𝑅𝑋(𝑡, 𝜏) = cov
(︀
𝑋(𝑡), 𝑋(𝜏)

)︀
=
𝜎2

2𝜇
(e𝜇(𝑡+𝜏) − e𝜇 |𝑡−𝜏 |),

где 𝜇 ̸= 0 и 𝜎 > 0 — числовые параметры.
4. Пуассоновский процесс 𝑃 (·):

𝑚𝑃 (𝑡) = E𝑃 (𝑡) = 𝜆𝑡, 𝑅𝑃 (𝑡, 𝜏) = cov
(︀
𝑃 (𝑡), 𝑃 (𝜏)

)︀
= 𝜆min{𝑡, 𝜏},

и центрированный пуассоновский процесс Π(·), т.е. Π(·) = 𝑃 (·)− 𝜆𝑡:

𝑚Π(𝑡) = EΠ(𝑡) ≡ 0, 𝑅Π(𝑡, 𝜏) = cov
(︀
Π(𝑡),Π(𝜏)

)︀
= 𝜆min{𝑡, 𝜏},

где 𝜆 > 0 — числовой параметр (интенсивность).
Случайные процессы 𝑊 (·), 𝑌 (·) и 𝑋(·) являются гауссовскими [37]. Дополнительно отме-

тим, что случайный процесс 𝑊 (·) имеет независимые приращения и для него выполняются
условия

𝑊 (0) = 0, 𝑊 (𝑡)−𝑊 (𝜏) ∼ 𝒩law(0, |𝑡− 𝜏 |), 𝑡, 𝜏 > 0,

т.е. приращение 𝑊 (𝑡)−𝑊 (𝜏) имеет нормальное распределение с нулевым математическим
ожиданием и дисперсией |𝑡− 𝜏 |. Далее случайный процесс 𝑊 (·) будем называть винеровским
процессом, опуская слово стандартный. Пуассоновский процесс 𝑃 (·) интенсивности 𝜆 — это
также случайный процесс с независимыми приращениями, для которого

𝑃 (0) = 0, 𝑃 (𝑡)− 𝑃 (𝜏) ∼ 𝒫law
(︀
𝜆(𝑡− 𝜏)

)︀
, 𝑡 > 𝜏 > 0,
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т.е. приращение 𝑃 (𝑡)− 𝑃 (𝜏) имеет пуассоновское распределение с параметром 𝜆(𝑡− 𝜏). И
именно свойство независимости приращений винеровского и пуассоновского процессов обес-
печивает такой вид их корреляционных функций [37].

Определим спектральные характеристики первых двух моментов, используя введенные ра-
нее обозначения: {𝑞(𝑖, ·)}∞𝑖=0 — базис пространства 𝐿2(T) (см. разд. 1.1), {𝑞(𝑖, ·)⊗ 𝑞(𝑗, ·)}∞𝑖,𝑗=0 —

базис пространства 𝐿2(T
2) (см. разд. 1.2).

Согласно [220–222] первой нестационарной спектральной плотностью 1𝑆𝐹 случайного про-
цесса 𝐹 (·) называется спектральная характеристика его математического ожидания 𝑚𝐹 (·), т.е.
1𝑆𝐹 — бесконечная матрица-столбец 1𝑆𝐹 = (1𝑆𝐹𝑖 ), элементы которой представляют собой коэф-
фициенты разложения (1.11) функции 𝑚𝐹 (·) в ряд по функциям базисной системы {𝑞(𝑖, ·)}∞𝑖=0

пространства 𝐿2(T):
S
[︀
𝑚𝐹 (·)

]︀
= 1𝑆𝐹 = [ 1𝑆𝐹0

1𝑆𝐹1
1𝑆𝐹2 . . . ]T.

Второй нестационарной спектральной плотностью 𝑆𝐹 случайного процесса 𝐹 (·) называется
двумерная спектральная характеристика его корреляционной функции 𝑅𝐹 (·), т.е. 𝑆𝐹 — беско-
нечная матрица 𝑆𝐹 = (𝑆𝐹𝑖𝑗 ), элементы которой представляют собой коэффициенты разложения
(1.42) функции 𝑅𝐹 (·) в ряд по функциям базисной системы {𝑞(𝑖, ·)⊗ 𝑞(𝑗, ·)}∞𝑖,𝑗=0 пространства
𝐿2(T

2):

S
[︀
𝑅𝐹 (·)

]︀
= 𝑆𝐹 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
𝑆𝐹00 𝑆𝐹01 𝑆𝐹02 . . .

𝑆𝐹10 𝑆𝐹11 𝑆𝐹12 . . .

𝑆𝐹20 𝑆𝐹21 𝑆𝐹22 . . .
...

...
... . . .

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦ .
Аналогичным образом определяется вторая начальная нестационарная спектральная плот-

ность — двумерная спектральная характеристика 𝐵𝐹 = (𝐵𝐹
𝑖𝑗) моментной функции второго по-

рядка 𝐵𝐹 (·):

S
[︀
𝐵𝐹 (·)

]︀
= 𝐵𝐹 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
𝐵𝐹

00 𝐵𝐹
01 𝐵𝐹

02 . . .

𝐵𝐹
10 𝐵𝐹

11 𝐵𝐹
12 . . .

𝐵𝐹
20 𝐵𝐹

21 𝐵𝐹
22 . . .

...
...

... . . .

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦ ,
где числа 𝐵𝐹

𝑖𝑗 задаются формулой (1.42) и являются коэффициентами разложения функции
𝐵𝐹 (·) в ряд по функциям базисной системы {𝑞(𝑖, ·)⊗ 𝑞(𝑗, ·)}∞𝑖,𝑗=0 пространства 𝐿2(T

2).
По формулам обращения (1.21) и (1.43) получаем

𝑚𝐹 (·) = S−1[1𝑆𝐹 ] =
∞∑︁
𝑖=0

1𝑆𝐹𝑖 𝑞(𝑖, ·),

𝑅𝐹 (·) = S−1[𝑆𝐹 ] =
∞∑︁

𝑖,𝑗=0

𝑆𝐹𝑖𝑗 𝑞(𝑖, ·)⊗ 𝑞(𝑗, ·), 𝐵𝐹 (·) = S−1[𝐵𝐹 ] =
∞∑︁

𝑖,𝑗=0

𝐵𝐹
𝑖𝑗 𝑞(𝑖, ·)⊗ 𝑞(𝑗, ·).

Нестационарные спектральные плотности — это спектральные характеристики функций
одной и двух переменных, поэтому для них выполняются свойства, перечисленные в разд. 1.1
и 1.2. В частности, сформулируем свойство симметричности: вторые нестационарные спект-
ральные плотности являются симметрическими матрицами, т.е. 𝑆𝐹 = [𝑆𝐹 ]T и 𝐵𝐹 = [𝐵𝐹 ]T. Это
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следствие симметричности корреляционной функции и моментной функции второго порядка:
𝑅𝐹 (𝑡, 𝜏) = 𝑅𝐹 (𝜏, 𝑡) и 𝐵𝐹 (𝑡, 𝜏) = 𝐵𝐹 (𝜏, 𝑡) ∀ 𝑡, 𝜏 ∈ T.

Также укажем, как связаны вторые нестационарные спектральные плотности [222]:

𝐵𝐹 = 𝑆𝐹 + 1𝑆𝐹 [1𝑆𝐹 ]T, (2.1)

что следует из свойства линейности (1.47) и теоремы 1.4. Для центрированных случайных
процессов 𝐵𝐹 = 𝑆𝐹 .

В рамках корреляционной теории достаточно описывать случайный процесс парой
(𝑚𝐹 (·), 𝑅𝐹 (·)) либо парой (𝑚𝐹 (·), 𝐵𝐹 (·)), а в спектральной форме математического описания
— одной из пар (1𝑆𝐹 , 𝑆𝐹 ), (1𝑆𝐹 , 𝐵𝐹 ).

З ам е ч а н и я 2.1.
1. В этой работе функции времени и случайные процессы задаются на стационарном от-

резке T = [𝑡0, 𝑇 ], что позволяет использовать термин спектральная характеристика вместо
нестационарная спектральная характеристика (см. п. 1 замечаний 1.2). Однако для 1𝑆𝐹 ,
𝑆𝐹 и 𝐵𝐹 используются термины первая нестационарная спектральная плотность и вторая
(начальная) нестационарная спектральная плотность, чтобы не путать их со спектральной
плотностью стационарного случайного процесса — преобразованием Фурье корреляционной
функции 𝑅(𝜂) = 𝑅(𝑡− 𝜏) как функции одной переменной 𝜂 = 𝑡− 𝜏 [37].

2. Наряду с первой и второй нестационарными спектральными плотностями в работах
[220–222] определена нестационарная взаимная спектральная плотность 𝑆𝑋𝐹 — двумерная
спектральная характеристика взаимной корреляционной функции

𝑅𝑋𝐹 (𝑡, 𝜏) = cov
(︀
𝑋(𝑡), 𝐹 (𝜏)

)︀
= E𝑋̆(𝑡)𝐹 (𝜏)

случайных процессов 𝑋(·), 𝐹 (·) ∈ ℒ2(T), т.е. 𝑆𝑋𝐹 — бесконечная матрица 𝑆𝑋𝐹 = (𝑆𝑋𝐹𝑖𝑗 ), эле-
менты которой представляют собой коэффициенты разложения (1.42) функции 𝑅𝑋𝐹 (·) ∈
∈ 𝐿2(T

2) в ряд по функциям базисной системы {𝑞(𝑖, ·)⊗ 𝑞(𝑗, ·)}∞𝑖,𝑗=0 пространства 𝐿2(T
2):

S
[︀
𝑅𝑋𝐹 (·)

]︀
= 𝑆𝑋𝐹 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
𝑆𝑋𝐹00 𝑆𝑋𝐹01 𝑆𝑋𝐹02 . . .

𝑆𝑋𝐹10 𝑆𝑋𝐹11 𝑆𝑋𝐹12 . . .

𝑆𝑋𝐹20 𝑆𝑋𝐹21 𝑆𝑋𝐹22 . . .
...

...
... . . .

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦ .
Пример 2.1. Найти первую нестационарную спектральную плотность случайного процес-

са 𝐹 (·) с математическим ожиданием 𝑚𝐹 (𝑡) = 𝛼 e𝜇𝑡 относительно косинусоид (1.6), ортонор-
мированных на отрезке T = [0, 𝑇 ], где 𝛼 и 𝜇 — числовые параметры.

� Первая нестационарная спектральная плотность 1𝑆𝐹 — это спектральная характерис-
тика математического ожидания 𝑚𝐹 (·), поэтому применим формулу (1.11) для определения
элементов спектральной характеристики 1𝑆𝐹 = S[𝑚𝐹 (·)]:

1𝑆𝐹𝑖 =
(︀
𝑞(𝑖, ·),𝑚𝐹 (·)

)︀
𝐿2(T)

=

∫︁
T

𝑞(𝑖, 𝑡)𝛼 e𝜇𝑡𝑑𝑡 = 𝛼

∫︁
T

𝑞(𝑖, 𝑡) e𝜇𝑡𝑑𝑡, 𝑖 = 0, 1, 2, . . .

При 𝑖 = 0 получаем
1𝑆𝐹0 = 𝛼

√︂
1

𝑇

∫︁ 𝑇

0

e𝜇𝑡𝑑𝑡 = 𝛼
√
𝑇

e𝜇𝑇 − 1

𝜇𝑇
,
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а при 𝑖 > 0 применим табличную формулу [42]:

1𝑆𝐹𝑖 = 𝛼

√︂
2

𝑇

∫︁ 𝑇

0

cos
𝑖𝜋𝑡

𝑇
e𝜇𝑡𝑑𝑡 = 𝛼𝜇𝑇

√
2𝑇

(−1)𝑖e𝜇𝑇 − 1

𝜇2𝑇 2 + 𝑖2𝜋2
, 𝑖 = 1, 2, . . .

Таким образом,

1𝑆𝐹 =

[︂
𝛼
√
𝑇

e𝜇𝑇 − 1

𝜇𝑇
𝛼𝜇𝑇

√
2𝑇
−e𝜇𝑇 − 1

𝜇2𝑇 2 + 𝜋2
𝛼𝜇𝑇

√
2𝑇

e𝜇𝑇 − 1

𝜇2𝑇 2 + 4𝜋2
. . .

]︂T

=

= 𝛼𝜇𝑇
√
𝑇 ·

[︂
e𝜇𝑇 − 1

𝜇2𝑇 2
−
√

2
e𝜇𝑇 + 1

𝜇2𝑇 2 + 𝜋2

√
2

e𝜇𝑇 − 1

𝜇2𝑇 2 + 4𝜋2
. . .

]︂T

. �

Пример 2.2. Выразить вторую нестационарную спектральную плотность винеровского
процесса 𝑊 (·) через спектральные характеристики операторов умножения и интегрирования
относительно произвольной базисной системы, ортонормированной на отрезке T = [0, 𝑇 ].

� Винеровский процесс 𝑊 (·) — случайный процесс с математическим ожиданием
𝑚𝑊 (𝑡) ≡ 0 и корреляционной функцией 𝑅𝑊 (𝑡, 𝜏) = min{𝑡, 𝜏} (см. примеры случайных процес-
сов).

Пусть {𝑞(𝑖, ·)}∞𝑖=0 — базисная система пространства 𝐿2(T). Первая нестационарная спект-
ральная плотность 1𝑆𝑊 винеровского процесса 𝑊 (·), или спектральная характеристика ма-
тематического ожидания 𝑚𝑊 (·), представляет собой бесконечную нулевую матрицу-столбец,
поскольку 𝑚𝑊 (𝑡) ≡ 0:

1𝑆𝑊 = [ 0 0 0 . . . ]T.

Так как

𝜏 1(𝑡− 𝜏) + 𝑡1(𝜏 − 𝑡) =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
𝜏, 𝑡 > 𝜏,

0, 𝑡 = 𝜏,

𝑡, 𝑡 < 𝜏,

получаем, что при почти всех (𝑡, 𝜏) ∈ T2 справедливо равенство 𝑅𝑊 (𝑡, 𝜏) = ℎ(𝑡, 𝜏) + ℎ(𝜏, 𝑡), где
ℎ(𝑡, 𝜏) = 𝜏 1(𝑡− 𝜏).

В примере 1.11 показано, что двумерная спектральная характеристика 𝐻 функции ℎ(·),
определяющей линейный оператор ℋ — оператор Гильберта–Шмидта (1.71) с ядром ℎ(·),
равна произведению спектральных характеристик 𝑃−1 и 𝐴 оператора интегрирования и опе-
ратора умножения на функцию 𝑎1(𝑡) = 𝑡 соответственно (см. разд. 1.5 и 1.6): S

[︀
ℎ(·)

]︀
= S[ℋ] =

= 𝐻 = 𝑃−1𝐴.
Функция ℎ*(𝑡, 𝜏) = ℎ(𝜏, 𝑡) задает сопряженный оператор ℋ* и по свойству (1.65) спектраль-

ного преобразования сопряженного оператора S
[︀
ℎ*(·)

]︀
= S[ℋ*] = 𝐻T = [𝑃−1𝐴]T = 𝐴[𝑃−1]T.

Далее остается применить свойство линейности (1.47):

𝑆𝑊 = S
[︀
ℎ(·)

]︀
+ S

[︀
ℎ*(·)

]︀
= 𝐻 +𝐻T = 𝑃−1𝐴+ 𝐴[𝑃−1]T.

Это соотношение выражает вторую нестационарную спектральную плотность 𝑆𝑊 винеров-
ского процесса 𝑊 (·), или двумерную спектральную характеристику корреляционной функции
𝑅𝑊 (·), через спектральные характеристики операторов умножения и интегрирования. Оно так-
же иллюстрирует свойство симметричности второй нестационарной спектральной плотности,
так как, очевидно, 𝑆𝑊 = [𝑆𝑊 ]T.
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Далее найдем явные формулы для элементов второй нестационарной спектральной плотно-
сти 𝑆𝑊 , выбирая в качестве базисной системы полиномы Лежандра (1.5), заданные на отрезке
T = [0, 𝑇 ].

Матрицы 𝑃−1 и 𝐴 являются трехдиагональными (см. примеры спектральных характери-
стик 𝐴 в разд. 1.5 и спектральных характеристик 𝑃−1 оператора интегрирования в разд. 1.6),
поэтому произведения 𝑃−1𝐴 и 𝐴[𝑃−1]T — пятидиагональные матрицы. Также при нахождении
элементов матрицы 𝑆𝑊 полезно использовать свойство симметричности, как и свойство (1.74)
симметричности матрицы 𝐴:

𝑆𝑊𝑚𝑚 =
∞∑︁
𝑘=0

(𝑃−1
𝑚𝑘𝐴𝑘𝑚 + 𝐴𝑚𝑘𝑃

−1
𝑚𝑘) = 2(𝑃−1

𝑚,𝑚−1𝐴𝑚−1,𝑚 + 𝑃−1
𝑚𝑚𝐴𝑚𝑚 + 𝑃−1

𝑚,𝑚+1𝐴𝑚+1,𝑚),

𝑆𝑊𝑚−1,𝑚 =
∞∑︁
𝑘=0

(𝑃−1
𝑚−1,𝑘𝐴𝑘𝑚 + 𝐴𝑚−1,𝑘𝑃

−1
𝑚𝑘) =

= 𝑃−1
𝑚−1,𝑚−1𝐴𝑚−1,𝑚 + 𝐴𝑚−1,𝑚−1𝑃

−1
𝑚,𝑚−1 + 𝑃−1

𝑚−1,𝑚𝐴𝑚𝑚 + 𝐴𝑚−1,𝑚𝑃
−1
𝑚𝑚,

𝑆𝑊𝑚−2,𝑚 =
∞∑︁
𝑘=0

(𝑃−1
𝑚−2,𝑘𝐴𝑘𝑚 + 𝐴𝑚−2,𝑘𝑃

−1
𝑚𝑘) = 𝑃−1

𝑚−2,𝑚−1𝐴𝑚−1,𝑚 + 𝐴𝑚−2,𝑚−1𝑃
−1
𝑚,𝑚−1,

где

𝐴𝑚𝑚 =
𝑇

2
, 𝐴𝑚−1,𝑚 = 𝐴𝑚,𝑚−1 = 𝑇

𝑚

2
√

4𝑚2 − 1
(𝑚 > 1),

𝑃−1
00 =

𝑇

2
, 𝑃−1

𝑚𝑚 = 0, 𝑃−1
𝑚−1,𝑚 = −𝑃−1

𝑚,𝑚−1 = −𝑇 1

2
√

4𝑚2 − 1
(𝑚 > 1),

причем формулу для элементов 𝐴𝑚−1,𝑚 = 𝐴𝑚,𝑚−1 можно применять и при 𝑚 = 0, как и ранее
(см. пример 1.10).

Таким образом, подставляя выражения для элементов матриц 𝑃−1 и 𝐴, получаем

𝑆𝑊 = 𝑇 2 ·

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1
3

1
4
√
3

1
4
√
3
√
15

0 . . . 0 . . .

1
4
√
3

1
10

0 1
4
√
15

√
35

. . . ...
1

4
√
3
√
15

0 1
42

0
. . . 0 . . .

0 1
4
√
15

√
35

0 1
90

. . . 𝑐𝑚−2,𝑚 . . .
... . . . . . . . . . . . . 0 . . .

0 . . . 0 𝑐𝑚,𝑚−2 0 𝑐𝑚𝑚 . . .

...
...

...
...

... . . .

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
,

где

𝑐00 =
1

3
, 𝑐𝑚𝑚 =

1

2(2𝑚− 1)(2𝑚+ 3)
(𝑚 > 1),

𝑐01 = 𝑐10 =
1

4
√

3
, 𝑐𝑚−1,𝑚 = 𝑐𝑚,𝑚−1 = 0 (𝑚 > 2),

𝑐𝑚−2,𝑚 = 𝑐𝑚,𝑚−2 = − 1

4
√︀

[4(𝑚− 1)2 − 1](4𝑚2 − 1)
(𝑚 > 2),

𝑐𝑚−𝑘,𝑚 = 𝑐𝑚,𝑚−𝑘 = 0 (𝑚 > 3), 𝑚 = 1, 2, 3, . . . , 𝑘 = 3, 4, . . . ,𝑚. �

Пример 2.3. Выразить нестационарные спектральные плотности пуассоновского и цен-
трированного пуассоновского процессов 𝑃 (·) и Π(·) интенсивности 𝜆 через спектральные ха-
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рактеристики типовых функций и линейных операторов относительно произвольной базисной
системы, ортонормированной на отрезке T = [0, 𝑇 ].

� Пуассоновский процесс 𝑃 (·) — случайный процесс с математическим ожиданием
𝑚𝑃 (𝑡) = 𝜆𝑡 и корреляционной функцией 𝑅𝑃 (𝑡, 𝜏) = 𝜆min{𝑡, 𝜏} (см. примеры случайных про-
цессов).

Пусть {𝑞(𝑖, ·)}∞𝑖=0 — базисная система пространства 𝐿2(T), относительно которой опреде-
лены: 𝐹 — спектральная характеристика функции 𝑓1(𝑡) = 𝑡 и 𝑆𝑊 — вторая нестационарная
спектральная плотность винеровского процесса 𝑊 (·) (двумерная спектральная характеристи-
ка корреляционной функции 𝑅𝑊 (𝑡, 𝜏) = min{𝑡, 𝜏}), причем последняя выражается через спект-
ральные характеристики 𝑃−1 и 𝐴 оператора интегрирования и оператора умножения на функ-
цию 𝑎1(𝑡) = 𝑡 соответственно (см. разд. 1.1, 1.5 и 1.6, а также пример 2.2):

𝑆𝑊 = 𝑃−1𝐴+ 𝐴[𝑃−1]T.

Применяя свойства линейности (1.24) и (1.47), для первой и второй нестационарных спект-
ральных плотностей пуассоновского процесса 𝑃 (·) имеем

1𝑆𝑃 = S
[︀
𝑚𝑃 (·)

]︀
= S

[︀
𝜆𝑓1(·)

]︀
= 𝜆S

[︀
𝑓1(·)

]︀
= 𝜆𝐹,

𝑆𝑃 = S
[︀
𝑅𝑃 (·)

]︀
= S

[︀
𝜆𝑅𝑊 (·)

]︀
= 𝜆S

[︀
𝑅𝑊 (·)

]︀
= 𝜆𝑆𝑊 = 𝜆(𝑃−1𝐴+ 𝐴[𝑃−1]T),

а соотношение (2.1) дает вторую начальную нестационарную спектральную плотность:

𝐵𝑃 = 𝑆𝑃 + 1𝑆𝑃 [1𝑆𝑃 ]T = 𝜆(𝑃−1𝐴+ 𝐴[𝑃−1]T) + 𝜆2𝐹𝐹 T.

Первая нестационарная спектральная плотность 1𝑆Π центрированного пуассоновского про-
цесса Π(·) — это нулевая матрица-столбец:

1𝑆Π = [ 0 0 0 . . . ]T,

а его вторые нестационарные спектральные плотности, очевидно, выражаются в виде

𝑆Π = 𝐵Π = 𝜆𝑆𝑊 = 𝜆(𝑃−1𝐴+ 𝐴[𝑃−1]T).

Например, для базисной системы полиномов Лежандра (1.5), заданных на отрезке
T = [0, 𝑇 ], с учетом примеров 1.2 и 2.2 получаем

1𝑆𝑃 = 𝜆𝑇
√
𝑇 ·

[︂
1

2

√
3

6
0 0 0 . . .

]︂T

,

𝑆𝑃 = 𝑆Π = 𝜆𝑇 2 ·

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1
3

1
4
√
3

1
4
√
3
√
15

0 . . . 0 . . .

1
4
√
3

1
10

0 1
4
√
15

√
35

. . . ...
1

4
√
3
√
15

0 1
42

0
. . . 0 . . .

0 1
4
√
15

√
35

0 1
90

. . . 𝑐𝑚−2,𝑚 . . .
... . . . . . . . . . . . . 0 . . .

0 . . . 0 𝑐𝑚,𝑚−2 0 𝑐𝑚𝑚 . . .

...
...

...
...

... . . .

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
,

где

𝑐00 =
1

3
, 𝑐𝑚𝑚 =

1

2(2𝑚− 1)(2𝑚+ 3)
(𝑚 > 1),
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𝑐01 = 𝑐10 =
1

4
√

3
, 𝑐𝑚−1,𝑚 = 𝑐𝑚,𝑚−1 = 0 (𝑚 > 2),

𝑐𝑚−2,𝑚 = 𝑐𝑚,𝑚−2 = − 1

4
√︀

[4(𝑚− 1)2 − 1](4𝑚2 − 1)
(𝑚 > 2),

𝑐𝑚−𝑘,𝑚 = 𝑐𝑚,𝑚−𝑘 = 0 (𝑚 > 3), 𝑚 = 1, 2, 3, . . . , 𝑘 = 3, 4, . . . ,𝑚. �

В заключительной части этого раздела сформулируем теорему, связывающую спектраль-
ные характеристики корреляционной функции и дисперсии случайного процесса.

Теорема 2.1. Пусть 𝑆𝐹 — вторая нестационарная спектральная плотность случайного
процесса 𝐹 (·) ∈ ℒ2(T), 𝐷𝐹 — спектральная характеристика дисперсии случайного процесса
𝐹 (·), 𝑉 — спектральная характеристика оператора умножения функций. Спектральные ха-
рактеристики 𝑆𝐹 , 𝐷𝐹 и 𝑉 определены относительно базисной системы {𝑞(𝑖, ·)}∞𝑖=0. Тогда
спектральные характеристики 𝑆𝐹 и 𝐷𝐹 связаны соотношением

𝐷𝐹 = 𝑉 𝑆𝐹 . (2.2)

Доказательство непосредственно следует из теоремы 1.8.
Соотношение (2.2) позволяет выразить интеграл от дисперсии 𝐷𝐹 (·). Действительно, пусть

1 — спектральная характеристика линейного функционала 𝒥T, ставящего в соответствие
функции 𝑓(·) ∈ 𝐿2(T) интеграл от этой функции по отрезку T (см. примеры линейных функци-
оналов на множестве функций одной переменной в разд. 1.1). Она совпадает со спектральной
характеристикой функции 𝑓0(𝑡) ≡ 1. Тогда согласно выражению (1.32) и теореме 2.1 имеем

𝒥T𝐷𝐹 (·) =

∫︁
T

𝐷𝐹 (𝑡)𝑑𝑡 = 1T𝐷𝐹 = 1T(𝑉 𝑆𝐹 ). (2.3)

Точно так же устанавливается связь между спектральными характеристиками моментной
функции второго порядка 𝐵𝐹 (·) и второго начального момента E𝐹 2(·). А соответствующий
аналог формулы (2.3) позволяет выразить интеграл от второго начального момента:

𝒥TE𝐹 2(·) =

∫︁
T

E𝐹 2(𝑡)𝑑𝑡 = 1T(𝑉 𝐵𝐹 ), (2.4)

где 𝐵𝐹 — вторая начальная нестационарная спектральная плотность случайного процесса
𝐹 (·).

2.2. Спектральные характеристики случайных процессов

В разд. 2.1 рассмотрено описание случайных процессов в рамках корреляционной теории,
т.е. с помощью первых двух моментов: математического ожидания, корреляционной функции
и моментной функции второго порядка. Для их спектральных аналогов используются поня-
тия первой и второй (начальной) нестационарных спектральных плотностей — спектральной
характеристики математического ожидания и двумерной спектральной характеристики корре-
ляционной функции (моментной функции второго порядка) [220–222]. Однако спектральные
характеристики можно ввести не только для функций, но и для случайных процессов.

Пусть, как и ранее (см. разд. 1.1 и 2.1), {𝑞(𝑖, ·)}∞𝑖=0 — базис пространства 𝐿2(T). Можно
рассмотреть задачу представления случайного процесса в виде ряда, она аналогична задаче
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представления функции одной переменной (см. теорему 1.1). Отличие состоит в том, что ко-
эффициенты разложения ℱ𝑖 случайного процесса 𝐹 (·) ∈ ℒ2(T) — это случайные величины.
Они задаются формулой

ℱ𝑖 =
(︀
𝑞(𝑖, ·), 𝐹 (·)

)︀
𝐿2(T)

=

∫︁
T

𝑞(𝑖, 𝑡)𝐹 (𝑡)𝑑𝑡, 𝑖 = 0, 1, 2, . . . , (2.5)

в которой интеграл понимается в среднеквадратическом смысле [37], а равенство

𝐹 (·) =
∞∑︁
𝑖=0

ℱ𝑖𝑞(𝑖, ·), (2.6)

выполняется почти всюду на T и понимается следующим образом:

lim
𝑛→∞

E

⃦⃦⃦⃦
𝐹 (·)−

𝑛∑︁
𝑖=0

ℱ𝑖𝑞(𝑖, ·)
⃦⃦⃦⃦2

𝐿2(T)

= 0, или l.i.m.
𝑛→∞

⃦⃦⃦⃦
𝐹 (·)−

𝑛∑︁
𝑖=0

ℱ𝑖𝑞(𝑖, ·)
⃦⃦⃦⃦
𝐿2(T)

= 0.

Коэффициенты разложения (2.5) однозначно задают случайный процесс 𝐹 (·), т.е. упоря-
доченную совокупность этих коэффициентов можно рассматривать как его характеристику.

Бесконечная случайная матрица-столбец ℱ = (ℱ𝑖), элементы которой представляют собой
коэффициенты разложения (2.5) случайного процесса 𝐹 (·) ∈ ℒ2(T) в ряд по функциям базис-
ной системы {𝑞(𝑖, ·)}∞𝑖=0 пространства 𝐿2(T), называется спектральной характеристикой слу-
чайного процесса 𝐹 (·).

Отображение, ставящее в соответствие случайному процессу 𝐹 (·) его спектральную харак-
теристику ℱ , называется спектральным преобразованием случайного процесса 𝐹 (·) и обозна-
чается S:

S
[︀
𝐹 (·)

]︀
= ℱ = [ℱ0 ℱ1 ℱ2 . . . ]T,

а обратный переход от спектральной характеристики к соответствующему случайному про-
цессу осуществляется по формуле обращения:

𝐹 (·) = S−1[ℱ ] =
∞∑︁
𝑖=0

ℱ𝑖𝑞(𝑖, ·). (2.7)

Перечислим некоторые свойства спектрального преобразования случайных процессов.
1. Линейность.
Пусть 𝐹 (·), 𝐺(·) ∈ ℒ2(T), S[𝐹 (·)] = ℱ и S[𝐺(·)] = 𝒢. Тогда

S
[︀
𝛼𝐹 (·) + 𝛽𝐺(·)

]︀
= 𝛼ℱ + 𝛽𝒢 ∀𝛼, 𝛽 ∈ R. (2.8)

Справедливость этого свойства очевидна.
2. Связь спектральной характеристики случайного процесса с нестационарными спектраль-

ными плотностями.
Пусть 𝐹 (·) ∈ ℒ2(T), S[𝐹 (·)] = ℱ , 1𝑆𝐹 и 𝑆𝐹 — первая и вторая нестационарные спектральные

плотности случайного процесса 𝐹 (·) соответственно (см. разд. 2.1). Тогда
1𝑆𝐹 = Eℱ , (2.9)

𝑆𝐹 = covℱ = Eℱ̆ℱ̆ T, (2.10)

𝐵𝐹 = EℱℱT, (2.11)
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где ℱ̆ = ℱ − 1𝑆𝐹 — центрированная спектральная характеристика, т.е. первая нестационар-
ная спектральная плотность 1𝑆𝐹 случайного процесса 𝐹 (·) — это математическое ожидание
его спектральной характеристики ℱ , вторая нестационарная спектральная плотность 𝑆𝐹 слу-
чайного процесса 𝐹 (·) — это корреляционная матрица его спектральной характеристики ℱ ,
а вторая начальная нестационарная спектральная плотность 𝐵𝐹 случайного процесса 𝐹 (·)
— это второй начальный момент его спектральной характеристики ℱ , где ℱ , 1𝑆𝐹 , 𝑆𝐹 и 𝐵𝐹

определены относительно одной и той же базисной системы {𝑞(𝑖, ·)}∞𝑖=0.
Доказательство. Для элементов первой нестационарной спектральной плотности имеем

1𝑆𝐹𝑖 =
(︀
𝑞(𝑖, ·),E𝐹 (·)

)︀
𝐿2(T)

=

(︂
𝑞(𝑖, ·), lim

𝑛→∞

𝑛∑︁
𝑗=0

Eℱ𝑗 𝑞(𝑗, ·)
)︂
𝐿2(T)

=

= lim
𝑛→∞

𝑛∑︁
𝑗=0

(︀
𝑞(𝑖, ·), 𝑞(𝑗, ·)

)︀
𝐿2(T)

Eℱ𝑗 = lim
𝑛→∞

𝑛∑︁
𝑗=0

𝛿𝑖𝑗Eℱ𝑗 = Eℱ𝑖, 𝑖 = 0, 1, 2, . . . , (2.12)

где 𝛿𝑖𝑗 — символ Кронекера (1.4).
Таким образом, справедливо соотношение (2.9).
Для элементов второй нестационарной спектральной плотности можно записать

𝑆𝐹𝑖𝑗 =
(︀
𝑞(𝑖, ·)⊗ 𝑞(𝑗, ·), cov

(︀
𝐹 (·), 𝐹 (·)

)︀)︀
𝐿2(T2)

=

=

(︂
𝑞(𝑖, ·)⊗ 𝑞(𝑗, ·), lim

𝑛,𝑚→∞
E

[︂ 𝑛∑︁
𝑘=0

ℱ̆𝑘 𝑞(𝑘, ·)⊗
𝑚∑︁
𝑙=0

ℱ̆𝑙𝑞(𝑙, ·)
]︂)︂

𝐿2(T2)

=

= lim
𝑛,𝑚→∞

𝑛∑︁
𝑘=0

𝑚∑︁
𝑙=0

(︀
𝑞(𝑖, ·)⊗ 𝑞(𝑗, ·), 𝑞(𝑘, ·)⊗ 𝑞(𝑙, ·)

)︀
𝐿2(T2)

Eℱ̆𝑘 ℱ̆𝑙 =

= lim
𝑛,𝑚→∞

𝑛∑︁
𝑘=0

𝑚∑︁
𝑙=0

𝛿𝑖𝑘 𝛿𝑗𝑙 cov(ℱ𝑘,ℱ𝑙) = cov(ℱ𝑖,ℱ𝑗), 𝑖, 𝑗 = 0, 1, 2, . . . (2.13)

Следовательно, получаем соотношение (2.10).
Соотношение (2.11) доказывается аналогично, также оно следует из соотношения (2.1),

устанавливающего связь между вторыми нестационарными спектральными плотностями. J

3. Сохранение нормы.
Пусть 𝐹 (·) ∈ ℒ2(T), S[𝐹 (·)] = ℱ , 1𝑆𝐹 и 𝑆𝐹 — первая и вторая нестационарные спектральные

плотности случайного процесса 𝐹 (·) соответственно, 𝐵𝐹 — вторая начальная нестационарная
спектральная плотность случайного процесса 𝐹 (·). Тогда

‖𝐹 (·)‖2𝐿2(T)
= ‖ℱ‖2ℓ2 = ℱTℱ P-п.н., (2.14)

E‖𝐹 (·)‖2𝐿2(T)
= E‖ℱ‖2ℓ2 = EℱTℱ = tr𝐵𝐹 . (2.15)

Первое из приведенных соотношений следует из свойств спектрального преобразования
функций одной переменной (см. разд. 1.1). Доказательство второго соотношения основано на
утверждении [37]

E‖𝐹 (·)‖2𝐿2(T)
=

∫︁
T

𝐵𝐹 (𝑡, 𝑡)𝑑𝑡,

связи (2.11) спектральной характеристики случайного процесса со второй начальной неста-
ционарной спектральной плотностью и соотношении (1.58). Свойства функций 𝑅𝐹 (·) и 𝐵𝐹 (·)
таковы [37,41], что они задают ядерные операторы, для которых справедлива теорема 1.11.
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Для центрированных случайных процессов (E𝐹 (𝑡) ≡ 0) имеем

E‖𝐹 (·)‖2𝐿2(T)
= tr𝑆𝐹

и из этого свойства следует [222], что∫︁
T

𝐷𝐹 (𝑡)𝑑𝑡 = tr𝑆𝐹 ,

где 𝐷𝐹 (·) — дисперсия случайного процесса 𝐹 (·).
В общем случае из формулы (2.1), связывающей вторые нестационарные спектральные

плотности 𝑆𝐹 и 𝐵𝐹 , получаем
tr𝐵𝐹 = tr𝑆𝐹 + ‖1𝑆𝐹‖2ℓ2 ,

что является спектральным аналогом соотношения, связывающего нормы случайного про-
цесса 𝐹 (·), соответствующего центрированного случайного процесса 𝐹 (·) и математического
ожидания 𝑚𝐹 (·):

E‖𝐹 (·)‖2𝐿2(T)
= E‖𝐹 (·)‖2𝐿2(T)

+ ‖𝑚𝐹 (·)‖2𝐿2(T)
. (2.16)

4. Сдвиг и масштабирование базисной системы.
Если {𝑞(𝑖, ·)}∞𝑖=0 — базисная система пространства 𝐿2([0, 1]), а {𝑞(𝑖, ·)}∞𝑖=0 — соответствую-

щая ей базисная система пространства 𝐿2([𝑡0, 𝑇 ]) (см. п. 1 замечаний 1.1), то

ℱ
𝑞

=
√︀
𝑇 − 𝑡0 ℱ̃

𝑞

+,

где ℱ
𝑞

и ℱ̃
𝑞

+ — спектральные характеристики случайных процессов 𝐹 (𝑡) = 𝐹+((𝑡− 𝑡0)(𝑇 − 𝑡0))
и 𝐹+(𝑡) соответственно, что следует из определения элементов случайной матрицы-столбца ℱ
(замена переменной интегрирования). Соответствующие нестационарные спектральные плот-
ности подчиняются связям (1.27) и (1.53) спектральных характеристик при сдвиге и масшта-
бировании базисной системы.

З ам е ч а н и я 2.2.
1. Если 𝐹 (·) — гауссовский случайный процесс, то его коэффициенты разложения (2.5) —

случайные величины, имеющие нормальное распределение, а ряд в (2.6) сходится с вероятно-
стью 1 [37].

2. Частным случаем представления случайного процесса 𝐹 (·) в виде ряда по функциям
базисной системы {𝑞(𝑖, ·)}∞𝑖=0 является разложение Карунена–Лоэва [37, 39, 294, 314] — раз-
ложение в ряд по собственным функциям линейного интегрального оператора с ядром 𝐵𝐹 (·)
(это оператор Гильберта–Шмидта (1.71)), т.е. система функций {𝑞(𝑖, ·)}∞𝑖=0 формируется из
условия ∫︁

T

𝐵𝐹 (𝑡, 𝜏)𝑞(𝑖, 𝜏)𝑑𝜏 = 𝜆𝑖𝑞(𝑖, 𝑡), 𝑡 ∈ T, 𝜆𝑖 > 0, 𝑖 = 0, 1, 2, . . .

При таком выборе базисной системы вторая начальная нестационарная спектральная плот-
ность 𝐵𝐹 — это диагональная матрица, образованная собственными значениями 𝜆𝑖, а спект-
ральная характеристика ℱ состоит из некоррелированных случайных величин с единичной
дисперсией и множителями

√
𝜆𝑖. Для центрированных случайных процессов аналогичные со-

отношения можно записать с помощью корреляционной функции 𝑅𝐹 (·) и второй нестационар-
ной спектральной плотности 𝑆𝐹 .
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Однако разложение Карунена–Лоэва сопряжено с нахождением собственных функций и
собственных значений линейного оператора, поэтому предлагается использовать универсаль-
ные системы функций, например базисные системы для представления функций времени, при-
веденные в разд. 1.1. При этом базисные системы из разд. 1.1 могут соответствовать некоторым
случайным процессам 𝐹 (·) в смысле разложения Карунена–Лоэва, т.е. являться собственны-
ми функциями линейных интегральных операторов с соответствующими ядрами 𝐵𝐹 (·).

3. Если представить случайный процесс 𝐹 (·) в виде суммы 𝑚𝐹 (·) + 𝐹 (·), то несложно уста-
новить связь с каноническим представлением [83,122,126,214]:

𝐹 (𝑡) = 𝑚𝐹 (𝑡) +
∞∑︁
𝑖=0

ℱ̆𝑖𝑞(𝑖, 𝑡),

где ℱ̆𝑖 — некоррелированные случайные величины с нулевым математическим ожиданием,
упорядоченный набор ℱ̆ которых образует спектральную характеристику случайного процесса
𝐹 (·):

S
[︀
𝐹 (·)

]︀
= ℱ̆ , 𝐹 (·) = S−1[ℱ̆ ],

следовательно, ℱ = 1𝑆𝐹 + ℱ̆ и 𝐹 (·) = 𝑚𝐹 (·) + S−1[ℱ̆ ].
4. Если требуется подчеркнуть, что используется конкретная базисная система для спект-

ральной характеристики случайного процесса 𝐹 (·), то эту базисную систему можно указать,
как и для спектральных характеристик функций одной переменной (см. п. 2 замечаний 1.2),
а именно ℱ

𝑞
, S
𝑞

и S
𝑞

−1:

S
𝑞

[︀
𝐹 (·)

]︀
= ℱ

𝑞
, 𝐹 (·) = S

𝑞

−1[ℱ
𝑞

].

Найдем спектральную характеристику 𝒲 винеровского процесса 𝑊 (·) (см. примеры слу-
чайных процессов в разд. 2.1). Формальное применение определения позволяет записать:

S
[︀
𝑊 (·)

]︀
=𝒲 = (𝒲𝑖),

где элементы спектральной характеристики 𝒲 (случайные величины, имеющие нормальное
распределение) задаются в виде

𝒲𝑖 =
(︀
𝑞(𝑖, ·),𝑊 (·)

)︀
𝐿2(T)

=

∫︁
T

𝑞(𝑖, 𝑡)𝑊 (𝑡)𝑑𝑡, 𝑖 = 0, 1, 2, . . .

Пример 2.4. Представить винеровский процесс 𝑊 (·) в виде ряда по собственным функ-
циям линейного интегрального оператора с ядром 𝑅𝑊 (𝑡, 𝜏) = min{𝑡, 𝜏}, 𝑡, 𝜏 ∈ T = [0, 𝑇 ]. Найти
соответствующую спектральную характеристику 𝒲 .

� Запишем условие, которому удовлетворяют собственные функции линейного интеграль-
ного оператора с ядром 𝑅𝑊 (·) (см. п. 2 замечаний 2.2):∫︁

T

𝑅𝑊 (𝑡, 𝜏)𝑞(𝑖, 𝜏)𝑑𝜏 =

∫︁
T

min{𝑡, 𝜏}𝑞(𝑖, 𝜏)𝑑𝜏 =

=

∫︁ 𝑡

0

𝜏 𝑞(𝑖, 𝜏)𝑑𝜏 +

∫︁ 𝑇

𝑡

𝑡𝑞(𝑖, 𝜏)𝑑𝜏 = 𝜆𝑖𝑞(𝑖, 𝑡), 𝜆𝑖 > 0, 𝑖 = 0, 1, 2, . . .

Из этого уравнения следует, что 𝑞(𝑖, 0) = 0. Дифференцируя его левую и правую части по
𝑡, находим ∫︁ 𝑇

𝑡

𝑞(𝑖, 𝜏)𝑑𝜏 = 𝜆𝑖𝑞
′(𝑖, 𝑡) и 𝑞′(𝑖, 𝑇 ) = 0.
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Дифференцируя по 𝑡 еще раз, получаем линейное дифференциальное уравнение второго
порядка:

𝜆𝑖𝑞
′′(𝑖, 𝑡) + 𝑞(𝑖, 𝑡) = 0, (2.17)

общее решение [115] которого

𝑞(𝑖, 𝑡) = 𝐶1 cos
𝑡√
𝜆𝑖

+ 𝐶2 sin
𝑡√
𝜆𝑖
, 𝐶1, 𝐶2 ∈ R. (2.18)

Из краевых условий и условия нормировки ‖𝑞(𝑖, ·)‖𝐿2(T) = 1 находим [37]

𝑞(𝑖, 𝑡) =

√︂
2

𝑇
sin

(︂
𝑖+

1

2

)︂
𝜋𝑡

𝑇
, 𝜆−1

𝑖 =

(︂
𝑖+

1

2

)︂2
𝜋2

𝑇 2
, 𝑖 = 0, 1, 2, . . . ,

и получаем искомое представление случайного процесса 𝑊 (·) в виде ряда:

𝑊 (𝑡) =
∞∑︁
𝑖=0

𝑇

𝜋

(︂
𝑖+

1

2

)︂−1

𝜁𝑖𝑞(𝑖, 𝑡),

где 𝜁𝑖 — независимые случайные величины, имеющие стандартное нормальное распределение.
Далее будем обозначать такую базисную систему {Σ̂(𝑖, ·)}∞𝑖=0. Следовательно, элементы

спектральной характеристики 𝒲 винеровского процесса 𝑊 (·) относительно базисной систе-
мы {Σ̂(𝑖, ·)}∞𝑖=0 представляются в виде

𝒲𝑖 =
2𝑇

(2𝑖+ 1)𝜋
𝜁𝑖, 𝑖 = 0, 1, 2, . . . ,

поэтому

𝒲 =
2𝑇

𝜋
·
[︂
𝜁0

𝜁1
3

𝜁2
5

. . .

]︂T

.

Из формул (2.9) и (2.10) с учетом равенств E𝜁𝑖 = 0 и E𝜁2𝑖 = 1 получаем первую и вторую
нестационарные спектральные плотности винеровского процесса 𝑊 (·):

1𝑆𝑊 = E𝒲 = [ 0 0 0 . . . ]T и 𝑆𝑊 = E𝒲𝒲T =
4𝑇 2

𝜋2
·

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
1 0 0 . . .

0 1
9

0 . . .

0 0 1
25

. . .
...

...
... . . .

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦ .
Проверим, сохраняется ли норма при спектральном преобразовании. Для этого найдем

квадрат нормы корреляционной функции 𝑅𝑊 (·):

‖𝑅𝑊 (·)‖2𝐿2(T2) =

∫︁ 𝑇

0

∫︁ 𝑇

0

min{𝑡2, 𝜏 2}𝑑𝑡𝑑𝜏 =

=

∫︁ 𝑇

0

[︂ ∫︁ 𝑡

0

𝜏 2𝑑𝜏 +

∫︁ 𝑇

𝑡

𝑡2𝑑𝜏

]︂
𝑑𝑡 =

∫︁ 𝑇

0

[︂
𝑡3

3
+ 𝑡2(1− 𝑡)

]︂
𝑑𝑡 =

𝑇 4

6
.

Далее

‖𝑆𝑊‖2ℳ2
=

∞∑︁
𝑖,𝑗=0

(𝑆𝑊𝑖𝑗 )2 =
16𝑇 4

𝜋4

∞∑︁
𝑖=0

1

(2𝑖+ 1)4
,

где сумма ряда в правой части равенства равна 𝜋4/96 [42], поэтому

‖𝑅𝑊 (·)‖2𝐿2(T2) = ‖𝑆𝑊‖2ℳ2
=
𝑇 4

6
.

В заключение отметим, что аналогичный результат справедлив для центрированных слу-
чайных процессов с такой же корреляционной функцией, отличия будут только в законе рас-
пределения случайных величин 𝜁𝑖, но не в собственных функциях Σ̂(𝑖, ·) и собственных значе-
ниях 𝜆𝑖. �
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Таким же образом определяется спектральная характеристика 𝒮 центрированного пуассо-
новского процесса Π(·) (см. примеры случайных процессов в разд. 2.1), а именно

S
[︀
Π(·)

]︀
= 𝒮 = (𝒮𝑖),

где элементы спектральной характеристики 𝒮 удовлетворяют соотношению

𝒮𝑖 =
(︀
𝑞(𝑖, ·),Π(·)

)︀
𝐿2(T)

=

∫︁
T

𝑞(𝑖, 𝑡)Π(𝑡)𝑑𝑡, 𝑖 = 0, 1, 2, . . .

Прежде чем перейти далее, введем понятие спектральных характеристик обобщенных слу-
чайных процессов (случайных линейных функционалов). Пусть 𝒵 — случайный линейный
функционал, определенный на пространстве основных функций𝐷(T) (см. разд. 1.1), {𝑞(𝑖, ·)}∞𝑖=0

— базис пространства 𝐿2(T).
Бесконечная случайная матрица-столбец 𝑍 = (𝑍𝑖), элементы которой определяются фор-

мулой
𝑍𝑖 = 𝒵𝑞(𝑖, ·), 𝑖 = 0, 1, 2, . . . , (2.19)

называется спектральной характеристикой случайного линейного функционала 𝒵.
Отображение, ставящее в соответствие случайному линейному функционалу 𝒵 его спект-

ральную характеристику 𝑍, называется спектральным преобразованием и также обозначается
S, т.е.

S[𝒵] = 𝑍 = [𝑍0 𝑍1 𝑍2 . . . ]T,

где случайные величины 𝑧𝑖 задаются формулой (2.19).
Напомним, что если функции базисной системы {𝑞(𝑖, ·)}∞𝑖=0 не принадлежат 𝐷(T), то необ-

ходимо рассматривать функционал 𝒵 на множестве функций, включающих {𝑞(𝑖, ·)}∞𝑖=0 (см.
п. 1 замечаний 1.4).

Теорема 2.2. Пусть 𝒵 — случайный линейный функционал, определенный на простран-
стве 𝐿2(T); 𝑓(·) ∈ 𝐿2(T) — функция одной переменной; 𝑍 и 𝐹 — спектральные характерис-
тики функционала 𝒵 и функции 𝑓(·) соответственно, определенные относительно базисной
системы {𝑞(𝑖, ·)}∞𝑖=0. Тогда

𝒵𝑓(·) = 𝑍T𝐹 P-п.н. (2.20)

Эта теорема является аналогом теоремы 1.2 для неслучайных линейных функционалов.
Также можно определить двумерную спектральную характеристику случайного линейного

функционала 𝒵, заданного на пространстве основных функций 𝐷(T2) (см. разд. 1.2). Для
следующего определения будем использовать систему функций {𝑞(𝑖, ·)⊗ 𝑞(𝑗, ·)}∞𝑖,𝑗=0 в качестве
базиса пространства 𝐿2(T

2).
Бесконечная случайная матрица 𝑍 = (𝑍𝑖𝑗), элементы которой определяются формулой

𝑍𝑖𝑗 = 𝒵𝑞(𝑖, ·)⊗ 𝑞(𝑗, ·), 𝑖, 𝑗 = 0, 1, 2, . . . , (2.21)

называется двумерной спектральной характеристикой случайного линейного функционала 𝒵.
Для отображения, ставящего в соответствие случайному линейному функционалу 𝒵 его

двумерную спектральную характеристику 𝑍, используется обозначение S и термин спектраль-
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ное преобразование:

S[𝒵] = 𝑍 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
𝑍00 𝑍01 𝑍02 . . .

𝑍10 𝑍11 𝑍12 . . .

𝑍20 𝑍21 𝑍22 . . .
...

...
... . . .

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦ ,
где случайные величины 𝑍𝑖𝑗 задаются формулой (2.21).

Естественно, не любой функционал 𝒵 : 𝐷(T)→ R можно продолжить на все пространство
𝐿2(T), такие функционалы рассматриваются либо на пространстве основных функций 𝐷(T),
либо на некотором подпространстве пространства 𝐿2(T). Для функционалов 𝒵 : 𝐷(T2)→ R

справедливо такое же замечание.

2.3. Представление стохастических интегралов

В качестве важнейшего примера случайного линейного функционала рассмотрим интегри-
рование по винеровскому процессу 𝑊 (·). Определим линейный функционал 𝒥𝑊

T , ставящий в
соответствие функции 𝑓(·) ∈ 𝐿2(T) стохастический интеграл по отрезку T = [𝑡0, 𝑇 ]:

𝒥𝑊
T 𝑓(·) =

∫︁
T

𝑓(𝑡)𝑑𝑊 (𝑡).

При 𝑡0 = 0 винеровский процесс определен ранее (см. примеры случайных процессов в разд.
2.1). Если 𝑡0 ̸= 0, то винеровский процесс определяется следующим образом:

𝑊 (𝑡0) = 0, 𝑊 (𝑡)−𝑊 (𝜏) ∼ 𝒩law(0, |𝑡− 𝜏 |), 𝑡, 𝜏 > 𝑡0.

Тогда
𝑚𝑊 (𝑡) = E𝑊 (𝑡) ≡ 0, 𝑅𝑊 (𝑡, 𝜏) = cov

(︀
𝑊 (𝑡),𝑊 (𝜏)

)︀
= min{𝑡, 𝜏} − 𝑡0.

Пусть {∆𝑖}𝑛𝑖=1 — это разбиение отрезка T:

T =
𝑛⋃︁
𝑖=1

∆𝑖, ∆𝑖′ ∩∆𝑖′′ = ∅ ∀ 𝑖′, 𝑖′′ ∈ {1, . . . , 𝑛} : 𝑖′ ̸= 𝑖′′, (2.22)

где ∆𝑖 = [𝜗𝑖−1, 𝜗𝑖), 𝑡0 = 𝜗0 < 𝜗1 < . . . < 𝜗𝑛 = 𝑇 . Для ступенчатой функции

𝑓(𝑡) =
𝑛∑︁
𝑖=1

𝑎𝑖𝜒Δ𝑖
(𝑡), 𝑎𝑖 ∈ R, (2.23)

с учетом определения (1.14) стохастическим интегралом по винеровскому процессу называется
случайная величина

𝒥𝑊
T 𝑓(·) =

𝑛∑︁
𝑖=1

𝑎𝑖𝑊 (∆𝑖), (2.24)

для которой
𝑊 (∆𝑖) = 𝒥𝑊

T 𝜒Δ𝑖
(·) =

∫︁
T

𝜒Δ𝑖
(𝑡)𝑑𝑊 (𝑡) = 𝑊 (𝜗𝑖)−𝑊 (𝜗𝑖−1).

Стохастическим интегралом по винеровскому процессу от функции 𝑓(·) ∈ 𝐿2(T) называется
случайная величина

𝒥𝑊
T 𝑓(·) = l.i.m.

𝑛→∞
𝒥𝑊
T 𝑓 (𝑛)(·),
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где последовательность ступенчатых функций 𝑓 (𝑛)(·) сходится к функции 𝑓(·) по норме про-
странства 𝐿2(T) [37, 102].

Воспользуемся определением спектральной характеристики случайного линейного функ-
ционала: S[𝒥𝑊

T ] = 𝒱 , где элементы спектральной характеристики 𝒱 задаются соотношением

𝒱𝑖 = 𝒥𝑊
T 𝑞(𝑖, ·) =

∫︁
T

𝑞(𝑖, 𝑡)𝑑𝑊 (𝑡) = 𝜁𝑖, 𝑖 = 0, 1, 2, . . . , (2.25)

а 𝜁𝑖 — независимые случайные величины, имеющие стандартное нормальное распределение
[77,120]:

𝒱 = [ 𝜁0 𝜁1 𝜁2 . . . ]T. (2.26)

Для этой спектральной характеристики можно формально применить соотношения, полу-
ченные для элементов первой и второй нестационарных спектральных плотностей, обозначая
соответствующий обобщенный случайный процесс через 𝑉 (·):

1𝑆𝑉𝑖 = E𝒱𝑖 = 0, 𝑆𝑉𝑖𝑗 = cov(𝒱𝑖,𝒱𝑗) = 𝛿𝑖𝑗, 𝑖, 𝑗 = 0, 1, 2, . . . ,

где 𝛿𝑖𝑗 — символ Кронекера (1.4). Таким образом, первая нестационарная спектральная плот-
ность 1𝑆𝑉 обобщенного случайного процесса 𝑉 (·) — бесконечная нулевая матрица-столбец, а
его вторая нестационарная спектральная плотность 𝑆𝑉 — бесконечная единичная матрица:

1𝑆𝑉 = E𝒱 = 𝑂̄, 𝑆𝑉 = cov𝒱 = E𝒱𝒱T = 𝐸,

что соответствует тому, что 𝑚𝑉 (𝑡) ≡ 0 и 𝑅𝑉 (𝑡, 𝜏) = 𝛿(𝑡− 𝜏), поскольку двумерная спектраль-
ная характеристика дельта-функции 𝛿(·) равна бесконечной единичной матрице 𝐸 вне зави-
симости от базисной системы {𝑞(𝑖, ·)}∞𝑖=0 (см. разд. 1.2), т.е. 𝑉 (·) — стандартный гауссовский
белый шум [39,116], или кратко — гауссовский белый шум.

Спектральную характеристику 𝒱 случайного линейного функционала 𝒥𝑊
T , или обобщен-

ного случайного процесса 𝑉 (·), будем называть спектральной характеристикой гауссовского
белого шума. Она не зависит от выбора базисной системы {𝑞(𝑖, ·)}∞𝑖=0. Этот обобщенный слу-
чайный процесс рассматривают как производную винеровского процесса [39,106,125]:

𝑑𝑊 (𝑡)

𝑑𝑡
= 𝑉 (𝑡), (2.27)

где производная понимается формально, так как траектории винеровского процесса с вероят-
ностью 1 недифференцируемы при любом 𝑡 > 𝑡0.

Значение функционала 𝒥𝑊
T определяется следующим выражением:

𝒥𝑊
T 𝑓(·) =

∫︁
T

𝑓(𝑡)𝑑𝑊 (𝑡) = 𝒱T𝐹, 𝐹 = S
[︀
𝑓(·)

]︀
. (2.28)

З ам е ч а н и я 2.3.
1. Независимость распределения спектральной характеристики гауссовского белого шума

от выбора базисной системы можно связать с преобразованием спектральных характеристик
функций при изменении базисной системы (см. разд. 1.3). Спектральная характеристика гаус-
совского белого шума представляет собой бесконечную матрицу-столбец, элементы которой
— независимые случайные величины, имеющие стандартное нормальное распределение. Мат-
рица изменения базисной системы является ортогональной матрицей (см. свойства матриц
изменения базисных систем в разд. 1.3), поэтому результат ортогонального преобразования
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спектральной характеристики белого шума — это также бесконечная матрица-столбец, эле-
менты которой обладают такими же вероятностными свойствами.

2. Стохастические интегралы вида (2.28) — это гауссовские случайные величины с конеч-
ным моментом второго порядка. Обозначим 𝐼𝑓 = 𝒥𝑊

T 𝑓(·), тогда E𝐼𝑓 = 0 и E𝐼2𝑓 <∞, т.е. это
гильбертовы случайные величины [37]. Гильбертовы случайные величины образуют гильбер-
тово пространство ℒ2 = 𝐿2(Ω) — пространство квадратично интегрируемых функций 𝐼𝑓 (𝜔),
𝜔 ∈ Ω, по вероятностной мере P, в котором норма и скалярное произведение задаются форму-
лами ‖𝐼𝑓‖ℒ2 = {E𝐼2𝑓}

1
2 , (𝐼𝑓 , 𝐼𝑔)ℒ2 = E𝐼𝑓𝐼𝑔, где 𝐼𝑓 , 𝐼𝑔 ∈ ℒ2.

Независимые случайные величины {𝜁𝑖}∞𝑖=0, имеющие стандартное нормальное распределе-
ние, образуют ортонормированную систему в пространстве ℒ2: (𝜁𝑖, 𝜁𝑗)ℒ2 = 𝛿𝑖𝑗, где 𝛿𝑖𝑗 — символ
Кронекера (1.4).

Переписывая выражение (2.28) в форме

𝐼𝑓 =
∞∑︁
𝑖=0

𝐹𝑖𝜁𝑖, 𝐹 = S
[︀
𝑓(·)

]︀
,

получаем представление случайной величины 𝐼𝑓 в виде ряда по базисной системе {𝜁𝑖}∞𝑖=0 под-
пространства ℒ′

2 = {𝒥𝑊
T 𝑓(·) : 𝑓(·) ∈ 𝐿2(T)}, 𝐹𝑖 — коэффициенты разложения стохастического

интеграла.
Таким образом, 𝒥𝑊

T можно рассматривать как линейный оператор, определенный на про-
странстве 𝐿2(T) со значениями в ℒ2. Он устанавливает изоморфизм пространств 𝐿2(T) и ℒ′

2 с
сохранением нормы и скалярного произведения:

‖𝑓(·)‖2𝐿2(T)
= ‖𝐼𝑓‖2ℒ2

,
(︀
𝑓(·), 𝑔(·)

)︀
𝐿2(T)

= (𝐼𝑓 , 𝐼𝑔)ℒ2 .

Пример 2.5. Найти стохастические интегралы∫︁
T

𝑡𝑛𝑑𝑊 (𝑡), 𝑛 = 0, 1, 2, . . . ,

используя спектральную форму математического описания и полиномы Лежандра (1.5), за-
данные на отрезке T = [0, 𝑇 ].

� Воспользуемся выражением (2.28):

𝒥𝑊
T 𝑓𝑛(·) =

∫︁
T

𝑓𝑛(𝑡)𝑑𝑊 (𝑡) = 𝒱T𝐹 𝑛,

где 𝒱 — спектральная характеристика (2.26) белого шума, 𝐹 𝑛 — спектральные характеристики
функций 𝑓𝑛(𝑡) = 𝑡𝑛 относительно полиномов Лежандра (1.5), найденные в примерах 1.1 и 1.2.

Произведение в правой части последнего равенства представляется следующим образом:

𝒱T𝐹 𝑛 =
∞∑︁
𝑖=0

𝜁𝑖𝐹
𝑛
𝑖 ,

где 𝜁𝑖 — независимые случайные величины, имеющие стандартное нормальное распределение.
При 𝑛 = 0 спектральная характеристика 𝐹0 = 1 функции 𝑓0(𝑡) ≡ 1 найдена в примере 1.1:

1𝑖 =

{︃ √
𝑇 , 𝑖 = 0,

0, 𝑖 = 1, 2, . . . ,

поэтому ∫︁
T

𝑑𝑊 (𝑡) =
√
𝑇 𝜁0
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и эта формула справедлива в том числе и при использовании базисных систем (1.6)– (1.9), а
не только полиномов Лежандра.

С учетом значений 𝐹 𝑛
𝑖 , найденных в примере 1.2, получаем∫︁

T

𝑡𝑑𝑊 (𝑡) = 𝑇
√
𝑇

(︂
1

2
𝜁0 +

√
3

6
𝜁1

)︂
,

∫︁
T

𝑡2𝑑𝑊 (𝑡) = 𝑇 2
√
𝑇

(︂
1

3
𝜁0 +

√
3

6
𝜁1 +

√
5

30
𝜁2

)︂
,∫︁

T

𝑡3𝑑𝑊 (𝑡) = 𝑇 3
√
𝑇

(︂
1

4
𝜁0 +

3
√

3

20
𝜁1 +

√
5

20
𝜁2 +

√
7

140
𝜁3

)︂
.

Для произвольного 𝑛 ∈ N имеем∫︁
T

𝑡𝑛𝑑𝑊 (𝑡) =
𝑛∑︁
𝑖=0

𝜁𝑖𝐹
𝑛
𝑖 , 𝐹 𝑛

𝑖 = 𝑇 𝑛
√
𝑇
√

2𝑖+ 1
𝑖∑︁

𝑘=0

𝑙𝑖𝑘
𝑘 + 𝑛+ 1

,

а величины 𝑙𝑖𝑘 определены после формулы (1.5). �

В дополнение рассмотрим интегрирование по винеровскому процессу 𝑊 (·) сужения функ-
ции 𝑓(·) двух переменных. Определим линейный функционал 𝒥 *𝑊

T2 , ставящий в соответствие
функции 𝑓(·) ∈ 𝐿2(T

2) стохастический интеграл от функции 𝑓 ◇(𝑡) = 𝑓(𝑡, 𝑡) по отрезку T:

𝒥 *𝑊
T2 𝑓(·) =

∫︁
T

𝑓(𝑡, 𝑡)𝑑𝑊 (𝑡),

при условии, что этот интеграл существует, например 𝑓 ◇(·) ∈ 𝐿2(T). Однозначного опреде-
ления функции 𝑓(·) на диагонали квадрата T2 можно достичь применением усредняющего
оператора (см. разд. 1.9).

По определению двумерной спектральной характеристики случайного линейного функци-
онала: S[𝒥 *𝑊

T2 ] = 𝐸𝒱 , где элементы спектральной характеристики 𝐸𝒱 задаются соотношением

𝐸𝒱
𝑖𝑗 = 𝒥 *𝑊

T2 𝑞(𝑖, ·)⊗ 𝑞(𝑗, ·) =

∫︁
T

𝑞(𝑖, 𝑡)𝑞(𝑗, 𝑡)𝑑𝑊 (𝑡), 𝑖, 𝑗 = 0, 1, 2, . . . (2.29)

Нетрудно видеть, что 𝐸𝒱 — симметрическая случайная матрица.

Пример 2.6. Найти двумерную спектральную характеристику 𝐸𝒱 случайного линейного
функционала 𝒥 *𝑊

T2 относительно функций Уолша (1.7), заданных на отрезке T = [0, 𝑇 ].

� Запишем соотношение (2.29) для элементов двумерной спектральной характеристики 𝐸𝒱

и применим мультипликативное свойство функций Уолша (1.76):

𝐸𝒱
𝑖𝑗 = 𝒥 *𝑊

T2 𝑞(𝑖, ·)⊗ 𝑞(𝑗, ·) =

∫︁
T

𝑊̂ (𝑖, 𝑡)𝑊̂ (𝑗, 𝑡)𝑑𝑊 (𝑡) =
1√
𝑇

∫︁
T

𝑊̂ (𝑖⊕ 𝑗, 𝑡)𝑑𝑊 (𝑡),

где операция ⊕ определена ранее (см. примеры спектральных характеристик 𝐴 в разд. 1.5).
Для интеграла в правой части последнего равенства воспользуемся выражением (2.25):

𝐸𝒱
𝑖𝑗 =

1√
𝑇
𝒱𝑖⊕𝑗 =

1√
𝑇
𝜁𝑖⊕𝑗,

где 𝜁𝑖 — независимые случайные величины, имеющие стандартное нормальное распределение.
Таким образом, двумерная спектральная характеристика 𝐸𝒱 представляется в виде (мат-

рицы с такой структурой называют матрицами Уолша–Теплица [326])

𝐸𝒱 =
1√
𝑇
·

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
𝜁0 𝜁1 𝜁2 . . .

𝜁1 𝜁0 𝜁3 . . .

𝜁2 𝜁3 𝜁0 . . .
...

...
... . . .

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦ . �
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В общем случае для представления двумерной спектральной характеристики 𝐸𝒱 случай-
ного линейного функционала 𝒥 *𝑊

T2 можно сформулировать теорему, аналогичную по смыслу
теореме 1.7.

Теорема 2.3. Пусть 𝐸𝒱 — двумерная спектральная характеристика случайного линей-
ного функционала 𝒥 *𝑊

T2 , 𝒱 — спектральная характеристика гауссовского белого шума, 𝑉 —

спектральная характеристика оператора умножения функций. Спектральные характерис-
тики 𝐸𝒱 и 𝑉 определены относительно базисной системы {𝑞(𝑖, ·)}∞𝑖=0. Тогда спектральные
характеристики 𝐸𝒱 и 𝒱 связаны соотношением

𝐸𝒱 = 𝑉 𝒱 . (2.30)

Доказательство. Подставим вместо произведения 𝑞(𝑖, ·)𝑞(𝑗, ·) в соотношении (2.29), которо-
му удовлетворяют элементы двумерной спектральной характеристики 𝐸𝒱 , его представление
в виде ряда по функциям базисной системы {𝑞(𝑖, ·)}∞𝑖=0 (см. п. 4 замечаний 1.10): 𝑞(𝑖, ·)𝑞(𝑗, ·) =

=
∑︀∞

𝑘=0 𝑉𝑖𝑗𝑘 𝑞(𝑘, ·).
Принимая во внимание выражения (2.25) и (2.26), находим

𝐸𝒱
𝑖𝑗 = 𝒥 *𝑊

T2 𝑞(𝑖, ·)⊗ 𝑞(𝑗, ·) =

∫︁
T

𝑞(𝑖, 𝑡)𝑞(𝑗, 𝑡)𝑑𝑊 (𝑡) =

∫︁
T

∞∑︁
𝑘=0

𝑉𝑖𝑗𝑘 𝑞(𝑘, 𝑡)𝑑𝑊 (𝑡) =

= lim
𝑛→∞

𝑛∑︁
𝑘=0

𝑉𝑖𝑗𝑘

∫︁
T

𝑞(𝑘, 𝑡)𝑑𝑊 (𝑡) = lim
𝑛→∞

𝑛∑︁
𝑘=0

𝑉𝑖𝑗𝑘 𝜁𝑘, 𝑖, 𝑗 = 0, 1, 2, . . . ,

где 𝜁𝑘 — независимые случайные величины, имеющие стандартное нормальное распределение,
или в матричной форме 𝐸𝒱 = 𝑉 𝒱 , т.е. получаем соотношение (2.30). J

Пример 2.7. Найти двумерную спектральную характеристику 𝐸𝒱 случайного линейного
функционала 𝒥 *𝑊

T2 относительно косинусоид (1.7), заданных на отрезке T = [0, 𝑇 ].

� Воспользуемся теоремой 2.3. Согласно соотношениям (2.26) и (2.30) имеем

𝐸𝒱
𝑖𝑗 =

∞∑︁
𝑘=0

𝑉𝑖𝑗𝑘𝒱𝑘 =
∞∑︁
𝑘=0

𝑉𝑖𝑗𝑘 𝜁𝑘,

где 𝜁𝑘 — независимые случайные величины, имеющие стандартное нормальное распределение.
Запишем формулы для ненулевых элементов спектральной характеристики 𝑉 оператора

умножения функций относительно косинусоид (1.6) (см. примеры спектральных характери-
стик 𝑉 в разд. 1.5):

𝑉𝑖𝑗𝑘 =
1√︀

𝑇 (1 + (𝑖 > 0)(𝑗 > 0)(𝑘 > 0))
, |𝑖− 𝑗| = 𝑘 или 𝑖+ 𝑗 = 𝑘, 𝑖, 𝑗, 𝑘 = 0, 1, 2, . . . ,

следовательно, при 𝑗 > 𝑖 = 0

𝐸𝒱
0𝑗 =

𝜁𝑗√
𝑇
,

так как 𝑉𝑖𝑗𝑘 = 0, если 𝑘 ̸= 𝑗, а при 𝑗 > 𝑖 > 0

𝐸𝒱
𝑖𝑗 =

𝜁𝑗−𝑖√︀
𝑇 (1 + (𝑖 ̸= 𝑗))

+
𝜁𝑖+𝑗√

2𝑇
,

поскольку 𝑉𝑖𝑗𝑘 = 0, если 𝑘 ̸= 𝑗 − 𝑖 или 𝑘 ̸= 𝑖+ 𝑗, где (𝑖 ̸= 𝑗) = 0 при 𝑖 = 𝑗 и (𝑖 ̸= 𝑗) = 1 при 𝑖 ̸= 𝑗.
При 𝑖 > 𝑗 достаточно применить свойство симметричности матрицы 𝐸𝒱 , т.е. 𝐸𝒱

𝑖𝑗 = 𝐸𝒱
𝑗𝑖.
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В результате получаем двумерную спектральную характеристику 𝐸𝒱 :

𝐸𝒱 =
1√
𝑇
·

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
𝜁0 𝜁1 𝜁2 . . .

𝜁1 𝜁0 + 𝜁2√
2

𝜁1+𝜁3√
2

. . .

𝜁2
𝜁1+𝜁3√

2
𝜁0 + 𝜁4√

2
. . .

...
...

... . . .

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦ . �
Вернемся к нахождению спектральной характеристики 𝒲 винеровского процесса 𝑊 (·) от-

носительно произвольной базисной системы {𝑞(𝑖, ·)}∞𝑖=0.
Положим

𝑊 (𝑡) =

∫︁ 𝑡

𝑡0

𝑑𝑊 (𝜏) =

∫︁
T

1(𝑡− 𝜏)𝑑𝑊 (𝜏)

и представим единичную ступенчатую функцию 𝑘(𝑡, 𝜏) = 1(𝑡− 𝜏) (импульсную переходную
функцию интегрирующего звена), пользуясь тем, что ее двумерная спектральная характерис-
тика — это спектральная характеристика 𝑃−1 оператора интегрирования 𝒟−1 (см. разд. 1.4 и
1.6), в виде ряда по функциям базисной системы {𝑞(𝑗, ·)⊗ 𝑞(𝑘, ·)}∞𝑗,𝑘=0:

𝑘(·) =
∞∑︁

𝑗,𝑘=0

𝑃−1
𝑗𝑘 𝑞(𝑗, ·)⊗ 𝑞(𝑘, ·).

Тогда для элементов 𝒲𝑖 спектральной характеристики 𝒲 винеровского процесса можно
записать

𝒲𝑖 =

∫︁
T

𝑞(𝑖, 𝑡)𝑊 (𝑡)𝑑𝑡 =

∫︁
T

𝑞(𝑖, 𝑡)

∫︁
T

1(𝑡− 𝜏)𝑑𝑊 (𝜏)𝑑𝑡 =

=

∫︁
T

𝑞(𝑖, 𝑡)

∫︁
T

∞∑︁
𝑗,𝑘=0

𝑃−1
𝑗𝑘 𝑞(𝑗, 𝑡)𝑞(𝑘, 𝜏)𝑑𝑊 (𝜏)𝑑𝑡 =

= l.i.m.
𝑛,𝑚→∞

𝑛∑︁
𝑗=0

𝑚∑︁
𝑘=0

𝑃−1
𝑗𝑘

∫︁
T

𝑞(𝑖, 𝑡)𝑞(𝑗, 𝑡)𝑑𝑡

∫︁
T

𝑞(𝑘, 𝜏)𝑑𝑊 (𝜏) =

= l.i.m.
𝑛,𝑚→∞

𝑛∑︁
𝑗=0

𝑚∑︁
𝑘=0

𝛿𝑖𝑗𝑃
−1
𝑗𝑘 𝜁𝑘 = l.i.m.

𝑚→∞

𝑚∑︁
𝑘=0

𝑃−1
𝑖𝑘 𝜁𝑘, 𝑖 = 0, 1, 2, . . . ,

где 𝛿𝑖𝑗 — символ Кронекера (1.4), а 𝜁𝑖 — независимые случайные величины, имеющие стандарт-
ное нормальное распределение и образующие спектральную характеристику 𝒱 белого шума
𝑉 (·) согласно (2.26).

Используя матричные обозначения, имеем

𝒲 = 𝑃−1𝒱 , (2.31)

или в виде спектрального аналога выражения (2.27): 𝑃𝒲 = 𝒱 .
Полученное выражение соответствует известному представлению винеровского процесса в

виде функционального ряда со случайными коэффициентами [87,120,333]:

𝑊 (𝑡) =
∞∑︁
𝑗=0

𝜁𝑗

∫︁ 𝑡

𝑡0

𝑞(𝑗, 𝜏)𝑑𝜏 , (2.32)

на основе которого строится доказательство существования винеровского процесса [87].
Кроме того, представление винеровского процесса (2.32) можно рассматривать как частный
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случай выражения (2.28):

𝑊 (𝑡) =

∫︁
T

1(𝑡− 𝜏)𝑑𝑊 (𝜏) = 𝒱T1*
𝑡 , 1*

𝑡 = S
[︀
1(𝑡− (·))

]︀
, (2.33)

т.е. 1*
𝑡 — спектральная характеристика единичной ступенчатой функции 𝑓 *(𝜏) = 1(𝑡− 𝜏) как

функции переменной 𝜏 (спектральная характеристика индикатора множества [𝑡0, 𝑡], см. пример
1.4).

Дополнительно можно отметить, что 𝒱T1*
𝑡 = 𝐻𝑡𝒱 , где 𝐻𝑡 = [1*

𝑡 ]
T — нестационарная сопря-

женная передаточная функция интегрирующего звена (см. п. 1 замечаний 1.9).

Пример 2.8. Найти спектральную характеристику 𝒲 винеровского процесса 𝑊 (·) отно-
сительно полиномов Лежандра (1.5), заданных на отрезке T = [0, 𝑇 ]. Вычислить E‖𝑊 (·)‖2𝐿2(T)

.

� Воспользуемся представлением (2.31), в котором 𝑃−1 — спектральная характеристика
оператора интегрирования относительно полиномов Лежандра (1.5) (см. примеры спектраль-
ных характеристик 𝑃−1 в разд. 1.6), а 𝒱 — спектральная характеристика (2.26) белого шума:

𝒲𝑖 =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
𝑇

(︂
𝜁0
2
− 𝜁1

2
√

3

)︂
, 𝑖 = 0,

𝑇

(︂
𝜁𝑖−1

2
√

4𝑖2 − 1
− 𝜁𝑖+1

2
√︀

4(𝑖+ 1)2 − 1

)︂
, 𝑖 = 1, 2, . . . ,

т.е.

𝒲 = 𝑇 ·
[︂
𝜁0
2
− 𝜁1

2
√

3

𝜁0

2
√

3
− 𝜁2

2
√

15

𝜁1

2
√

15
− 𝜁3

2
√

35
. . .

]︂T

=

=
𝑇

2
·
[︂
𝜁0 −

𝜁1√
3

𝜁0√
3
− 𝜁2√

15

𝜁1√
15
− 𝜁3√

35
. . .

]︂T

,

где 𝜁𝑖 — независимые случайные величины, имеющие стандартное нормальное распределение.
Можно найти элементы 𝑆𝑊𝑖𝑗 второй нестационарной спектральной плотности 𝑆𝑊 винеров-

ского процесса 𝑊 (·), используя формулу (2.13). Для этого требуется отыскать математические
ожидания произведений 𝒲𝑖𝒲𝑗, 𝑖, 𝑗 = 0, 1, 2, . . . Это проделано в книге [163] и полученный ре-
зультат полностью соответствует примеру 2.2. В частности,

E𝒲2
0 =

𝑇 2

3
, E𝒲2

𝑖 = 𝑇 2

(︂
1

4(4𝑖2 − 1)
+

1

4[4(𝑖+ 1)2 − 1]

)︂
, 𝑖 = 1, 2, 3, . . .

Чтобы найти величину E‖𝑊 (·)‖2𝐿2(T)
, применим свойство (2.14) сохранения нормы:

E‖𝑊 (·)‖2𝐿2(T)
= E‖𝒲‖2ℓ2 = E𝒲T𝒲 = tr𝑆𝑊 ,

где

tr𝑆𝑊 =
𝑇 2

3
+ 𝑇 2

∞∑︁
𝑖=1

(︂
1

4(4𝑖2 − 1)
+

1

4[4(𝑖+ 1)2 − 1]

)︂
= 𝑇 2

(︂
1

3
− 1

12
+

1

2

∞∑︁
𝑖=1

1

4𝑖2 − 1

)︂
.

Сумма ряда в правой части равенства равна 1/2 [42, 163], поэтому

tr𝑆𝑊 =
𝑇 2

2
и такое же значение можно получить следующим образом:∫︁

T

𝑅𝑊 (𝑡, 𝑡)𝑑𝑡 =

∫︁ 𝑇

0

𝑡𝑑𝑡 =
𝑇 2

2
. �

Пример 2.9. Представить броуновский мост 𝑌 (·) в виде ряда по собственным функци-
ям линейного интегрального оператора с ядром 𝑅𝑌 (𝑡, 𝜏) = min{𝑡, 𝜏} − 𝑡𝜏/𝑇 , 𝑡, 𝜏 ∈ T = [0, 𝑇 ].
Найти соответствующую спектральную характеристику 𝒴 .
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� Броуновский мост 𝑌 (·) — случайный процесс с математическим ожиданием 𝑚𝑌 (𝑡) ≡ 0

и корреляционной функцией 𝑅𝑌 (𝑡, 𝜏) = min{𝑡, 𝜏} − 𝑡𝜏/𝑇 (см. примеры случайных процессов в
разд. 2.1).

Запишем условие, которому удовлетворяют собственные функции линейного интегрального
оператора с ядром 𝑅𝑌 (·) (см. п. 2 замечаний 2.2):∫︁

T

𝑅𝑌 (𝑡, 𝜏)𝑞(𝑖, 𝜏)𝑑𝜏 =

∫︁
T

(︂
min{𝑡, 𝜏} − 𝑡𝜏

𝑇

)︂
𝑞(𝑖, 𝜏)𝑑𝜏 =

∫︁ 𝑡

0

𝜏 𝑞(𝑖, 𝜏)𝑑𝜏 +

+

∫︁ 𝑇

𝑡

𝑡𝑞(𝑖, 𝜏)𝑑𝜏 − 1

𝑇

∫︁ 𝑇

0

𝑡𝜏 𝑞(𝑖, 𝜏)𝑑𝜏 = 𝜆𝑖𝑞(𝑖, 𝑡), 𝜆𝑖 > 0, 𝑖 = 1, 2, 3, . . . ,

следовательно, 𝑞(𝑖, 0) = 𝑞(𝑖, 𝑇 ) = 0. Дифференцируя дважды по 𝑡, получаем линейное диффе-
ренциальное уравнение второго порядка (2.17) и общее решение (2.18), как и в примере 2.4.

Из краевых условий и условия нормировки ‖𝑞(𝑖, ·)‖𝐿2(T) = 1 находим [120]

𝑞(𝑖, 𝑡) =

√︂
2

𝑇
sin

𝑖𝜋𝑡

𝑇
, 𝜆−1

𝑖 =

(︂
𝑖𝜋

𝑇

)︂2

, 𝑖 = 1, 2, 3, . . . ,

т.е. получаем искомое представление случайного процесса 𝑌 (·) в виде ряда:

𝑌 (𝑡) =
∞∑︁
𝑖=1

𝑇

𝑖𝜋
𝜁𝑖𝑞(𝑖, 𝑡),

где 𝜁𝑖 — независимые случайные величины, имеющие стандартное нормальное распределение
(для удобства нумерация функций базисной системы здесь начинается с единицы).

Далее будем обозначать эту базисную систему {𝑆(𝑖, ·)}∞𝑖=1. Она дополняет косинусоиды
{𝐶(𝑖, ·)}∞𝑖=0 до базисной системы тригонометрических функций, ортонормированной на отрезке
[−𝑇, 𝑇 ] (см. п. 2 замечаний 1.1).

Следовательно, элементы спектральной характеристики 𝒴 броуновского моста 𝑌 (·) отно-
сительно базисной системы {𝑆(𝑖, ·)}∞𝑖=1 представляются в форме

𝒴𝑖 =
𝑇

𝑖𝜋
𝜁𝑖, 𝑖 = 1, 2, 3, . . . ,

поэтому

𝒴 =
𝑇

𝜋
·
[︂
𝜁1

𝜁2
2

𝜁3
3

. . .

]︂T

.

Применим формулы (2.9) и (2.10), принимая во внимание соотношения E𝜁𝑖 = 0 и E𝜁2𝑖 = 1.
Тогда первая и вторая нестационарные спектральные плотности броуновского моста 𝑌 (·) име-
ют вид

1𝑆𝑌 = E𝒲 = [ 0 0 0 . . . ]T и 𝑆𝑌 = E𝒲𝒲T =
𝑇 2

𝜋2
·

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
1 0 0 . . .

0 1
4

0 . . .

0 0 1
9

. . .
...

...
... . . .

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦ .
Используя связь винеровского процесса и броуновского моста [120,239]:

𝑌 (𝑡) = 𝑊 (𝑡)− 𝑡

𝑇
𝑊 (𝑇 ),

получаем следующее представление винеровского процесса 𝑊 (·):

𝑊 (𝑡) = 𝑊 (𝑇 )
𝑡

𝑇
+

∞∑︁
𝑖=1

𝑇

𝑖𝜋
𝜁𝑖𝑞(𝑖, 𝑡) =

𝑊 (𝑇 )√
𝑇

∫︁ 𝑡

0

𝐶(0, 𝜏)𝑑𝜏 +
∞∑︁
𝑖=1

𝜁𝑖

∫︁ 𝑡

0

𝐶(𝑖, 𝜏)𝑑𝜏 , (2.34)
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где случайная величина 𝑊 (𝑇 ) имеет нормальное распределение с нулевым математическим
ожиданием и дисперсией 𝑇 , а 𝑊 (𝑇 )/

√
𝑇 — стандартное нормальное распределение. Таким

образом, представление винеровского процесса 𝑊 (·) в виде ряда по собственным функциям
линейного интегрального оператора, ядро которого — корреляционная функция 𝑅𝑌 (·) бро-
уновского моста 𝑌 (·), согласуется с представлениями (2.32) и (2.33), где в качестве базисной
системы применяются косинусоиды (1.6).

Используем представление (2.33), т.е. 𝑊 (𝑡) = 𝒱T1*
𝑡 , в котором 𝒱 — спектральная харак-

теристика (2.26) белого шума, образованная независимыми случайными величинами {𝜁𝑖}∞𝑖=0,
имеющими стандартное нормальное распределение, а 1*

𝑡 — спектральная характеристика еди-
ничной ступенчатой функции 𝑓 *(𝜏) = 1(𝑡− 𝜏) как функции переменной 𝜏 (спектральная ха-
рактеристика индикатора множества [0, 𝑡]) относительно косинусоид (1.6). С учетом результа-
тов примера 1.4 находим

𝑊 (𝑡) =
∞∑︁
𝑖=0

𝜁𝑖(1
*
𝑡 )𝑖, (1*

𝑡 )𝑖 =

⎧⎪⎨⎪⎩
𝑡√
𝑇
, 𝑖 = 0,

√
2𝑇

𝑖𝜋
sin

𝑖𝜋𝑡

𝑇
, 𝑖 = 1, 2, . . . ,

т.е.

𝑊 (𝑡) =
𝑡𝜁0√
𝑇

+
∞∑︁
𝑖=1

√
2𝑇 𝜁𝑖
𝑖𝜋

sin
𝑖𝜋𝑡

𝑇
,

что эквивалентно представлению (2.34) с точностью до обозначения 𝜁0 = 𝑊 (𝑇 )/
√
𝑇 . �

Линейные функционалы, о которых шла речь в разд. 1.1, можно рассматривать на про-
странстве ℒ2(T) или на некотором подпространстве пространства ℒ2(T), так как случайный
процесс 𝐹 (·) = 𝐹 (·, 𝜔) ∈ ℒ2(T) при фиксированном 𝜔 ∈ Ω — это элемент пространства 𝐿2(T).
В частности, рассмотрим функционал 𝒥T, ставящий в соответствие функции 𝑓(·) ∈ 𝐿2(T) ин-
теграл от этой функции по отрезку T. Значение такого функционала при условии, что 1 —

его спектральная характеристика, совпадающая со спектральной характеристикой функции
𝑓0(𝑡) ≡ 1, задается формулой (1.32):

𝒥T𝐹 (·) =

∫︁
T

𝐹 (𝑡)𝑑𝑡 = 1Tℱ P-п.н., ℱ = S
[︀
𝐹 (·)

]︀
. (2.35)

Пример 2.10. Найти интеграл∫︁
T

𝑊 (𝑡)𝑑𝑡, T = [0, 𝑇 ],

используя спектральную форму математического описания и полиномы Лежандра (1.5).

� Применим формулу (2.35):

𝒥T𝑊 (·) =

∫︁
T

𝑊 (𝑡)𝑑𝑡 = 1T𝒲 ,

где 1 и 𝒲 — спектральные характеристики функции 𝑓0(𝑡) ≡ 1 и винеровского процесса 𝑊 (·)
соответственно относительно полиномов Лежандра (1.5). Они получены ранее в примерах 1.1
и 2.8. Тогда

1T𝒲 =
∞∑︁
𝑖=0

1𝑖𝒲𝑖,
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где

1𝑖 =

{︃ √
𝑇 , 𝑖 = 0,

0, 𝑖 = 1, 2, . . . ,
и 𝒲𝑖 =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
𝑇

(︂
𝜁0
2
− 𝜁1

2
√

3

)︂
, 𝑖 = 0,

𝑇

(︂
𝜁𝑖−1

2
√

4𝑖2 − 1
− 𝜁𝑖+1

2
√︀

4(𝑖+ 1)2 − 1

)︂
, 𝑖 = 1, 2, . . . ,

а 𝜁𝑖 — независимые случайные величины, имеющие стандартное нормальное распределение.
Таким образом, ∫︁

T

𝑊 (𝑡)𝑑𝑡 =
𝑇
√
𝑇

2

(︂
𝜁0 −

𝜁1√
3

)︂
. �

Пример 2.11. Найти интеграл ∫︁
T

𝑌 (𝑡)𝑑𝑡, T = [0, 𝑇 ],

используя спектральную форму математического описания и базисную систему {𝑆(𝑖, ·)}∞𝑖=1,
сформированную в примере 2.9.

� Напомним, что 𝑌 (·) — броуновский мост, для которого в примере 2.9 получено пред-
ставление в виде ряда по собственным функциям линейного интегрального оператора с ядром
𝑅𝑌 (𝑡, 𝜏) = min{𝑡, 𝜏} − 𝑡𝜏/𝑇 .

Согласно формуле (2.35)

𝒥T𝑌 (·) =

∫︁
T

𝑌 (𝑡)𝑑𝑡 = 1T𝒴 ,

где 1 и 𝒴 — спектральные характеристики функции 𝑓0(𝑡) ≡ 1 и броуновского моста 𝑌 (·) соот-
ветственно относительно базисной системы {𝑆(𝑖, ·)}∞𝑖=1.

Спектральная характеристика 𝒴 получена в примере 2.9, а спектральную характеристику
1 требуется найти. Ее элементы заданы формулой (1.11):

1𝑖 =
(︀
𝑞(𝑖, ·), 𝑓0(·)

)︀
𝐿2(T)

=

∫︁
T

𝑆(𝑖, 𝑡)𝑑𝑡 =

√︂
2

𝑇

∫︁ 𝑇

0

sin
𝑖𝜋𝑡

𝑇
𝑑𝑡 =

= −
√︂

2

𝑇

𝑇

𝑖𝜋
cos

𝑖𝜋𝑡

𝑇

⃒⃒⃒⃒𝑇
0

=

√
2𝑇

𝑖𝜋
(1− cos 𝑖𝜋) =

√
2𝑇

𝑖𝜋

(︀
1− (−1)𝑖

)︀
, 𝑖 = 1, 2, 3, . . . ,

т.е.

1 =

√
2𝑇

𝜋
·
[︂

2 0
2

3
0

2

5
0 . . .

]︂T

.

Проверим свойство сохранения нормы (1.25), применяя табличную формулу из [42]:

‖1‖2ℓ2 =
∞∑︁
𝑖=1

12
𝑖 =

2𝑇

𝜋2

∞∑︁
𝑖=1

(1− (−1)𝑖)2

𝑖2
=

8𝑇

𝜋2

∞∑︁
𝑘=1

1

(2𝑘 − 1)2
= 𝑇 и ‖𝑓0(·)‖2𝐿2(T)

=

∫︁ 𝑇

0

𝑑𝑡 = 𝑇.

Тогда

1T𝒴 =
∞∑︁
𝑖=1

1𝑖𝒴𝑖,

где
𝒴𝑖 =

𝑇

𝑖𝜋
𝜁𝑖, 𝑖 = 1, 2, 3, . . . ,

а 𝜁𝑖 — независимые случайные величины, имеющие стандартное нормальное распределение.
Следовательно,∫︁

T

𝑌 (𝑡)𝑑𝑡 =
𝑇
√

2𝑇

𝜋2

∞∑︁
𝑖=1

(1− (−1)𝑖)𝜁𝑖
𝑖2

=
(2𝑇 )3/2

𝜋2

∞∑︁
𝑘=1

𝜁2𝑘−1

(2𝑘 − 1)2
. �



140

В общем случае можно выразить первые два момента случайной величины 𝒵𝐹 (·), где 𝒵
— линейный функционал, определенный на пространстве 𝐿2(T), через нестационарные спект-
ральные плотности случайного процесса 𝐹 (·). Пусть 𝑍 — спектральная характеристика ли-
нейного функционала 𝒵, или спектральная характеристика функции 𝑧(·) ∈ 𝐿2(T), задающей
функционал 𝒵 формулой (1.30). Тогда математическое ожидание, дисперсия и второй началь-
ный момент выражаются следующим образом:

𝑚𝒵𝐹 (·) = E𝒵𝐹 (·) = 𝑍T 1𝑆𝐹 , 𝐷𝒵𝐹 (·) = E
[︀
𝒵𝐹 (·)−𝑚𝒵𝐹 (·)

]︀2
= 𝑍T𝑆𝐹𝑍,

E
[︀
𝒵𝐹 (·)

]︀2
= 𝐷𝒵𝐹 (·) +𝑚2

𝒵𝐹 (·) = 𝑍T𝐵𝐹𝑍,

где 1𝑆𝐹 и 𝑆𝐹 — первая и вторая нестационарные спектральные плотности случайного про-
цесса 𝐹 (·) соответственно, 𝐵𝐹 — вторая начальная нестационарная спектральная плотность
случайного процесса 𝐹 (·) (см. разд. 2.1).

Действительно, согласно свойствам математического ожидания и теореме 1.2 имеем

𝑚𝒵𝐹 (·) = E𝒵𝐹 (·) = E
(︀
𝑧(·), 𝐹 (·)

)︀
𝐿2(T)

=
(︀
𝑧(·),E𝐹 (·)

)︀
𝐿2(T)

=
(︀
𝑧(·),𝑚𝐹 (·)

)︀
𝐿2(T)

= 𝑍T 1𝑆𝐹 .

Далее,

𝐷𝒵𝐹 (·) = E
[︀
𝒵𝐹 (·)−𝑚𝒵𝐹 (·)

]︀2
= E

(︀
𝑧(·), 𝐹 (·)−𝑚𝐹 (·)

)︀2
𝐿2(T)

= E
(︀
𝑧(·), 𝐹 (·)

)︀2
𝐿2(T)

=

=E
(︀
𝑧(·)⊗ 𝑧(·), 𝐹 (·)⊗ 𝐹 (·)

)︀
𝐿2(T2)

=
(︀
𝑧(·)⊗ 𝑧(·),E

[︀
𝐹 (·)⊗ 𝐹 (·)

]︀)︀
𝐿2(T2)

=
(︀
𝑧(·)⊗ 𝑧(·), 𝑅𝐹 (·)

)︀
𝐿2(T2)

,

или с учетом теоремы 1.5

𝐷𝒵𝐹 (·) = tr𝑍𝑍T𝑆𝐹 = 𝑍T𝑆𝐹𝑍,

где 𝑍𝑍T — спектральная характеристика функции 𝑧(·) ⊗ 𝑧(·) (см. теорему 1.4 и формулу
(1.55)). Аналогичным образом можно доказать соотношение для второго начального момента
случайной величины 𝒵𝐹 (·), либо воспользоваться соотношением (2.1), которое устанавливает
связь между вторыми нестационарными спектральными плотностями.

Случайный линейный функционал 𝒥𝑊
T , ставящий в соответствие функции 𝑓(·) ∈ 𝐿2(T)

стохастический интеграл по отрезку T, можно определить и для случайных процессов
𝐹 (·) ∈ ℒ2(T), однако при этом важно, в каком смысле понимается стохастический интеграл.
Стохастический интеграл от случайного процесса 𝐹 (·) ∈ ℒ2(T) определяется как среднеквад-
ратический предел последовательности интегральных сумм [4,106]:∫︁

T

𝐹 (𝑡)𝑑𝜃𝑊 (𝑡) = l.i.m.
𝑛→∞

𝑛∑︁
𝑖=1

(︀
(1− 𝜃)𝐹 (𝜗𝑖−1) + 𝜃𝐹 (𝜗𝑖)

)︀(︀
𝑊 (𝜗𝑖)−𝑊 (𝜗𝑖−1)

)︀
,

где 𝜃 ∈ [0, 1], {𝜗𝑖}𝑛𝑖=0 — разбиение отрезка T с условием

𝑡0 = 𝜗0 < 𝜗1 < . . . < 𝜗𝑛 = 𝑇, max
16 𝑖6𝑛

{𝜗𝑖 − 𝜗𝑖−1} = 0. (2.36)

При 𝜃 = 1/2 получаем определение (симметризованного) стохастического интеграла Стра-
тоновича, а при 𝜃 = 0 — определение стохастического интеграла Ито:∫︁

T

𝐹 (𝑡)𝑑1/2𝑊 (𝑡) =

∫︁
T

𝐹 (𝑡) ∘ 𝑑𝑊 (𝑡),

∫︁
T

𝐹 (𝑡)𝑑0𝑊 (𝑡) =

∫︁
T

𝐹 (𝑡)𝑑𝑊 (𝑡).

Если стохастический интеграл рассматривать как стохастический интеграл Стратоновича,
то соотношение (2.28) остается в силе, поскольку определение интеграла Стратоновича дает
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возможность применять те же правила интегрирования, что и для функций 𝑓(·) ∈ 𝐿2(T):
S𝒥𝑊
T 𝐹 (·) =

∫︁
T

𝐹 (𝑡) ∘ 𝑑𝑊 (𝑡) = 𝒱Tℱ , ℱ = S
[︀
𝐹 (·)

]︀
, (2.37)

где 𝒱 — спектральная характеристика (2.26) белого шума. Более того, такое представление
можно принять за определение стохастического интеграла — это стохастический интеграл
Огавы [332,333]:

O𝒥𝑊
T 𝐹 (·) =

∫︁
T

𝐹 (𝑡) ◇ 𝑑𝑊 (𝑡) = 𝒱Tℱ , ℱ = S
[︀
𝐹 (·)

]︀
.

Стохастический интеграл Ито связан с интегралом Стратоновича [4, 77,102,106]:∫︁ 𝑡

𝑡0

𝐹 (𝑡)𝑑𝑊 (𝑡) = −1

2

∫︁ 𝑡

𝑡0

𝜎(𝑡)𝑑𝑡+

∫︁ 𝑡

𝑡0

𝐹 (𝑡) ∘ 𝑑𝑊 (𝑡), 𝑡 > 𝑡0, (2.38)

в предположении, что случайный процесс 𝐹 (·) представляется в виде

𝐹 (𝑡) =

∫︁ 𝑡

𝑡0

𝜎(𝜏)𝑑𝑊 (𝜏), (2.39)

где 𝜎(·) ∈ ℒ2(T). Например, если 𝐹 (·) = 𝑊 (·), то 𝜎(𝑡) ≡ 1.
В общем случае 𝐹 (·) — процесс Ито [77,102], заданный формулой

𝐹 (𝑡) = 𝐹0 +

∫︁ 𝑡

𝑡0

𝑎(𝜏)𝑑𝜏 +

∫︁ 𝑡

𝑡0

𝜎(𝜏)𝑑𝑊 (𝜏),

в которой E𝐹 2
0 <∞ и 𝑎(·), 𝜎(·) ∈ ℒ2(T).

Первое слагаемое в правой части равенства (2.38) при 𝑡 = 𝑇 содержит значение линейного
функционала 𝒥T на случайном процессе 𝜎(·):

𝒥T𝜎(·) =

∫︁
T

𝜎(𝑡)𝑑𝑡 = 1TΣ, Σ = S
[︀
𝜎(·)

]︀
.

Тогда
I𝒥𝑊
T 𝐹 (·) =

∫︁
T

𝐹 (𝑡)𝑑𝑊 (𝑡) = −1

2
1TΣ + 𝒱Tℱ , ℱ = S

[︀
𝐹 (·)

]︀
, (2.40)

где 1 — спектральная характеристика линейного функционала 𝒥T, совпадающая со спект-
ральной характеристикой функции 𝑓0(𝑡) ≡ 1, определенной относительно базисной системы
{𝑞(𝑖, ·)}∞𝑖=0 (см. разд. 1.1).

В приведенных соотношениях функционалы, соответствующие стохастическим интегралам
Стратоновича и Ито, обозначены S𝒥𝑊

T и I𝒥𝑊
T . Соотношения (2.37) и (2.40) справедливы с

вероятностью 1.
Математическое ожидание стохастического интеграла Ито (2.40) равно нулю [32, 37, 102].

Это означает, что

E
[︀
I𝒥𝑊
T 𝐹 (·)

]︀
= E

[︂
−1

2
1TΣ + 𝒱Tℱ

]︂
= −1

2
1TEΣ + E𝒱Tℱ = 0, или E𝒱Tℱ =

1

2
1TEΣ,

причем последнее выражение — это математическое ожидание стохастического интеграла
Стратоновича (2.37):

E
[︀
S𝒥𝑊
T 𝐹 (·)

]︀
=

1

2
1TEΣ.

Дисперсия стохастического интеграла Ито совпадает со вторым начальным моментом и
выражается соотношением (изометрия Ито [32,37,102])

E

[︂ ∫︁
T

𝐹 (𝑡)𝑑𝑊 (𝑡)

]︂2
= E

∫︁
T

𝐹 2(𝑡)𝑑𝑡 = E‖𝐹 (·)‖2𝐿2(T)
, (2.41)
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т.е. согласно свойству сохранения нормы (см. свойства спектрального преобразования случай-
ных процессов в разд. 2.2 и формулу (2.4))

E

[︂ ∫︁
T

𝐹 (𝑡)𝑑𝑊 (𝑡)

]︂2
= tr𝐵𝐹 . (2.42)

Пример 2.12. Найти стохастические интегралы Стратоновича и Ито∫︁
T

𝑊 (𝑡) ∘ 𝑑𝑊 (𝑡) и
∫︁
T

𝑊 (𝑡)𝑑𝑊 (𝑡),

используя спектральную форму математического описания и полиномы Лежандра (1.5), за-
данные на отрезке T = [0, 𝑇 ].

� Винеровский процесс выражается формулой (2.39) при 𝜎(𝑡) ≡ 1 (см. также формулу
(2.33)). Следовательно, Σ = 1 — спектральная характеристика функции 𝑓0(𝑡) ≡ 1, найденная
в примере 1.1.

Согласно соотношениям (2.37) и (2.40)

S𝒥𝑊
T 𝑊 (·) =

∫︁
T

𝑊 (𝑡) ∘ 𝑑𝑊 (𝑡) = 𝒱T𝒲 , I𝒥𝑊
T 𝑊 (·) =

∫︁
T

𝑊 (𝑡)𝑑𝑊 (𝑡) = −1

2
1T1 + 𝒱T𝒲 ,

где 𝒱 — спектральная характеристика (2.26) белого шума, а спектральная характеристика 𝒲
винеровского процесса 𝑊 (·) относительно полиномов Лежандра (1.5) представлена в примере
2.8. Тогда

𝒱T𝒲 =
∞∑︁
𝑖=0

𝒱𝑖𝒲𝑖,

где

𝒱𝑖 = 𝜁𝑖, 𝑖 = 0, 1, 2, . . . , и 𝒲𝑖 =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
𝑇

(︂
𝜁0
2
− 𝜁1

2
√

3

)︂
, 𝑖 = 0,

𝑇

(︂
𝜁𝑖−1

2
√

4𝑖2 − 1
− 𝜁𝑖+1

2
√︀

4(𝑖+ 1)2 − 1

)︂
, 𝑖 = 1, 2, . . . ,

а 𝜁𝑖 — независимые случайные величины, имеющие стандартное нормальное распределение,
т.е. ∫︁

T

𝑊 (𝑡) ∘ 𝑑𝑊 (𝑡) =
𝑇

2
l.i.m.
𝑖→∞

(︂
𝜁20 −

𝜁0𝜁1√
3

+
𝜁0𝜁1√

3
− 𝜁1𝜁2√

15
+

+
𝜁1𝜁2√

15
− 𝜁2𝜁3√

35
+ . . .− 𝜁𝑖𝜁𝑖+1√︀

4(𝑖+ 1)2 − 1

)︂
=
𝑇

2
𝜁20 .

Далее, 1T1 = 𝑇 согласно свойству (1.25) сохранения нормы (см. пример 1.2), следовательно,∫︁
T

𝑊 (𝑡)𝑑𝑊 (𝑡) = −𝑇
2

+
𝑇

2
𝜁20 =

𝑇

2
(𝜁20 − 1).

В заключение найдем дисперсию стохастического интеграла Ито:

E

[︂ ∫︁
T

𝑊 (𝑡)𝑑𝑊 (𝑡)

]︂2
=
𝑇 2

4
E(𝜁20 − 1)2 =

𝑇 2

4
(E𝜁40 − 2E𝜁20 + 1).

Моменты четного порядка 𝑝 для случайной величины 𝜁0, имеющей стандартное нормальное
распределение, определяются формулой E𝜁𝑝0 = (𝑝− 1)!! (моменты нечетного порядка равны
нулю). Для 𝑝 = 4 имеем E𝜁40 = 3, т.е.

E

[︂ ∫︁
T

𝑊 (𝑡)𝑑𝑊 (𝑡)

]︂2
=
𝑇 2

2
.
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Полученное значение совпадает с величиной E‖𝑊 (·)‖2𝐿2(T)
, найденной в примере 2.8, что

является следствием изометрии Ито (2.41) (кроме того, см. формулу (2.42)):

E

[︂ ∫︁
T

𝑊 (𝑡)𝑑𝑊 (𝑡)

]︂2
= E

∫︁
T

𝑊 2(𝑡)𝑑𝑡 = E‖𝑊 (·)‖2𝐿2(T)
. �

Можно рассмотреть общий случай стохастических 𝜃-интегралов по винеровскому процессу.
Стохастический 𝜃-интеграл связан с интегралом Ито соотношением∫︁ 𝑡

𝑡0

𝐹 (𝜏)𝑑𝑊 (𝜏) = −𝜃
∫︁ 𝑡

𝑡0

𝜎(𝜏)𝑑𝜏 +

∫︁ 𝑡

𝑡0

𝐹 (𝜏)𝑑𝜃𝑊 (𝜏), 𝑡 > 𝑡0, (2.43)

где случайный процесс 𝐹 (𝑡) представляется в виде (2.39). Следовательно,∫︁
T

𝐹 (𝑡)𝑑𝜃𝑊 (𝑡) =

[︂
𝜃 − 1

2

]︂ ∫︁
T

𝜎(𝑡)𝑑𝑡+

∫︁
T

𝐹 (𝑡) ∘ 𝑑𝑊 (𝑡)

и
𝜃𝒥𝑊
T 𝐹 (·) =

∫︁
T

𝐹 (𝑡)𝑑𝜃𝑊 (𝑡) =

[︂
𝜃 − 1

2

]︂
1TΣ + 𝒱Tℱ , ℱ = S

[︀
𝐹 (·)

]︀
, (2.44)

где 1 — спектральная характеристика линейного функционала 𝒥T, совпадающая со спект-
ральной характеристикой функции 𝑓0(𝑡) ≡ 1, определенной относительно базисной системы
{𝑞(𝑖, ·)}∞𝑖=0 (см. разд. 1.1). Если 𝐹 (·) = 𝑊 (·), то ℱ =𝒲 и Σ = 1.

В соотношении (2.44) функционал, соответствующий стохастическому 𝜃-интегралу, обозна-
чен 𝜃𝒥𝑊

T . Это соотношение совпадает с (2.37) при 𝜃 = 1/2 (стохастический интеграл Стратоно-
вича) и с (2.40) при 𝜃 = 0 (стохастический интеграл Ито), оно справедливо с вероятностью 1.

Опираясь на решение примера 2.12, можно записать
𝜃𝒥𝑊
T 𝑊 (·) =

∫︁
T

𝑊 (𝑡)𝑑𝜃𝑊 (𝑡) =

[︂
𝜃 − 1

2

]︂
1T1 + 𝒱T𝒲 ,

где 𝒱 — спектральная характеристика (2.26) белого шума, 1 и 𝒲 — спектральные характе-
ристики функции 𝑓0(𝑡) ≡ 1 и винеровского процесса 𝑊 (·) соответственно, определенные отно-
сительно полиномов Лежандра (1.5) (см. примеры 1.1 и 2.8), т.е.∫︁

T

𝑊 (𝑡)𝑑𝜃𝑊 (𝑡) = 𝑇

[︂
𝜃 − 1

2

]︂
+
𝑇

2
𝜁20 =

𝑇

2
(𝜁20 + 2𝜃 − 1), T = [0, 𝑇 ],

или в более привычной форме [106]∫︁
T

𝑊 (𝑡)𝑑𝜃𝑊 (𝑡) =
𝑊 2(𝑇 )

2
+ 𝑇

[︂
𝜃 − 1

2

]︂
,∫︁

T

𝑊 (𝑡) ∘ 𝑑𝑊 (𝑡) =
𝑊 2(𝑇 )

2

(︂
𝜃 =

1

2

)︂
,

∫︁
T

𝑊 (𝑡)𝑑𝑊 (𝑡) =
𝑊 2(𝑇 )− 𝑇

2
(𝜃 = 0).

Другой пример случайного линейного функционала — интегрирование по центрированному
пуассоновскому процессу Π(·) интенсивности 𝜆 > 0 [37]. Определим линейный функционал 𝒥 Π

T ,
ставящий в соответствие функции 𝑓(·) ∈ 𝐿2(T) стохастический интеграл по отрезку T = [𝑡0, 𝑇 ]:

𝒥 Π
T 𝑓(·) =

∫︁
T

𝑓(𝑡)𝑑Π(𝑡).

Если 𝑡0 ̸= 0, то пуассоновский процесс задается условиями

𝑃 (𝑡0) = 0, 𝑃 (𝑡)− 𝑃 (𝜏) ∼ 𝒫law
(︀
𝜆(𝑡− 𝜏)

)︀
, 𝑡, 𝜏 > 𝑡0,

а в случае 𝑡0 = 0 он определен ранее (см. примеры случайных процессов в разд. 2.1). Для
центрированного пуассоновского процесса

Π(𝑡) = 𝑃 (𝑡)− E𝑃 (𝑡) = 𝑃 (𝑡)− 𝜆(𝑡− 𝑡0),
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поэтому
𝑚Π(𝑡) = EΠ(𝑡) ≡ 0, 𝑅Π(𝑡, 𝜏) = cov

(︀
Π(𝑡),Π(𝜏)

)︀
= 𝜆(min{𝑡, 𝜏} − 𝑡0).

Стохастический интеграл по центрированному пуассоновскому процессу от функции
𝑓(·) ∈ 𝐿2(T) определяется аналогично стохастическому интегралу по винеровскому процессу,
т.е. сначала для ступенчатой функции (2.23) (в формуле (2.24) достаточно заменить обозна-
чение 𝑊 (·) на Π(·)), а затем

𝒥 Π
T 𝑓(·) = l.i.m.

𝑛→∞
𝒥 Π
T 𝑓

(𝑛)(·),

где последовательность ступенчатых функций 𝑓 (𝑛)(·) сходится к функции 𝑓(·) по норме про-
странства 𝐿2(T).

Для функций 𝑓(·), определенных однозначно в каждой точке отрезка T стохастический
интеграл по центрированному пуассоновскому процессу можно определить следующим обра-
зом [279]:

∫︁
T

𝑓(𝑡)𝑑𝑃 (𝑡) =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
0, 𝑃 (𝑇 ) = 0,
𝑃 (𝑇 )∑︁
𝑖=1

𝑓(𝜗𝑖 − 0), 𝑃 (𝑇 ) > 0,

∫︁
T

𝑓(𝑡)𝑑Π(𝑡) =

∫︁
T

𝑓(𝑡)𝑑𝑃 (𝑡)− 𝜆
∫︁
T

𝑓(𝑡)𝑑𝑡,

где 𝜗𝑖 — точки пуассоновского потока при 𝑖 > 0, а величины 𝜗𝑖 − 𝜗𝑖−1 с учетом условия 𝜗0 = 𝑡0

имеют показательное распределение с параметром 𝜆 и 𝑃 (𝑡) = 𝑖− 1 для всех 𝑡 ∈ [𝜗𝑖−1, 𝜗𝑖).
Воспользуемся определением спектральной характеристики случайного линейного функ-

ционала: S[𝒥 Π
T ] = 𝒩 , где элементы спектральной характеристики 𝒩 задаются соотношением

𝒩𝑖 = 𝒥 Π
T 𝑞(𝑖, ·) =

∫︁
T

𝑞(𝑖, 𝑡)𝑑Π(𝑡) = 𝜂𝑖, 𝑖 = 0, 1, 2, . . . , (2.45)

а 𝜂𝑖 — центрированные и попарно некоррелированные случайные величины [281,334]:

𝒩 = [ 𝜂0 𝜂1 𝜂2 . . . ]T. (2.46)

Если 𝑞(𝑖, 𝑡) ≡ 1, то 𝜂𝑖 — случайная величина, имеющая центрированное пуассоновское рас-
пределение с параметром 𝜆.

Элементы первой и второй нестационарных спектральных плотностей, соответствующие
спектральной характеристике 𝒩 обобщенного случайного процесса 𝑁(·), по сравнению со
спектральной характеристикой винеровского процесса отличаются только множителем 𝜆:

1𝑆𝑁𝑖 = E𝒩𝑖 = 0, 𝑆𝑁𝑖𝑗 = cov(𝒩𝑖,𝒩𝑗) = 𝜆𝛿𝑖𝑗, 𝑖, 𝑗 = 0, 1, 2, . . . ,

где 𝛿𝑖𝑗 — символ Кронекера (1.4). Следовательно, 𝑚𝑁(𝑡) ≡ 0 и 𝑅𝑁(𝑡, 𝜏) = 𝜆𝛿(𝑡− 𝜏), поскольку
именно таким функциям отвечают нулевая первая нестационарная спектральная плотность
1𝑆𝑁 и вторая нестационарная спектральная плотность 𝑆𝑁 , которая задается как бесконечная
единичная матрица с коэффициентом 𝜆:

1𝑆𝑁 = E𝒩 = 𝑂̄, 𝑆𝑁 = cov𝒩 = E𝒩𝒩 T = 𝜆𝐸,

т.е. 𝑁(·) — пуассоновский белый шум интенсивности 𝜆 [116].
Спектральную характеристику 𝒩 случайного линейного функционала 𝒥 Π

T , или обобщенно-
го случайного процесса 𝑁(·), будем называть спектральной характеристикой пуассоновского
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белого шума. Этот обобщенный случайный процесс рассматривают как производную центри-
рованного пуассоновского процесса [276]:

𝑑Π(𝑡)

𝑑𝑡
= 𝑁(𝑡), (2.47)

где производная понимается формально, так как траектории последнего имеют разрывы (они
кусочно-линейные).

Значение функционала 𝒥 Π
T вычисляется по формуле

𝒥 Π
T 𝑓(·) =

∫︁
T

𝑓(𝑡)𝑑Π(𝑡) = 𝒩 T𝐹, 𝐹 = S
[︀
𝑓(·)

]︀
. (2.48)

З ам е ч а н и я 2.4.
1. Спектральная характеристика пуассоновского белого шума зависит от выбора базисной

системы и этим она отличается от спектральной характеристики гауссовского белого шума
(см. п. 1 замечаний 2.3).

2. Стохастические интегралы вида (2.48), как и стохастические интегралы вида (2.28), —

это случайные величины с конечным моментом второго порядка, т.е. гильбертовы случайные
величины (см. п. 2 замечаний 2.3), но в отличие от интегралов (2.28) они характеризуются
другим распределением.

Независимые случайные величины {𝜂𝑖}∞𝑖=0, определенные соотношением (2.45), образуют
ортогональную, а при 𝜆 = 1 ортонормированную систему в пространстве ℒ2 [279]: (𝜂𝑖, 𝜂𝑗)ℒ2 =

= 𝜆𝛿𝑖𝑗, где 𝛿𝑖𝑗 — символ Кронекера (1.4).
Соотношение (2.48) можно представить в виде формулы

𝐼𝑓 =
∞∑︁
𝑖=0

𝐹𝑖𝜂𝑖, 𝐹 = S
[︀
𝑓(·)

]︀
,

в которой 𝐼𝑓 = 𝒥 Π
T 𝑓(·), и трактовать ее правую часть как ряд по базисной системе {𝜂𝑖}∞𝑖=0 под-

пространства ℒ′
2 = {𝒥 Π

T 𝑓(·) : 𝑓(·) ∈ 𝐿2(T)}, 𝐹𝑖 — коэффициенты разложения стохастического
интеграла.

Следовательно, 𝒥 Π
T можно рассматривать как линейный оператор, определенный на про-

странстве 𝐿2(T) со значениями в ℒ2. Он устанавливает изоморфизм пространств 𝐿2(T) и ℒ′
2

и для него справедливы условия

𝜆‖𝑓(·)‖2𝐿2(T)
= ‖𝐼𝑓‖2ℒ2

, 𝜆
(︀
𝑓(·), 𝑔(·)

)︀
𝐿2(T)

= (𝐼𝑓 , 𝐼𝑔)ℒ2 .

Пример 2.13. Найти стохастические интегралы∫︁
T

𝑡𝑛𝑑Π(𝑡), 𝑛 = 0, 1, 2, . . . ,

используя спектральную форму математического описания и полиномы Лежандра (1.5), за-
данные на отрезке T = [0, 𝑇 ].

� Сравнивая выражения (2.28) и (2.48), делаем вывод, что искомый результат можно полу-
чить из примера 2.5 заменой спектральной характеристики (2.26) гауссовского белого шума на
спектральную характеристику (2.46) пуассоновского белого шума и, следовательно, заменой
случайных величин 𝜁𝑖, имеющих стандартное нормальное распределение, на случайные вели-
чины 𝜂𝑖, определенные соотношением (2.45) и зависящие в том числе от 𝜆 — интенсивности
центрированного пуассоновского процесса Π(·).
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Таким образом,

𝒥 Π
T 𝑓𝑛(·) =

∫︁
T

𝑓𝑛(𝑡)𝑑Π(𝑡) = 𝒩 T𝐹 𝑛 =
∞∑︁
𝑖=0

𝜂𝑖𝐹
𝑛
𝑖 ,

где 𝒩 — спектральная характеристика (2.46) белого шума, 𝐹 𝑛 — спектральные характерис-
тики функций 𝑓𝑛(𝑡) = 𝑡𝑛 относительно полиномов Лежандра (1.5), которые достаточно взять
из примеров 1.1 и 1.2.

Ориентируясь на пример 2.5, находим∫︁
T

𝑑Π(𝑡) =
√
𝑇 𝜂0,

∫︁
T

𝑡𝑑Π(𝑡) = 𝑇
√
𝑇

(︂
1

2
𝜂0 +

√
3

6
𝜂1

)︂
,∫︁

T

𝑡2𝑑Π(𝑡) = 𝑇 2
√
𝑇

(︂
1

3
𝜂0 +

√
3

6
𝜂1 +

√
5

30
𝜂2

)︂
,∫︁

T

𝑡3𝑑Π(𝑡) = 𝑇 3
√
𝑇

(︂
1

4
𝜂0 +

3
√

3

20
𝜂1 +

√
5

20
𝜂2 +

√
7

140
𝜂3

)︂
,

а в общем случае ∫︁
T

𝑡𝑛𝑑Π(𝑡) =
𝑛∑︁
𝑖=0

𝜂𝑖𝐹
𝑛
𝑖 , 𝐹 𝑛

𝑖 = 𝑇 𝑛
√
𝑇
√

2𝑖+ 1
𝑖∑︁

𝑘=0

𝑙𝑖𝑘
𝑘 + 𝑛+ 1

,

где величины 𝑙𝑖𝑘 определены после формулы (1.5). �

Как и для винеровского процесса 𝑊 (·), для центрированного пуассоновского процесса Π(·)
интенсивности 𝜆 > 0 можно определить линейный функционал 𝒥 *Π

T2 , ставящий в соответствие
функции 𝑓(·) ∈ 𝐿2(T

2) стохастический интеграл от функции 𝑓 ◇(𝑡) = 𝑓(𝑡, 𝑡) по отрезку T:

𝒥 *Π
T2 𝑓(·) =

∫︁
T

𝑓(𝑡, 𝑡)𝑑Π(𝑡),

т.е. интеграл от сужения функции 𝑓(·) двух переменных на диагональ квадрата T2 (см. также
разд. 1.9).

Применим определение двумерной спектральной характеристики случайного линейного
функционала: S[𝒥 *Π

T2 ] = 𝐸𝒩 . Тогда элементы спектральной характеристики 𝐸𝒩 — симметри-
ческой случайной матрицы — задаются соотношением

𝐸𝒩
𝑖𝑗 = 𝒥 *Π

T2 𝑞(𝑖, ·)⊗ 𝑞(𝑗, ·) =

∫︁
T

𝑞(𝑖, 𝑡)𝑞(𝑗, 𝑡)𝑑Π(𝑡), 𝑖, 𝑗 = 0, 1, 2, . . . (2.49)

Представление двумерной спектральной характеристики 𝐸𝒩 случайного линейного функ-
ционала 𝒥 *Π

T2 отличается от представления двумерной спектральной характеристики 𝐸𝒱 слу-
чайного линейного функционала 𝒥 *𝑊

T2 только обозначениями. Сформулируем соответствую-
щую теорему, доказательство которого проводится так же, как и доказательство теоремы 2.3.

Теорема 2.4. Пусть 𝐸𝒩 — двумерная спектральная характеристика случайного линей-
ного функционала 𝒥 *Π

T2 , 𝒩 — спектральная характеристика пуассоновского белого шума, 𝑉 —

спектральная характеристика оператора умножения функций. Спектральные характерис-
тики 𝐸𝒩 и 𝑉 определены относительно базисной системы {𝑞(𝑖, ·)}∞𝑖=0. Тогда спектральные
характеристики 𝐸𝒩 и 𝒩 связаны соотношением

𝐸𝒩 = 𝑉𝒩 . (2.50)
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Пример 2.14. Найти двумерную спектральную характеристику 𝐸𝒩 случайного линей-
ного функционала 𝒥 *Π

T2 относительно косинусоид (1.6) и функций Уолша (1.7), заданных на
отрезке T = [0, 𝑇 ].

� Опираясь на решение примеров 2.6 и 2.7, записываем искомые двумерные спектральные
характеристики 𝐸𝒩 относительно косинусоид (1.6) и функций Уолша (1.7):

𝐸𝒩 =
1√
𝑇
·

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
𝜂0 𝜂1 𝜂2 . . .

𝜂1 𝜂0 + 𝜂2√
2

𝜂1+𝜂3√
2

. . .

𝜂2
𝜂1+𝜂3√

2
𝜂0 + 𝜂4√

2
. . .

...
...

... . . .

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦ , 𝐸𝒩 =
1√
𝑇
·

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
𝜂0 𝜂1 𝜂2 . . .

𝜂1 𝜂0 𝜂3 . . .

𝜂2 𝜂3 𝜂0 . . .
...

...
... . . .

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦ ,
где 𝜂𝑖 — центрированные и попарно некоррелированные случайные величины (2.45), которые
зависят в том числе от 𝜆 — интенсивности центрированного пуассоновского процесса Π(·).

Первый из представленных результатов несложно получить, применяя теорему 2.4 и соот-
ношение (2.50), а для второго результата (матрица Уолша–Теплица) проще воспользоваться
соотношением (2.49) и мультипликативным свойством функций Уолша (1.76). �

Центрированный пуассоновский процесс Π(·) интенсивности 𝜆 > 0 допустимо представить
в форме

Π(𝑡) =

∫︁ 𝑡

𝑡0

𝑑Π(𝜏) =

∫︁
T

1(𝑡− 𝜏)𝑑Π(𝜏)

и далее, проводя такие же рассуждения, как и для винеровского процесса 𝑊 (·), записать
следующее представление для его спектральной характеристики:

𝒮 = 𝑃−1𝒩 , (2.51)

или в виде спектрального аналога выражения (2.47): 𝑃 𝒮 = 𝒩 , где 𝒩 — спектральная харак-
теристика (2.46) белого шума 𝑁(·), образованная центрированными и попарно некоррелиро-
ванными случайными величинами 𝜂𝑖, которые заданы соотношением (2.45).

Дополнительно центрированный пуассоновский процесс можно рассматривать как частный
случай выражения (2.48):

Π(𝑡) =

∫︁
T

1(𝑡− 𝜏)𝑑Π(𝜏) = 𝒩 T1*
𝑡 , 1*

𝑡 = S
[︀
1(𝑡− (·))

]︀
, (2.52)

т.е. 1*
𝑡 — спектральная характеристика единичной ступенчатой функции 𝑓 *(𝜏) = 1(𝑡− 𝜏) как

функции переменной 𝜏 (спектральная характеристика индикатора множества [𝑡0, 𝑡], см. пример
1.4). Кроме того, 𝒩 T1*

𝑡 = 𝐻𝑡𝒩 , где 𝐻𝑡 = [1*
𝑡 ]

T — нестационарная сопряженная передаточная
функция интегрирующего звена (см. п. 1 замечаний 1.9).

З ам е ч а н и е 2.5. Определения спектральных характеристик случайных процессов и слу-
чайных линейных функционалов, естественно, позволяют не ограничиваться центрированным
пуассоновским процессом Π(·).

Действительно, для пуассоновского процесса 𝑃 (·) имеем S[𝑃 (·)] = 𝒮* = (𝒮*
𝑖 ), где элементы

спектральной характеристики 𝒮* пуассоновского процесса удовлетворяют соотношению

𝒮*
𝑖 =

(︀
𝑞(𝑖, ·), 𝑃 (·)

)︀
𝐿2(T)

=

∫︁
T

𝑞(𝑖, 𝑡)𝑃 (𝑡)𝑑𝑡, 𝑖 = 0, 1, 2, . . .
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Аналогично, для линейного функционала 𝒥 𝑃
T , который ставит в соответствие функции

𝑓(·) ∈ 𝐿2(T) стохастический интеграл по отрезку T = [𝑡0, 𝑇 ]:

𝒥 𝑃
T 𝑓(·) =

∫︁
T

𝑓(𝑡)𝑑𝑃 (𝑡),

получаем S[𝒥 𝑃
T ] = 𝒩 *, где

𝒩 *
𝑖 = 𝒥 𝑃

T 𝑞(𝑖, ·) =

∫︁
T

𝑞(𝑖, 𝑡)𝑑𝑃 (𝑡) =

∫︁
T

𝑞(𝑖, 𝑡)𝑑
(︀
Π(𝑡) + 𝜆𝑡

)︀
=

=

∫︁
T

𝑞(𝑖, 𝑡)𝑑Π(𝑡) + 𝜆

∫︁
T

𝑞(𝑖, 𝑡)𝑑𝑡 = 𝒩𝑖 + 𝜆1𝑖, 𝑖 = 0, 1, 2, . . . ,

или в матричной форме 𝒩 * = 𝒩 + 𝜆1, где 1 — спектральная характеристика линейного функ-
ционала 𝒥T, ставящего в соответствие функции 𝑓(·) ∈ 𝐿2(T) интеграл от этой функции по
отрезку T, совпадающая со спектральной характеристикой функции 𝑓0(𝑡) ≡ 1 (см. разд. 1.1).

Для базисных систем (1.5)– (1.9) спектральная характеристика 1 получена в примере 1.1
и согласно этому результату

𝒩 * = [ 𝜂0 + 𝜆
√
𝑇 𝜂1 𝜂2 . . . ]T

(︀
1 =
√
𝑇 · [ 1 0 0 . . . ]T

)︀
.

Достаточно рассматривать 𝒩 * как спектральную характеристику обобщенного случайного
процесса 𝑁*(𝑡) = 𝑁(𝑡) + 𝜆, но она зависит от выбора базисной системы. Так, для базисной
системы {𝑆(𝑖, ·)}∞𝑖=1, сформированной в примере 2.9, спектральные характеристики 1 и 𝒩 *

отличаются от приведенных выше (см. также пример 2.11).
Умножая левую и правую части предпоследнего равенства на спектральную характерис-

тику 𝑃−1 оператора интегрирования (см. разд. 1.6), находим

𝑃−1𝒩 * = 𝑃−1𝒩 + 𝜆𝑃−11 = 𝑃−1𝒩 + 𝜆𝐹,

где 𝐹 — спектральная характеристика функции 𝑓1(𝑡) = 𝑡− 𝑡0, что следует из свойства (1.86)
спектрального преобразования интегралов от функций одной переменной и теоремы 1.7 (см.
дополнительно пример 1.13). Здесь предполагается, что спектральные характеристики 1, 𝐹 и
𝑃−1 определены относительно одной и той же базисной системы {𝑞(𝑖, ·)}∞𝑖=0.

С другой стороны, случайные процессы 𝑃 (·) и Π(·) связаны соотношением 𝑃 (𝑡) = Π(𝑡) + 𝜆𝑡

(см. примеры случайных процессов в разд. 2.1), поэтому

𝒮* = S
[︀
𝑃 (·)

]︀
= S

[︀
Π(·) + 𝜆𝑓1(·)

]︀
= S

[︀
Π(·)

]︀
+ 𝜆S

[︀
𝑓1(·)

]︀
= 𝒮 + 𝜆𝐹 и 𝒮* = 𝑃−1𝒩 *, 𝑃𝒮* = 𝒩 *.

Пример 2.15. Найти интегралы∫︁
T

𝑃 (𝑡)𝑑𝑡 и
∫︁
T

Π(𝑡)𝑑𝑡, T = [0, 𝑇 ],

используя спектральную форму математического описания и полиномы Лежандра (1.5).

� Найдем спектральную характеристику 𝒮 центрированного пуассоновского процесса Π(·)
интенсивности 𝜆 на основе представления (2.51) (см. также пример 2.8):

𝒮𝑖 =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
𝑇

(︂
𝜂0
2
− 𝜂1

2
√

3

)︂
, 𝑖 = 0,

𝑇

(︂
𝜂𝑖−1

2
√

4𝑖2 − 1
− 𝜂𝑖+1

2
√︀

4(𝑖+ 1)2 − 1

)︂
, 𝑖 = 1, 2, . . . ,

т.е.
𝒮 =

𝑇

2
·
[︂
𝜂0 −

𝜂1√
3

𝜂0√
3
− 𝜂2√

15

𝜂1√
15
− 𝜂3√

35
. . .

]︂T

,
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где 𝜂𝑖 — центрированные и попарно некоррелированные случайные величины (2.45), а именно

𝜂𝑖 =

∫︁
T

𝑃 (𝑖, 𝑡)𝑑Π(𝑡), 𝑖 = 0, 1, 2, . . .

Далее воспользуемся формулой (2.35):

𝒥TΠ(·) =

∫︁
T

Π(𝑡)𝑑𝑡 = 1T𝒮,

в которой 1 — спектральная характеристика функции 𝑓0(𝑡) ≡ 1 относительно полиномов Ле-
жандра (1.5) (см. примеры 1.1 и 2.10). Тогда

1T𝒮 =
∞∑︁
𝑖=0

1𝑖𝒮𝑖, 1 =
√
𝑇 · [ 1 0 0 . . . ]T,

т.е. ∫︁
T

Π(𝑡)𝑑𝑡 =
𝑇
√
𝑇

2

(︂
𝜂0 −

𝜂1√
3

)︂
.

Перейдем к представлению спектральной характеристики 𝒮* пуассоновского процесса 𝑃 (·)
той же интенсивности 𝜆. Согласно замечанию 2.5 имеем 𝒮* = 𝒮 + 𝜆𝐹 , где 𝐹 — спектральная
характеристика функции 𝑓1(𝑡) = 𝑡 относительно полиномов Лежандра (см. пример 1.2):

𝐹 = 𝑇
√
𝑇 ·

[︂
1

2

√
3

6
0 0 0 . . .

]︂T

,

следовательно,

𝒮* =
𝑇

2
·
[︂
𝜂0 −

𝜂1√
3

+ 𝜆
√
𝑇

𝜂0√
3
− 𝜂2√

15
+

1√
3
𝜆
√
𝑇

𝜂1√
15
− 𝜂3√

35
. . .

]︂T

,

𝒥T𝑃 (·) =

∫︁
T

𝑃 (𝑡)𝑑𝑡 = 1T𝒮* =
∞∑︁
𝑖=0

1𝑖𝒮*
𝑖 ,

т.е. ∫︁
T

𝑃 (𝑡)𝑑𝑡 =
𝑇
√
𝑇

2

(︂
𝜂0 −

𝜂1√
3

+ 𝜆
√
𝑇

)︂
. �

Область определения случайного линейного функционала 𝒥 Π
T , который ставит в соответ-

ствие функции 𝑓(·) ∈ 𝐿2(T) стохастический интеграл по отрезку T, можно расширить на
пространство ℒ2(T). Формальный перенос определения стохастического интеграла по вине-
ровскому процессу встречает затруднения. Вообще говоря, можно определить стохастические
𝜃-интегралы от случайного процесса 𝐹 (·) ∈ ℒ2(T) по пуассоновским процессам как средне-
квадратические пределы последовательностей интегральных сумм [260,273]:∫︁

T

𝐹 (𝑡)𝑑𝜃𝑃 (𝑡) = l.i.m.
𝑛→∞

𝑛∑︁
𝑖=1

(︀
(1− 𝜃)𝐹 (𝜗𝑖−1) + 𝜃𝐹 (𝜗𝑖)

)︀(︀
𝑃 (𝜗𝑖)− 𝑃 (𝜗𝑖−1)

)︀
,

∫︁
T

𝐹 (𝑡)𝑑𝜃Π(𝑡) = l.i.m.
𝑛→∞

𝑛∑︁
𝑖=1

(︀
(1− 𝜃)𝐹 (𝜗𝑖−1) + 𝜃𝐹 (𝜗𝑖)

)︀(︀
Π(𝜗𝑖)− Π(𝜗𝑖−1)

)︀
,

где 𝜃 ∈ [0, 1], {𝜗𝑖}𝑛𝑖=0 — разбиение отрезка T с условием (2.36).
Значение 𝜃 существенным образом влияет на результат интегрирования. Положим для

краткости T = [0, 𝑇 ], тогда при 𝜃 = 1/2 (стохастический интеграл Стратоновича, или симмет-
ризованный стохастический интеграл) получаем [268,273]∫︁

T

𝑃 (𝑡)𝑑1/2𝑃 (𝑡) =
𝑃 2(𝑇 )

2
,

∫︁
T

Π(𝑡)𝑑1/2Π(𝑡) =
Π2(𝑇 )

2
,
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а при 𝜃 = 0 (стохастический интеграл Ито) имеем [279]∫︁
T

𝑃 (𝑡)𝑑0𝑃 (𝑡) =
𝑃 2(𝑇 )− 𝑃 (𝑇 )

2
,

∫︁
T

Π(𝑡)𝑑0Π(𝑡) =
Π2(𝑇 )− Π(𝑇 )− 𝜆𝑇

2
.

Несмотря на первые две формулы, в общем случае правила интегрирования отличаются
от обычных, т.е. соответствующих функциям 𝑓(·) ∈ 𝐿2(T), при любых допустимых значениях
𝜃, включая и 𝜃 = 1/2. В частности,∫︁

T

𝑃 2(𝑡)𝑑1/2𝑃 (𝑡) =
𝑃 3(𝑇 )

3
+
𝑃 (𝑇 )

6
̸= 𝑃 3(𝑇 )

3
,

∫︁
T

𝑃 2(𝑡)𝑑0𝑃 (𝑡) =
𝑃 3(𝑇 )

3
− 𝑃 2(𝑇 )

2
+
𝑃 (𝑇 )

6
.

Однако существуют и другие определения стохастических интегралов по пуассоновским
процессам и далее, используя обозначение ∘, интегралы Стратоновича будем понимать следую-
щим образом [269] (аналогичное определение имеется для стохастических интегралов по вине-
ровским процессам [95,330,357], см. также понятие усредняющего оператора в замечание 1.5):∫︁

T

𝐹 (𝑡) ∘ 𝑑𝑃 (𝑡) = l.i.m.
𝑛→∞

𝑛∑︁
𝑖=1

1

𝜗𝑖 − 𝜗𝑖−1

∫︁ 𝜗𝑖

𝜗𝑖−1

𝐹 (𝜏)𝑑𝜏
(︀
𝑃 (𝜗𝑖)− 𝑃 (𝜗𝑖−1)

)︀
,

∫︁
T

𝐹 (𝑡) ∘ 𝑑Π(𝑡) = l.i.m.
𝑛→∞

𝑛∑︁
𝑖=1

1

𝜗𝑖 − 𝜗𝑖−1

∫︁ 𝜗𝑖

𝜗𝑖−1

𝐹 (𝜏)𝑑𝜏
(︀
Π(𝜗𝑖)− Π(𝜗𝑖−1)

)︀
.

Кроме того, можно определить стохастический интеграл Огавы [333], как обобщение фор-
мулы (2.48):

O𝒥 Π
T 𝐹 (·) =

∫︁
T

𝐹 (𝑡) ◇ 𝑑Π(𝑡) = 𝒩 Tℱ , ℱ = S
[︀
𝐹 (·)

]︀
, (2.53)

где 𝒩 — спектральная характеристика (2.46) белого шума. В общем случае он не совпадает
со стохастическим интегралом Стратоновича и, кроме того, он может зависеть от выбора
базисной системы {𝑞(𝑖, ·)}∞𝑖=0 пространства 𝐿2(T).

2.4. Линейные преобразования случайных процессов

В разд. 1.4 представлена связь вход– выход во временной области для линейных систем
управления при детерминированных воздействиях и нулевых начальных условиях: входной
сигнал 𝑓(·), выходной сигнал 𝑥(·) и импульсная переходная функция 𝑘(·) связаны интеграль-
ным соотношением (1.69). В спектральной форме математического описания ему отвечает
соотношение (1.70) для спектральных характеристик 𝐹 и 𝑋 входного и выходного сигналов
соответственно, а также спектральной характеристики 𝐴 линейного оператора (1.68).

Если входной и выходной сигналы линейной системы управления — случайные процес-
сы 𝐹 (·) и 𝑋(·) (см. разд. 2.1), то связи вход– выход записываются для их математических
ожиданий и корреляционных функций [105]:

𝑚𝑋(𝑡) =

∫︁ 𝑡

𝑡0

𝑘(𝑡, 𝜏)𝑚𝐹 (𝜏)𝑑𝜏 , (2.54)

𝑅𝑋(𝑡, 𝜏) =

∫︁ 𝑡

𝑡0

∫︁ 𝜏

𝑡0

𝑘(𝑡, 𝜃)𝑘(𝜏, 𝜗)𝑅𝐹 (𝜃, 𝜗)𝑑𝜃𝑑𝜗, (2.55)

где 𝑚𝐹 (𝑡) = E𝐹 (𝑡), 𝑚𝑋(𝑡) = E𝑋(𝑡), 𝑅𝐹 (𝑡, 𝜏) = cov
(︀
𝐹 (𝑡), 𝐹 (𝜏)

)︀
, 𝑅𝑋(𝑡, 𝜏) = cov

(︀
𝑋(𝑡), 𝑋(𝜏)

)︀
.
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Тогда в спектральной форме математического описания получаем соотношения для первых
и вторых нестационарных спектральных плотностей входного и выходного сигналов [220–222]:

1𝑆𝑋 = 𝐴 1𝑆𝐹 , 1𝑆𝐹 = S
[︀
𝑚𝐹 (·)

]︀
, 1𝑆𝑋 = S

[︀
𝑚𝑋(·)

]︀
, (2.56)

𝑆𝑋 = 𝐴𝑆𝐹𝐴T, 𝑆𝐹 = S
[︀
𝑅𝐹 (·)

]︀
, 𝑆𝑋 = S

[︀
𝑅𝑋(·)

]︀
, (2.57)

а из них, в свою очередь, с учетом формулы (2.1) следует, что

𝐵𝑋 = 𝐴𝐵𝐹𝐴T, 𝐵𝐹 = S
[︀
𝐵𝐹 (·)

]︀
, 𝐵𝑋 = S

[︀
𝐵𝑋(·)

]︀
, (2.58)

где 𝐵𝐹 (𝑡, 𝜏) = E𝐹 (𝑡)𝐹 (𝜏), 𝐵𝑋(𝑡, 𝜏) = E𝑋(𝑡)𝑋(𝜏).
В частном случае если 𝐹 (·) = 𝑉 (·) — гауссовский белый шум (см. разд. 2.3), то

1𝑆𝑋 = 𝑂̄, 𝑆𝑋 = 𝐵𝑋 = 𝐴𝐴T, (2.59)

так как 1𝑆𝑉 = 𝑂̄ — бесконечная нулевая матрица-столбец, 𝑆𝑉 = 𝐸 — бесконечная единичная
матрица.

Из соотношения (2.55) при 𝑘(·) ∈ 𝐿2(T
2) с учетом корреляционной функции 𝑅𝑉 (𝑡, 𝜏) =

= 𝛿(𝑡− 𝜏) гауссовского белого шума и условия физической реализуемости (𝑘(𝑡, 𝜏) = 0 при
𝑡 6 𝜏) получаем

𝐷𝑋(𝑡) = 𝑅𝑋(𝑡, 𝑡) =

∫︁ 𝑡

𝑡0

∫︁ 𝑡

𝑡0

𝑘(𝑡, 𝜃)𝑘(𝑡, 𝜗)𝛿(𝜃 − 𝜗)𝑑𝜃𝑑𝜗 =

∫︁ 𝑡

𝑡0

𝑘2(𝑡, 𝜃)𝑑𝜃 =

∫︁
T

𝑘2(𝑡, 𝜃)𝑑𝜃,∫︁
T

𝐷𝑋(𝑡)𝑑𝑡 =

∫︁
T2

𝑘2(𝑡, 𝜃)𝑑𝑡𝑑𝜃 = ‖𝑘(·)‖2𝐿2(T2). (2.60)

Здесь могут быть рассмотрены две задачи. Первая задача состоит в построении форми-
рующего фильтра — линейной системы, преобразующей гауссовский белый шум в случайный
процесс 𝑋(·) с заданной корреляционной функцией 𝑅𝑋(·). В спектральной форме математи-
ческого описания она сводится к нахождению такой бесконечной матрицы 𝐴, что выполнено
второе из равенств (2.59).

Например, для винеровского процесса 𝑊 (·) такой матрицей является спектральная ха-
рактеристика 𝑃−1 оператора интегрирования (см. разд. 1.6), а также любая матрица 𝐴, для
которой 𝑆𝑊 = 𝐴𝐴T. Поэтому вторая нестационарная спектральная плотность винеровского
процесса выражается следующим образом:

𝑆𝑊 = 𝑃−1[𝑃−1]T, (2.61)

и такое представление проще по сравнению с найденным в примере 2.2.
Наряду с этим получаем (см. пример 1.7)

E‖𝑊 (·)‖2𝐿2(T)
=

∫︁
T

𝐷𝑊 (𝑡)𝑑𝑡 = ‖𝑓(·)‖2𝐿2(T2) =
(𝑇 − 𝑡0)2

2
, (2.62)

где 𝐷𝑊 (𝑡) = 𝑅𝑊 (𝑡, 𝑡) = 𝑡− 𝑡0 — дисперсия винеровского процесса, 𝑓(𝑡, 𝜏) = 1(𝑡− 𝜏).
Вторая задача, которую можно считать обратной к первой, состоит в построении выбе-

ливающего фильтра — линейной системы, преобразующей случайный процесс 𝑋(·) с корреля-
ционной функцией 𝑅𝑋(·) в гауссовский белый шум. В спектральной форме математического
описания эта задача сводится к нахождению такой бесконечной матрицы 𝐶, что выполнено
равенство

𝐸 = 𝐶𝑆𝑋𝐶T.
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Умножая последнее равенство слева на матрицу 𝐶−1 и справа на матрицу [𝐶−1]T, можно
показать, что если невырожденная матрица 𝐴 определяет в спектральной области формиру-
ющий фильтр для случайного процесса 𝑋(·), то обратная матрица 𝐶 = 𝐴−1 задает выбели-
вающий фильтр. Например, для винеровского процесса 𝑊 (·) выбеливающий фильтр можно
задать спектральной характеристикой 𝑃 оператора дифференцирования с учетом начального
значения (см. разд. 1.7 и свойство (1.95)).

Традиционно для решения подобных задач используется описание линейных систем с по-
мощью передаточных функций и связанных с ними частотных характеристик — изображений
по Лапласу и Фурье импульсных переходных функций, если система стационарна и преоб-
разуются стационарные случайные процессы [91, 225]. Спектральная форма математического
описания сложнее, но она позволяет описывать линейные нестационарные системы.

Можно рассмотреть другой частный случай, когда 𝐹 (·) = 𝑁(·) — пуассоновский белый шум
(см. разд. 2.3). Здесь соотношения (2.59) корректируются для учета интенсивности 𝜆:

1𝑆𝑋 = 𝑂̄, 𝑆𝑋 = 𝐵𝑋 = 𝜆𝐴𝐴T,

поскольку 𝑆𝑁 = 𝜆𝐸. Тогда

𝐷𝑋(𝑡) = 𝜆

∫︁
T

𝑘2(𝑡, 𝜃)𝑑𝜃 и
∫︁
T

𝐷𝑋(𝑡)𝑑𝑡 = 𝜆‖𝑘(·)‖2𝐿2(T2).

Аналогично ставится задача построения формирующего фильтра — линейной системы,
преобразующей пуассоновский белый шум в случайный процесс 𝑋(·) с заданной корреляци-
онной функцией 𝑅𝑋(·), и обратная задача построения выбеливающего фильтра — линейной
системы, преобразующей случайный процесс 𝑋(·) с корреляционной функцией 𝑅𝑋(·) в пуас-
соновский белый шум.

Пример 2.16. Найти вторую нестационарную спектральную плотность винеровского про-
цесса 𝑊 (·) относительно тригонометрических функций (1.9), ортонормированных на отрезке
T = [0, 𝑇 ].

� Применим выражение (2.61), для этого запишем формулы для ненулевых элементов
спектральной характеристики 𝑃−1 оператора интегрирования относительно тригонометриче-
ских функций (1.9) (см. примеры спектральных характеристик 𝑃−1 в разд. 1.6):

𝑃−1
00 =

𝑇

2
, 𝑃−1

0𝑚 = −𝑃−1
𝑚0 =

√
2𝑇

(𝑚+ 1)𝜋
, 𝑃−1

𝑙−1,𝑙 = −𝑃−1
𝑙,𝑙−1 =

𝑇

𝑙𝜋
,

𝑘 = 1, 2, 3, . . . , 𝑚 = 2𝑘 − 1, 𝑙 = 2𝑘.

Тогда элементы второй нестационарной спектральной плотности 𝑆𝑊 определяются в форме

𝑆𝑊𝑖𝑗 =
∞∑︁
𝑘=0

𝑃−1
𝑖𝑘 𝑃

−1
𝑗𝑘 .

Ограничимся случаем 𝑖 6 𝑗, так как 𝑆𝑊𝑖𝑗 = 𝑆𝑊𝑗𝑖 .
Если 𝑖 = 𝑗 = 0, то элемент 𝑆𝑊𝑖𝑗 совпадает со значением квадрата нормы функции∫︁ 𝑡

0

𝐹 (0, 𝜏)𝑑𝜏 =

√︂
1

𝑇
𝑡 =

√︂
1

𝑇
𝑓1(𝑡),

поскольку столбец матрицы 𝑃−1 с номером 𝑗 — это спектральная характеристика образа ба-
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зисной функции 𝐹 (𝑗, ·). С учетом связи (1.87) находим

𝑆𝑊00 =
∞∑︁
𝑘=0

(𝑃−1
0𝑘 )2 =

∞∑︁
𝑘=0

(𝑃−1
𝑘0 )2 =

⃦⃦⃦⃦√︂
1

𝑇
𝑓1(·)

⃦⃦⃦⃦2

𝐿2(T)

=
1

𝑇

∫︁ 𝑇

0

𝑡2𝑑𝑡 =
𝑇 2

3
.

Далее пусть 𝑖 = 0 и 𝑗 > 0:

𝑆𝑊0𝑗 =
∞∑︁
𝑘=0

𝑃−1
0𝑘 𝑃

−1
𝑗𝑘 =

{︃
𝑃−1
0,𝑗−1𝑃

−1
𝑗,𝑗−1, 𝑗 = 2𝑙,

𝑃−1
00 𝑃

−1
𝑗0 , 𝑗 = 2𝑙 − 1,

а при 𝑖 = 𝑗 > 0

𝑆𝑊𝑖𝑖 =
∞∑︁
𝑘=0

(𝑃−1
𝑖𝑘 )2 =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
𝑃−1
𝑖,𝑖−1𝑃

−1
𝑖,𝑖−1, 𝑖 = 2𝑘,

𝑃−1
𝑖0 𝑃

−1
𝑖0 , 𝑖 = 2𝑘 − 1,

0 в остальных случаях.
Наконец, при 𝑖 > 0 и 𝑖 ̸= 𝑗 получаем

𝑆𝑊𝑖𝑗 =
∞∑︁
𝑘=0

𝑃−1
𝑖𝑘 𝑃

−1
𝑗𝑘 =

{︃
𝑃−1
𝑖0 𝑃

−1
𝑗0 , 𝑖 = 2𝑘 и 𝑗 = 2𝑙,

0 в остальных случаях.

Подставляя выражения для элементов спектральной характеристики 𝑃−1, находим

𝑆𝑊 = 𝑇 2 ·

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1
3

−
√
2

4𝜋
−

√
2

4𝜋2 −
√
2

8𝜋
. . . 𝑐0𝑠 . . .

−
√
2

4𝜋
3

4𝜋2 0 1
4𝜋2 . . . 𝑐1𝑠 . . .

−
√
2

4𝜋2 0 1
4𝜋2 0 . . . 𝑐2𝑠 . . .

−
√
2

8𝜋
1

4𝜋2 0 3
16𝜋2 . . . 𝑐3𝑠 . . .

...
...

...
... . . . ...

𝑐𝑛0 𝑐𝑛1 𝑐𝑛2 𝑐𝑛3 . . . 𝑐𝑛𝑠 . . .
...

...
...

...
... . . .

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
,

где

𝑐00 =
1

3
, 𝑐0𝑙 = 𝑐𝑙0 = −

√
2

𝑙2𝜋2
, 𝑐0𝑚 = 𝑐𝑚0 = −

√
2

2(𝑚+ 1)𝜋
, 𝑐𝑙𝑙 =

1

𝑙2𝜋2
,

𝑐𝑚𝑚 =
3

(𝑚+ 1)2𝜋2
, 𝑐𝑠𝑚 = 𝑐𝑚𝑠 =

2

(𝑚+ 1)(𝑠+ 1)𝜋2
, 𝑐𝑘𝑛 = 0 в остальных случаях,

𝑘, 𝑛 = 1, 2, 3, . . . , 𝑙 = 2𝑘, 𝑚 = 2𝑘 − 1, 𝑠 = 2𝑛− 1. �

Пример 2.17. Выразить вторую нестационарную спектральную плотность выходного сиг-
нала линейной системы управления, на вход которой подается гауссовский белый шум, через
спектральную характеристику оператора дифференцирования с учетом начального значения
относительно произвольной базисной системы, ортонормированной на отрезке T = [0, 𝑇 ]. Им-
пульсная переходная функция системы задана в виде

𝑘(𝑡, 𝜏) = 𝜎e𝜇(𝑡−𝜏)1(𝑡− 𝜏),

где 𝜇 и 𝜎 — числовые параметры, 1(𝑡− 𝜏) — функция Хевисайда (1.28).

� Согласно примеру 1.14 выражение для спектральной характеристики 𝐴 линейного опе-
ратора (1.68) с заданной импульсной переходной функцией 𝑘(·) имеет вид

𝐴 = 𝜎(𝑃 − 𝜇𝐸)−1,

где 𝑃 — спектральная характеристика оператора дифференцирования с учетом начального
значения, а 𝐸 — бесконечная единичная матрица. Здесь предполагается, что все использу-
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емые спектральные характеристики определены относительно базисной системы {𝑞(𝑖, ·)}∞𝑖=0

пространства 𝐿2(T).
Если входной сигнал 𝐹 (·) = 𝑉 (·) — это гауссовский белый шум, то выходным сиг-

налом 𝑋(·) является процесс Орнштейна–Уленбека [102] с корреляционной функцией
𝑅𝑋(𝑡, 𝜏) = 𝜎2(e𝜇(𝑡+𝜏) − e𝜇 |𝑡−𝜏 |)/(2𝜇) (см. примеры случайных процессов в разд. 2.1). Таким об-
разом, спектральная характеристика 𝐴 задает формирующий фильтр процесса Орнштейна–

Уленбека в спектральной форме математического описания.
Далее согласно формуле (2.59) находим выражение для второй нестационарной спектраль-

ной плотности 𝑆𝑋 , соответствующей выходному сигналу линейной системы управления с за-
данной импульсной переходной функцией, на вход которой подается гауссовский белый шум,
т.е. для двумерной спектральной характеристики корреляционной функции 𝑅𝑋(·):

𝑆𝑋 = 𝐴𝐴T = 𝜎2(𝑃 − 𝜇𝐸)−1[(𝑃 − 𝜇𝐸)−1]T.

Также можно получить явные формулы для элементов спектральной характеристики 𝐴 и
второй нестационарной спектральной плотности 𝑆𝑋 . И в том, и в другом случае достаточно
воспользоваться формулой (1.42), определяющей коэффициенты разложения функции двух
переменных — элементы соответствующих двумерных спектральных характеристик функций
𝑘(·) и 𝑅𝑋(·). В работе [341] они получены относительно косинусоид (1.6):

𝐴 = (𝐴𝑖𝑗), 𝐴𝑖𝑗 = 𝜎𝑐𝑖𝑗,

где

𝑐00 =
e𝜇𝑇 − 𝜇𝑇 − 1

𝜇2𝑇
, 𝑐0𝑖 =

√
2𝑇

e𝜇𝑇 − (−1)𝑖

𝜇2𝑇 2 + 𝑖2𝜋2
, 𝑐𝑖0 = (−1)𝑖𝑐0𝑖,

𝑐𝑖𝑗 = 2𝑇

(︂
𝜇2𝑇 2 (−1)𝑖e𝜇𝑇 − 1

(𝜇2𝑇 2 + 𝑖2𝜋2)(𝜇2𝑇 2 + 𝑗2𝜋2)
+

𝛾𝑖𝑗
𝜇2𝑇 2 + 𝑗2𝜋2

)︂
, 𝑐𝑗𝑖 = (−1)𝑖+𝑗𝑐𝑖𝑗, 𝑖, 𝑗 = 1, 2, . . . ,

и
𝑆𝑋 = (𝑆𝑋𝑖𝑗 ), 𝑆𝑋𝑖𝑗 = 𝜎2𝑐𝑖𝑗,

где

𝑐00 =
1

2𝜇3𝑇

(︀
(e𝜇𝑇 − 1)2 + 2(𝜇𝑇 − e𝜇𝑇 + 1)

)︀
, 𝑐0𝑖 = 𝑐𝑖0 =

𝑇√
2𝜇

(−1)𝑖(e𝜇𝑇 − 1)− 2)(e𝜇𝑇 − 1)

𝜇2𝑇 2 + 𝑖2𝜋2
,

𝑐𝑖𝑗 =𝑐𝑗𝑖=𝑇 2

(︂
𝜇𝑇

(−1)𝑖+𝑗(e2𝜇𝑇 +1)−2[(−1)𝑖+(−1)𝑗]e𝜇𝑇 +2

(𝜇2𝑇 2 + 𝑖2𝜋2)(𝜇2𝑇 2 + 𝑗2𝜋2)
+

𝛿𝑖𝑗
𝜇2𝑇 2+𝑗2𝜋2

)︂
, 𝑖, 𝑗 = 1, 2, . . .

В этих формулах

𝛾𝑖𝑗 =

⎧⎪⎨⎪⎩
−𝜇

2
, 𝑖 = 𝑗,

𝑗2[(−1)𝑖+𝑗 − 1]

𝑖2 − 𝑗2
, 𝑖 ̸= 𝑗,

а 𝛿𝑖𝑗 — символ Кронекера (1.4). �

2.5. Спектральные характеристики случайных линейных операторов

Введем понятие спектральных характеристик случайных линейных операторов по анало-
гии с неслучайными линейными операторами (см. разд. 1.4). Пусть ℛ : 𝐷ℛ ⊆ 𝐿2(T)→ ℒ2(T)



155

— случайный линейный оператор, определенный на пространстве 𝐿2(T) или на его некотором
подпространстве, T = [𝑡0, 𝑇 ], {𝑞(𝑖, ·)}∞𝑖=0 — базис этого пространства (см. разд. 1.1).

Бесконечная случайная матрица 𝑅 = (𝑅𝑖𝑗), элементы которой определяются формулой

𝑅𝑖𝑗 =
(︀
𝑞(𝑖, ·),ℛ𝑞(𝑗, ·)

)︀
𝐿2(T)

=

∫︁
T

𝑞(𝑖, 𝑡)ℛ𝑞(𝑗, 𝑡)𝑑𝑡, 𝑖, 𝑗 = 0, 1, 2, . . . , (2.63)

называется спектральной характеристикой случайного линейного оператора ℛ.
Эта формула совпадает с (1.61), а отображение, ставящее в соответствие случайному ли-

нейному оператору его спектральную характеристику, также будем называть спектральным
преобразованием и обозначать S:

S[ℛ] = 𝑅 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
𝑅00 𝑅01 𝑅02 . . .

𝑅10 𝑅11 𝑅12 . . .

𝑅20 𝑅21 𝑅22 . . .
...

...
... . . .

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦ ,
где случайные величины 𝑅𝑖𝑗 определяются формулой (2.63).

Установим связь между спектральными характеристиками функции 𝑓(·) ∈ 𝐷ℛ и случай-
ного процесса ℛ𝑓(·).

Теорема 2.5. Пусть ℛ — случайный линейный оператор, определенный на пространстве
𝐿2(T) или на его некотором подпространстве, т.е. ℛ : 𝐷ℛ ⊆ 𝐿2(T)→ ℒ2(T); 𝑓(·) ∈ 𝐷ℛ; 𝑅 и
𝐹 — спектральные характеристики оператора ℛ и функции 𝑓(·) соответственно, опреде-
ленные относительно базисной системы {𝑞(𝑖, ·)}∞𝑖=0. Тогда

S
[︀
ℛ𝑓(·)] = 𝑅𝐹. (2.64)

Доказательство аналогично доказательству теоремы 1.6.
Далее рассмотрим линейные операторы, определенные на пространстве 𝐿2(T) и заданные

следующим соотношением:
𝒜𝑊𝑓(·) =

∫︁
T

𝑘(·, 𝜏)𝑓(𝜏)𝑑𝑊 (𝜏), (2.65)

где 𝑘(·) ∈ 𝐿2(T
2) — ядро оператора (см. разд. 1.2 и соотношение (1.71)), а 𝑊 (·) — винеровский

процесс (см. разд. 2.3).

Теорема 2.6. Пусть 𝐴𝒱 — спектральная характеристика случайного линейного опера-
тора 𝒜𝑊 с ядром 𝑘(·) ∈ 𝐿2(T

2), 𝐴 — спектральная характеристика оператора Гильберта–

Шмидта 𝒜 с тем же ядром, 𝑉 — спектральная характеристика оператора умножения
функций, 𝒱 — спектральная характеристика гауссовского белого шума. Спектральные харак-
теристики 𝐴𝒱 , 𝐴 и 𝑉 определены относительно базисной системы {𝑞(𝑖, ·)}∞𝑖=0. Тогда спект-
ральные характеристики 𝐴𝒱 и 𝐴 связаны соотношением

𝐴𝒱 = 𝐴(𝑉 𝒱). (2.66)

Доказательство. Запишем формулу (2.63) для элементов спектральной характеристики
𝐴𝒱 случайного линейного оператора 𝒜𝑊 :

𝐴𝒱
𝑖𝑗 =

(︀
𝑞(𝑖, ·),𝒜𝑊 𝑞(𝑗, ·)

)︀
𝐿2(T)

=

∫︁
T

𝑞(𝑖, 𝑡)

∫︁
T

𝑘(𝑡, 𝜏)𝑞(𝑗, 𝜏)𝑑𝑊 (𝜏)𝑑𝑡,
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и представим функцию 𝑘(·) в виде ряда по функциям базисной системы {𝑞(𝑖, ·)⊗ 𝑞(𝑗, ·)}∞𝑖,𝑗=0

(см. разд. 1.2). Напомним, что спектральная характеристика 𝐴 оператора Гильберта–Шмидта
(1.71) — это двумерная спектральная характеристика его ядра, поэтому по формуле обраще-
ния (1.43) имеем 𝑘(·) =

∑︀∞
𝑘,𝑙=0𝐴𝑘𝑙𝑞(𝑘, ·)⊗ 𝑞(𝑙, ·).

Следовательно,

𝐴𝒱
𝑖𝑗 =

∫︁
T

𝑞(𝑖, 𝑡)

∫︁
T

∞∑︁
𝑘,𝑙=0

𝐴𝑘𝑙𝑞(𝑘, 𝑡)𝑞(𝑙, 𝜏)𝑞(𝑗, 𝜏)𝑑𝑊 (𝜏)𝑑𝑡 =

= l.i.m.
𝑛,𝑚→∞

𝑛∑︁
𝑘=0

𝑚∑︁
𝑙=0

𝐴𝑘𝑙

∫︁
T

𝑞(𝑖, 𝑡)𝑞(𝑘, 𝑡)𝑑𝑡

∫︁
T

𝑞(𝑙, 𝜏)𝑞(𝑗, 𝜏)𝑑𝑊 (𝜏) =

= l.i.m.
𝑛,𝑚→∞

𝑛∑︁
𝑘=0

𝑚∑︁
𝑙=0

𝐴𝑘𝑙𝛿𝑖𝑘

∫︁
T

𝑞(𝑙, 𝜏)𝑞(𝑗, 𝜏)𝑑𝑊 (𝜏) =

= l.i.m.
𝑚→∞

𝑚∑︁
𝑙=0

𝐴𝑖𝑙

∫︁
T

𝑞(𝑙, 𝜏)𝑞(𝑗, 𝜏)𝑑𝑊 (𝜏), 𝑖, 𝑗 = 0, 1, 2, . . . ,

где 𝛿𝑖𝑘 — символ Кронекера (1.4).
Далее представим произведение 𝑞(𝑙, ·)𝑞(𝑗, ·) в виде ряда по функциям базисной системы

{𝑞(𝑖, ·)}∞𝑖=0 (см. п. 4 замечаний 1.10): 𝑞(𝑙, ·)𝑞(𝑗, ·) =
∑︀∞

𝑘=0 𝑉𝑙𝑗𝑘 𝑞(𝑘, ·), тогда с помощью формулы
(1.11) записываем

𝐴𝒱
𝑖𝑗 = l.i.m.

𝑚→∞

𝑚∑︁
𝑙=0

𝐴𝑖𝑙

∫︁
T

∞∑︁
𝑘=0

𝑉𝑙𝑗𝑘 𝑞(𝑘, 𝜏)𝑑𝑊 (𝜏) =

= l.i.m.
𝑛,𝑚→∞

𝑚∑︁
𝑙=0

𝐴𝑖𝑙

𝑛∑︁
𝑘=0

𝑉𝑙𝑗𝑘

∫︁
T

𝑞(𝑘, 𝜏)𝑑𝑊 (𝜏) = l.i.m.
𝑛,𝑚→∞

𝑚∑︁
𝑙=0

𝐴𝑖𝑙

𝑛∑︁
𝑘=0

𝑉𝑙𝑗𝑘 𝜁𝑘,

где 𝜁𝑘 — независимые случайные величины, имеющие стандартное нормальное распределение
и образующие спектральную характеристику 𝒱 гауссовского белого шума (см. формулы (2.25)
и (2.26)).

Согласно определению произведения матриц [110, 112] получаем равенство 𝐴𝒱 = 𝐴(𝑉 𝒱),
т.е. соотношение (2.66). J

Аналогично определяется линейный оператор 𝒜Π:

𝒜Π𝑓(·) =

∫︁
T

𝑘(·, 𝜏)𝑓(𝜏)𝑑Π(𝜏), (2.67)

где 𝑘(·) ∈ 𝐿2(T
2) — ядро оператора (см. разд. 1.2 и соотношение (1.71)), а Π(·) — центриро-

ванный пуассоновский процесс интенсивности 𝜆 > 0 (см. разд. 2.3).
Сформулируем теорему о представлении спектральной характеристики случайного линей-

ного оператора 𝒜Π, доказательство которой отличается от доказательства теоремы 2.6 только
обозначениями.

Теорема 2.7. Пусть 𝐴𝒩 — спектральная характеристика случайного линейного опера-
тора 𝒜Π с ядром 𝑘(·) ∈ 𝐿2(T

2), 𝐴 — спектральная характеристика оператора Гильберта–

Шмидта 𝒜 с тем же ядром, 𝑉 — спектральная характеристика оператора умножения
функций, 𝒩 — спектральная характеристика пуассоновского белого шума интенсивности
𝜆. Спектральные характеристики 𝐴𝒩 , 𝐴 и 𝑉 определены относительно базисной системы
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{𝑞(𝑖, ·)}∞𝑖=0. Тогда спектральные характеристики 𝐴𝒩 и 𝐴 связаны соотношением

𝐴𝒩 = 𝐴(𝑉 𝒩 ). (2.68)

Приведем свойства спектрального преобразования случайных линейных операторов, опре-
деленных на пространстве 𝐿2(T).

1. Спектральное преобразование композиции операторов.
Спектральная характеристика композиции случайных линейных операторов ℛ и 𝒬 равна

произведению их спектральных характеристик:

S[ℛ ∘𝒬] = 𝑅𝑄, 𝑅 = S[ℛ], 𝑄 = S[𝒬]. (2.69)

2. Спектральное преобразование сопряженного оператора.
Спектральная характеристика сопряженного оператора ℛ* к оператору ℛ равна транспо-

нированной спектральной характеристике оператора ℛ:

S[ℛ*] = 𝑅T, 𝑅 = S[ℛ]. (2.70)

3. Спектральное преобразование обратного оператора.
Если для линейного оператора ℛ существует обратный оператор ℛ−1, то спектральная

характеристика обратного оператора равна обратной спектральной характеристике оператора
ℛ:

S[ℛ−1] = 𝑅−1, 𝑅 = S[ℛ]. (2.71)

З ам е ч а н и я 2.6.
1. Используя представление (2.30) двумерной спектральной характеристики 𝐸𝒱 случайного

линейного функционала 𝒥 *𝑊
T2 (см. разд. 2.3), соотношение (2.66) можно переписать в форме

𝐴𝒱 = 𝐴𝐸𝒱 , (2.72)

где 𝐴𝒱 — спектральная характеристика случайного линейного оператора 𝒜𝑊 с ядром
𝑘(·) ∈ 𝐿2(T

2), 𝐴 — спектральная характеристика оператора Гильберта–Шмидта 𝒜 с тем же
ядром. Спектральные характеристики 𝐴𝒱 , 𝐴 и 𝐸𝒱 определены относительно базисной системы
{𝑞(𝑖, ·)}∞𝑖=0.

Формально меняя обозначения в соотношении (2.72), имеем

𝐴𝒩 = 𝐴𝐸𝒩 , (2.73)

где 𝐴𝒩 — спектральная характеристика случайного линейного оператора 𝒜Π с ядром
𝑘(·) ∈ 𝐿2(T

2), 𝐸𝒩 — двумерная спектральная характеристика случайного линейного функ-
ционала 𝒥 *Π

T2 (см. разд. 2.3 и формулу (2.50)).
2. При формулировании свойств спектрального преобразования случайных линейных опе-

раторов предполагалось, что эти операторы можно рассматривать на пространстве ℒ2(T) или
на некотором подпространстве пространства ℒ2(T), так как случайный процесс 𝐹 (·) = 𝐹 (·, 𝜔)

при фиксированном 𝜔 ∈ Ω — это элемент пространства 𝐿2(T) (см. разд. 2.2). При этом для
операторов 𝒜𝑊 и 𝒜Π важно, в каком смысле понимаются стохастические интегралы (2.65) и
(2.67). Более подробно этот вопрос рассмотрен далее для операторов стохастического интегри-
рования.
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3. Столбец спектральной характеристики 𝑅 случайного линейного оператора ℛ с номером
𝑗 представляет собой спектральную характеристику случайного процесса — образа базисной
функции 𝑞(𝑗, ·) при применении оператора ℛ (см. также п. 2 замечаний 1.9), т.е.

S[ℛ] = 𝑅 =
[︀
S[ℛ𝑞(0, ·)] S[ℛ𝑞(1, ·)] S[ℛ𝑞(2, ·)] . . .

]︀
.

4. Если требуется, то в обозначение спектральной характеристики случайного линейного
оператора может быть включено обозначение базисной системы (см. п. 3 замечаний 1.9): 𝑅

𝑞𝑞
.

В следующих разделах более подробно рассмотрим операторы умножения на случайный
процесс и операторы стохастического интегрирования.

2.6. Спектральные характеристики операторов умножения

Пусть 𝑅(·) — случайный процесс, траектории которого интегрируемы на отрезке T = [𝑡0, 𝑇 ]

с вероятностью 1, {𝑞(𝑖, ·)}∞𝑖=0 — базис пространства 𝐿2(T). Оператор умножения на случайный
процесс 𝑅(·) задается следующим образом:

ℛ𝑓(·) = 𝑅(·)𝑓(·),

где 𝑓(·) ∈ 𝐿2(T).
Бесконечная случайная матрица 𝑅 = (𝑅𝑖𝑗), элементы которой определяются формулой

𝑅𝑖𝑗 =
(︀
𝑞(𝑖, ·), 𝑅(·)𝑞(𝑗, ·)

)︀
𝐿2(T)

=

∫︁
T

𝑅(𝑡)𝑞(𝑖, 𝑡)𝑞(𝑗, 𝑡)𝑑𝑡, 𝑖, 𝑗 = 0, 1, 2, . . . , (2.74)

называется спектральной характеристикой оператора умножения на случайный процесс 𝑅(·),
т.е. S[ℛ] = 𝑅.

Определение спектральной характеристики для такого случайного линейного оператора
не отличается от определения спектральной характеристики оператора умножения на неслу-
чайную функцию (см. разд. 1.5). Аналогичны и свойства спектрального преобразования та-
ких операторов: свойство спектрального преобразования произведения случайных процессов,
представление спектральной характеристики оператора умножения на случайную величину,
симметричность, сдвиг и масштабирование базисной системы. Будем считать их очевидными
(см. свойства спектрального преобразования операторов умножения в разд. 1.5).

З ам е ч а н и е 2.7. Допустимо обобщить теоремы 1.7 и 1.9 (см. также теорему 2.3). Напри-
мер,

𝑅 = 𝑉 ℱ , (2.75)

где 𝑉 — спектральная характеристика оператора умножения функций и ℱ — спектральная
характеристика случайного процесса 𝑅(·). Спектральные характеристики 𝑉 и ℱ определены
относительно базисной системы {𝑞(𝑖, ·)}∞𝑖=0.

Сравнивая эту формулу с формулой (2.30), можно считать матрицу 𝐸𝒱 спектральной ха-
рактеристикой оператора умножения на гауссовский белый шум 𝑉 (·) (см. разд. 2.3). Матрица
𝐸𝒩 в этом контексте согласно формуле (2.50) — это спектральная характеристика оператора
умножения на пуассоновский белый шум 𝑁(·).
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Пример 2.18. Найти спектральную характеристику 𝑊 оператора умножения на винеров-
ский процесс 𝑊 (·) относительно функций Уолша (1.7), заданных на отрезке T = [0, 𝑇 ].

� Сначала найдем спектральную характеристику 𝒲 винеровского процесса 𝑊 (·) относи-
тельно функций Уолша (1.7) по аналогии с примером 2.8.

Воспользуемся представлением (2.31), в котором 𝑃−1 — спектральная характеристика опе-
ратора интегрирования относительно функций Уолша (1.7) (см. примеры спектральных ха-
рактеристик 𝑃−1 в разд. 1.6), а 𝒱 — спектральная характеристика (2.26) белого шума. Тогда

𝒲𝑖 =

⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
𝑇

(︂
𝜁0
2

+
∞∑︁
𝑚=0

𝜁2𝑚

2𝑚+2

)︂
, 𝑖 = 0,

𝑇

(︂
− 𝜁𝑙

2𝑠+2
+

∞∑︁
𝑚=0

𝜁2𝑚+2𝑠+𝑙

2𝑚+2

)︂
,

𝑖 = 2𝑠 + 𝑙, 𝑠 = 0, 1, 2, . . . ,

𝑙 = 0, 1, . . . , 2𝑠 − 1,

где

𝒲 = 𝑇 ·
[︂
𝜁0
2

+
∞∑︁
𝑚=0

𝜁2𝑚

2𝑚+2
− 𝜁0

4
+

∞∑︁
𝑚=0

𝜁2𝑚+1

2𝑚+2
− 𝜁0

8
+

∞∑︁
𝑚=0

𝜁2𝑚+2

2𝑚+2
. . .

]︂T

,

а 𝜁𝑖 — независимые случайные величины, имеющие стандартное нормальное распределение.
Далее запишем формулу (2.74) для элементов спектральной характеристики 𝑊 оператора

умножения на винеровский процесс и применим мультипликативное свойство функций Уолша
(1.76) (см. также пример 2.6):

𝑊𝑖𝑗 =
(︀
𝑞(𝑖, ·),𝑊 (·)𝑞(𝑗, ·)

)︀
𝐿2(T)

=

∫︁
T

𝑊 (𝑡)𝑊̂ (𝑖, 𝑡)𝑊̂ (𝑗, 𝑡)𝑑𝑡 =

=
1√
𝑇

∫︁
T

𝑊̂ (𝑖⊕ 𝑗, 𝑡)𝑊 (𝑡)𝑑𝑡 =
1√
𝑇

(︀
𝑊̂ (𝑖⊕ 𝑗, ·),𝑊 (·)

)︀
𝐿2(T)

,

где операция ⊕ определена ранее (см. примеры спектральных характеристик 𝐴 в разд. 1.5).
Скалярное произведение в правой части последнего равенства согласно формуле (2.5) —

это коэффициент разложения винеровского процесса 𝑊 (·) в ряд относительно функции Уолша
с номером 𝑖⊕ 𝑗, т.е. случайная величина 𝒲𝑖⊕𝑗. В результате находим

𝑊𝑖𝑗 =
1√
𝑇
𝒲𝑖⊕𝑗,

поэтому искомая спектральная характеристика 𝑊 имеет вид (матрица Уолша–Теплица)

𝑊 =
1√
𝑇
·

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
𝒲0 𝒲1 𝒲2 . . .

𝒲1 𝒲0 𝒲3 . . .

𝒲2 𝒲3 𝒲0 . . .
...

...
... . . .

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦ . �

2.7. Спектральные характеристики операторов стохастического интегрирования

Операторы стохастического интегрирования, или операторы интегрирования по процессам
с независимыми приращениями, представляют значительный интерес и их исследование более
содержательно по сравнению с операторами умножения [216].

Пусть 𝒟−1
𝑊 — оператор стохастического интегрирования по винеровскому процессу 𝑊 (·),
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определенный на пространстве 𝐿2(T):

𝒟−1
𝑊 𝑓(·) =

∫︁ (·)

𝑡0

𝑓(𝜏)𝑑𝑊 (𝜏),

где 𝑓(·) ∈ 𝐿2(T), а система функций {𝑞(𝑖, ·)}∞𝑖=0 — базис пространства 𝐿2(T).
Бесконечная случайная матрица 𝑃−1,𝒱 = (𝑃−1,𝒱

𝑖𝑗 ) с элементами

𝑃−1,𝒱
𝑖𝑗 =

(︂
𝑞(𝑖, ·),

∫︁ (·)

𝑡0

𝑞(𝑗, 𝜏)𝑑𝑊 (𝜏)

)︂
𝐿2(T)

=

∫︁
T

𝑞(𝑖, 𝑡)

∫︁ 𝑡

𝑡0

𝑞(𝑗, 𝜏)𝑑𝑊 (𝜏)𝑑𝑡, 𝑖, 𝑗 = 0, 1, 2, . . . , (2.76)

называется спектральной характеристикой оператора стохастического интегрирования по ви-
неровскому процессу: S[𝒟−1

𝑊 ] = 𝑃−1,𝒱 .
В качестве другого примера полезно определить оператор стохастического интегрирования

𝒟−1
Π по центрированному пуассоновскому процессу Π(·) интенсивности 𝜆 > 0:

𝒟−1
Π 𝑓(·) =

∫︁ (·)

𝑡0

𝑓(𝜏)𝑑Π(𝜏),

где 𝑓(·) ∈ 𝐿2(T).
Бесконечная случайная матрица 𝑃−1,𝒩 = (𝑃−1,𝒩

𝑖𝑗 ) с элементами

𝑃−1,𝒩
𝑖𝑗 =

(︂
𝑞(𝑖, ·),

∫︁ (·)

𝑡0

𝑞(𝑗, 𝜏)𝑑Π(𝜏)

)︂
𝐿2(T)

=

∫︁
T

𝑞(𝑖, 𝑡)

∫︁ 𝑡

𝑡0

𝑞(𝑗, 𝜏)𝑑Π(𝜏)𝑑𝑡, 𝑖, 𝑗 = 0, 1, 2, . . . , (2.77)

называется спектральной характеристикой оператора стохастического интегрирования по цен-
трированному пуассоновскому процессу: S[𝒟−1

Π ] = 𝑃−1,𝒩 .
Операторы 𝒟−1

𝑊 и 𝒟−1
Π — это примеры случайных линейных операторов 𝒜𝑊 и 𝒜Π, задан-

ных формулами (2.65) и (2.67) с ядром 𝑘(𝑡, 𝜏) = 1(𝑡− 𝜏) — единичной ступенчатой функцией
(1.28). Представление этих спектральных характеристик дают теоремы 2.6 и 2.7 с учетом п. 1
замечаний 2.6. Согласно соотношениям (2.66), (2.68) и (2.72), (2.73) имеем

𝑃−1,𝒱 = 𝑃−1(𝑉 𝒱) = 𝑃−1𝐸𝒱 , (2.78)

𝑃−1,𝒩 = 𝑃−1(𝑉 𝒩 ) = 𝑃−1𝐸𝒩 , (2.79)

где 𝑃−1 — спектральная характеристика оператора интегрирования 𝒟−1 (см. разд. 1.6), 𝑉
— спектральная характеристика оператора умножения функций (см. разд. 1.5), 𝒱 и 𝒩 —

спектральные характеристики (2.26) и (2.46) соответствующих белых шумов, а 𝐸𝒱 и 𝐸𝒩 —

двумерные спектральные характеристики случайных линейных функционалов 𝒥 *𝑊
T2 и 𝒥 *Π

T2 (см.
разд. 2.3).

Перечислим некоторые свойства спектрального преобразования операторов стохастиче-
ского интегрирования по винеровскому процессу .

1. Спектральное преобразование интеграла от неслучайной функции.
Спектральная характеристика интеграла от функции 𝑓(·) равна произведению спектраль-

ной характеристики 𝑃−1,𝒱 оператора стохастического интегрирования 𝒟−1
𝑊 и спектральной

характеристики 𝐹 функции 𝑓(·):

S
[︂ ∫︁ (·)

𝑡0

𝑓(𝜏)𝑑𝑊 (𝜏)

]︂
= 𝑃−1,𝒱𝐹 = 𝑃−1 (𝑉 𝒱)𝐹. (2.80)

Свойство следует из теоремы 2.5.
2. Сдвиг и масштабирование базисной системы.
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Если {𝑞(𝑖, ·)}∞𝑖=0 — базисная система пространства 𝐿2([0, 1]), а {𝑞(𝑖, ·)}∞𝑖=0 — соответствую-
щая ей базисная система пространства 𝐿2([𝑡0, 𝑇 ]) (см. п. 1 замечаний 1.1), то

𝑃
𝑞𝑞

−1,𝒱 =
√︀
𝑇 − 𝑡0 𝑃

𝑞𝑞

−1,𝒱 ,

что следует из свойства спектрального преобразования операторов интегрирования (см. разд.
1.6) и свойства спектральных характеристик оператора умножения функций (см. разд. 1.5)
при сдвиге и масштабировании базисной системы:

𝑃
𝑞𝑞

−1,𝒱 = 𝑃
𝑞𝑞

−1 (𝑉
𝑞𝑞𝑞
𝒱) = (𝑇 − 𝑡0)𝑃

𝑞𝑞

−1

(︂
1√

𝑇 − 𝑡0
𝑉
𝑞𝑞𝑞
𝒱
)︂

=
√︀
𝑇 − 𝑡0 𝑃

𝑞𝑞

−1 (𝑉
𝑞𝑞𝑞
𝒱) =

√︀
𝑇 − 𝑡0 𝑃

𝑞𝑞

−1,𝒱 .

Далее перейдем к интегрированию случайных процессов — элементов пространства ℒ2(T).
Интегрирование случайных процессов 𝐹 (·) ∈ ℒ2(T) по отрезку T рассматривалось в разд. 2.3.
Напомним, что существенное значение имеет то, какой стохастический интеграл используется:
интеграл Стратоновича или интеграл Ито [4,77,102,226].

Продолжим свойства спектрального преобразования операторов стохастического инте-
грирования по винеровскому процессу . В них используются обозначения, введенные выше, а
также ℱ = S[𝐹 (·)].

3. Спектральное преобразование стохастического интеграла Стратоновича.
Спектральная характеристика стохастического интеграла Стратоновича от случайного

процесса 𝐹 (·) представляется в виде

S
[︂ ∫︁ (·)

𝑡0

𝐹 (𝜏) ∘ 𝑑𝑊 (𝜏)

]︂
= 𝑃−1,𝒱ℱ = 𝑃−1(𝑉 𝒱)ℱ . (2.81)

Здесь учтено то, что определение интеграла Стратоновича дает возможность применять
те же правила интегрирования, что и для функций 𝑓(·) ∈ 𝐿2(T). Соответствующий оператор
будем обозначать S𝒟−1

𝑊 :
S𝒟−1

𝑊 𝐹 (·) =

∫︁ (·)

𝑡0

𝐹 (𝜏) ∘ 𝑑𝑊 (𝜏).

4. Спектральное преобразование стохастического интеграла Ито.
Спектральная характеристика стохастического интеграла Ито от случайного процесса 𝐹 (·)

представляется в виде

S
[︂ ∫︁ (·)

𝑡0

𝐹 (𝜏)𝑑𝑊 (𝜏)

]︂
= −1

2
𝑃−1Σ + 𝑃−1,𝒱ℱ = 𝑃−1

(︂
−1

2
Σ + (𝑉 𝒱)ℱ

)︂
, (2.82)

где Σ — спектральная характеристика случайного процесса 𝜎(·) ∈ ℒ2(T), который связан с
𝐹 (·) соотношением (2.39). Соответствующий оператор будем обозначать I𝒟−1

𝑊 :

I𝒟−1
𝑊 𝐹 (·) =

∫︁ (·)

𝑡0

𝐹 (𝜏)𝑑𝑊 (𝜏).

Доказательство. Стохастический интеграл Ито связан с интегралом Стратоновича соотно-
шением (2.38). Применим спектральное преобразование к его левой и правой частям, учитывая
свойство линейности (2.8):

S
[︂ ∫︁ (·)

𝑡0

𝐹 (𝜏)𝑑𝑊 (𝜏)

]︂
= S

[︂
−1

2

∫︁ (·)

𝑡0

𝜎(𝜏)𝑑𝜏 +

∫︁ (·)

𝑡0

𝐹 (𝜏) ∘ 𝑑𝑊 (𝜏)

]︂
=

= −1

2
S
[︂ ∫︁ (·)

𝑡0

𝜎(𝜏)𝑑𝜏

]︂
+ S

[︂ ∫︁ (·)

𝑡0

𝐹 (𝜏) ∘ 𝑑𝑊 (𝜏)

]︂
.
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Далее используем свойство (1.86) спектрального преобразования интегралов от функций
одной переменной и свойство спектрального преобразования интеграла Стратоновича:

S
[︂ ∫︁ (·)

𝑡0

𝐹 (𝜏)𝑑𝑊 (𝜏)

]︂
= −1

2
𝑃−1Σ + 𝑃−1,𝒱ℱ = −1

2
𝑃−1Σ + 𝑃−1(𝑉 𝒱)ℱ = 𝑃−1

(︂
−1

2
Σ + (𝑉 𝒱)ℱ

)︂
,

т.е. получаем соотношение (2.82). J

Пользуясь тем, что математическое ожидание стохастического интеграла Ито (2.82) равно
нулю [32,37,102], имеем

ES
[︀
I𝒟−1

𝑊 𝐹 (·)
]︀

= E

[︂
−1

2
𝑃−1Σ + 𝑃−1,𝒱ℱ

]︂
= −1

2
𝑃−1EΣ + E𝑃−1,𝒱ℱ = 0,

или E𝑃−1,𝒱ℱ = E𝑃−1(𝑉 𝒱)ℱ =
1

2
𝑃−1EΣ, E(𝑉 𝒱)ℱ =

1

2
EΣ,

где предпоследнее выражение — это математическое ожидание спектральной характеристики
стохастического интеграла Стратоновича (2.81):

ES
[︀
S𝒟−1

𝑊 𝐹 (·)
]︀

=
1

2
𝑃−1EΣ.

Согласно свойству изометрии Ито [32, 37, 102] дисперсия стохастического интеграла Ито
от случайного процесса 𝐹 (·) совпадает с нормой этого процесса на отрезке [𝑡0, 𝑡] (см. также
формулы (2.33) и (2.41)):

E

[︂ ∫︁ (·)

𝑡0

𝐹 (𝜏)𝑑𝑊 (𝜏)

]︂2
= E

∫︁ 𝑡

𝑡0

𝐹 2(𝜏)𝑑𝜏 = E‖1(𝑡− (·))𝐹 (·)‖2𝐿2(T)
.

Определим спектральную характеристику 1*
𝑡 оператора умножения на единичную ступен-

чатую функцию 𝑓 *(𝜏) = 1(𝑡− 𝜏) как функцию переменной 𝜏 (спектральная характеристика
оператора умножения на индикатор множества [𝑡0, 𝑡]). Представляя эту функцию как в при-
мере 1.4 и используя теорему 1.7, можно показать, что

1*
𝜏 = 𝐸 − 𝑉 1𝜏 , 1*

𝑡 = 1*
𝜏

⃒⃒⃒
𝜏=𝑡
,

где 𝐸 — бесконечная единичная матрица, 1𝜏 — спектральная характеристика единичной сту-
пенчатой функции 𝑓(𝑡) = 1(𝑡− 𝜏). Матрица 1*

𝜏 является симметрической по свойству (1.74).
Поэтому согласно свойству (2.15) сохранения нормы и формуле (2.58) получаем

E

[︂ ∫︁ 𝑡

𝑡0

𝐹 (𝜏)𝑑𝑊 (𝜏)

]︂2
= tr1*

𝑡𝐵
𝐹 1*

𝑡 . (2.83)

5. Спектральное преобразование стохастического 𝜃-интеграла.
Спектральная характеристика стохастического 𝜃-интеграла от случайного процесса 𝐹 (·),

𝜃 ∈ [0, 1], представляется в виде

S
[︂ ∫︁ (·)

𝑡0

𝐹 (𝜏)𝑑𝜃𝑊 (𝜏)

]︂
=

[︂
𝜃 − 1

2

]︂
𝑃−1Σ + 𝑃−1,𝒱ℱ = 𝑃−1

(︂[︂
𝜃 − 1

2

]︂
Σ + (𝑉 𝒱)ℱ

)︂
, (2.84)

где Σ — спектральная характеристика, определенная ранее. Соответствующий оператор обо-
значим 𝜃𝒟−1

𝑊 :
𝜃𝒟−1

𝑊 𝐹 (·) =

∫︁ (·)

𝑡0

𝐹 (𝜏)𝑑𝜃𝑊 (𝜏).

Доказательство проводится аналогично с учетом соотношения (2.43), которое связывает
стохастический 𝜃-интеграл с интегралом Ито (см. также разд. 2.3).
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В частных случаях соотношение (2.84) совпадает с (2.81) при 𝜃 = 1/2 (стохастический ин-
теграл Стратоновича) и с (2.82) при 𝜃 = 0 (стохастический интеграл Ито).

Учитывая формулу (2.78), соотношения для спектральных характеристик стохастических
интегралов можно переписать следующим образом:

S
[︂ ∫︁ (·)

𝑡0

𝑓(𝜏)𝑑𝑊 (𝜏)

]︂
= 𝑃−1𝐸𝒱𝐹, S

[︂ ∫︁ (·)

𝑡0

𝐹 (𝜏) ∘ 𝑑𝑊 (𝜏)

]︂
= 𝑃−1𝐸𝒱ℱ ,

S
[︂ ∫︁ (·)

𝑡0

𝐹 (𝜏)𝑑𝑊 (𝜏)

]︂
= 𝑃−1

(︂
−1

2
Σ + 𝐸𝒱ℱ

)︂
, S

[︂ ∫︁ (·)

𝑡0

𝐹 (𝜏)𝑑𝜃𝑊 (𝜏)

]︂
= 𝑃−1

(︂[︂
𝜃 − 1

2

]︂
Σ + 𝐸𝒱ℱ

)︂
.

Пример 2.19. Найти спектральную характеристику 𝑃−1,𝒱 оператора стохастического ин-
тегрирования по винеровскому процессу относительно тригонометрических функций (1.9), за-
данных на отрезке T = [0, 𝑇 ].

� Будем использовать соотношение (2.78), но сначала найдем двумерную спектральную
характеристику 𝐸𝒱 случайного линейного функционала 𝒥 *𝑊

T2 (см. разд. 2.3).
Запишем соотношение (2.29) для элементов двумерной спектральной характеристики 𝐸𝒱 :

𝐸𝒱
𝑖𝑗 = 𝒥 *𝑊

T2 𝑞(𝑖, ·)⊗ 𝑞(𝑗, ·) =

∫︁
T

𝐹 (𝑖, 𝑡)𝐹 (𝑗, 𝑡)𝑑𝑊 (𝑡),

а затем применим тождества, позволяющие представить произведение пары базисных функ-
ций {𝐹 (𝑖, ·)}∞𝑖=0 как линейную комбинацию другой пары базисных функций. Эти тождества
приведены в книге [163]. Тогда с учетом соотношения (2.25) при 𝑖 6 𝑗 получаем

𝐸𝒱
𝑖𝑗 =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

1√
𝑇
𝜁𝑗, 𝑖 = 0,√︀

1 + 𝛿𝑖𝑗 𝜁𝑗−𝑖 + 𝜁𝑖+𝑗√
2𝑇

, 𝑖 = 2𝑘,

𝜁𝑖+𝑗 − 𝜁𝑗−𝑖−2√
2𝑇

, 𝑖 = 2𝑘 − 1 и 𝑗 = 2𝑙,√︀
1 + 𝛿𝑖𝑗 𝜁𝑗−𝑖 − 𝜁𝑖+𝑗+2√

2𝑇
, 𝑖 = 2𝑘 − 1 и 𝑗 = 2𝑙 − 1,

𝑖 = 0, 1, 2, . . . ,

𝑗 = 𝑖, 𝑖+ 1, 𝑖+ 2, . . . ,

𝑘, 𝑙 = 1, 2, 3, . . . ,

где 𝜁𝑖 — независимые случайные величины, имеющие стандартное нормальное распределение,
а 𝛿𝑖𝑗 — символ Кронекера (1.4). При 𝑖 > 𝑗 достаточно воспользоваться свойством симметрич-
ности матрицы 𝐸𝒱 , т.е. 𝐸𝒱

𝑖𝑗 = 𝐸𝒱
𝑗𝑖. Следовательно,

𝐸𝒱 =
1√
𝑇
·

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
𝜁0 𝜁1 𝜁2 . . .

𝜁1
√
2𝜁0−𝜁4√

2

𝜁3√
2

. . .

𝜁2
𝜁3√
2

√
2𝜁0+𝜁4√

2
. . .

...
...

... . . .

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦ .
Такой же результат получится, если применить теорему 2.3 (см. пример 2.7).
Далее найдем спектральную характеристику 𝑃−1,𝒱 как произведение матриц 𝑃−1 и 𝐸𝒱 , где

𝑃−1 — спектральная характеристика оператора интегрирования (см. примеры спектральных
характеристик 𝑃−1 в разд. 1.6). Запишем ненулевые элементы матрицы 𝑃−1 для тригономет-
рических функций (1.9):

𝑃−1
00 =

𝑇

2
, 𝑃−1

0𝑚 = −𝑃−1
𝑚0 =

√
2𝑇

(𝑚+ 1)𝜋
, 𝑃−1

𝑙−1,𝑙 = −𝑃−1
𝑙,𝑙−1 =

𝑇

𝑙𝜋
,
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𝑘 = 1, 2, 3, . . . , 𝑚 = 2𝑘 − 1, 𝑙 = 2𝑘.

Для 𝑖 = 0 получаем

𝑃−1,𝒱
0𝑗 =

∞∑︁
𝑚=0

𝑃−1
0𝑚𝐸

𝒱
𝑚𝑗 = 𝑇

(︂
𝐸𝒱

0𝑗

2
+

∞∑︁
𝑘=1

√
2𝐸𝒱

2𝑘,𝑗

2𝑘𝜋

)︂
,

а для 𝑖 ̸= 0 выражения элементов спектральной характеристики 𝑃−1,𝒱 значительно проще, так
как они содержат одно или два слагаемых в зависимости от четности или нечетности индекса
𝑖:

𝑃−1,𝒱
𝑖𝑗 =

∞∑︁
𝑚=0

𝑃−1
𝑖𝑚𝐸

𝒱
𝑚𝑗 = 𝑇

𝐸𝒱
𝑖+1,𝑗 −

√
2𝐸𝒱

0𝑗

(𝑖+ 1)𝜋
, 𝑖 = 2𝑘 − 1,

𝑃−1,𝒱
𝑖𝑗 =

∞∑︁
𝑚=0

𝑃−1
𝑖𝑚𝐸

𝒱
𝑚𝑗 = −𝑇

𝐸𝒱
𝑖−1,𝑗

𝑖𝜋
, 𝑖 = 2𝑘, 𝑗 = 0, 1, 2, . . . , 𝑖, 𝑘 = 1, 2, 3, . . . ,

т.е.

𝑃−1,𝒱 =
√
𝑇 ·

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
𝜁0
2

+ 2
√
2𝜁2+

√
2𝜁4

4𝜋
+ . . 𝜁1

2
+ −𝜁1+2𝜁3

4𝜋
+ . . 𝜁2

2
+ 2

√
2𝜁0+𝜁2
4𝜋

+ . . . . .
−
√
2𝜁0+𝜁2
2𝜋

−2
√
2𝜁1+

√
2𝜁3

4𝜋
2𝜁0−2

√
2𝜁2+

√
2𝜁4

4𝜋
. . .

− 𝜁1
2𝜋

−2𝜁0+
√
2𝜁2

4𝜋
−

√
2𝜁3
4𝜋

. . .
...

...
... . . .

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦ . �
Далее укажем некоторые свойства спектрального преобразования операторов стохасти-

ческого интегрирования по центрированному пуассоновскому процессу . Фактически, они от-
личаются от свойств спектрального преобразования операторов стохастического интегрирова-
ния по винеровскому процессу только обозначениями, поэтому приводятся без дополнительных
пояснений.

1. Спектральное преобразование интеграла от неслучайной функции.
Спектральная характеристика интеграла от функции 𝑓(·) равна произведению спектраль-

ной характеристики 𝑃−1,𝒩 оператора стохастического интегрирования 𝒟−1
Π и спектральной

характеристики 𝐹 функции 𝑓(·):

S
[︂ ∫︁ (·)

𝑡0

𝑓(𝜏)𝑑Π(𝜏)

]︂
= 𝑃−1,𝒩𝐹 = 𝑃−1 (𝑉𝒩 )𝐹. (2.85)

2. Сдвиг и масштабирование базисной системы.
Если {𝑞(𝑖, ·)}∞𝑖=0 — базисная система пространства 𝐿2([0, 1]), а {𝑞(𝑖, ·)}∞𝑖=0 — соответствую-

щая ей базисная система пространства 𝐿2([𝑡0, 𝑇 ]) (см. п. 1 замечаний 1.1), то

𝑃
𝑞𝑞

−1,𝒩 =
√︀
𝑇 − 𝑡0 𝑃

𝑞𝑞

−1,𝒩 .

Далее перейдем к интегрированию случайных процессов — элементов пространства ℒ2(T).
Интегрирование случайных процессов 𝐹 (·) ∈ ℒ2(T) по отрезку T рассматривалось в разд. 2.3.

3. Спектральное преобразование стохастического интеграла Огавы.
Спектральная характеристика стохастического интеграла Огавы от случайного процесса

𝐹 (·) со спектральной характеристикой ℱ представляется в виде (такое же соотношение спра-
ведливо и для стохастического интеграла Стратоновича при условии, что он совпадает со
стохастическим интегралом Огавы)

S
[︂ ∫︁ (·)

𝑡0

𝐹 (𝜏) ◇ 𝑑Π(𝜏)

]︂
= 𝑃−1,𝒩ℱ = 𝑃−1(𝑉𝒩 )ℱ . (2.86)
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Соответствующий оператор обозначим O𝒟−1
Π , т.е.

O𝒟−1
Π 𝐹 (·) =

∫︁ (·)

𝑡0

𝐹 (𝜏) ◇ 𝑑Π(𝜏).

Формула (2.79) позволяет записать соотношения для спектральных характеристик стоха-
стических интегралов в виде

S
[︂ ∫︁ (·)

𝑡0

𝑓(𝜏)𝑑Π(𝜏)

]︂
= 𝑃−1𝐸𝒩𝐹, S

[︂ ∫︁ (·)

𝑡0

𝐹 (𝜏) ◇ 𝑑Π(𝜏)

]︂
= 𝑃−1𝐸𝒩ℱ .

Пример 2.20. Найти спектральную характеристику 𝑃−1,𝒩 оператора стохастического ин-
тегрирования по центрированному пуассоновскому процессу интенсивности 𝜆 относительно
полиномов Лежандра (1.5), заданных на отрезке T = [0, 𝑇 ].

� Определим двумерную спектральную характеристику 𝐸𝒩 случайного линейного функ-
ционала 𝒥 *Π

T2 (см. разд. 2.3), применяя соотношение (2.30) для нахождения ее элементов:

𝐸𝒩
𝑖𝑗 =

∞∑︁
𝑘=0

𝑉𝑖𝑗𝑘𝒩𝑘 =
∞∑︁
𝑘=0

𝑉𝑖𝑗𝑘𝜂𝑘,

где 𝑉𝑖𝑗𝑘 — элементы спектральной характеристики оператора умножения функций 𝑉 относи-
тельно полиномов Лежандра (1.5), а 𝜂𝑘 — центрированные и некоррелированные случайные
величины (2.45).

Известно (см. примеры спектральных характеристик 𝑉 в разд. 1.5), что

𝑉𝑖𝑗𝑘 =

√︂
(2𝑖+1)(2𝑗+1)(2𝑘+1)

𝑇

(𝑖+ 𝑗 − 𝑘 − 1)!!

(𝑖+ 𝑗 − 𝑘)!!

(𝑗 + 𝑘 − 𝑖− 1)!!

(𝑗 + 𝑘 − 𝑖)!!
(𝑘 + 𝑖− 𝑗 − 1)!!

(𝑘 + 𝑖− 𝑗)!!
(𝑖+ 𝑗 + 𝑘)!!

(𝑖+ 𝑗 + 𝑘 + 1)!!
,

если 𝑖+ 𝑗 + 𝑘 — четное число и |𝑖− 𝑗| 6 𝑘 6 𝑖+ 𝑗, и 𝑉𝑖𝑗𝑘 = 0 в остальных случаях. Поэтому

𝐸𝒩
𝑖𝑗 =

𝑖+𝑗∑︁
𝑘=|𝑖−𝑗|

𝑉𝑖𝑗𝑘𝜂𝑘.

Теперь выразим спектральную характеристику 𝑃−1,𝒩 согласно формуле (2.79), т.е. как
произведение матриц 𝑃−1 и 𝐸𝒩 , где 𝑃−1 — спектральная характеристика оператора интегри-
рования (см. примеры спектральных характеристик 𝑃−1 в разд. 1.6), имеющая следующие
ненулевые элементы:

𝑃−1
00 =

𝑇

2
, 𝑃−1

𝑖−1,𝑖 = −𝑃−1
𝑖,𝑖−1 = −𝑇 1

2
√

4𝑖2 − 1
, 𝑖 = 1, 2, 3, . . .

Отсюда для 𝑗 = 0, 1, 2, . . . получаем искомый результат:

𝑃−1,𝒩
0𝑗 =

∞∑︁
𝑚=0

𝑃−1
0𝑚𝐸

𝒱
𝑚𝑗 = 𝑃−1

00 𝐸
𝒩
0𝑗 + 𝑃−1

01 𝐸
𝒩
1𝑗 =

𝑇

2
𝑉0𝑗𝑗𝜂𝑗 −

𝑇

2
√

3

1+𝑗∑︁
𝑘=|1−𝑗|

𝑉1𝑗𝑘𝜂𝑘,

𝑃−1,𝒩
𝑖𝑗 =

∞∑︁
𝑚=0

𝑃−1
𝑖𝑚𝐸

𝒩
𝑚𝑗 = 𝑃−1

𝑖,𝑖−1𝐸
𝒩
𝑖−1,𝑗 + 𝑃−1

𝑖,𝑖+1𝐸
𝒩
𝑖+1,𝑗 =

=
𝑇

2
√

4𝑖2−1

𝑖+𝑗−1∑︁
𝑘=|𝑖−𝑗−1|

𝑉𝑖−1,𝑗,𝑘𝜂𝑘 −
𝑇

2
√︀

4(𝑖+1)2−1

𝑖+𝑗+1∑︁
𝑘=|𝑖−𝑗+1|

𝑉𝑖+1,𝑗,𝑘𝜂𝑘, 𝑖 > 0. �

2.8. Приближенное представление случайных процессов

Как и для функций одной переменной (см. разд. 1.10), для случайных процессов
𝐹 (·) ∈ ℒ2(T) можно рассмотреть задачу приближенного представления в виде частичной сум-
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мы ряда (2.6):

𝐹 (𝑡) ≈ 𝐹 (𝑡), 𝑡 ∈ T, 𝐹 (·) =
𝐿−1∑︁
𝑖=0

ℱ𝑖𝑞(𝑖, ·), (2.87)

где коэффициенты разложения ℱ𝑖 заданы формулой (2.5). Решение такой задачи аппроксима-
ции состоит в нахождении коэффициентов разложения ℱ𝑖, 𝑖 = 0, 1, . . . , 𝐿− 1, и использовании
(2.87) при заданной величине 𝐿.

Элементы спектральной характеристики ℱ̃ случайного процесса 𝐹 (·) относительно базис-
ной системы {𝑞(𝑖, ·)}∞𝑖=0 пространства 𝐿2(T) удовлетворяют условию:

ℱ̃𝑖 =

{︃
ℱ𝑖, 𝑖 = 0, 1, . . . , 𝐿− 1,

0, 𝑖 = 𝐿,𝐿+ 1, . . . ,

и ее следует представлять конечной случайной матрицей-столбцом размеров 𝐿× 1 — усечен-
ной спектральной характеристикой ℱ (𝐿-мерным случайным вектором):

ℱ̃ = [ℱ0 ℱ1 . . . ℱ𝐿−1 ]T,

где 𝐿, как и ранее (см. разд. 1.10), — порядок усечения спектральных характеристик.
Прежде рассмотрим описание случайных процессов в рамках корреляционной теории (см.

разд. 2.1). Пусть 1𝑆𝐹 и 𝑆𝐹 — первая и вторая нестационарные спектральные плотности слу-
чайного процесса 𝐹 (·) соответственно, а 𝐵𝐹 — вторая начальная нестационарная спектраль-
ная плотность случайного процесса 𝐹 (·) относительно базисной системы {𝑞(𝑖, ·)}∞𝑖=0, т.е. это
спектральные характеристики его математического ожидания 𝑚𝐹 (·), корреляционной функ-
ции 𝑅𝐹 (·) и моментной функции второго порядка 𝐵𝐹 (·).

Случайному процессу 𝐹 (·) отвечают математическое ожидание 𝑚𝐹 (·) и корреляционная
функция 𝑅𝐹 (·). Первую и вторую нестационарные спектральные плотности 1𝑆𝐹 и 𝑆𝐹 случай-
ного процесса 𝐹 (·) удобно представлять конечной матрицей-столбцом размеров 𝐿× 1 и квад-
ратной матрицей размеров 𝐿× 𝐿 соответственно, т.е. усеченными нестационарными спект-
ральными плотностями 1𝑆𝐹 и 𝑆𝐹 с элементами, которые определены выражениями (2.9) и
(2.10). Таким образом,

1𝑆𝐹 = [ 1𝑆𝐹0
1𝑆𝐹1 . . . 1𝑆𝐹𝐿−1 ]T, 𝑆𝐹 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
𝑆𝐹00 𝑆𝐹01 . . . 𝑆𝐹0,𝐿−1

𝑆𝐹10 𝑆𝐹11 . . . 𝑆𝐹1,𝐿−1
...

... . . . ...
𝑆𝐹𝐿−1,0 𝑆𝐹𝐿−1,1 . . . 𝑆𝐹𝐿−1,𝐿−1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦ .
Из формул (1.117) и (1.123) находим выражения для погрешностей аппроксимации мате-

матического ожидания и корреляционной функции:

𝜀𝑚𝐹
= ‖𝑚𝐹 (·)−𝑚𝐹 (·)‖𝐿2(T) =

√︁
‖𝑚𝐹 (·)‖2𝐿2(T)

− ‖1𝑆𝐹‖2, (2.88)

𝜀𝑅𝐹
= ‖𝑅𝐹 (·)−𝑅𝐹 (·)‖𝐿2(T2) =

√︁
‖𝑅𝐹 (·)‖2𝐿2(T2) − ‖𝑆𝐹‖2, (2.89)

где ‖ · ‖ — евклидова норма вектора или матрицы (см. разд. 1.10).
Эти выражения справедливы, если элементы усеченных нестационарных спектральных

плотностей вычислены точно. Если это не так, то, обозначая усеченные нестационарные спект-
ральные плотности с неточно найденными элементами 1𝑆𝐹 и 𝑆𝐹 (они соответствуют случай-
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ному процессу 𝐹 (·) с математическим ожиданием 𝑚𝐹 (·) и корреляционной функцией 𝑅𝐹 (·)),
на основе формул (1.118) и (1.124) получаем

𝜀𝑚𝐹
= ‖𝑚𝐹 (·)−𝑚𝐹 (·)‖𝐿2(T) =

√︁
‖𝑚𝐹 (·)‖2𝐿2(T)

− ‖1𝑆𝐹‖2 + ‖1𝑆𝐹 − 1𝑆𝐹‖2, (2.90)

𝜀𝑅𝐹
= ‖𝑅𝐹 (·)−𝑅𝐹 (·)‖𝐿2(T2) =

√︁
‖𝑅𝐹 (·)‖2𝐿2(T2) − ‖𝑆𝐹‖2 + ‖𝑆𝐹 − 𝑆𝐹‖2. (2.91)

Выражения для погрешностей аппроксимации моментной функции второго порядка 𝐵𝐹 (·)
отличаются от выражений (2.89) и (2.91) только обозначениями. Погрешности аппроксимации
дисперсии𝐷𝐹 (·) и второго начального момента E𝐹 2(·) вычисляются так же, как и погрешности
аппроксимации математического ожидания 𝑚𝐹 (·). При этом для нахождения спектральной
характеристики дисперсии можно применить теорему 2.1.

Наряду с погрешностями аппроксимации первых двух моментов важное значение имеет
среднеквадратическая погрешность аппроксимации случайного процесса 𝐹 (·):

E‖𝐹 (·)− 𝐹 (·)‖2𝐿2(T)
.

Так как эта величина является выражается через норму разности 𝐹 (·)− 𝐹 (·) ∈ ℒ2(T), а
спектральное преобразование сохраняет норму (см. свойства спектрального преобразования
случайных процессов в разд. 2.2), для центрированных случайных процессов можно записать:

𝜀𝐹 = E‖𝐹 (·)− 𝐹 (·)‖2𝐿2(T)
= E‖𝐹 (·)‖2𝐿2(T)

− E‖𝐹‖2 =

∫︁
T

𝐷𝐹 (𝑡)𝑑𝑡− tr𝑆𝐹 . (2.92)

Для случайных процессов с ненулевым математическим ожиданием формула для средне-
квадратической погрешности аппроксимации аналогична формуле (2.92), она включает усе-
ченную вторую начальную нестационарную спектральную плотность 𝐵𝐹 случайного процесса
𝐹 (·). Кроме того, можно воспользоваться соотношением (2.16), из которого следует:

𝜀𝐹 = E‖𝐹 (·)− 𝐹 (·)‖2𝐿2(T)
=

∫︁
T

𝐷𝐹 (𝑡)𝑑𝑡− tr𝑆𝐹 + 𝜀2𝑚𝐹
.

Чтобы оценить норму случайного процесса 𝐹 (·) с помощью погрешности аппроксимации
дисперсии 𝐷𝐹 (·) для центрированных случайных процессов и второго начального момента
E𝐹 2(·) для случайных процессов с ненулевым математическим ожиданием, можно применить
формулы (1.119) и (1.120), в которых в качестве функции 𝑧(·) берется 𝑧0(𝑡) ≡ 1, что соответ-
ствует линейному функционалу 𝒥T, ставящему в соответствие функции 𝑓(·) ∈ 𝐿2(T) интеграл
от этой функции по отрезку T (см. примеры линейных функционалов на множестве функций
одной переменной в разд. 1.1), ‖𝑧0(·)‖𝐿2(T) =

√
𝑇 − 𝑡0.

Если 𝑋(·) — выходной сигнал линейной системы управления, входным сигналом для ко-
торой служит гауссовский белый шум 𝐹 (·) = 𝑉 (·) (см. разд. 2.4), и эта система описывается
импульсной переходной функцией 𝑘(·) ∈ 𝐿2(T

2) с двумерной спектральной характеристикой
𝐴 — спектральной характеристикой линейного оператора (1.68), то

𝜀𝑋 ≈ ‖𝑘(·)‖2𝐿2(T2) − ‖𝐴‖2, (2.93)

или
𝜀𝑋 ≈ ‖𝑘(·)‖2𝐿2(T2) − ‖𝐴‖2 + ‖𝐴− 𝐴‖2, (2.94)

где ‖ · ‖ — евклидова норма матрицы, а 𝐴 и 𝐴 — усеченные спектральные характеристики
𝐴, у последней из которых неточно найдены элементы (см. разд. 1.10). Приближенное равен-
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ство в формулах (2.93) и (2.94) обусловлено тем, что tr𝑆𝐹 > ‖𝐴‖2, поскольку диагональные
элементы матрицы 𝑆𝐹 — это квадраты норм образов первых 𝐿 функций базисной системы
{𝑞(𝑖, ·)}∞𝑖=0 при применении линейного оператора (1.68) и они не меньше квадратов норм соот-
ветствующих столбцов матрицы𝐴.

Матрицы 𝐴 и 𝐴 задают линейные системы управления. Для первой из них выходной сигнал
𝑋̃(·) с усеченной спектральной характеристикой, а для второй — 𝑋̄(·) с усеченной спектраль-
ной характеристикой, элементы которой определены неточно. Здесь использованы соотноше-
ния (2.59) и (2.60), а также ‖𝐴‖2ℳ2

= tr𝐴𝐴T. Формулы (2.93) и (2.94) — это частные случаи
формул (1.123) и (1.124) соответственно.

Норму разности ‖𝐴− 𝐴‖ можно выразить через усеченные вторые нестационарные спект-
ральные плотности 𝑆𝑋̃ и 𝑆𝑋̄ случайного процесса 𝑋(·). Согласно (2.59) имеем

𝑆𝑋̃ = 𝐴𝐴T и 𝑆𝑋̄ = 𝐴𝐴T. (2.95)

При заданных матрицах 𝑆𝑋̃ и 𝑆𝑋̄ матрицы 𝐴 и 𝐴 определяются неоднозначно. Они, в свою
очередь, однозначно определяют матрицы 𝑆𝑋̃ и 𝑆𝑋̄ , а для их нахождения можно использовать
разложение Холецкого (метод квадратного корня [30]), тогда формула (2.94) преобразуется:

𝜀𝑋 = ‖𝑘(·)‖2𝐿2(T2) − ‖𝐴*‖2 + ‖𝐴* − 𝐴*‖2, (2.96)

где 𝐴* и 𝐴* — матрицы, удовлетворяющие равенствам (2.95) и найденные из разложения
Холецкого матриц 𝑆𝑋̃ и 𝑆𝑋̄ . Формула (2.96) может применяться, когда матрица 𝑆𝑋̄ получается
в результате вычислительного эксперимента.

Пример 2.21. Вычислить погрешности аппроксимации математического ожидания
𝑚𝐹 (𝑡) = 𝛼 e𝜇𝑡 случайного процесса 𝐹 (·) при его приближенном представлении в виде частич-
ной суммы ряда (1.10), используя косинусоиды (1.6), 𝑡 ∈ T = [0, 1], 𝛼 = 1 и 𝜇 = ±1,±2,±3.
Порядки усечения спектральных характеристик (нестационарных спектральных плотностей):
𝐿 = 4, 8, . . . , 256.

�Найдем квадрат нормы математического ожидания𝑚𝐹 (·) с учетом заданного значения 𝛼:

‖𝑚𝐹 (·)‖2𝐿2(T)
=

∫︁ 1

0

e2𝜇𝑡𝑑𝑡 =
e2𝜇 − 1

2𝜇
.

Первая нестационарная спектральная плотность 1𝑆𝐹 случайного процесса 𝐹 (·) относитель-
но косинусоид (1.6) получена в примере 2.1 для произвольных 𝛼 и 𝜇 ̸= 0.

Применим формулу (2.88) для вычисления погрешности аппроксимации 𝜀𝑚𝐹
математи-

ческого ожидания 𝑚𝐹 (·) при заданных значениях 𝐿, когда функция приближенно представ-
ляется в виде частичной суммы (1.116) — функции 𝑚̃𝐹 (·), что соответствует усечению пер-
вой нестационарной спектральной плотности (спектральной характеристики математического
ожидания) с порядком 𝐿. Результаты вычислений приведены в табл. 2.1.

На рис. 2.1 показаны графики функций 𝑚𝐹 (·) (тонкая линия), 𝑚̃𝐹 (·) при 𝐿 = 8 (толстая
линия) и 𝑚̃𝐹 (·) при 𝐿 = 32 (толстая пунктирная линия) для значений 𝜇 = ±1.

Анализ данных в табл. 2.1 показывает, что 𝜀𝑚𝐹
≈ 𝑐/𝐿𝛾, где 𝑐 > 0 — константа, зависящая от

параметра 𝜇; 𝛾 = 3/2, как и в примере 1.20. Для произвольного 𝛼 погрешности аппроксимации
в табл. 2.1 умножаются на этот параметр. �
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Таблица 2.1. Погрешности аппроксимации 𝜀𝑚𝐹

𝐿 = 4 𝐿 = 8 𝐿 = 16 𝐿 = 32 𝐿 = 64 𝐿 = 128 𝐿 = 256

𝜇 = −3 0.035079 0.011817 0.004039 0.001401 0.000490 0.000172 0.000061
𝜇 = −2 0.023313 0.007850 0.002695 0.000938 0.000329 0.000116 0.000041
𝜇 = −1 0.011436 0.003992 0.001397 0.000491 0.000173 0.000061 0.000022
𝜇 = 1 0.031087 0.010852 0.003798 0.001334 0.000470 0.000166 0.000059
𝜇 = 2 0.172260 0.058005 0.019917 0.006931 0.002430 0.000856 0.000302
𝜇 = 3 0.704571 0.237353 0.081132 0.028142 0.009850 0.003465 0.001222

Рис. 2.1. Графики математического ожидания 𝑚𝐹 (·) и его аппроксимаций 𝑚̃𝐹 (·)
при 𝜇 = −1 (слева) и при 𝜇 = 1 (справа)

Пример 2.22. Вычислить погрешности аппроксимации корреляционной функции
𝑅𝑊 (𝑡, 𝜏) = min{𝑡, 𝜏} и среднеквадратическую погрешность аппроксимации винеровского
процесса 𝑊 (·) при его приближенном представлении в виде частичной суммы ряда (2.6),
используя базисные системы (1.5)– (1.9) и базисную систему {Σ̂(𝑖, ·)}∞𝑖=0 из примера 2.4;
𝑡, 𝜏 ∈ T = [0, 1]. Порядки усечения спектральных характеристик (нестационарных спектраль-
ных плотностей): 𝐿 = 4, 8, . . . , 256.

� Квадрат нормы корреляционной функции 𝑅𝑊 (·) согласно решению из примера 2.4 равен

‖𝑅𝑊 (·)‖2𝐿2(T2) =
1

6
.

Для элементов второй нестационарной спектральной плотности 𝑆𝑊 винеровского процесса
𝑊 (·) относительно полиномов Лежандра (1.5) и тригонометрических функций (1.9) восполь-
зуемся результатами примеров 2.2 и 2.16 соответственно. Кроме того, рассмотрим базисную
систему {Σ̂(𝑖, ·)}∞𝑖=0 собственных функций линейного интегрального оператора с ядром 𝑅𝑊 (·)
из примера 2.4. В том же примере получена вторая нестационарная спектральная плотность
𝑆𝑊 — диагональная матрица, образованная соответствующими собственными значениями (см.
п. 2 замечаний 2.2).

Чтобы найти вторую нестационарную спектральную плотность 𝑆𝑊 относительно косину-
соид (1.6), применим определение, а именно соотношение (1.42) для нахождения ее элементов.
В качестве множества T возьмем отрезок [0, 𝑇 ]:

𝑆𝑊𝑖𝑗 =
(︀
𝑞(𝑖, ·)⊗ 𝑞(𝑗, ·), 𝑅𝑊 (·)

)︀
𝐿2(T2)

=

∫︁
T2

𝐶(𝑖, 𝑡)𝐶(𝑗, 𝜏) min{𝑡, 𝜏}𝑑𝑡𝑑𝜏 =
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=

∫︁
T

𝐶(𝑖, 𝑡)

[︂ ∫︁ 𝑡

0

𝜏 𝐶(𝑗, 𝜏)𝑑𝜏 + 𝑡

∫︁ 𝑇

𝑡

𝐶(𝑗, 𝜏)𝑑𝜏

]︂
𝑑𝑡, 𝑖, 𝑗 = 0, 1, 2, . . .

При 𝑖 = 𝑗 = 0 значение 𝑆𝑊𝑖𝑗 достаточно взять из примеров 2.2 и 2.16, так как базисные
функции систем (1.5), (1.6) и (1.9) с номером 𝑖 = 0 совпадают:

𝑆𝑊00 =
𝑇 2

3
.

Далее, при 𝑗 > 0∫︁ 𝑡

0

𝜏 𝐶(𝑗, 𝜏)𝑑𝜏 + 𝑡

∫︁ 𝑇

𝑡

𝐶(𝑗, 𝜏)𝑑𝜏 =
𝑇
√
𝑇

𝑗2𝜋2

(︂
cos

𝑗𝜋𝑡

𝑇
− 1

)︂
,

тогда при 𝑖 = 0 и 𝑗 > 0 находим

𝑆𝑊0𝑗 =
𝑇

𝑗2𝜋2

∫︁ 𝑇

0

(︂
cos

𝑗𝜋𝑡

𝑇
− 1

)︂
𝑑𝑡 = −

√
2𝑇 2

𝑗2𝜋2
,

а из свойства симметричности 𝑆𝑊0𝑗 = 𝑆𝑊𝑗0 (см. разд. 2.1).
Наконец, при 𝑖, 𝑗 > 0 имеем

𝑆𝑊𝑖𝑗 = 𝑆𝑊𝑗𝑖 =

√
2𝑇

𝑗2𝜋2

∫︁ 𝑇

0

cos
𝑖𝜋𝑡

𝑇

(︂
cos

𝑗𝜋𝑡

𝑇
− 1

)︂
𝑑𝑡 =

𝑇 2𝛿𝑖𝑗
𝑗2𝜋2

,

где 𝛿𝑖𝑗 — символ Кронекера (1.4).
Следовательно,

𝑆𝑊 = 𝑇 2 ·

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1
3

−
√
2

𝜋2 −
√
2

4𝜋2 −
√
2

9𝜋2 . . . 𝑐0𝑗 . . .

−
√
2

𝜋2
1
𝜋2 0 0 . . . 0 . . .

−
√
2

4𝜋2 0 1
4𝜋2 0

...

−
√
2

9𝜋2 0 0 1
9𝜋2

. . . ...
...

... . . . . . . 0 . . .

𝑐𝑗0 0 . . . . . . 0 𝑐𝑗𝑗 . . .
...

...
...

... . . .

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
,

где

𝑐00 =
1

3
, 𝑐0𝑗 = 𝑐𝑗0 = −

√
2

𝑗2𝜋2
, 𝑐𝑗𝑗 =

1

𝑗2𝜋2
, 𝑐𝑖𝑗 = 0 в остальных случаях, 𝑖, 𝑗 = 0, 1, 2, . . .

Для вычисления элементов второй нестационарной спектральной плотности 𝑆𝑊 относи-
тельно функций Уолша (1.7) воспользуемся подходом из примера 1.8. Дополнительно опираясь
на пример 2.2, сначала найдем величины

𝑆𝑊𝑖𝑗 =

∫︁
T2

Π̂(𝑖, 𝑡)Π̂(𝑗, 𝜏) min{𝑡, 𝜏}𝑑𝑡𝑑𝜏 , 𝑖, 𝑗 = 0, 1, . . . , 𝐿− 1,

в виде суммы 𝑆𝑊𝑖𝑗 = 𝐻̃𝑖𝑗 + 𝐻̃𝑗𝑖, где {Π̂(𝑖, ·)}𝐿−1
𝑖=0 — блочно-импульсные функции (1.15), 𝐿 = 2𝑛,

𝑛 ∈ N. Элементы 𝐻̃𝑖𝑗 получены в примере 1.8, отсюда

𝑆𝑊𝑖𝑗 =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
ℎ2
(︂
𝑖+

1

3

)︂
, 𝑖 = 𝑗,

ℎ2
(︂

min{𝑖, 𝑗}+
1

2

)︂
, 𝑖 ̸= 𝑗,

или 𝑆𝑊𝑖𝑗 = ℎ2
(︂

min{𝑖, 𝑗}+
1

2 + 𝛿𝑖𝑗

)︂
, ℎ =

𝑇

𝐿
.

Далее с учетом связи (1.17) между блочно-импульсными функциями и функциями Уолша
остается записать, что

𝑆𝑊𝑖𝑗 =
𝐿−1∑︁
𝑘,𝑙=0

∆
𝑊̂ Π̂

𝑖𝑘 ∆
𝑊̂ Π̂

𝑗𝑙𝑆
𝑊
𝑘𝑙 ,
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или в матричной форме
𝑆𝑊| = ∆

𝑊̂ Π̂
𝑆𝑊 ∆

𝑊̂ Π̂

T,

где 𝑆𝑊| — это квадратная матрица размеров 𝐿× 𝐿, образованная элементами бесконечной
матрицы 𝑆𝑊 из первых 𝐿 строк и столбцов с сохранением порядка.

Точно так же вычисляются элементы второй нестационарной спектральной плотности 𝑆𝑊

относительно функций Хаара (1.8):

𝑆𝑊𝑖𝑗 =
𝐿−1∑︁
𝑘,𝑙=0

∆
𝑋̂Π̂

𝑖𝑘 ∆
𝑋̂Π̂

𝑗𝑙𝑆
𝑊
𝑘𝑙 ,

или в матричной форме
𝑆𝑊| = ∆

𝑋̂Π̂
𝑆𝑊 ∆

𝑋̂Π̂

T,

но здесь используется связь (1.19) блочно-импульсных функций и функций Хаара.
Следующий шаг — применение формулы (2.89), по которой можно найти погрешность ап-

проксимации 𝜀𝑅𝑊
корреляционной функции 𝑅𝑊 (·) при заданных значениях 𝐿, когда функция

приближенно представляется в виде частичной суммы (1.121) — функции 𝑅̃𝑊 (·), что соответ-
ствует усечению второй нестационарной спектральной плотности (двумерной спектральной
характеристики корреляционной функции) с порядком 𝐿. Результаты вычислений содержатся
в табл. 2.2.

Графики функций 𝑅𝑊 (·) (точки) и 𝑅̃𝑊 (·) (линии) при 𝐿 = 64 изображены на рис. 2.2 для
полиномов Лежандра (для косинусоид и базисной системы {Σ̂(𝑖, ·)}∞𝑖=0 графики аналогичны)
и на рис. 2.3 для тригонометрических функций. Причина такой ошибки аппроксимации на
границе квадрата T2 = [0, 1]× [0, 1], хорошо заметной на рис. 2.3, описана в замечании 1.5 (см.
также пример 1.9).

Если использовать для второй нестационарной спектральной плотности 𝑆𝑊 соотношение
(2.61), в котором 𝑃−1 — усеченная спектральная характеристика оператора интегрирования
(см. разд. 1.6), то следует применять формулу (2.91) для погрешности аппроксимации 𝜀𝑅𝑊

корреляционной функции 𝑅𝑊 (·) при заданных значениях 𝐿, когда функция приближенно
представляется в виде частичной суммы (1.121) при неточном вычислении коэффициентов
разложения — функции 𝑅̄𝑊 (·) (см. разд. 1.10). Эти погрешности приведены в табл. 2.3 для
тех же базисных систем за исключением {Σ̂(𝑖, ·)}∞𝑖=0.

Далее по данным из табл. 2.2 и 2.3 получаем оценку: 𝜀𝑅𝑊
, 𝜀𝑅𝑊

≈ 𝑐/𝐿𝛾, где 𝑐 > 0 — констан-
та, зависящая от базисной системы; 𝛾 = 3/2 для полиномов Лежандра, косинусоид и базис-
ной системы {Σ̂(𝑖, ·)}∞𝑖=0 собственных функций (они обеспечивают минимальную погрешность),
𝛾 = 1 для функций Уолша и Хаара (погрешности для них ожидаемо совпадают), 𝛾 = 1/2 для
тригонометрических функций. В данном примере при T = [0, 𝑇 ] найденные погрешности ап-
проксимации требуется умножить на коэффициент 𝑇 2, как и в примерах 1.21 и 1.22.

Среднеквадратические погрешности аппроксимации 𝜀𝑊 винеровского процесса 𝑊 (·) ука-
заны в табл. 2.4. Они найдены по формуле (2.92) при заданных значениях 𝐿, т.е. в предполо-
жении, что винеровский процесс представляется в виде частичной суммы (2.87) — случайного
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Рис. 2.2. Графики корреляционной функции 𝑅𝑊 (·) и ее аппроксимации 𝑅̃𝑊 (·)
с помощью полиномов Лежандра

Рис. 2.3. Графики корреляционной функции 𝑅𝑊 (·) и ее аппроксимации 𝑅̃𝑊 (·)
с помощью тригонометрических функций

процесса 𝑊̃ (·), а это соответствует усечению его спектральной характеристики с порядком 𝐿.
Точное значение квадрата нормы дает формула (2.62) (см. также примеры 2.8 и 2.12), при
𝑇 = 1 оно равно 1/2.

Из этих данных находим, что 𝜀𝑊 ≈ 𝑐/𝐿𝛾, где 𝑐 > 0 — константа, зависящая от базисной сис-
темы; 𝛾 = 1 для всех применяемых базисных систем. При условии T = [0, 𝑇 ] можно показать,
что эта погрешность зависит от 𝑇 так же, как и погрешности 𝜀𝑅𝑊

и 𝜀𝑅𝑊
.

Дополнительно проиллюстрируем теорему 2.1, согласно которой спектральную харак-
теристику дисперсии 𝐷𝑊 (𝑡) = 𝑡 винеровского процесса можно выразить формулой (2.2):
𝐷𝑊 = 𝑉 𝑆𝑊 , где 𝑉 — спектральная характеристика оператора умножения функций относи-
тельно той же базисной системы, что и спектральные характеристики 𝐷𝑊 и 𝑆𝑊 (см. разд.
1.5). Здесь интересна погрешность 𝜀𝐷𝑊

аппроксимации дисперсии при заданных значениях 𝐿,
когда она приближенно представляется в виде частичной суммы (1.116) при неточном вычис-
лении коэффициентов разложения — функции 𝐷̄𝑊 (·) (см. разд. 1.10). Для вычисления 𝜀𝐷𝑊

достаточно применить формулу (1.118) и учесть, что

‖𝐷𝑊 (·)‖2𝐿2(T)
=

∫︁ 1

0

𝑡2𝑑𝑡 =
1

3
.
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Таблица 2.2. Погрешности аппроксимации 𝜀𝑅𝑊

Базис 𝐿 = 4 𝐿 = 8 𝐿 = 16 𝐿 = 32 𝐿 = 64 𝐿 = 128 𝐿 = 256

{𝑃 (𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.013515 0.004230 0.001431 0.000496 0.000174 0.000061 0.000022
{𝐶(𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.019591 0.006340 0.002141 0.000740 0.000258 0.000091 0.000032
{𝑊̂ (𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.069096 0.035325 0.017853 0.008974 0.004499 0.002252 0.001127
{𝑋̂(𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.069096 0.035325 0.017853 0.008974 0.004499 0.002252 0.001127
{𝐹 (𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.115177 0.085934 0.062750 0.045137 0.032199 0.022869 0.016207
{Σ̂(𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.007203 0.002575 0.000913 0.000323 0.000114 0.000040 0.000014

Таблица 2.3. Погрешности аппроксимации 𝜀𝑅𝑊

Базис 𝐿 = 4 𝐿 = 8 𝐿 = 16 𝐿 = 32 𝐿 = 64 𝐿 = 128 𝐿 = 256

{𝑃 (𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.014086 0.004342 0.001451 0.000500 0.000175 0.000061 0.000022
{𝐶(𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.020134 0.006448 0.002163 0.000744 0.000259 0.000091 0.000032
{𝑊̂ (𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.069877 0.035516 0.017901 0.008986 0.004502 0.002253 0.001127
{𝑋̂(𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.069877 0.035516 0.017901 0.008986 0.004502 0.002253 0.001127
{𝐹 (𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.117073 0.086677 0.063033 0.045242 0.032236 0.022883 0.016212

Результаты вычислений указаны в табл. 2.5. В примере 1.20 приведены погрешности аппрок-
симации дисперсии, соответствующие точному вычислению коэффициентов разложения, —

это величины 𝜀𝑓1 .

Таблица 2.4. Погрешности аппроксимации 𝜀𝑊

Базис 𝐿 = 4 𝐿 = 8 𝐿 = 16 𝐿 = 32 𝐿 = 64 𝐿 = 128 𝐿 = 256

{𝑃 (𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.031746 0.015686 0.007820 0.003907 0.001953 0.000977 0.000488
{𝐶(𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.028757 0.013490 0.006535 0.003216 0.001596 0.000795 0.000397
{𝑊̂ (𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.041667 0.020833 0.010417 0.005208 0.002604 0.001302 0.000651
{𝑋̂(𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.041667 0.020833 0.010417 0.005208 0.002604 0.001302 0.000651
{𝐹 (𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.046348 0.024008 0.012302 0.006238 0.003142 0.001577 0.000790
{Σ̂(𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.025201 0.012649 0.006331 0.003166 0.001583 0.000792 0.000396

Таблица 2.5. Погрешности аппроксимации 𝜀𝐷𝑊

Базис 𝐿 = 4 𝐿 = 8 𝐿 = 16 𝐿 = 32 𝐿 = 64 𝐿 = 128 𝐿 = 256

{𝑃 (𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.036287 0.017010 0.008284 0.004098 0.002039 0.001017 0.000508
{𝐶(𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.031914 0.014419 0.006784 0.003280 0.001612 0.000799 0.000398
{𝑊̂ (𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.083333 0.041667 0.020833 0.010417 0.005208 0.002604 0.001302
{𝑋̂(𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.083333 0.041667 0.020833 0.010417 0.005208 0.002604 0.001302
{𝐹 (𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.153098 0.114959 0.084823 0.061725 0.044480 0.031840 0.022691

На рис. 2.4 показаны графики функций 𝐷𝑊 (·) (тонкая линия), 𝐷̄𝑊 (·) при 𝐿 = 8 (толстая
линия) и 𝐷̄𝑊 (·) при 𝐿 = 32 (толстая пунктирная линия) для полиномов Лежандра и триго-
нометрических функций. В отличие от примера 1.20 здесь даже при выборе полиномов Ле-
жандра не получается точного представления функции 𝐷𝑊 (·) из-за усечения спектральных
характеристик 𝑉 и 𝑆𝑊 .
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Рис. 2.4. Графики дисперсии 𝐷𝑊 (·) и ее аппроксимаций 𝐷̄𝑊 (·) с помощью полиномов Лежандра

(слева) и тригонометрических функций (справа)

Находим следующую оценку погрешности: 𝜀𝐷𝑊
≈ 𝑐/𝐿𝛾, где 𝑐 > 0 — константа, зависящая

от базисной системы; 𝛾 = 1 для полиномов Лежандра, косинусоид, а также функций Уолша
и Хаара, 𝛾 = 1/2 для тригонометрических функций. Последнее значение обусловлено оценкой
𝜀𝑓1 из примера 1.20. �

Пример 2.23. Вычислить погрешности аппроксимации корреляционной функции
𝑅𝑌 (𝑡, 𝜏) = min{𝑡, 𝜏} − 𝑡𝜏/𝑇 и среднеквадратическую погрешность аппроксимации броунов-
ского моста 𝑌 (·) при его приближенном представлении в виде частичной суммы ряда (2.6),
используя базисные системы (1.5)– (1.9) и базисную систему {𝑆(𝑖, ·)}∞𝑖=1 из примера 2.9;
𝑡, 𝜏 ∈ T = [0, 1] (𝑇 = 1). Порядки усечения спектральных характеристик (нестационарных
спектральных плотностей): 𝐿 = 4, 8, . . . , 256.

� Как и в примере 2.22, сначала найдем квадрат нормы заданной корреляционной функции
при 𝑇 = 1:

‖𝑅𝑌 (·)‖2𝐿2(T2) =

∫︁ 1

0

∫︁ 1

0

(︀
min{𝑡, 𝜏} − 𝑡𝜏

)︀2
𝑑𝑡𝑑𝜏 =

∫︁ 1

0

[︂
(1− 𝑡)2

∫︁ 𝑡

0

𝜏 2𝑑𝜏 + 𝑡2
∫︁ 1

𝑡

(1− 𝜏)2𝑑𝜏

]︂
𝑑𝑡 =

=

∫︁ 1

0

[︂
𝑡3 (1− 𝑡)2

3
+
𝑡2 (1− 𝑡)3

3

]︂
𝑑𝑡 =

1

3

∫︁ 1

0

𝑡2 (1− 𝑡)2𝑑𝑡 =
1

90
.

Базисная система {𝑆(𝑖, ·)}∞𝑖=1 собственных функций линейного интегрального оператора с
ядром 𝑅𝑌 (·) получена в примере 2.9. Там же представлена вторая нестационарная спектраль-
ная плотность 𝑆𝑌 — диагональная матрица, образованная соответствующими собственными
значениями (см. п. 2 замечаний 2.2), — двумерная спектральная характеристика корреляци-
онной функции 𝑅𝑌 (·). Для других базисных систем вторую нестационарную спектральную
плотность 𝑆𝑌 найдем из свойства линейности (1.47):

𝑆𝑌 = S
[︀
𝑅𝑌 (·)

]︀
= S

[︀
𝑅𝑊 (·)− 𝑓1(·)⊗ 𝑓1(·)

]︀
= S

[︀
𝑅𝑊 (·)

]︀
− S

[︀
𝑓1(·)⊗ 𝑓1(·)

]︀
,

где первое слагаемое в правой части последнего равенства — это вторая нестационарная спект-
ральная плотность 𝑆𝑊 винеровского процесса, а второе слагаемое можно выразить согласно
теореме 1.4 через спектральную характеристику 𝐹 функции 𝑓1(𝑡) = 𝑡. Тогда 𝑆𝑌 = 𝑆𝑊 − 𝐹𝐹 T.
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Например, для полиномов Лежандра (1.5) имеем

𝑆𝑌 = 𝑇 2 ·

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1
12

0 1
4
√
3
√
15

0 . . . 0 . . .

0 1
60

0 1
4
√
15

√
35

. . . ...
1

4
√
3
√
15

0 1
42

0
. . . 0 . . .

0 1
4
√
15

√
35

0 1
90

. . . 𝑐𝑚−2,𝑚 . . .
... . . . . . . . . . . . . 0 . . .

0 . . . 0 𝑐𝑚,𝑚−2 0 𝑐𝑚𝑚 . . .
...

...
...

...
... . . .

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
,

где

𝑐00 =
1

12
, 𝑐01 = 𝑐10 = 0, 𝑐11 =

1

60
, 𝑐𝑚𝑚 =

1

2(2𝑚− 1)(2𝑚+ 3)
, 𝑐𝑚−1,𝑚 = 𝑐𝑚,𝑚−1 = 0,

𝑐𝑚−2,𝑚 = 𝑐𝑚,𝑚−2 = − 1

4
√︀

[4(𝑚− 1)2 − 1](4𝑚2 − 1)
,

𝑐𝑚−𝑘,𝑚 = 𝑐𝑚,𝑚−𝑘 = 0 (𝑚 > 3), 𝑚 = 2, 3, 4, . . . , 𝑘 = 3, 4, . . . ,𝑚,

т.е. матрицы 𝑆𝑊 и 𝑆𝑌 отличаются только элементами с индексами 𝑖, 𝑗 = 0, 1.
Таким образом, элементы второй нестационарной спектральной плотности 𝑆𝑌 относитель-

но базисных систем (1.5)– (1.9) получаются на основе примеров 2.2, 2.16 и 2.22 для второй
нестационарной спектральной плотности 𝑆𝑊 , а также примеров 1.2, 1.3 и замечания 1.3 для
спектральной характеристики 𝐹 .

Далее можно воспользоваться формулой (2.89) для погрешности аппроксимации 𝜀𝑅𝑌
корре-

ляционной функции 𝑅𝑌 (·) при заданных значениях 𝐿, когда функция приближенно представ-
ляется в виде частичной суммы (1.121) — функции 𝑅̃𝑌 (·), что соответствует усечению второй
нестационарной спектральной плотности (двумерной спектральной характеристики корреля-
ционной функции) с порядком 𝐿. Результаты вычислений приведены в табл. 2.6.

Таблица 2.6. Погрешности аппроксимации 𝜀𝑅𝑌

Базис 𝐿 = 4 𝐿 = 8 𝐿 = 16 𝐿 = 32 𝐿 = 64 𝐿 = 128 𝐿 = 256

{𝑃 (𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.013515 0.004230 0.001431 0.000496 0.000174 0.000061 0.000022
{𝐶(𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.017852 0.005613 0.001865 0.000639 0.000222 0.000078 0.000027
{𝑊̂ (𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.036309 0.019514 0.010089 0.005127 0.002584 0.001297 0.000650
{𝑋̂(𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.036309 0.019514 0.010089 0.005127 0.002584 0.001297 0.000650
{𝐹 (𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.016638 0.005126 0.001691 0.000578 0.000201 0.000071 0.000025
{𝑆(𝑖, ·)}∞𝑖=1 0.006055 0.002352 0.000872 0.000316 0.000113 0.000040 0.000014

Из результатов вычислений, приведенных в табл. 2.6, находим 𝜀𝑅𝑌
≈ 𝑐/𝐿𝛾, где 𝑐 > 0 —

константа, зависящая от базисной системы, 𝛾 = 1 для функций Уолша и Хаара и 𝛾 = 3/2 для
остальных применяемых базисных систем. Минимальная погрешность достигается при выборе
базисной системы {𝑆(𝑖, ·)}∞𝑖=1 собственных функций. При T = [0, 𝑇 ] найденные погрешности
аппроксимации достаточно умножить на коэффициент 𝑇 2, что следует из примеров 1.20 и 2.22.

Добавим, что погрешность, соответствующая тригонометрическим функциям, сопоставима
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с остальными погрешностями в отличие от примера 2.22. Здесь важно, что на границе квадрата
T2 = [0, 1]× [0, 1] значения функции 𝑅𝑌 (·) равны нулю. Графики функций 𝑅𝑌 (·) (точки) и
𝑅̃𝑌 (·) (линии) при 𝐿 = 32 изображены на рис. 2.5.

Рис. 2.5. Графики корреляционной функции 𝑅𝑌 (·) и ее аппроксимации 𝑅̃𝑌 (·)
с помощью тригонометрических функций

Перейдем к среднеквадратическим погрешностям аппроксимации 𝜀𝑌 броуновского моста
𝑌 (·) (см. табл. 2.7). Они получены с помощью формулы (2.92) при заданных значениях 𝐿,
т.е. в предположении, что броуновский мост представляется в виде частичной суммы (2.87)
— случайного процесса 𝑌 (·), а это соответствует усечению его спектральной характеристи-
ки с порядком 𝐿. При вычислении данных погрешностей нужно вычислить квадрат нормы
случайного процесса 𝑌 (·) при 𝑇 = 1 (см. свойства спектрального преобразования случайных
процессов в разд. 2.2): ∫︁ 1

0

𝐷𝑌 (𝑡)𝑑𝑡 =

∫︁ 1

0

𝑅𝑌 (𝑡, 𝑡)𝑑𝑡 =

∫︁ 1

0

(𝑡− 𝑡2)𝑑𝑡 =
1

6
.

Таблица 2.7. Погрешности аппроксимации 𝜀𝑌

Базис 𝐿 = 4 𝐿 = 8 𝐿 = 16 𝐿 = 32 𝐿 = 64 𝐿 = 128 𝐿 = 256

{𝑃 (𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.031746 0.015686 0.007820 0.003907 0.001953 0.000977 0.000488
{𝐶(𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.028566 0.013464 0.006531 0.003216 0.001596 0.000795 0.000397
{𝑊̂ (𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.036458 0.019531 0.010091 0.005127 0.002584 0.001297 0.000650
{𝑋̂(𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.036458 0.019531 0.010091 0.005127 0.002584 0.001297 0.000650
{𝐹 (𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.026340 0.012795 0.006349 0.003168 0.001583 0.000792 0.000396
{𝑆(𝑖, ·)}∞𝑖=1 0.022425 0.011906 0.006139 0.003117 0.001571 0.000788 0.000395

Из данных в табл. 2.7 находим, что 𝜀𝑌 ≈ 𝑐/𝐿𝛾, где 𝑐 > 0 — константа, зависящая от ба-
зисной системы; 𝛾 = 1 для всех применяемых базисных систем. При условии T = [0, 𝑇 ] можно
показать, что эта погрешность зависит от 𝑇 так же, как и погрешности 𝜀𝑅𝑌

и 𝜀𝑅𝑌
. �

Пример 2.24. Вычислить погрешности аппроксимации корреляционной функции
𝑅𝑋(𝑡, 𝜏) = 𝜎2(e𝜇(𝑡+𝜏) − e𝜇 |𝑡−𝜏 |)/(2𝜇) и среднеквадратическую погрешность аппроксимации
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процесса Орнштейна–Уленбека 𝑋(·) при его приближенном представлении в виде частичной
суммы ряда (2.6), используя косинусоиды (1.6); 𝑡, 𝜏 ∈ T = [0, 1], 𝜇 = ±1,±2,±3, 𝜎 = 1. По-
рядки усечения спектральных характеристик (нестационарных спектральных плотностей):
𝐿 = 4, 8, . . . , 256.

� Найдем квадрат нормы корреляционной функции𝑅𝑋(·) при 𝑇 =1 и заданном значении 𝜎:

‖𝑅𝑋(·)‖2𝐿2(T2) =

∫︁ 1

0

∫︁ 1

0

(e𝜇(𝑡+𝜏) − e𝜇 |𝑡−𝜏 |)2

4𝜇2
𝑑𝑡𝑑𝜏 =

1

2𝜇2

∫︁ 1

0

[︂ ∫︁ 𝑡

0

(e𝜇(𝑡+𝜏) − e𝜇(𝑡−𝜏))2𝑑𝜏

]︂
𝑑𝑡 =

=
1

2𝜇2

∫︁ 1

0

e4𝜇𝑡−4𝜇𝑡e2𝜇𝑡−1

2𝜇
𝑑𝑡 =

e4𝜇−4(2𝜇−1)e2𝜇−4𝜇−5

16𝜇4
.

Применим результаты примера 2.17, в котором представлена вторая нестационарная спект-
ральная плотность 𝑆𝑋 процесса Орнштейна–Уленбека 𝑋(·) относительно косинусоид при про-
извольных 𝜇 и 𝜎.

Как и ранее (см. примеры 2.22 и 2.23), воспользуемся формулой (2.89) для погрешности ап-
проксимации 𝜀𝑅𝑋

корреляционной функции 𝑅𝑋(·) при заданных значениях 𝐿, когда функция
приближенно представляется в виде частичной суммы (1.121) — функции 𝑅̃𝑋(·), что соответ-
ствует усечению второй нестационарной спектральной плотности (двумерной спектральной
характеристики корреляционной функции) с порядком 𝐿. Результаты вычислений приведены
в табл. 2.8, а графики функций 𝑅𝑋(·) (точки) и 𝑅̃𝑋(·) (линии) при 𝜇 = −1 и 𝐿 = 32 показаны
на рис. 2.6.

Таблица 2.8. Погрешности аппроксимации 𝜀𝑅𝑋

𝐿 = 4 𝐿 = 8 𝐿 = 16 𝐿 = 32 𝐿 = 64 𝐿 = 128 𝐿 = 256

𝜇 = −3 0.011304 0.003809 0.001295 0.000448 0.000156 0.000055 0.000019
𝜇 = −2 0.013029 0.004246 0.001429 0.000492 0.000172 0.000060 0.000021
𝜇 = −1 0.015698 0.004991 0.001666 0.000572 0.000199 0.000070 0.000025
𝜇 = 1 0.035851 0.013043 0.004642 0.001643 0.000581 0.000205 0.000073
𝜇 = 2 0.202646 0.070305 0.024489 0.008580 0.003018 0.001064 0.000376
𝜇 = 3 1.318793 0.449076 0.154296 0.053654 0.018802 0.006617 0.002334

Рис. 2.6. Графики корреляционной функции 𝑅𝑋(·) и ее аппроксимации 𝑅̃𝑋(·)
с помощью косинусоид
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Вторую нестационарную спектральную плотность 𝑆𝑋 можно выразить по формуле (2.59), в
которой 𝐴 = (𝑃 − 𝜇𝐸)−1 (см. пример 2.17). Здесь 𝑃 — усеченная спектральная характеристика
оператора дифференцирования с учетом начального значения (см. разд. 1.7), а 𝐸 — единич-
ная матрица. В этом случае применяется формула (2.91) для погрешности аппроксимации
𝜀𝑅𝑋

корреляционной функции 𝑅𝑋(·) при заданных значениях 𝐿, когда функция приближен-
но представляется в виде частичной суммы (1.121) при неточном вычислении коэффициентов
разложения — функции 𝑅̄𝑋(·) (см. разд. 1.10). Эти погрешности приведены в табл. 2.9.

Таблица 2.9. Погрешности аппроксимации 𝜀𝑅𝑋

𝐿 = 4 𝐿 = 8 𝐿 = 16 𝐿 = 32 𝐿 = 64 𝐿 = 128 𝐿 = 256

𝜇 = −3 0.017225 0.007243 0.002746 0.000982 0.000342 0.000118 0.000041
𝜇 = −2 0.022293 0.008657 0.003150 0.001110 0.000386 0.000134 0.000047
𝜇 = −1 0.030114 0.010615 0.003678 0.001268 0.000438 0.000152 0.000053
𝜇 = 1 0.083916 0.030087 0.011138 0.004163 0.001559 0.000583 0.000217
𝜇 = 2 1.078444 0.346388 0.107223 0.035799 0.012635 0.004582 0.001680
𝜇 = 3 9.398972 5.197821 1.659714 0.446938 0.124428 0.037719 0.012380

Погрешности 𝜀𝑅𝑋
больше, чем соответствующие погрешности 𝜀𝑅𝑋

. Но из результатов вы-
числений, приведенных в табл. 2.8 и 2.9, можно сделать следующий вывод: 𝜀𝑅𝑋

, 𝜀𝑅𝑋
≈ 𝑐/𝐿𝛾,

где 𝑐 > 0 — константа, зависящая от параметра 𝜇; 𝛾 = 3/2.
Далее рассмотрим среднеквадратические погрешности аппроксимации 𝜀𝑋 и 𝜀𝑋 процесса

Орнштейна–Уленбека 𝑋(·) (см. табл. 2.10 и 2.11). Они получены с помощью формул (2.92)
и (2.94) при заданных значениях 𝐿, т.е. в предположении, что процесс Орнштейна–Уленбека
представляется в виде частичной суммы (2.87). В первом варианте речь идет о случайном про-
цессе 𝑋̃(·), его спектральная характеристика — это усеченная спектральная характеристика
случайного процесса 𝑋(·), а во втором варианте — о случайном процессе 𝑋̄(·), элементы его
усеченной спектральной характеристики определяются неточно. При вычислении 𝜀𝑋 предпо-
лагается, что у усеченной спектральной характеристики 𝐴 неточно найдены элементы. Это
типичная ситуация, когда в формулу 𝐴 = (𝑃 − 𝜇𝐸)−1 подставляется усеченная спектральная
характеристика 𝑃 (спектральная характеристика 𝐴 относительно косинусоид при произволь-
ных 𝜇 ̸= 0 и 𝜎 представлена в примере 2.17). Для вычисления этих погрешностей требуется
квадрат нормы случайного процесса 𝑋(·) при 𝑇 = 1 и заданном значении 𝜎 (см. свойства
спектрального преобразования случайных процессов в разд. 2.2):∫︁ 1

0

𝐷𝑋(𝑡)𝑑𝑡 =

∫︁ 1

0

𝑅𝑋(𝑡, 𝑡)𝑑𝑡 =

∫︁ 1

0

e2𝜇𝑡 − 1

2𝜇
𝑑𝑡 =

e2𝜇 − 2𝜇− 1

4𝜇2
.

Из данных в табл. 2.10 и 2.11 находим, что 𝜀𝑌 , 𝜀𝑌 ≈ 𝑐/𝐿𝛾 за исключением малых значений
𝐿 при 𝜇 > 0, где 𝑐 > 0 — константа, зависящая от параметра 𝜇; 𝛾 = 1.

При другом выборе параметра 𝜎 погрешности аппроксимации в табл. 2.8 и 2.9 нужно взять
с коэффициентом 𝜎2, а погрешности аппроксимации в табл. 2.10 и 2.11 — с коэффициентом
𝜎4. �
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Таблица 2.10. Погрешности аппроксимации 𝜀𝑋

Базис 𝐿 = 4 𝐿 = 8 𝐿 = 16 𝐿 = 32 𝐿 = 64 𝐿 = 128 𝐿 = 256

𝜇 = −3 0.027472 0.013348 0.006518 0.003214 0.001595 0.000795 0.000397
𝜇 = −2 0.028039 0.013411 0.006525 0.003215 0.001595 0.000795 0.000397
𝜇 = −1 0.028484 0.013459 0.006531 0.003216 0.001596 0.000795 0.000397
𝜇 = 1 0.029161 0.013548 0.006542 0.003217 0.001596 0.000795 0.000397
𝜇 = 2 0.035363 0.014285 0.006631 0.003228 0.001597 0.000795 0.000397
𝜇 = 3 0.108179 0.022673 0.007618 0.003347 0.001612 0.000797 0.000397

Таблица 2.11. Погрешности аппроксимации 𝜀𝑋

Базис 𝐿 = 4 𝐿 = 8 𝐿 = 16 𝐿 = 32 𝐿 = 64 𝐿 = 128 𝐿 = 256

𝜇 = −3 0.039110 0.018856 0.008629 0.003939 0.001828 0.000867 0.000418
𝜇 = −2 0.043484 0.019779 0.008802 0.003969 0.001834 0.000868 0.000418
𝜇 = −1 0.049158 0.020833 0.008987 0.004000 0.001839 0.000868 0.000419
𝜇 = 1 0.072186 0.024361 0.009535 0.004086 0.001852 0.000870 0.000419
𝜇 = 2 0.316653 0.052320 0.012767 0.004495 0.001907 0.000878 0.000420
𝜇 = 3 5.069663 1.030873 0.104306 0.012289 0.002680 0.000967 0.000431

Выводы по главе 2

1. Приведены определения спектральных характеристик математического ожидания, кор-
реляционной функции и моментной функции второго порядка случайного процесса.

2. Определены спектральные характеристики случайных процессов и случайных линейных
функционалов, приведены их основные свойства.

3. Получены спектральные представления винеровского и центрированного пуассоновского
процессов, а также связанных с ними случайных линейных функционалов: гауссовского
и пуассоновского белых шумов.

4. Разработано алгоритмическое обеспечение представления случайных процессов в спект-
ральной форме математического описания систем управления.

5. Получены спектральные представления стохастических интегралов: интегралов Стра-
тоновича и Ито по винеровскому процессу и интеграла Огавы по центрированному
пуассоновскому процессу, также приведен общий случай стохастического 𝜃-интеграла
по винеровскому процессу.

6. Определены спектральные характеристики случайных линейных операторов на примере
оператора умножения на случайный процесс и операторов стохастического интегриро-
вания.

Основные результаты опубликованы в работах [151,159,163,341,346].



ГЛАВА 3

СПЕКТРАЛЬНЫЙ МЕТОД АНАЛИЗА И СТАТИСТИЧЕСКОГО

МОДЕЛИРОВАНИЯ ЛИНЕЙНЫХ НЕПРЕРЫВНЫХ

СТОХАСТИЧЕСКИХ СИСТЕМ

3.1. Описание стохастических систем дифференциальными уравнениями

Стохастическим дифференциальным уравнением Ито называется следующее соотношение
[37,84,102]:

𝑑𝑋(𝑡) = 𝑓
(︀
𝑡,𝑋(𝑡)

)︀
𝑑𝑡+ 𝜎

(︀
𝑡,𝑋(𝑡)

)︀
𝑑𝑊 (𝑡), 𝑋(𝑡0) = 𝑋0, (3.1)

в котором 𝑋(·) — 𝑛-мерный случайный процесс, 𝑡 ∈ T = [𝑡0, 𝑇 ] — время, 𝑊 (·) — 𝑠-мерный
стандартный винеровский процесс, 𝑋0 — случайный вектор (𝑋0 и 𝑊 (·) независимы),
𝑓(·) : T×R𝑛 → R𝑛 — вектор-функция, 𝜎(·) : T×R𝑛 → R𝑛×𝑠 — матричная функция:

𝑋(𝑡) =
[︀
𝑋1(𝑡) 𝑋2(𝑡) . . . 𝑋𝑛(𝑡)

]︀T
, 𝑊 (𝑡) =

[︀
𝑊1(𝑡) 𝑊2(𝑡) . . . 𝑊𝑠(𝑡)

]︀T
,

𝑓(𝑡, 𝑥) =
[︀
𝑓1(𝑡, 𝑥) 𝑓2(𝑡, 𝑥) . . . 𝑓𝑛(𝑡, 𝑥)

]︀T
, 𝜎(𝑡, 𝑥) =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
𝜎11(𝑡, 𝑥) 𝜎12(𝑡, 𝑥) . . . 𝜎1𝑠(𝑡, 𝑥)

𝜎21(𝑡, 𝑥) 𝜎22(𝑡, 𝑥) . . . 𝜎2𝑠(𝑡, 𝑥)
...

... . . . ...
𝜎𝑛1(𝑡, 𝑥) 𝜎𝑛2(𝑡, 𝑥) . . . 𝜎𝑛𝑠(𝑡, 𝑥)

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦ ,
где 𝑥 = [𝑥1 𝑥2 . . . 𝑥𝑛 ]T.

Как и ранее, [ · ]T означает транспонирование вектора или матрицы.
Решением уравнения (3.1) называется векторный случайный процесс 𝑋(·), который пред-

ставляется в виде

𝑋(𝑡) = 𝑋0 +

∫︁ 𝑡

𝑡0

𝑓
(︀
𝜏,𝑋(𝜏)

)︀
𝑑𝜏 +

∫︁ 𝑡

𝑡0

𝜎
(︀
𝜏,𝑋(𝜏)

)︀
𝑑𝑊 (𝜏),

где первый интеграл в правой части понимается в среднеквадратическом смысле, а второй
представляет собой стохастический интеграл Ито (см. разд. 2.3).

Наряду с уравнение (3.1) будем использовать симметризованное стохастическое дифферен-
циальное уравнение Стратоновича [84,102]:

𝑑𝑋(𝑡) = 𝑎
(︀
𝑡,𝑋(𝑡)

)︀
𝑑𝑡+ 𝜎

(︀
𝑡,𝑋(𝑡)

)︀
∘ 𝑑𝑊 (𝑡), 𝑋(𝑡0) = 𝑋0, (3.2)

для которого добавляется обозначение вектор-функции 𝑎(·) : T×R𝑛 → R𝑛:

𝑎(𝑡, 𝑥) =
[︀
𝑎1(𝑡, 𝑥) 𝑎2(𝑡, 𝑥) . . . 𝑎𝑛(𝑡, 𝑥)

]︀T
.
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Решением уравнения (3.2) называется векторный случайный процесс 𝑋(·), который пред-
ставляется в виде

𝑋(𝑡) = 𝑋0 +

∫︁ 𝑡

𝑡0

𝑎
(︀
𝜏,𝑋(𝜏)

)︀
𝑑𝜏 +

∫︁ 𝑡

𝑡0

𝜎
(︀
𝜏,𝑋(𝜏)

)︀
∘ 𝑑𝑊 (𝜏),

где первый интеграл в правой части, как и ранее, понимается в среднеквадратическом смысле,
а второй — стохастический интеграл Стратоновича (см. разд. 2.3).

Связь между стохастическими интегралами Ито и Стратоновича выражается формулой
[4,102,106] (см. также формулу (2.38)):∫︁ 𝑡

𝑡0

𝜎𝑖*
(︀
𝜏,𝑋(𝜏)

)︀
∘ 𝑑𝑊 (𝜏) =

∫︁ 𝑡

𝑡0

𝜎𝑖*
(︀
𝜏,𝑋(𝜏)

)︀
𝑑𝑊 (𝜏) +

+
1

2

∫︁ 𝑡

𝑡0

tr

[︂
𝜎T

(︀
𝜏,𝑋(𝜏)

)︀ 𝜕𝜎𝑖*(︀𝜏,𝑋(𝜏)
)︀

𝜕𝑥

]︂
𝑑𝜏, 𝑡 > 𝑡0,

в которой 𝜎𝑖*(·) — строка матричной функции 𝜎(·) с номером 𝑖, tr[ · ] — след матрицы (сумма
диагональных элементов). Таким образом,

𝑓(𝑡, 𝑥) = 𝑎(𝑡, 𝑥) +
1

2

𝑠∑︁
𝑙=1

𝜕𝜎*𝑙(𝑡, 𝑥)

𝜕𝑥
𝜎*𝑙(𝑡, 𝑥), 𝑎(𝑡, 𝑥) = 𝑓(𝑡, 𝑥)− 1

2

𝑠∑︁
𝑙=1

𝜕𝜎*𝑙(𝑡, 𝑥)

𝜕𝑥
𝜎*𝑙(𝑡, 𝑥), (3.3)

где 𝜎*𝑙(·) — столбец матричной функции 𝜎(·) с номером 𝑙.
Дополнительно отметим, что если функция 𝜎(·) зависит только от времени, то функции 𝑓(·)

и 𝑎(·) совпадают. В этом случае не будем оговаривать, в каком смысле понимается уравнение,
задающее случайный процесс 𝑋(·).

Уравнения (3.1) или (3.2) описывают поведение нелинейной стохастической системы управ-
ления, для которой 𝑋 = 𝑋(𝑡) — вектор состояния.

Определим матричную функцию 𝑔(·) : T×R𝑛 → R𝑛×𝑛: 𝑔(𝑡, 𝑥) = 𝜎(𝑡, 𝑥)𝜎T(𝑡, 𝑥), т.е.

𝑔(𝑡, 𝑥) =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
𝑔11(𝑡, 𝑥) 𝑔12(𝑡, 𝑥) . . . 𝑔1𝑛(𝑡, 𝑥)

𝑔21(𝑡, 𝑥) 𝑔22(𝑡, 𝑥) . . . 𝑔2𝑛(𝑡, 𝑥)
...

... . . . ...
𝑔𝑛1(𝑡, 𝑥) 𝑔𝑛2(𝑡, 𝑥) . . . 𝑔𝑛𝑛(𝑡, 𝑥)

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦ ,
𝑔𝑖𝑗(𝑡, 𝑥) =

𝑠∑︁
𝑙=1

𝜎𝑖𝑙(𝑡, 𝑥)𝜎𝑗𝑙(𝑡, 𝑥),

𝑖, 𝑗 = 1, 2, . . . , 𝑛.

Функции 𝑓𝑖(·), 𝑎𝑖(·) и 𝑔𝑖𝑗(·) называются соответственно коэффициентами сноса и диффузии,
𝑖, 𝑗 = 1, 2, . . . , 𝑛; функции 𝑓(·) и 𝑎(·) называются векторами сноса, а 𝑔(·) — матрицей диффузии,
или диффузионной матрицей.

Коэффициенты сноса и диффузии — это локальные вероятностные характеристики коор-
динат случайного процесса 𝑋(·), а именно локальная скорость изменения математического
ожидания и ковариационной матрицы вектора состояния [25,105,229].

Остановимся на условиях существования и единственности решений стохастических диф-
ференциальных уравнений на примере уравнения Ито (3.1). Как правило [102], достаточно
полагать, что функции 𝑓𝑖(·) и 𝜎𝑖𝑙(·), 𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑛 и 𝑙 = 1, 2, . . . , 𝑠, измеримы на множестве
T×R𝑛, удовлетворяют условию линейного роста: существует такая постоянная 𝐶1 > 0, что

|𝑓(𝑡, 𝑥)|+ |𝜎(𝑡, 𝑥)| 6 𝐶1 (1 + |𝑥|), 𝑡 ∈ T, 𝑥 ∈ R𝑛,

и условию Липшица: существует такая постоянная 𝐶2 > 0, что

|𝑓(𝑡, 𝑥)− 𝑓(𝑡, 𝑦)|+ ‖𝜎(𝑡, 𝑥)− 𝜎(𝑡, 𝑦)‖ 6 𝐶2 |𝑥− 𝑦|, 𝑡 ∈ T, 𝑥, 𝑦 ∈ R𝑛,
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где

|𝑥|2 =
𝑛∑︁
𝑖=1

𝑥2𝑖 , |𝑓(𝑡, 𝑥)|2 =
𝑛∑︁
𝑖=1

𝑓 2
𝑖 (𝑡, 𝑥), ‖𝜎(𝑡, 𝑥)‖2 =

𝑛∑︁
𝑖=1

𝑠∑︁
𝑙=1

𝜎2
𝑖𝑙(𝑡, 𝑥).

Эти условия можно усиливать, например полагать, что функция 𝑓(·) непрерывна по вре-
мени и непрерывно дифференцируема по координатам вектора состояния, а функция 𝜎(·)
непрерывна по времени и дважды непрерывно дифференцируема по координатам вектора
состояния. Можно, напротив, использовать более слабые условия, а именно измеримость и
ограниченность.

Ограничения на функции 𝑓(·) и 𝜎(·) связаны, в первую очередь, с тем, в каком смысле
понимается решение уравнения (3.1): сильном или слабом. Ослабление условий на функцию
𝑓(·), как правило, приводит к усилению условий на функцию 𝜎(·) и наоборот. Кроме того,
существенно, является ли стохастическая система управления одномерной или нет (при 𝑛 = 1

некоторые условия могут быть ослаблены по сравнению со случаем 𝑛 > 1). Более подробно и
строго вопросы существования и единственности решений стохастических дифференциальных
уравнений Ито изложены в работах [15, 37, 71, 96, 102]. Связи этих условий с существованием
и единственностью решений стохастических дифференциальных уравнений Стратоновича об-
суждаются в книге [84].

3.2. Уравнение Фоккера –Планка –Колмогорова

Наиболее полно случайный вектор 𝑋 характеризуется функцией распределения 𝐹 (𝑥) =

= 𝐹 (𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛) [71]: 𝐹 (𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛) = P{𝑋1 < 𝑥1, 𝑋2 < 𝑥2, . . . , 𝑋𝑛 < 𝑥𝑛}, где P — вероят-
ностная мера (вероятность) (см. разд. 2.1).

Функция распределения не слишком удобна для дальнейшего изложения, поэтому будем
предполагать, что она представляется в виде

𝐹 (𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛) =

∫︁ 𝑥1

−∞

∫︁ 𝑥2

−∞
. . .

∫︁ 𝑥𝑛

−∞
𝜙(𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛)𝑑𝑥1𝑑𝑥2 . . . 𝑑𝑥𝑛,

т.е.
𝜙(𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛) =

𝜕𝑛𝐹 (𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛)

𝜕𝑥1𝜕𝑥2 . . . 𝜕𝑥𝑛
,

где 𝜙(𝑥) = 𝜙(𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛) — плотность вероятности (плотность распределения вероятностей)
случайного вектора 𝑋.

Плотность вероятности 𝜙(·) вектора состояния 𝑋 стохастической системы управления, ко-
торая задана уравнением Ито (3.1), удовлетворяет уравнению Фоккера–Планка–Колмогоро-
ва , или прямому уравнению Колмогорова [25, 71, 102, 106, 125, 229]. Оно является дифферен-
циальным уравнением в частных производных второго порядка параболического типа:

𝜕𝜙(𝑡, 𝑥)

𝜕𝑡
= −

𝑛∑︁
𝑖=1

𝜕

𝜕𝑥𝑖

[︀
𝑓𝑖(𝑡, 𝑥)𝜙(𝑡, 𝑥)

]︀
+

1

2

𝑛∑︁
𝑖=1

𝑛∑︁
𝑗=1

𝜕2

𝜕𝑥𝑖𝜕𝑥𝑗

[︀
𝑔𝑖𝑗(𝑡, 𝑥)𝜙(𝑡, 𝑥)

]︀
. (3.4)

Плотность вероятности начального вектора состояния 𝑋0 обозначим 𝜙0(·), предполагая,
что она задана. Эта функция определяет начальное условие для уравнения (3.4):

𝜙(𝑡0, 𝑥) = 𝜙0(𝑥). (3.5)
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Кратко соотношения (3.4), (3.5) будем записывать в форме
𝜕𝜙(𝑡, 𝑥)

𝜕𝑡
= 𝒜𝜙(𝑡, 𝑥), 𝜙(𝑡0, 𝑥) = 𝜙0(𝑥), (3.6)

где 𝒜 — дифференциальный оператор, заданный выражением

𝒜𝜙(𝑡, 𝑥) = −
𝑛∑︁
𝑖=1

𝜕

𝜕𝑥𝑖

[︀
𝑓𝑖(𝑡, 𝑥)𝜙(𝑡, 𝑥)

]︀
+

1

2

𝑛∑︁
𝑖,𝑗=1

𝜕2

𝜕𝑥𝑖𝜕𝑥𝑗

[︀
𝑔𝑖𝑗(𝑡, 𝑥)𝜙(𝑡, 𝑥)

]︀
, (3.7)

и дополнительно определим сопряженный дифференциальный оператор 𝒜*:

𝒜*𝜓(𝑡, 𝑥) =
𝑛∑︁
𝑖=1

𝑓𝑖(𝑡, 𝑥)
𝜕𝜓(𝑡, 𝑥)

𝜕𝑥𝑖
+

1

2

𝑛∑︁
𝑖,𝑗=1

𝑔𝑖𝑗(𝑡, 𝑥)
𝜕2𝜓(𝑡, 𝑥)

𝜕𝑥𝑖𝜕𝑥𝑗
. (3.8)

Оператор 𝒜 называется прямым производящим оператором, а 𝒜* — обратным производя-
щим оператором случайного процесса 𝑋(·) [71, 102,106,229].

Уравнение (3.6) является уравнением сохранения вероятности [229]. Это означает, что∫︁
R𝑛

𝜙0(𝑥)𝑑𝑥 =

∫︁
R𝑛

𝜙(𝑡, 𝑥)𝑑𝑥 = 1 ∀ 𝑡 ∈ T, (3.9)

следовательно, выполняется краевое условие 𝜙(𝑡, 𝑥)|𝑥=∞ = 0.
Условия на функции 𝑓(·) и 𝜎(·), указанные в разд. 3.1, тесно связаны с условиями суще-

ствования решения уравнения Фоккера–Планка–Колмогорова и с тем, в каком смысле это
решение определяется [25, 258]. Если в классическом смысле, то 𝜙(·) — непрерывно диффе-
ренцируемая по времени и дважды непрерывно дифференцируемая по координатам вектора
состояния функция. Если же решение понимается в обобщенном смысле, то функция 𝜙(·)
может быть негладкой и допускать разрывы первого рода [106].

3.3. Спектральный метод решения

линейных стохастических дифференциальных уравнений

Одномерный случай. Применим спектральную форму математического описания для
представления решения линейного стохастического дифференциального уравнения Страто-
новича:

𝑑𝑋(𝑡) =
(︀
𝑎(𝑡)𝑋(𝑡) + 𝑏(𝑡)𝑔(𝑡)

)︀
𝑑𝑡+

(︀
𝑐(𝑡)𝑋(𝑡) + 𝑑(𝑡)

)︀
∘ 𝑑𝑊 (𝑡), 𝑋(𝑡0) = 𝑋0, (3.10)

где 𝑋(·) — случайный процесс, 𝑡 ∈ T = [𝑡0, 𝑇 ]; 𝑎(·), 𝑏(·), 𝑐(·), 𝑑(·) и 𝑔(·) — заданные интегриру-
емые функции, 𝑑(·), 𝑔(·) ∈ 𝐿2(T); 𝑊 (·) — стандартный винеровский процесс; 𝑋0 — случайная
величина с конечным моментом второго порядка: E𝑋2

0 <∞.
Будем использовать интегральную форму записи уравнения (3.10):

𝑋(𝑡) = 𝑋0 +

∫︁ 𝑡

𝑡0

(︀
𝑎(𝜏)𝑋(𝜏) + 𝑏(𝜏)𝑔(𝜏)

)︀
𝑑𝜏 +

∫︁ 𝑡

𝑡0

(︀
𝑐(𝜏)𝑋(𝜏) + 𝑑(𝜏)

)︀
∘ 𝑑𝑊 (𝜏), (3.11)

где первый интеграл в правой части понимается в среднеквадратическом смысле, а второй
— стохастический интеграл Стратоновича [4, 77]. Кроме того, в некоторых ситуациях удобно
применять форму Ланжевена [300]:

𝑋̇(𝑡) = 𝑎(𝑡)𝑋(𝑡) + 𝑏(𝑡)𝑔(𝑡) +
(︀
𝑐(𝑡)𝑋(𝑡) + 𝑑(𝑡)

)︀
𝑉 (𝑡), 𝑋(𝑡0) = 𝑋0, (3.12)

где 𝑉 (·) — гауссовский белый шум, соответствующий винеровскому процессу 𝑊 (·) в смысле
соотношения (2.27). Уравнения (3.10)– (3.12) будем считать эквивалентными.
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Линейность уравнения (3.10) и конечность второго момента случайной величины 𝑋0 обес-
печивает существование и единственность решения, а также условие E𝑋2(𝑡) <∞ [37, 102].
Уравнение (3.10) служит математической моделью одномерной линейной стохастической сис-
темы управления, для которой 𝑔(·) — детерминированный входной сигнал, 𝑋(·) — случайный
выходной сигнал.

Задача анализа выходных процессов одномерной линейной стохастической системы управ-
ления состоит в нахождении выходного сигнала 𝑋(·) по заданной математической модели
(3.10)– (3.12) и входному сигналу 𝑔(·) (на рис. 3.1 показана соответствующая структурная
схема). Таким образом, задача анализа выходных процессов заключается в нахождении реше-
ния стохастического дифференциального уравнения (3.10).

Рис. 3.1. Структурная схема линейной стохастической системы

Использование в качестве математической модели стохастического дифференциального
уравнения Стратоновича обеспечивает возможность формального применения таких же пра-
вил интегрирования и дифференцирования для случайного процесса 𝑋(·), как если бы 𝑋(·)
была гладкой неслучайной функцией, что упрощает применение спектрального преобразова-
ния.

При 𝑐(𝑡) ≡ 0 и 𝑑(𝑡) ̸= 0 уравнения (3.10)– (3.12) задают линейную стохастическую систему
с аддитивным шумом, а при 𝑐(𝑡) ̸= 0 и 𝑑(𝑡) ≡ 0 — линейную стохастическую систему с мульти-
пликативным шумом. Отметим, что если трактовать гауссовский белый шум 𝑉 (·) как входной
сигнал, то при 𝑐(𝑡) ̸= 0 систему следует называть билинейной.

Пусть {𝑞(𝑖, ·)}∞𝑖=0 — базисная система пространства 𝐿2(T) (см. разд. 1.1). Воспользуемся
для решения стохастического дифференциального уравнения (3.10), т.е. задачи анализа вы-
ходных процессов, спектральной формой математического описания, представляя все элемен-
ты уравнения (3.11) спектральными характеристиками. Введем следующие обозначения для
спектральных характеристик, определенных относительно базисной системы {𝑞(𝑖, ·)}∞𝑖=0:

1) 1𝑡0 — спектральная характеристика единичной ступенчатой функции 1((·)− 𝑡0) (см.
разд. 1.1 и формулу (1.28));

2) ∆𝑡0 — спектральная характеристика дельта-функции 𝛿((·)− 𝑡0) (см. разд. 1.1 и формулу
(1.34));

3) 𝐺 и 𝐷 — спектральные характеристики функции 𝑔(·), т.е. входного сигнала, и функции
𝑑(·) соответственно (см. разд. 1.1);

4) 𝐴, 𝐵 и 𝐶 — спектральные характеристики операторов умножения на функции 𝑎(·), 𝑏(·)
и 𝑐(·) соответственно (см. разд. 1.5);

5) 𝑉 — спектральная характеристика оператора умножения функций (см. разд. 1.5);
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6) 𝑃−1 — спектральная характеристика оператора интегрирования (см. разд. 1.6);

7) 𝑃 — спектральная характеристика оператора дифференцирования с учетом начального
значения (см. разд. 1.7);

8) 𝒳 — спектральная характеристика случайного процесса 𝑋(·), т.е. выходного сигнала
(см. разд. 2.2);

9) 𝒱 — спектральная характеристика гауссовского белого шума 𝑉 (·) (см. разд. 2.3 и выра-
жение (2.26));

10) 𝑃−1,𝒱 — спектральная характеристика оператора стохастического интегрирования по
винеровскому процессу (см. разд. 2.7).

Применим спектральное преобразование к левой и правой частям уравнения (3.11) с учетом
свойства линейности (2.8):

S
[︀
𝑋(·)

]︀
= S

[︂
𝑋0 +

∫︁ (·)

𝑡0

(︀
𝑎(𝜏)𝑋(𝜏) + 𝑏(𝜏)𝑔(𝜏)

)︀
𝑑𝜏 +

∫︁ (·)

𝑡0

(︀
𝑐(𝜏)𝑋(𝜏) + 𝑑(𝜏)

)︀
∘ 𝑑𝑊 (𝜏)

]︂
=

= 𝑋0 S
[︀
1((·)− 𝑡0)

]︀
+ S

[︂ ∫︁ (·)

𝑡0

(︀
𝑎(𝜏)𝑋(𝜏) + 𝑏(𝜏)𝑔(𝜏)

)︀
𝑑𝜏

]︂
+

+ S
[︂ ∫︁ (·)

𝑡0

(︀
𝑐(𝜏)𝑋(𝜏) + 𝑑(𝜏)

)︀
∘ 𝑑𝑊 (𝜏)

]︂
, (3.13)

тогда по свойству (1.73) спектрального преобразования произведения функций одной пере-
менной

S
[︀
𝑎(·)𝑋(·) + 𝑏(·)𝑔(·)

]︀
= S

[︀
𝑎(·)𝑋(·)

]︀
+ S

[︀
𝑏(·)𝑔(·)

]︀
= 𝐴𝒳 +𝐵𝐺,

а по свойству (1.86) спектрального преобразования интегралов от функций одной переменной

S
[︂ ∫︁ (·)

𝑡0

(︀
𝑎(𝜏)𝑋(𝜏) + 𝑏(𝜏)𝑔(𝜏)

)︀
𝑑𝜏

]︂
= 𝑃−1(𝐴𝒳 +𝐵𝐺).

Далее, по свойству (1.73) спектрального преобразования произведения функций одной пе-
ременной

S
[︀
𝑐(·)𝑋(·) + 𝑑(·)

]︀
= S

[︀
𝑐(·)𝑋(·)

]︀
+ S

[︀
𝑑(·)

]︀
= 𝐶𝒳 +𝐷,

а с учетом формулы (2.78) и свойства (2.81) спектрального преобразования стохастического
интеграла Стратоновича

S
[︂ ∫︁ (·)

𝑡0

(︀
𝑐(𝜏)𝑋(𝜏) + 𝑑(𝜏)

)︀
∘ 𝑑𝑊 (𝜏)

]︂
= 𝑃−1,𝒱(𝐶𝒳 +𝐷) = 𝑃−1(𝑉 𝒱)(𝐶𝒳 +𝐷),

следовательно, соотношение (3.13) можно записать в форме

𝒳 = 𝑋01𝑡0 + 𝑃−1(𝐴𝒳 +𝐵𝐺) + 𝑃−1(𝑉 𝒱)(𝐶𝒳 +𝐷).

Умножая его слева на спектральную характеристику 𝑃 и принимая во внимание свойство
(1.95) и соотношение (1.96), находим

𝑃𝒳 −𝑋0∆𝑡0 = 𝐴𝒳 +𝐵𝐺+ (𝑉 𝒱)(𝐶𝒳 +𝐷). (3.14)

Отметим, что соотношение (3.14) получено в работах [155, 341] с помощью формального
применения спектрального преобразования к левой и правой частям уравнения (3.12):

S
[︀
𝑋̇(·)|𝑋(𝑡0)=𝑋0

]︀
= S

[︀
𝑎(·)𝑋(·) + 𝑏(·)𝑔(·) +

(︀
𝑐(·)𝑋(·) + 𝑑(·)

)︀
𝑉 (·)

]︀
=
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= S
[︀
𝑎(·)𝑋(·) + 𝑏(·)𝑔(·)

]︀
+ S

[︀(︀
𝑐(·)𝑋(·) + 𝑑(·)

)︀
𝑉 (·)

]︀
.

Действительно, пусть 𝐸𝒱 = 𝑉 𝒱 — двумерная спектральная характеристика случайного ли-
нейного функционала 𝒥 *𝑊

T2 , которая может рассматриваться как спектральная характеристика
оператора умножения на гауссовский белый шум 𝑉 (·) (см. теорему 2.3). Тогда

S
[︀(︀
𝑐(·)𝑋(·) + 𝑑(·)

)︀
𝑉 (·)

]︀
= 𝐸𝒱(𝐶𝒳 +𝐷) = (𝑉 𝒱)(𝐶𝒳 +𝐷).

Кроме того, по свойству спектрального преобразования производных функций одной пере-
менной с учетом начальных значений можно записать:

S
[︀
𝑋̇(·)|𝑋(𝑡0)=𝑋0

]︀
= 𝑃𝒳 −𝑋0∆𝑡0 ,

следовательно, получаем соотношение (3.14).
Таким образом, спектральная характеристика 𝒳 решения линейного стохастического диф-

ференциального уравнения Стратоновича (3.10) удовлетворяет уравнению

𝑃𝒳 − 𝐴𝒳 − (𝑉 𝒱)𝐶𝒳 = 𝑋0∆𝑡0 +𝐵𝐺+ (𝑉 𝒱)𝐷, (3.15)

поэтому
𝒳 =

(︀
𝑃 − 𝐴− (𝑉 𝒱)𝐶

)︀−1(︀
𝑋0∆𝑡0 +𝐵𝐺+ (𝑉 𝒱)𝐷

)︀
. (3.16)

Если 𝑐(𝑡) ≡ 0, то выражения (3.15) и (3.16) можно упростить и обойтись без спектральной
характеристики 𝑉 оператора умножения функций. К уже введенным обозначениям добавим
𝐷̃ — спектральную характеристику оператора умножения на функцию 𝑑(·). Согласно теореме
1.7 спектральные характеристики 𝐷̃ и 𝐷 связаны соотношением (1.78): 𝐷̃ = 𝑉 𝐷, и по свой-
ству симметричности спектральной характеристики 𝑉 имеем (𝑉 𝒱)𝐷 = (𝑉 𝐷)𝒱 = 𝐷̃𝒱 . Отсюда
переходим к уравнению

𝑃𝒳 − 𝐴𝒳 = 𝑋0∆𝑡0 +𝐵𝐺+ 𝐷̃𝒱 (3.17)

и его решению
𝒳 = (𝑃 − 𝐴)−1(𝑋0∆𝑡0 +𝐵𝐺+ 𝐷̃𝒱). (3.18)

Применяя обратное спектральное преобразование, получаем решение уравнения (3.10), т.е.
решение задачи анализа выходных процессов, в виде ряда. Согласно формуле обращения (2.7)

𝑋(·) = S−1[𝒳 ] =
∞∑︁
𝑖=0

𝒳𝑖𝑞(𝑖, ·), (3.19)

где коэффициенты разложения 𝒳𝑖 зависят от элементов спектральной характеристики (2.26)
белого шума, т.е. от счетного числа независимых случайных величин {𝜁𝑖}∞𝑖=0, имеющих стан-
дартное нормальное распределение, а также от случайной величины 𝑋0.

Приведем алгоритм решения стохастического дифференциального уравнения (3.10), или
анализа выходных процессов одномерных линейных стохастических систем спектральным ме-
тодом.

Алгоритм 3.1.

1. Выбрать базисную систему {𝑞(𝑖, ·)}∞𝑖=0 пространства 𝐿2(T).
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2. Найти спектральную характеристику 𝐺 входного сигнала 𝑔(·); спектральную характе-
ристику 𝒱 белого шума 𝑉 (·); спектральные характеристики 𝐴, 𝐵 и 𝐶 операторов умно-
жения на функции 𝑎(·), 𝑏(·) и 𝑐(·) соответственно; спектральную характеристику 𝑃 опе-
ратора дифференцирования с учетом начального значения; спектральную характеристи-
ку ∆𝑡0 дельта-функции 𝛿((·)− 𝑡0). Дополнительно при 𝑐(𝑡) ̸= 0 определить спектральную
характеристику 𝐷 функции 𝑑(·) и спектральную характеристику 𝑉 оператора умноже-
ния функций, а при 𝑐(𝑡) ≡ 0 — спектральную характеристику 𝐷̃ оператора умножения
на функцию 𝑑(·).

3. При 𝑐(𝑡) ̸= 0 записать уравнение (3.15) для спектральной характеристики 𝒳 выходного
сигнала 𝑋(·) и найти его решение (3.16). При 𝑐(𝑡) ≡ 0 записать уравнение (3.17) для
спектральной характеристики 𝒳 и найти его решение (3.18).

4. Применить обратное спектральное преобразование: найти выходной сигнал 𝑋(·) по
спектральной характеристике 𝒳 , используя формулу обращения (3.19).

Выполнение операций с бесконечными матрицами затрудняет нахождение выходного сиг-
нала точно, особенно это касается умножения и обращения бесконечных матриц [81, 107]. По-
этому перейдем к приближенному решению, используя тот же подход, что и при анализе вы-
ходных процессов линейных детерминированных систем, а именно усечение всех спектральных
характеристик до некоторого выбранного порядка 𝐿 [220–222]. Это означает, что все матрицы,
входящие в соотношения (3.14)– (3.18), являются конечными размера 𝐿 по каждому измере-
нию: 𝐿 для матриц-столбцов, 𝐿× 𝐿 для плоских и 𝐿× 𝐿× 𝐿 для пространственных матриц.
Тогда получается приближенное решение задачи анализа выходных процессов в виде частич-
ной суммы ряда (см. разд. 2.8):

𝑋(𝑡) ≈
𝐿−1∑︁
𝑖=0

𝒳𝑖𝑞(𝑖, 𝑡), 𝑡 ∈ T, (3.20)

где коэффициенты 𝒳𝑖 зависят от элементов усеченной спектральной характеристики 𝒱 , т.е. от
конечного числа 𝐿 независимых случайных величин {𝜁𝑖}𝐿−1

𝑖=0 , имеющих стандартное нормаль-
ное распределение, а также от случайной величины 𝑋0.

При приближенном решении задачи анализа выходных процессов дополнительно задается
порядок усечения спектральных характеристик 𝐿 и на шаге 4 алгоритма 3.1 применяется
формула (3.20) вместо (3.19). Чтобы получить реализацию спектральной характеристики 𝒳
и выборочную траекторию выходного сигнала 𝑋(·), достаточно воспользоваться алгоритмом
для реализаций спектральной характеристики 𝒱 и случайной величины 𝑋0.

По ансамблю реализаций спектральной характеристики 𝒳 могут быть получены оценки
первой и вторых нестационарных спектральных плотностей случайного процесса 𝑋(·) на ос-
нове формул (2.9)– (2.11). Выбирая количество реализаций 𝑀 (объем выборки) и обозначая
эти реализации, соответствующие реализациям 𝒱𝑘 спектральной характеристики 𝒱 и 𝑋𝑘

0 слу-
чайной величины 𝑋0, через 𝒳 𝑘, где 𝑘 = 1, 2, . . . ,𝑀 , имеем

1𝑆𝑋 =
1

𝑀

𝑀∑︁
𝑘=1

𝒳 𝑘, (3.21)
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𝑆𝑋 =
1

𝑀

𝑀∑︁
𝑘=1

(𝒳 𝑘 − 1𝑆𝑋)(𝒳 𝑘 − 1𝑆𝑋)T, 𝐵̂𝑋 =
1

𝑀

𝑀∑︁
𝑘=1

𝒳 𝑘 [𝒳 𝑘]T. (3.22)

Эти же соотношения применяются для усеченных спектральных характеристик. В свою
очередь, по ним можно найти погрешности аппроксимации математического ожидания и кор-
реляционной функции (см. разд. 2.8).

Оценка квадрата нормы случайного процесса 𝑋(·) в этом случае может быть записана
следующим образом:

E‖̂𝑋(·)‖2𝐿2(T)
= tr 𝐵̂𝑋 , (3.23)

а для центрированного случайного процесса

E‖̂𝑋(·)‖2𝐿2(T)
= tr𝑆𝑋 . (3.24)

Далее рассмотрим применение спектральной формы математического описания для пред-
ставления решения линейного стохастического дифференциального уравнения Ито:

𝑑𝑋(𝑡) =
(︀
𝑎0(𝑡)𝑋(𝑡) + 𝑏(𝑡)𝑔(𝑡) + 𝑏0(𝑡)

)︀
𝑑𝑡+

(︀
𝑐(𝑡)𝑋(𝑡) + 𝑑(𝑡)

)︀
𝑑𝑊 (𝑡), 𝑋(𝑡0) = 𝑋0, (3.25)

где отличие от уравнения (3.10) состоит в использовании интегрируемой функции 𝑎0(·) вместо
𝑎(·) и дополнительной функции 𝑏0(·) ∈ 𝐿2(T).

Такие уравнения также являются математическими моделями одномерных линейных сто-
хастических систем управления. Интегральная форма записи уравнения (3.25):

𝑋(𝑡) = 𝑋0 +

∫︁ 𝑡

𝑡0

(︀
𝑎0(𝜏)𝑋(𝜏) + 𝑏(𝜏)𝑔(𝜏) + 𝑏0(𝜏)

)︀
𝑑𝜏 +

∫︁ 𝑡

𝑡0

(︀
𝑐(𝜏)𝑋(𝜏) + 𝑑(𝜏)

)︀
𝑑𝑊 (𝜏), (3.26)

где первый интеграл в правой части понимается в среднеквадратическом смысле, а второй —

стохастический интеграл Ито [4,37,77].
Отметим, что при 𝑐(𝑡) ≡ 0, 𝑎0(𝑡) = 𝑎(𝑡) и 𝑏0(𝑡) ≡ 0 уравнения (3.10) и (3.25) эквивалентны

(имеют одно решение), а при 𝑐(𝑡) ̸= 0 эти уравнения эквивалентны, когда выполнены условия

𝑎0(𝑡) = 𝑎(𝑡) +
1

2
𝑐2(𝑡) и 𝑏0(𝑡) =

1

2
𝑐(𝑡)𝑑(𝑡).

Если ввести обозначение 𝐴0 для спектральной характеристики оператора умножения на
функцию 𝑎0(·) и обозначение 𝐵0 для спектральной характеристики функции 𝑏0(·), то

𝐴0 = 𝐴+
1

2
𝐶2 и 𝐵0 =

1

2
𝐶𝐷,

а для представления решения можно модифицировать формулу (3.16):

𝒳 =

(︂
𝑃 − 𝐴0 +

1

2
𝐶2 − (𝑉 𝒱)𝐶

)︂−1(︀
𝑋0∆𝑡0 +𝐵𝐺+ (𝑉 𝒱)𝐷

)︀
.

При спектральном преобразовании левой и правой частей уравнения (3.26) все шаги ана-
логичны приведенным выше за исключением следующего:

S
[︂ ∫︁ (·)

𝑡0

(︀
𝑐(𝜏)𝑋(𝜏) + 𝑑(𝜏)

)︀
𝑑𝑊 (𝜏)

]︂
= −1

2
𝑃−1Σ+𝑃−1,𝒱(𝐶𝒳 +𝐷) = 𝑃−1

(︂
−1

2
Σ+(𝑉 𝒱)(𝐶𝒳 +𝐷)

)︂
,

где Σ — спектральная характеристика случайного процесса 𝜎(𝑡) = 𝑐2(𝑡)𝑋(𝑡) + 𝑐(𝑡)𝑑(𝑡), что
следует из свойства спектрального преобразования стохастического интеграла Ито (2.82), т.е.
Σ = 𝐶2𝒳 + 𝐶𝐷.
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Спектральную форму математического описания можно применять и для представления
решения линейного стохастического дифференциального уравнения с 𝜃-дифференциалом [106,
125], 𝜃 ∈ [0, 1]:

𝑑𝜃𝑋(𝑡) =
(︀
𝑎𝜃(𝑡)𝑋(𝑡) + 𝑏(𝑡)𝑔(𝑡) + 𝑏𝜃(𝑡)

)︀
𝑑𝑡+

(︀
𝑐(𝑡)𝑋(𝑡) + 𝑑(𝑡)

)︀
𝑑𝜃𝑊 (𝑡), 𝑋(𝑡0) = 𝑋0,

или в интегральной форме

𝑋(𝑡) = 𝑋0 +

∫︁ 𝑡

𝑡0

(︀
𝑎𝜃(𝜏)𝑋(𝜏) + 𝑏(𝜏)𝑔(𝜏) + 𝑏𝜃(𝑡)

)︀
𝑑𝜏 +

∫︁ 𝑡

𝑡0

(︀
𝑐(𝜏)𝑋(𝜏) + 𝑑(𝜏)

)︀
𝑑𝜃𝑊 (𝜏),

где первый интеграл в правой части понимается в среднеквадратическом смысле, а второй
— стохастический 𝜃-интеграл [4, 106, 125, 229], 𝑎𝜃(·) — заданная интегрируемая функция и
𝑏𝜃(·) ∈ 𝐿2(T) — дополнительная функция. Тогда при 𝑐(𝑡) ≡ 0, 𝑎𝜃(𝑡) = 𝑎(𝑡) и 𝑏𝜃(𝑡) ≡ 0 эти урав-
нения эквивалентны уравнению (3.10), а при 𝑐(𝑡) ̸= 0 для эквивалентности требуется, чтобы

𝑎𝜃(𝑡) = 𝑎(𝑡) +

[︂
1

2
− 𝜃

]︂
𝑐2(𝑡) и 𝑏𝜃(𝑡) =

[︂
1

2
− 𝜃

]︂
𝑐(𝑡)𝑑(𝑡).

Обозначим через 𝐴𝜃 спектральную характеристику оператора умножения на функцию 𝑎𝜃(·)
и через 𝐵𝜃 спектральную характеристику функции 𝑏𝜃(·). Тогда

𝐴𝜃 = 𝐴+

[︂
1

2
− 𝜃

]︂
𝐶2 и 𝐵𝜃 =

[︂
1

2
− 𝜃

]︂
𝐶𝐷,

а для представления решения можно применить аналог формулы (3.16):

𝒳 =

(︂
𝑃 − 𝐴𝜃 +

[︂
1

2
− 𝜃

]︂
𝐶2 − (𝑉 𝒱)𝐶

)︂−1(︀
𝑋0∆𝑡0 +𝐵𝐺+ (𝑉 𝒱)𝐷

)︀
.

В основе приведенных формул лежит соотношение (2.43), связывающее стохастический
𝜃-интеграл с интегралом Ито (см. разд. 2.3 и 2.7), а также свойство спектрального преоб-
разования стохастического 𝜃-интеграла (2.84). Последнюю из них можно рассматривать как
общий случай, позволяющий при 𝜃 = 1/2 и 𝜃 = 0 найти решение линейных стохастических
дифференциальных уравнений Стратоновича и Ито соответственно.

З ам е ч а н и я 3.1.
1. Все рассуждения остаются в силе, если функцию 𝑔(·) ∈ 𝐿2(T) в уравнениях (3.10)– (3.12)

заменить на случайный процесс𝐺(·) ∈ ℒ2(T). Тогда при спектральном преобразовании следует
подставить его спектральную характеристику 𝒢 (см. разд. 2.2), определенную относительно
базисной системы {𝑞(𝑖, ·)}∞𝑖=0.

2. Для решения стохастического дифференциального уравнения Ито или уравнения с 𝜃-
дифференциалом применяется алгоритм 3.1 с учетом связей спектральных характеристик 𝐴,
𝐴0 и 𝐴𝜃, а также с учетом спектральных характеристик 𝐵0 и 𝐵𝜃.

Многомерный случай. Рассмотрим векторное линейное стохастическое дифференциаль-
ное уравнение Стратоновича:

𝑑𝑋(𝑡) =
(︀
𝑎(𝑡)𝑋(𝑡) + 𝑏(𝑡)𝑔(𝑡)

)︀
𝑑𝑡+

𝑠∑︁
𝑗=1

(︀
𝑐𝑗(𝑡)𝑋(𝑡) + 𝑑𝑗(𝑡)

)︀
∘ 𝑑𝑊𝑗(𝑡), 𝑋(𝑡0) = 𝑋0, (3.27)

где 𝑋(·) — 𝑛-мерный случайный процесс, 𝑡 ∈ T = [𝑡0, 𝑇 ]; 𝑎(·), 𝑏(·), 𝑐𝑗(·), 𝑑𝑗(·) и 𝑔(·) — задан-
ные матричные и векторные интегрируемые функции размеров 𝑛× 𝑛, 𝑛× 𝑞, 𝑛× 𝑛, 𝑛× 1 и
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𝑞 × 1 соответственно; 𝑑𝑗𝑙 (·), 𝑔𝑗𝑟(·) ∈ 𝐿2(T), 𝑙 = 1, 2, . . . , 𝑛 и 𝑟 = 1, 2, . . . , 𝑞; 𝑊𝑗(·) — независимые
стандартные винеровские процессы, 𝑗 = 1, 2, . . . , 𝑠; 𝑋0 — случайный вектор с конечными мо-
ментами второго порядка: E|𝑋0|2 <∞.

Приведем интегральную форму записи уравнения (3.27):

𝑋(𝑡) = 𝑋0 +

∫︁ 𝑡

𝑡0

(︀
𝑎(𝜏)𝑋(𝜏) + 𝑏(𝜏)𝑔(𝜏)

)︀
𝑑𝜏 +

𝑠∑︁
𝑗=1

∫︁ 𝑡

𝑡0

(︀
𝑐𝑗(𝜏)𝑋(𝜏) + 𝑑𝑗(𝜏)

)︀
∘ 𝑑𝑊𝑗(𝜏), (3.28)

где первый интеграл в правой части понимается в среднеквадратическом смысле, а второй —

стохастический интеграл Стратоновича [4, 77]. Также укажем форму Ланжевена [300]:

𝑋̇(𝑡) = 𝑎(𝑡)𝑋(𝑡) + 𝑏(𝑡)𝑔(𝑡) +
𝑠∑︁
𝑗=1

(︀
𝑐𝑗(𝑡)𝑋(𝑡) + 𝑑𝑗(𝑡)

)︀
𝑉𝑗(𝑡), 𝑋(𝑡0) = 𝑋0, (3.29)

где 𝑉𝑗(·) — независимые гауссовские белые шумы, соответствующие винеровским процессам
𝑊𝑗(·) в смысле соотношения (2.27). Уравнения (3.27)– (3.29) будем считать эквивалентными.

Как и в одномерном случае, линейность уравнения (3.27) и конечность вторых моментов
случайного вектора 𝑋0 обеспечивает существование и единственность решения, а также усло-
вие E|𝑋(𝑡)|2 <∞ [37,102]. Уравнение (3.27) — математическая модель многомерной линейной
стохастической системы управления, для которой 𝑔(·) — детерминированный входной сигнал,
𝑋(·) — случайный выходной сигнал:

𝑋(𝑡) = [𝑋1(𝑡) 𝑋2(𝑡) . . . 𝑋𝑛(𝑡) ]T, 𝑋0 = [𝑋10 𝑋20 . . . 𝑋𝑛0]
T, 𝑔(𝑡) = [ 𝑔1(𝑡) 𝑔2(𝑡) . . . 𝑔𝑞(𝑡) ]T.

Задача анализа выходных процессов многомерной линейной стохастической системы управ-
ления состоит в нахождении выходного сигнала 𝑋(·) по заданной математической модели
(3.27)– (3.29) и входному сигналу 𝑔(·). Структурная схема совпадает с изображенной на рис.
3.1, если ввести обозначение 𝑉 (𝑡) = [𝑉1(𝑡) 𝑉2(𝑡) . . . 𝑉𝑠(𝑡) ]T и понимать (𝑐(𝑡)𝑋(𝑡) + 𝑑(𝑡))𝑉 (𝑡)

как сумму
∑︀𝑠

𝑗=1

(︀
𝑐𝑗(𝑡)𝑋(𝑡) + 𝑑𝑗(𝑡)

)︀
𝑉𝑗(𝑡). Таким образом, задача анализа выходных процессов

заключается в нахождении решения векторного стохастического дифференциального уравне-
ния (3.27).

Для удобства запишем уравнения (3.27) и (3.28) в координатной форме:

𝑑𝑋𝑙(𝑡) =

(︂ 𝑛∑︁
𝑚=1

𝑎𝑙𝑚(𝑡)𝑋𝑚(𝑡) +

𝑞∑︁
𝑟=1

𝑏𝑙𝑟(𝑡)𝑔𝑟(𝑡)

)︂
𝑑𝑡+

𝑠∑︁
𝑗=1

(︂ 𝑛∑︁
𝑚=1

𝑐𝑗𝑙𝑚(𝑡)𝑋𝑚(𝑡) + 𝑑𝑗𝑙 (𝑡)

)︂
∘ 𝑑𝑊𝑗(𝑡) (3.30)

и

𝑋𝑙(𝑡) = 𝑋𝑙0 +

∫︁ 𝑡

𝑡0

(︂ 𝑛∑︁
𝑚=1

𝑎𝑙𝑚(𝜏)𝑋𝑚(𝜏) +

𝑞∑︁
𝑟=1

𝑏𝑙𝑟(𝜏)𝑔𝑟(𝜏)

)︂
𝑑𝜏 +

+
𝑠∑︁
𝑗=1

∫︁ 𝑡

𝑡0

(︂ 𝑛∑︁
𝑚=1

𝑐𝑗𝑙𝑚(𝜏)𝑋𝑚(𝜏) + 𝑑𝑗𝑙 (𝜏)

)︂
∘ 𝑑𝑊𝑗(𝜏), (3.31)

где 𝑎𝑙𝑚(·), 𝑏𝑙𝑟(·), 𝑐𝑗𝑙𝑚(·) и 𝑑𝑗𝑙 (·) — элементы матричных и векторных функций 𝑎(·), 𝑏(·), 𝑐𝑗(·) и
𝑑𝑗(·) соответственно. Здесь и далее индексы принимают следующие значения: 𝑙,𝑚 = 1, 2, . . . , 𝑛;
𝑟 = 1, 2, . . . , 𝑞; 𝑗 = 1, 2, . . . , 𝑠.

Пусть {𝑞(𝑖, ·)}∞𝑖=0 — базисная система пространства 𝐿2(T) (см. разд. 1.1). Применим для ре-
шения векторного стохастического дифференциального уравнения (3.27), т.е. задачи анализа
выходных процессов, спектральную форму математического описания, представляя все эле-
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менты уравнения (3.31) спектральными характеристиками. Введем следующие обозначения
для спектральных характеристик, определенных относительно базисной системы {𝑞(𝑖, ·)}∞𝑖=0:

1) 1𝑡0 — спектральная характеристика единичной ступенчатой функции 1((·)− 𝑡0) (см.
разд. 1.1 и формулу (1.28));

2) ∆𝑡0 — спектральная характеристика дельта-функции 𝛿((·)− 𝑡0) (см. разд. 1.1 и формулу
(1.34));

3) 𝐺𝑟 и𝐷𝑗
𝑙 — спектральные характеристики функций 𝑔𝑟(·), т.е. координат входного сигнала,

и функций 𝑑𝑗𝑙 (·) соответственно (см. разд. 1.1);

4) 𝐴𝑙𝑚, 𝐵𝑙𝑟 и 𝐶𝑗
𝑙𝑚 — спектральные характеристики операторов умножения на функции

𝑎𝑙𝑚(·), 𝑏𝑙𝑟(·) и 𝑐𝑗𝑙𝑚(·) соответственно (см. разд. 1.5);

5) 𝑉 — спектральная характеристика оператора умножения функций (см. разд. 1.5);

6) 𝑃−1 — спектральная характеристика оператора интегрирования (см. разд. 1.6);

7) 𝑃 — спектральная характеристика оператора дифференцирования с учетом начального
значения (см. разд. 1.7);

8) 𝒳𝑙 — спектральные характеристики случайных процессов𝑋𝑙(·), т.е. координат выходного
сигнала (см. разд. 2.2);

9) 𝒱𝑗 — спектральные характеристики белых шумов 𝑉𝑗(·) (см. разд. 2.3 и выражение (2.26));

10) 𝑃−1,𝒱𝑗 — спектральные характеристики операторов стохастического интегрирования по
винеровским процессам (см. разд. 2.7).

Далее применим спектральное преобразование к левой и правой частям каждого уравнения
системы (3.31) с учетом свойства линейности (2.8):

S
[︀
𝑋𝑙(·)

]︀
= S

[︂
𝑋𝑙0 +

∫︁ (·)

𝑡0

(︂ 𝑛∑︁
𝑚=1

𝑎𝑙𝑚(𝜏)𝑋𝑚(𝜏) +

𝑞∑︁
𝑟=1

𝑏𝑙𝑟(𝜏)𝑔𝑟(𝜏)

)︂
𝑑𝜏 +

+
𝑠∑︁
𝑗=1

∫︁ (·)

𝑡0

(︂ 𝑛∑︁
𝑚=1

𝑐𝑗𝑙𝑚(𝜏)𝑋𝑚(𝜏) + 𝑑𝑗𝑙 (𝜏)

)︂
∘ 𝑑𝑊𝑗(𝜏)

]︂
=

= 𝑋𝑙0 S
[︀
1((·)− 𝑡0)

]︀
+ S

[︂ ∫︁ (·)

𝑡0

(︂ 𝑛∑︁
𝑚=1

𝑎𝑙𝑚(𝜏)𝑋𝑚(𝜏) +

𝑞∑︁
𝑟=1

𝑏𝑙𝑟(𝜏)𝑔𝑟(𝜏)

)︂
𝑑𝜏

]︂
+

+
𝑠∑︁
𝑗=1

S
[︂ ∫︁ (·)

𝑡0

(︂ 𝑛∑︁
𝑚=1

𝑐𝑗𝑙𝑚(𝜏)𝑋𝑚(𝜏) + 𝑑𝑗𝑙 (𝜏)

)︂
∘ 𝑑𝑊𝑗(𝜏)

]︂
. (3.32)

С учетом свойств спектрального преобразования произведения функций одной переменной
и интегралов от функций одной переменной получаем

S
[︀
𝑎𝑙𝑚(·)𝑋𝑚(·)

]︀
= 𝐴𝑙𝑚𝒳𝑚, S

[︀
𝑏𝑙𝑟(·)𝑔𝑟(·)

]︀
= 𝐵𝑙𝑟𝐺𝑟,

S
[︂ ∫︁ (·)

𝑡0

(︂ 𝑛∑︁
𝑚=1

𝑎𝑙𝑚(𝜏)𝑋𝑚(𝜏) +

𝑞∑︁
𝑟=1

𝑏𝑙𝑟(𝜏)𝑔𝑟(𝜏)

)︂
𝑑𝜏

]︂
= 𝑃−1

(︂ 𝑛∑︁
𝑚=1

𝐴𝑙𝑚𝒳𝑚 +

𝑞∑︁
𝑟=1

𝐵𝑙𝑟𝐺𝑟

)︂
.

По свойству спектрального преобразования произведения функций одной переменной и
свойству стохастического интеграла Стратоновича (2.81), а также принимая во внимание фор-
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мулу (2.78), имеем

S
[︀
𝑐𝑗𝑙𝑚(·)𝑋𝑚(·)

]︀
= 𝐶𝑗

𝑙𝑚𝒳𝑚, S
[︂ ∫︁ (·)

𝑡0

(︂ 𝑛∑︁
𝑚=1

𝑐𝑗𝑙𝑚(𝜏)𝑋𝑚(𝜏) + 𝑑𝑗𝑙 (𝜏)

)︂
∘ 𝑑𝑊𝑗(𝜏)

]︂
=

= 𝑃−1,𝒱𝑗

(︂ 𝑛∑︁
𝑚=1

𝐶𝑗
𝑙𝑚𝒳𝑚 +𝐷𝑗

𝑙

)︂
= 𝑃−1(𝑉 𝒱𝑗)

(︂ 𝑛∑︁
𝑚=1

𝐶𝑗
𝑙𝑚𝒳𝑚 +𝐷𝑗

𝑙

)︂
.

Следовательно, система уравнений (3.32) преобразуется к виду

𝒳𝑙 = 𝑋𝑙01𝑡0 + 𝑃−1

(︂ 𝑛∑︁
𝑚=1

𝐴𝑙𝑚𝒳𝑚 +

𝑞∑︁
𝑟=1

𝐵𝑙𝑟𝐺𝑟

)︂
+

𝑠∑︁
𝑗=1

𝑃−1(𝑉 𝒱𝑗)
(︂ 𝑛∑︁
𝑚=1

𝐶𝑗
𝑙𝑚𝒳𝑚 +𝐷𝑗

𝑙

)︂
(3.33)

и ее можно переписать следующим образом:

𝑃𝒳𝑙 −𝑋𝑙0∆𝑡0 =
𝑛∑︁

𝑚=1

𝐴𝑙𝑚𝒳𝑚 +

𝑞∑︁
𝑟=1

𝐵𝑙𝑟𝐺𝑟 +
𝑠∑︁
𝑗=1

(𝑉 𝒱𝑗)
(︂ 𝑛∑︁
𝑚=1

𝐶𝑗
𝑙𝑚𝒳𝑚 +𝐷𝑗

𝑙

)︂
, (3.34)

умножая каждое уравнение системы (3.33) слева на спектральную характеристику 𝑃 и ис-
пользуя свойство (1.95) и соотношение (1.96). Эта система получена в работе [155] с помощью
формального применения спектрального преобразования к левой и правой частям уравнения
(3.29), записанного в координатной форме.

Как и в одномерном случае, при 𝑐𝑗(𝑡) ≡ 0 полученные соотношения можно упростить и не
использовать спектральную характеристику 𝑉 оператора умножения функций. Из формулы
(1.78) получаем 𝐷̃𝑗

𝑙 = 𝑉 𝐷𝑗
𝑙 и (𝑉 𝒱𝑗)𝐷𝑗

𝑙 = (𝑉 𝐷𝑗
𝑙 )𝒱𝑗 = 𝐷̃𝑗

𝑙𝒱𝑗, где 𝐷̃𝑗
𝑙 — спектральные характерис-

тики операторов умножения на функции 𝑑𝑗𝑙 (·). Следовательно,

𝑃𝒳𝑙 −𝑋𝑙0∆𝑡0 =
𝑛∑︁

𝑚=1

𝐴𝑙𝑚𝒳𝑚 +

𝑞∑︁
𝑟=1

𝐵𝑙𝑟𝐺𝑟 +
𝑠∑︁
𝑗=1

𝐷̃𝑗
𝑙𝒱𝑗. (3.35)

Опишем подробнее частный случай: 𝑛 = 2 и 𝑞 = 𝑠 = 1, когда системы уравнений (3.30) и
(3.34) имеют вид

𝑑𝑋𝑙(𝑡) =
(︀
𝑎𝑙1(𝑡)𝑋1(𝑡) + 𝑎𝑙2(𝑡)𝑋2(𝑡) + 𝑏𝑙(𝑡)𝑔(𝑡)

)︀
𝑑𝑡+

+
(︀
𝑐𝑙1(𝑡)𝑋1(𝑡) + 𝑐𝑙2(𝑡)𝑋2(𝑡) + 𝑑𝑙(𝑡)

)︀
∘ 𝑑𝑊 (𝑡), 𝑋𝑙(𝑡0) = 𝑋𝑙0,

и
𝑃𝒳𝑙 −𝑋𝑙0∆𝑡0 = 𝐴𝑙1𝒳1 + 𝐴𝑙2𝒳2 +𝐵𝑙𝐺+ (𝑉 𝒱)(𝐶𝑙1𝒳1 + 𝐶𝑙2𝒳2 +𝐷𝑙), 𝑙 = 1, 2.

Решение последней системы двух уравнений несложно получить методом исключения неиз-
вестных:

𝒳𝑙 = (𝑍𝑙𝑙 − 𝑍𝑙𝑚𝑍−1
𝑚𝑚𝑍𝑚𝑙)

−1(𝑄𝑙 − 𝑍𝑙𝑚𝑍−1
𝑚𝑚𝑄𝑚), (3.36)

где

𝑍𝑙𝑙 = 𝑃 − 𝐴𝑙𝑙 − (𝑉 𝒱)𝐶𝑙𝑙, 𝑍𝑙𝑚 = −𝐴𝑙𝑚 − (𝑉 𝒱)𝐶𝑙𝑚,

𝑄𝑙 = 𝑋𝑙0∆𝑡0 +𝐵𝑙𝐺+ (𝑉 𝒱)𝐷𝑙, 𝑙,𝑚 = 1, 2, 𝑙 ̸= 𝑚,

или при 𝑐(𝑡) ≡ 0:

𝑍𝑙𝑙 = 𝑃 − 𝐴𝑙𝑙, 𝑍𝑙𝑚 = −𝐴𝑙𝑚, 𝑄𝑙 = 𝑋𝑙0∆𝑡0 +𝐵𝑙𝐺+ 𝐷̃𝑙𝒱 , 𝑙,𝑚 = 1, 2, 𝑙 ̸= 𝑚.

Если размерность 𝑛 больше двух и матричные функции 𝑎(·) и 𝑐𝑗(·) имеют специальный
вид, например это треугольные или трехдиагональные матрицы, то решение систем уравне-
ний (3.34) и (3.35) несложно получить методом исключения неизвестных. Если матричные
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функции 𝑎(·) и 𝑐𝑗(·) общего вида, то при применении спектрального метода можно воспользо-
ваться специальными операциями для матриц: агрегированием и декомпозицией [43,112].

Операция агрегирования здесь состоит в построении квадратной четырехмерной матрицы
𝑍, а также двумерных матриц-столбцов 𝒳 и 𝑄:

𝑍 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
𝑍11 𝑍12 . . . 𝑍1𝑛

𝑍21 𝑍22 . . . 𝑍2𝑛

...
... . . . ...

𝑍𝑛1 𝑍𝑛2 . . . 𝑍𝑛𝑛

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦ , 𝒳 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
𝒳1

𝒳2

...
𝒳𝑛

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦ и 𝑄 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
𝑄1

𝑄2

...
𝑄𝑛

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦ ,
где при 𝑐𝑗(𝑡) ̸= 0

𝑍𝑙𝑚 =

⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
𝑃 − 𝐴𝑙𝑙 −

𝑠∑︁
𝑗=1

(𝑉 𝒱𝑗)𝐶𝑗
𝑙𝑙, 𝑙 = 𝑚,

−𝐴𝑙𝑚 −
𝑠∑︁
𝑗=1

(𝑉 𝒱𝑗)𝐶𝑗
𝑙𝑚, 𝑙 ̸= 𝑚,

𝑄𝑙 = 𝑋𝑙0∆𝑡0 +

𝑞∑︁
𝑟=1

𝐵𝑙𝑟𝐺𝑟 +
𝑠∑︁
𝑗=1

(𝑉 𝒱𝑗)𝐷𝑗
𝑙 ,

или при 𝑐𝑗(𝑡) ≡ 0

𝑍𝑙𝑚 =

{︃
𝑃 − 𝐴𝑙𝑙, 𝑙 = 𝑚,

−𝐴𝑙𝑚, 𝑙 ̸= 𝑚,
𝑄𝑙 = 𝑋𝑙0∆𝑡0 +

𝑞∑︁
𝑟=1

𝐵𝑙𝑟𝐺𝑟 +
𝑠∑︁
𝑗=1

𝐷̃𝑗
𝑙𝒱𝑗.

Тогда системы уравнений (3.34), (3.35) и их решение могут быть записаны в форме

𝑍𝒳 = 𝑄, 𝒳 = 𝑍−1𝑄, (3.37)

а спектральные характеристики 𝒳𝑙 получаются как простые сечения двумерной матрицы-
столбца 𝒳 , т.е. в результате декомпозиции.

Применяя обратное спектральное преобразование, находим решение системы уравнений
(3.30), а значит, и уравнения (3.27), т.е. решение задачи анализа выходных процессов, в виде
рядов. По формуле обращения (2.7)

𝑋𝑙(·) = S−1[𝒳𝑙] =
∞∑︁
𝑖=0

(𝒳𝑙)𝑖𝑞(𝑖, ·), 𝑙 = 1, 2, . . . , 𝑛, (3.38)

где коэффициенты разложения (𝒳𝑙)𝑖 зависят от элементов спектральных характеристик (2.26)
белых шумов, т.е. от счетного числа независимых случайных величин {𝜁(𝑗)𝑖 }∞𝑖=0, имеющих стан-
дартное нормальное распределение, а также от координат случайного вектора 𝑋0.

Приведем алгоритм решения векторного стохастического дифференциального уравнения
(3.27), или анализа выходных процессов многомерных линейных стохастических систем спект-
ральным методом.

Алгоритм 3.2.

1. Выбрать базисную систему {𝑞(𝑖, ·)}∞𝑖=0 пространства 𝐿2(T).

2. Найти спектральные характеристики 𝐺𝑟 координат входного сигнала 𝑔𝑟(·); спектраль-
ные характеристики 𝒱𝑗 гауссовских белых шумов 𝑉𝑗(·); спектральные характеристики
𝐴𝑙𝑚, 𝐵𝑙𝑟 и 𝐶𝑗

𝑙𝑚 операторов умножения на функции 𝑎𝑙𝑚(·), 𝑏𝑙𝑟(·) и 𝑐𝑗𝑙𝑚(·) соответственно;
спектральную характеристику 𝑃 оператора дифференцирования с учетом начального
значения; спектральную характеристику ∆𝑡0 дельта-функции 𝛿((·)− 𝑡0). Дополнительно
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при 𝑐𝑗(𝑡) ̸= 0 определить спектральные характеристики 𝐷𝑗
𝑙 функций 𝑑𝑗𝑙 (·) и спектраль-

ную характеристику 𝑉 оператора умножения функций, а при 𝑐𝑗(𝑡) ≡ 0 — спектральные
характеристики 𝐷̃𝑗

𝑙 операторов умножения на функции 𝑑𝑗𝑙 (·).

3. При 𝑐𝑗(𝑡) ̸= 0 записать систему уравнений (3.34), а при 𝑐𝑗(𝑡) ≡ 0 — систему уравнений
(3.35) для спектральных характеристик 𝒳𝑙 координат выходного сигнала 𝑋𝑙(·) и найти
ее решение: при 𝑛 = 2 воспользоваться формулой (3.36), а в общем случае — формулой
(3.37).

4. Применить обратное спектральное преобразование: найти координаты выходного сигна-
ла 𝑋𝑙(·) по спектральным характеристикам 𝒳𝑙, используя формулу обращения (3.38).

Приближенное решение задачи анализа выходных процессов получается при усечении всех
используемых спектральных характеристик до некоторого выбранного порядка 𝐿 [220–222],
т.е. все матрицы, входящие в соотношения (3.34)– (3.36), являются конечными размера 𝐿 по
каждому измерению: 𝐿 для матриц-столбцов, 𝐿× 𝐿 для плоских и 𝐿× 𝐿× 𝐿 для простран-
ственных матриц. Это приближенное решение представляется в виде частичных сумм рядов
(см. разд. 2.8):

𝑋𝑙(𝑡) ≈
𝐿−1∑︁
𝑖=0

(𝒳𝑙)𝑖𝑞(𝑖, 𝑡), 𝑙 = 1, 2, . . . , 𝑛, (3.39)

где коэффициенты (𝒳𝑙)𝑖 зависят от элементов усеченных спектральных характеристик 𝒱𝑗,
т.е. от конечного числа 𝑠𝐿 независимых случайных величин {𝜁(𝑗)𝑖 }𝐿−1

𝑖=0 , имеющих стандартное
нормальное распределение, а также от координат случайного вектора 𝑋0.

Приближенное решение задачи анализа выходных процессов предполагает, что в алгорит-
ме 3.2 дополнительно задается порядок усечения спектральных характеристик 𝐿 и на шаге 4
применяется формула (3.39) вместо (3.38). Чтобы получить реализации спектральных харак-
теристик 𝒳𝑙 и выборочные траектории координат выходного сигнала 𝑋𝑙(𝑡), достаточно вос-
пользоваться этим алгоритмом для реализаций спектральных характеристик 𝒱𝑗 и координат
случайного вектора 𝑋0.

Оценки первой и вторых нестационарных спектральных плотностей координат случайного
процесса 𝑋(·) можно найти по ансамблю реализаций спектральных характеристик 𝒳𝑙 с по-
мощью формул (3.21) и (3.22) для каждого значения 𝑙. Для этого нужно выбрать количество
реализаций 𝑀 (объем выборки) и набору реализаций 𝒱𝑘𝑗 спектральных характеристик 𝒱𝑗 и 𝑋𝑘

0

случайного вектора 𝑋0 будет соответствовать набор реализаций 𝒳 𝑘
𝑙 , где 𝑘 = 1, 2, . . . ,𝑀 . Более

полный анализ предполагает оценивание нестационарных взаимных спектральных плотностей
координат случайного процесса 𝑋(·) (см. п. 2 замечаний 2.1). Для оценки квадратов норм слу-
чайных процессов 𝑋𝑙(·) используются формулы (3.23) и (3.24).

Математические модели многомерных линейных стохастических систем управления мо-
гут задаваться в форме векторного линейного стохастического дифференциального уравнения
Ито:

𝑑𝑋(𝑡) =
(︀
𝑎0(𝑡)𝑋(𝑡) + 𝑏(𝑡)𝑔(𝑡) + 𝑏0(𝑡)

)︀
𝑑𝑡+

𝑠∑︁
𝑗=1

(︀
𝑐𝑗(𝑡)𝑋(𝑡) + 𝑑𝑗(𝑡)

)︀
𝑑𝑊𝑗(𝑡), 𝑋(𝑡0) = 𝑋0, (3.40)
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где по сравнению с уравнением (3.27) используется функция 𝑎0(·) вместо 𝑎(·) — заданная
интегрируемая матричная функция размеров 𝑛× 𝑛 с элементами 𝑎0𝑙𝑚(·), а также добавляет-
ся функция 𝑏0(·) — заданная вектор-функция размеров 𝑛× 1 с элементами 𝑏0𝑙 (·) ∈ 𝐿2(T). В
интегральной форме это уравнение записывается следующим образом:

𝑋(𝑡) = 𝑋0 +

∫︁ 𝑡

𝑡0

(︀
𝑎0(𝜏)𝑋(𝜏) + 𝑏(𝜏)𝑔(𝜏) + 𝑏0(𝜏)

)︀
𝑑𝜏 +

𝑠∑︁
𝑗=1

∫︁ 𝑡

𝑡0

(︀
𝑐𝑗(𝜏)𝑋(𝜏) + 𝑑𝑗(𝜏)

)︀
𝑑𝑊𝑗(𝜏), (3.41)

где первый интеграл в правой части понимается в среднеквадратическом смысле, а второй —

стохастический интеграл Ито [4,37,77].
Если 𝑐𝑗(𝑡) ≡ 0, 𝑎(𝑡) = 𝑎0(𝑡) и 𝑏0(𝑡) ≡ 0, то уравнения (3.27) и (3.40) эквивалентны (имеют

одно решение), а при 𝑐𝑗(𝑡) ̸= 0 эти уравнения эквивалентны при условии

𝑎0𝑙𝑚(𝑡) = 𝑎𝑙𝑚(𝑡) +
1

2

𝑠∑︁
𝑗=1

𝑛∑︁
𝛾=1

𝑐𝑗𝑙𝛾(𝑡)𝑐
𝑗
𝛾𝑚(𝑡) и 𝑏0𝑙 (𝑡) =

1

2

𝑠∑︁
𝑗=1

𝑛∑︁
𝛾=1

𝑐𝑗𝑙𝛾(𝑡)𝑑
𝑗
𝛾(𝑡).

Если обозначить через 𝐴0
𝑙𝑚 спектральные характеристики операторов умножения на функ-

ции 𝑎0𝑙𝑚(·), а через 𝐵0
𝑙 — спектральные характеристики функций 𝑏0𝑙 (·), то

𝐴0
𝑙𝑚 = 𝐴𝑙𝑚 +

1

2

𝑠∑︁
𝑗=1

𝑛∑︁
𝛾=1

𝐶𝑗
𝑙𝛾𝐶

𝑗
𝛾𝑚 и 𝐵0

𝑙 =
1

2

𝑠∑︁
𝑗=1

𝑛∑︁
𝛾=1

𝐶𝑗
𝑙𝛾𝐷

𝑗
𝛾.

Соответствующая система уравнений, которым удовлетворяют спектральные характерис-
тики 𝒳𝑙, с учетом свойства спектрального преобразования стохастического интеграла Ито
(2.82) записывается в форме

𝑃𝒳𝑙 −𝑋𝑙0∆𝑡0 =
𝑛∑︁

𝑚=1

(︂
𝐴0
𝑙𝑚 −

1

2

𝑠∑︁
𝑗=1

𝑛∑︁
𝛾=1

𝐶𝑗
𝑙𝛾𝐶

𝑗
𝛾𝑚

)︂
𝒳𝑚 +

+

𝑞∑︁
𝑟=1

𝐵𝑙𝑟𝐺𝑟 +
𝑠∑︁
𝑗=1

(𝑉 𝒱𝑗)
(︂ 𝑛∑︁
𝑚=1

𝐶𝑗
𝑙𝑚𝒳𝑚 +𝐷𝑗

𝑙

)︂
. (3.42)

Эта система уравнений и ее решение представляются в виде (3.37), где

𝑍𝑙𝑚 =

⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
𝑃 − 𝐴0

𝑙𝑚 +
1

2

𝑠∑︁
𝑗=1

𝑛∑︁
𝛾=1

𝐶𝑗
𝑙𝛾𝐶

𝑗
𝛾𝑚 −

𝑠∑︁
𝑗=1

(𝑉 𝒱𝑗)𝐶𝑗
𝑙𝑙, 𝑙 = 𝑚,

−𝐴0
𝑙𝑚 +

1

2

𝑠∑︁
𝑗=1

𝑛∑︁
𝛾=1

𝐶𝑗
𝑙𝛾𝐶

𝑗
𝛾𝑚 −

𝑠∑︁
𝑗=1

(𝑉 𝒱𝑗)𝐶𝑗
𝑙𝑚, 𝑙 ̸= 𝑚,

𝑄𝑙 = 𝑋𝑙0∆𝑡0 +

𝑞∑︁
𝑟=1

𝐵𝑙𝑟𝐺𝑟 +
𝑠∑︁
𝑗=1

(𝑉 𝒱𝑗)𝐷𝑗
𝑙 .

В заключительной части рассмотрим применение спектральной формы математического
описания для представления решения векторного линейного стохастического дифференциаль-
ного уравнения с 𝜃-дифференциалом:

𝑑𝜃𝑋(𝑡) =
(︀
𝑎𝜃(𝑡)𝑋(𝑡) + 𝑏(𝑡)𝑔(𝑡) + 𝑏𝜃(𝑡)

)︀
𝑑𝑡+

𝑠∑︁
𝑗=1

(︀
𝑐𝑗(𝑡)𝑋(𝑡) + 𝑑𝑗(𝑡)

)︀
𝑑𝜃𝑊𝑗(𝑡), 𝑋(𝑡0) = 𝑋0,

или в интегральной форме

𝑋(𝑡) = 𝑋0 +

∫︁ 𝑡

𝑡0

(︀
𝑎𝜃(𝜏)𝑋(𝜏) + 𝑏(𝜏)𝑔(𝜏) + 𝑏𝜃(𝜏)

)︀
𝑑𝜏 +

𝑠∑︁
𝑗=1

∫︁ 𝑡

𝑡0

(︀
𝑐𝑗(𝜏)𝑋(𝜏) + 𝑑𝑗(𝜏)

)︀
𝑑𝑊𝑗(𝜏),

где первый интеграл в правой части понимается в среднеквадратическом смысле, а второй —

стохастический 𝜃-интеграл [4, 106, 125, 229], 𝑎𝜃(·) и 𝑏𝜃(·) — заданные матричная и векторная
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интегрируемые функции размеров 𝑛× 𝑛 и 𝑛× 1 с элементами 𝑎𝜃𝑙𝑚(·) и 𝑏𝜃𝑙 (·) ∈ 𝐿2(T) соответ-
ственно.

При выполнении условий 𝑐𝑗(𝑡) ≡ 0, 𝑎(𝑡) = 𝑎𝜃(𝑡) и 𝑏𝜃(𝑡) ≡ 0 приведенные выше уравнения
эквивалентны уравнению (3.27). Если же 𝑐𝑗(𝑡) ̸= 0, то условия эквивалентности имеют вид

𝑎𝜃𝑙𝑚(𝑡) = 𝑎𝑙𝑚(𝑡) +

[︂
1

2
− 𝜃

]︂ 𝑠∑︁
𝑗=1

𝑛∑︁
𝛾=1

𝑐𝑗𝑙𝛾(𝑡)𝑐
𝑗
𝛾𝑚(𝑡) и 𝑏𝜃𝑙 (𝑡) =

[︂
1

2
− 𝜃

]︂ 𝑠∑︁
𝑗=1

𝑛∑︁
𝛾=1

𝑐𝑗𝑙𝛾(𝑡)𝑑
𝑗
𝛾(𝑡).

Пусть 𝐴𝜃𝑙𝑚 — спектральные характеристики операторов умножения на функции 𝑎𝜃𝑙𝑚(·), 𝐵𝜃
𝑙

— спектральные характеристики функций 𝑏𝜃𝑙 (·), тогда

𝐴𝜃𝑙𝑚 = 𝐴𝑙𝑚 +

[︂
1

2
− 𝜃

]︂ 𝑠∑︁
𝑗=1

𝑛∑︁
𝛾=1

𝐶𝑗
𝑙𝛾𝐶

𝑗
𝛾𝑚 и 𝐵𝜃

𝑙 =

[︂
1

2
− 𝜃

]︂ 𝑠∑︁
𝑗=1

𝑛∑︁
𝛾=1

𝐶𝑗
𝑙𝛾𝐷

𝑗
𝛾,

и система уравнений для спектральных характеристик 𝒳𝑙 записывается следующим образом:

𝑃𝒳𝑙 −𝑋𝑙0∆𝑡0 =
𝑛∑︁

𝑚=1

(︂
𝐴𝜃𝑙𝑚 −

[︂
1

2
− 𝜃

]︂ 𝑠∑︁
𝑗=1

𝑛∑︁
𝛾=1

𝐶𝑗
𝑙𝛾𝐶

𝑗
𝛾𝑚

)︂
𝒳𝑚 +

+

𝑞∑︁
𝑟=1

𝐵𝑙𝑟𝐺𝑟 +
𝑠∑︁
𝑗=1

(𝑉 𝒱𝑗)
(︂ 𝑛∑︁
𝑚=1

𝐶𝑗
𝑙𝑚𝒳𝑚 +𝐷𝑗

𝑙

)︂
,

что следует из свойства спектрального преобразования стохастического 𝜃-интеграла (2.84) (см.
также соотношение (2.43), связывающее стохастический 𝜃-интеграл с интегралом Ито, и разд.
2.3 и 2.7). Полученная система уравнений переходит в систему (3.34) при 𝜃 = 1/2 и в систему
(3.42) при 𝜃 = 0. Эта система уравнений и ее решение также представляются в виде (3.37),
если

𝑍𝑙𝑚 =

⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
𝑃 − 𝐴𝜃𝑙𝑚 +

[︂
1

2
− 𝜃

]︂ 𝑠∑︁
𝑗=1

𝑛∑︁
𝛾=1

𝐶𝑗
𝑙𝛾𝐶

𝑗
𝛾𝑚 −

𝑠∑︁
𝑗=1

(𝑉 𝒱𝑗)𝐶𝑗
𝑙𝑙, 𝑙 = 𝑚,

−𝐴𝜃𝑙𝑚 +

[︂
1

2
− 𝜃

]︂ 𝑠∑︁
𝑗=1

𝑛∑︁
𝛾=1

𝐶𝑗
𝑙𝛾𝐶

𝑗
𝛾𝑚 −

𝑠∑︁
𝑗=1

(𝑉 𝒱𝑗)𝐶𝑗
𝑙𝑚, 𝑙 ̸= 𝑚,

𝑄𝑙 = 𝑋𝑙0∆𝑡0 +

𝑞∑︁
𝑟=1

𝐵𝑙𝑟𝐺𝑟 +
𝑠∑︁
𝑗=1

(𝑉 𝒱𝑗)𝐷𝑗
𝑙 .

Зам е ч а н и я 3.2.
1. По аналогии с одномерным случаем (см. п. 1 замечаний 3.1), вместо вектор-функции

𝑔(·) в уравнения (3.27)– (3.29) можно подставить векторный случайный процесс 𝐺(·). Тогда
при спектральном преобразовании следует использовать спектральные характеристики 𝒢𝑟 его
координат 𝐺𝑟(·) (см. разд. 2.2), определенные относительно базисной системы {𝑞(𝑖, ·)}∞𝑖=0.

2. Алгоритм 3.2 может применяться для решения векторного стохастического дифференци-
ального уравнения Ито или уравнения с 𝜃-дифференциалом, но с учетом связей спектральных
характеристик 𝐴𝑙𝑚, 𝐴0

𝑙𝑚 и 𝐴𝜃𝑙𝑚, а также с учетом спектральных характеристик 𝐵0
𝑙 и 𝐵𝜃

𝑙 .
3. При усечении всех спектральных характеристик матрицу 𝑍 можно рассматривать как

блочную квадратную матрицу размеров 𝑛𝐿× 𝑛𝐿, а матрицы-столбцы 𝒳 и 𝑄 — как блочные
матрицы-столбцы размеров 𝑛𝐿× 1, при этом соотношения (3.37) остаются справедливыми.
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3.4. Применение в теории оценивания

Одномерный случай. Добавим к уравнению (3.10) еще одно стохастическое дифференци-
альное уравнение (см. разд. 3.3):

𝑑𝑌 (𝑡) = 𝜆
(︀
𝑡,𝑋(𝑡)

)︀
𝑑𝑡+ 𝜁(𝑡)𝑑𝑅(𝑡), 𝑌 (𝑡0) = 0, (3.43)

в котором 𝑌 (·) — случайный процесс; 𝜆(·) — полином заданной степени 𝛾 с известными коэф-
фициентами: 𝜆(𝑡, 𝑥) = 𝜆𝛾(𝑡)𝑥

𝛾 + . . .+ 𝜆1(𝑡)𝑥+ 𝜆0(𝑡), 𝜁(𝑡) ̸= 0 — заданная интегрируемая функ-
ция; 𝑅(·) — стандартный винеровский процесс (случайные процессы 𝑊 (·) и 𝑅(·) независимы).
В форме Ланжевена уравнение (3.43) записывается следующим образом:

𝑍(𝑡) = 𝜆
(︀
𝑡,𝑋(𝑡)

)︀
+ 𝜁(𝑡)𝑄(𝑡), (3.44)

где 𝑍(·) = 𝑌̇ (·) — случайный процесс, 𝑄(·) — гауссовский белый шум, соответствующий вине-
ровскому процессу 𝑅(·) в смысле соотношения (2.27).

Предполагается, что случайный процесс 𝑋(·), относительно которого записано уравнение
(3.10), является ненаблюдаемым, а случайные процессы 𝑌 (·) и 𝑍(·) — наблюдаемые.

Уравнения (3.10) и (3.43) (или уравнения (3.10) и (3.44)) задают математическую модель
одномерной стохастической системы наблюдения, для которой 𝑔(·) — известный детермини-
рованный входной сигнал, 𝑋(·) — случайный выходной сигнал, 𝑌 (·) (или 𝑍(·)) — измерения.
Уравнение (3.10) описывает объект наблюдения, а уравнение (3.43) (или уравнение (3.44)) —

измерительную систему. Далее будем основным уравнением измерительной системы считать
(3.44).

Задача оптимального оценивания для одномерной линейной стохастической системы на-
блюдения состоит в нахождении оценки 𝑋̂(𝜃) по заданной математической модели (3.10),
(3.44), входному сигналу 𝑔(·) и измерениям 𝑍𝑡

0 = {𝑍(𝜏), 𝜏 ∈ [𝑡0, 𝑡)} (на рис. 3.2 показана соот-
ветствующая структурная схема) при условии

𝑋̂(𝜃) = 𝜓(𝜃, 𝑍𝑡
0), EΠ

(︀
ℰ(𝜃)

)︀
→ min

𝜓(𝜃, · )
∀ 𝜃 ∈ T, (3.45)

в котором ℰ(𝜃) = 𝑋(𝜃)− 𝑋̂(𝜃) — ошибка оценивания, а Π(·) — функция потерь [106,225].
Если Π(·) — квадратичная функция потерь, т.е. Π(𝜀) = 𝜀2, то оптимальная оценка пред-

ставляется как условное математическое ожидание:

𝑋̂(𝜃) = 𝜓(𝜃, 𝑍𝑡
0) = E

[︀
𝑋(𝜃)|𝑍𝑡

0

]︀
.

Это несмещенная оценка, обеспечивающая минимум среднеквадратического отклонения.
При условии 𝜃 = 𝑡 задача оценивания называется задачей фильтрации, а при 𝜃 < 𝑡 и 𝜃 > 𝑡

— задачами сглаживания (интерполяции) и прогнозирования (экстраполяции) соответственно
[267]. Искомая оптимальная оценка 𝑋̂(𝜃) представляется в виде

𝑋̂(𝜃) =
E
[︀
𝜔(𝑡)𝑋(𝜃)

]︀
E𝜔(𝑡)

,

т.е. как математическое ожидание случайного процесса 𝑋(·) с учетом весовой функции 𝜔(·),
которая определяется следующим образом:

𝜔(𝑡) = exp

{︂∫︁ 𝑡

𝑡0

𝜆
(︀
𝜏,𝑋(𝜏)

)︀
𝜓(𝜏)

(︂
𝑍(𝜏)− 1

2
𝜆
(︀
𝜏,𝑋(𝜏)

)︀)︂
𝑑𝜏

}︂
,
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Рис. 3.2. Структурная схема стохастической системы наблюдения

или
𝜔(𝑡) = exp

{︂∫︁ 𝑡

𝑡0

𝜆
(︀
𝜏,𝑋(𝜏)

)︀
𝜓(𝜏)𝑑𝑌 (𝜏)− 1

2

∫︁ 𝑡

𝑡0

𝜆2
(︀
𝜏,𝑋(𝜏)

)︀
𝜓(𝜏)𝑑𝜏

}︂
,

где 𝜓(𝑡) = 𝜁−2(𝑡).
Применение спектрального метода к решению стохастического дифференциального урав-

нения (3.10), т.е. задачи анализа выходных процессов, описано в разд. 3.3. Здесь же восполь-
зуемся спектральной формой математического описания для решения задачи оптимального
оценивания. Как и ранее, {𝑞(𝑖, ·)}∞𝑖=0 — базисная система пространства 𝐿2(T) (см. разд. 1.1).
В дополнение к обозначениям разд. 3.3 будем использовать новые обозначения спектральных
характеристик, определенных относительно базисной системы {𝑞(𝑖, ·)}∞𝑖=0:

11) Λ̃0 — спектральная характеристика функции 𝜆0(·) (см. разд. 1.1);

12) Λ𝑖, Ξ и Ψ — спектральные характеристики операторов умножения на функции 𝜆𝑖(·), 𝜁(·)
и 𝜓(·) соответственно (см. разд. 1.5), 𝑖 = 1, . . . , 𝛾; 1*

𝑡 — спектральная характеристика опе-
ратора умножения на единичную ступенчатую функцию 𝑓 *(𝜏) = 1(𝑡− 𝜏) как функцию
переменной 𝜏 , т.е. спектральная характеристика оператора умножения на индикатор
множества [𝑡0, 𝑡];

13) 𝒵 — спектральная характеристика случайного процесса 𝑍(·), т.е. измерений (см. разд.
2.2);

14) 𝒬 — спектральная характеристика белого шума 𝑄(·) (см. разд. 2.3 и выражение (2.26)).

Применим спектральное преобразование к левой и правой частям уравнения (3.44) с учетом
свойства линейности (2.8):

S
[︀
𝑍(·)

]︀
= S

[︀
𝜆
(︀
·, 𝑋(·)

)︀
+ 𝜁(·)𝑄(·)

]︀
= S

[︀
𝜆
(︀
·, 𝑋(·)

)︀]︀
+ S

[︀
𝜁(·)𝑄(·)

]︀
.

Далее воспользуемся теоремой 1.9. Она сформулировано для неслучайных функций, одна-
ко здесь предполагается, что случайный процесс 𝑋(·) = 𝑋(·, 𝜔) ∈ ℒ2(T) при фиксированном
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𝜔 ∈ Ω — это элемент пространства 𝐿2(T), поэтому

S
[︀
𝜆
(︀
·, 𝑋(·)

)︀]︀
= Λ𝛾(𝑉 𝒳 )𝛾−1𝒳 + . . .+ Λ1𝒳 + Λ̃0, S

[︀
𝜁(·)𝑄(·)

]︀
= Ξ𝒬,

следовательно,
𝒵 = Λ𝛾(𝑉 𝒳 )𝛾−1𝒳 + . . .+ Λ1𝒳 + Λ̃0 + Ξ𝒬. (3.46)

Согласно свойству (1.73) спектрального преобразования произведения функций одной пере-
менной и свойству (1.74) симметричности спектральной характеристики оператора умножения
получаем

S
[︀
𝜆
(︀
·, 𝑋(·)

)︀
𝜓(·)

]︀
= ΨΛ(𝒳 ) = ΨTΛ(𝒳 ),

где Λ(𝒳 ) — спектральная характеристика случайного процесса 𝜆(·, 𝑋(·)):

Λ(𝒳 ) = Λ𝛾(𝑉 𝒳 )𝛾−1𝒳 + . . .+ Λ1𝒳 + Λ̃0. (3.47)

Затем представим интеграл∫︁ 𝑡

𝑡0

𝜆
(︀
𝜏,𝑋(𝜏)

)︀
𝜓(𝜏)

(︂
𝑍(𝜏)− 1

2
𝜆
(︀
𝜏,𝑋(𝜏)

)︀)︂
𝑑𝜏

при условии 𝑡 = 𝑇 , используя спектральную форму математического описания. Для этого фор-
мально воспользуемся свойством (1.26) сохранения скалярного произведения∫︁

T

𝜆
(︀
𝑡,𝑋(𝑡)

)︀
𝜓(𝑡)

(︂
𝑍(𝑡)− 1

2
𝜆
(︀
𝑡,𝑋(𝑡)

)︀)︂
𝑑𝑡 =

=

(︂
𝜆
(︀
·, 𝑋(·)

)︀
𝜓(·), 𝑍(·)− 1

2
𝜆
(︀
·, 𝑋(·)

)︀)︂
𝐿2(T)

= ΛT(𝒳 )Ψ

(︂
𝒵 − 1

2
Λ(𝒳 )

)︂
,

т.е.
𝜔(𝑇 ) = exp

{︂
ΛT(𝒳 )Ψ

(︂
𝒵 − 1

2
Λ(𝒳 )

)︂}︂
. (3.48)

Для решения задачи оптимального оценивания необходимо получить ансамбль реализа-
ций спектральной характеристики 𝒳 выходного сигнала 𝑋(·) по формулам (3.16) или (3.18)
и для имеющейся реализации спектральной характеристики 𝒵 измерений 𝑍(·) найти соответ-
ствующие весовые коэффициенты 𝜔(𝑇 ) по формуле (3.48). Выбирая количество реализаций 𝑀
(объем выборки) и обозначая эти реализации, соответствующие реализациям 𝒱𝑘 спектральной
характеристики 𝒱 и 𝑋𝑘

0 случайной величины 𝑋0, через 𝒳 𝑘 и 𝜔𝑘, где 𝑘 = 1, 2, . . . ,𝑀 , находим
спектральную характеристику 𝒳 оптимальной оценки выходного сигнала 𝑋̂(𝜃) как взвешенное
среднее реализаций 𝒳 𝑘 с весами 𝜔𝑘/Ω по аналогии с методом частиц [146,245]:

𝒳 =
1

Ω

𝑀∑︁
𝑘=1

𝜔𝑘𝒳 𝑘, Ω =
𝑀∑︁
𝑘=1

𝜔𝑘. (3.49)

Наконец, остается применить обратное спектральное преобразование и записать прибли-
женное решение задачи оптимального оценивания в виде ряда с помощью формулы обращения
(2.7):

𝑋̂(𝜃) ≈ S−1[𝒳 ] =
∞∑︁
𝑖=0

𝒳𝑖𝑞(𝑖, 𝜃), 𝜃 ∈ T, (3.50)

где приближенность оценки обусловлена конечностью выборки. В рассмотренном случае 𝑡 = 𝑇 ,
т.е. оценка 𝑋̂(𝜃) дает приближенное решение задачи фильтрации при 𝜃 = 𝑇 и решение задачи
сглаживания при 𝜃 < 𝑇 .
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Далее перейдем к случаю 𝑡0 < 𝑡 < 𝑇 и здесь потребуется спектральная характеристика 1*
𝑡

оператора умножения на индикатор множества [𝑡0, 𝑡]. Воспользуемся свойством (1.73) спект-
рального преобразования произведения функций одной переменной и свойством (1.74) сим-
метричности спектральной характеристики оператора умножения:

S
[︀
1(𝑡− (·))𝜆

(︀
·, 𝑋(·)

)︀
𝜓(·)

]︀
= 1*

𝑡ΨΛ(𝒳 ) = [1*
𝑡Ψ]TΛ(𝒳 ),

следовательно,∫︁ 𝑡

𝑡0

𝜆
(︀
𝜏,𝑋(𝜏)

)︀
𝜓(𝜏)

(︂
𝑍(𝜏)− 1

2
𝜆
(︀
𝜏,𝑋(𝜏)

)︀)︂
𝑑𝜏 =

=

∫︁
T

1(𝑡− 𝜏)𝜆
(︀
𝜏,𝑋(𝜏)

)︀
𝜓(𝜏)

(︂
𝑍(𝜏)− 1

2
𝜆
(︀
𝜏,𝑋(𝜏)

)︀)︂
𝑑𝜏 = ΛT(𝒳 )1*

𝑡Ψ

(︂
𝒵 − 1

2
Λ(𝒳 )

)︂
,

т.е.
𝜔(𝑡) = exp

{︂
ΛT(𝒳 )1*

𝑡Ψ

(︂
𝒵 − 1

2
Λ(𝒳 )

)︂}︂
, (3.51)

причем формулы (3.48) и (3.51) совпадают при условии 𝑡 = 𝑇 , так как 1*
𝑇 = 𝐸 — бесконеч-

ная единичная матрица, т.е. спектральная характеристика оператора умножения на функцию
1(𝑇 − (·)) = 1. Дополнительно укажем, что в доказательстве свойства (2.82) спектрального
преобразования стохастического интеграла Ито приведено представление спектральной харак-
теристики 1*

𝑡 , использующее спектральные характеристики 𝑉 оператора умножения функций
и 1𝜏 функции 𝑓(𝑡) = 1(𝑡− 𝜏), где 𝜏 — параметр (см. также пример 1.4).

Решение задачи оптимального оценивания получается по тем же формулам (3.49) и (3.50),
но с одним отличием: 𝜔𝑘 — это реализации весового коэффициента 𝜔(𝑡), а не 𝜔(𝑇 ), где
𝑘 = 1, 2, . . . ,𝑀 и 𝑡— заданное значение. Тогда оценка 𝑋̂(𝜃) дает приближенное решение задачи
фильтрации при 𝜃 = 𝑡, решение задачи сглаживания при 𝜃 < 𝑡 и решение задачи прогнозиро-
вания при 𝜃 > 𝑡.

Приведем алгоритм решения задачи оптимального оценивания для одномерных стохасти-
ческих систем наблюдения (3.10) и (3.44) спектральным методом.

Алгоритм 3.3.

1. Выбрать базисную систему {𝑞(𝑖, ·)}∞𝑖=0 пространства 𝐿2(T).

2. Найти спектральные характеристики 𝐺 и Λ̃0 входного сигнала 𝑔(·) и функции 𝜆0(·);
спектральные характеристики 𝒱 и 𝒬 гауссовских белых шумов 𝑉 (·) и 𝑄(·); спектраль-
ные характеристики 𝐴, 𝐵, 𝐶, Λ𝑖, Ξ и Ψ операторов умножения на функции 𝑎(·), 𝑏(·), 𝑐(·),
𝜆𝑖(·), 𝜁(·) и 𝜓(·) соответственно, 𝑖 = 1, . . . , 𝛾; спектральную характеристику 𝑃 операто-
ра дифференцирования с учетом начального значения; спектральную характеристику
∆𝑡0 дельта-функции 𝛿((·)− 𝑡0). Дополнительно при 𝑐(𝑡) ̸= 0 определить спектральную
характеристику 𝐷 функции 𝑑(·), а при 𝑐(𝑡) ≡ 0 — спектральную характеристику 𝐷̃ опе-
ратора умножения на функцию 𝑑(·). При 𝑐(𝑡) ̸= 0 или 𝛾 > 1 определить спектральную
характеристику 𝑉 оператора умножения функций, а при 𝑡 < 𝑇 найти спектральную ха-
рактеристику 1*

𝑡 оператора умножения на индикатор множества [𝑡0, 𝑡].

3. Задать объем выборки 𝑀 .
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4. При 𝑐(𝑡) ̸= 0 записать уравнение (3.15) для спектральной характеристики 𝒳 выходного
сигнала 𝑋(·) и найти его решение (3.16). При 𝑐(𝑡) ≡ 0 записать уравнение (3.17) для
спектральной характеристики 𝒳 и найти его решение (3.18). Смоделировать 𝑀 реали-
заций 𝒳 𝑘 спектральной характеристики 𝒳 по реализациям 𝒱𝑘 спектральной характе-
ристики 𝒱 и 𝑋𝑘

0 случайной величины 𝑋0, 𝑘 = 1, 2, . . . ,𝑀 .

5. Выразить весовой коэффициент 𝜔(𝑇 ) по формуле (3.48) при 𝑡 = 𝑇 или весовой коэф-
фициент 𝜔(𝑡) по формуле (3.51) при 𝑡 < 𝑇 . Найти весовые коэффициенты 𝜔𝑘, соответ-
ствующие реализациям 𝒳 𝑘 и известной спектральной характеристике 𝒵 измерений 𝑍(·),
𝑘 = 1, 2, . . . ,𝑀 .

6. Найти спектральную характеристику 𝒳 оптимальной оценки выходного сигнала 𝑋̂(𝜃)

согласно выражению (3.49).

7. Применить обратное спектральное преобразование: найти оценку выходного сигнала
𝑋̂(𝜃) по спектральной характеристике 𝒳 , используя формулу обращения (3.50).

Как и в случае решения задачи анализа выходных процессов (см. разд. 3.3), при расчетах
осуществляется переход к усеченным спектральным характеристикам с заданным порядком
𝐿 [220–222]. Тогда все матрицы в соотношениях (3.14)– (3.18), (3.46)– (3.48) и (3.51) являются
конечными размера 𝐿 по каждому измерению: 𝐿 для матриц-столбцов, 𝐿× 𝐿 для плоских и
𝐿× 𝐿× 𝐿 для пространственных матриц, следовательно,

𝑋̂(𝜃) ≈ S−1[𝒳 ] =
𝐿−1∑︁
𝑖=0

𝒳𝑖𝑞(𝑖, 𝜃), 𝜃 ∈ T, (3.52)

т.е. приближенное решение задачи оптимального оценивания представляется в виде частичной
суммы ряда (см. разд. 2.8).

При приближенном решении задачи оптимального оценивания требуется задать порядок
усечения спектральных характеристик 𝐿 и на шаге 7 алгоритма 3.3 и использовать формулу
(3.52) вместо (3.50).

З ам е ч а н и я 3.3.
1. В работе [341] получена другая формула для весового коэффициента 𝜔(𝑡) на основе свой-

ства (1.73) спектрального преобразования произведения функций одной переменной и свойства
(1.86) спектрального преобразования интегралов от функций одной переменной:

S
[︂ ∫︁ (·)

𝑡0

𝜆
(︀
𝜏,𝑋(𝜏)

)︀
𝜁2(𝜏)

(︂
𝑍(𝜏)− 1

2
𝜆
(︀
𝜏,𝑋(𝜏)

)︀)︂
𝑑𝜏

]︂
=

= 𝑃−1 S
[︂
𝜆
(︀
·, 𝑋(·)

)︀
𝜁2(·)

(︂
𝑍(·)− 1

2
𝜆
(︀
·, 𝑋(·)

)︀)︂]︂
= 𝑃−1

(︀
𝑉 Λ𝜁(𝒳 )

)︀[︂
Ξ−1𝒵 − 1

2
Λ𝜁(𝒳 )

]︂
и

𝜔(𝑡) = exp

{︂
∆T

𝑡 𝑃
−1
(︀
𝑉 Λ𝜁(𝒳 )

)︀[︂
Ξ−1𝒵 − 1

2
Λ𝜁(𝒳 )

]︂}︂
,

где Λ𝜁(𝒳 ) = Ξ−1Λ(𝒳 ), 𝑃−1 — спектральная характеристика оператора интегрирования (см.
разд. 1.6), а ∆𝑡 — это спектральная характеристика дельта-функции 𝛿((·)− 𝑡) (см. примеры
линейных функционалов на множестве функций одной переменной в разд. 1.1). Отметим так-
же, что для спектральных характеристик Ξ и Ψ выполняется очевидное соотношение Ψ = Ξ−2.
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Выражение в фигурных скобках — это матричная запись формулы обращения (1.21), ко-
торая в общем случае справедлива при почти всех 𝑡 ∈ T, а не в каждой точке (см. также
формулу (1.37)).

Еще один вариант формулы для весового коэффициента 𝜔(𝑡) представлен в статье [342]:

𝜔(𝑡) = exp

{︂
[1̃*
𝑡 ]

T
(︀
𝑉 Λ𝜁(𝒳 )

)︀[︂
Ξ−1𝒵 − 1

2
Λ𝜁(𝒳 )

]︂}︂
,

где 1̃*
𝑡 — спектральная характеристика индикатора множества [𝑡0, 𝑡], связанная со спектраль-

ной характеристикой 1*
𝑡 соотношением (1.78): 1*

𝑡 = 𝑉 1̃*
𝑡 .

2. Действуя по аналогии с работой [74], можно скорректировать формулу (3.48). Если умно-
жить числитель и знаменатель дроби, которая выражает оптимальную оценку 𝑋̂(𝜃), на де-
терминированную величину, то эта оценка не изменится. В качестве такой величины можно
взять

exp

{︂
−1

2
𝒵TΨ𝒵

}︂
,

считая измерения 𝑍(·), а значит и спектральную характеристику 𝒵, зафиксированными.
Тогда

𝑋̂(𝜃) =
E
[︀
𝜔*(𝑡)𝑋(𝜃)

]︀
E𝜔*(𝑡)

,

где при 𝑡 = 𝑇

𝜔*(𝑇 ) = exp

{︂
−1

2
𝒵TΨ𝒵

}︂
𝜔(𝑇 ) = exp

{︂
−1

2
𝒵TΨ𝒵 + ΛT(𝒳 )Ψ𝒵 − 1

2
ΛT(𝒳 )ΨΛ(𝒳 )

}︂
=

= exp

{︂
−1

2

(︀
𝒵 − Λ(𝒳 )

)︀T
Ψ
(︀
𝒵 − Λ(𝒳 )

)︀}︂
,

а в общем случае

𝜔*(𝑡) = exp

{︂
−1

2

(︀
𝒵 − Λ(𝒳 )

)︀T
1*
𝑡Ψ

(︀
𝒵 − Λ(𝒳 )

)︀}︂
.

Последний вариант весовой функции позволяет обойти некоторые трудности реализации
алгоритма оценивания. Более подробно они описаны в работах [74,303].

3. В алгоритме 3.3 спектральная характеристика 𝒬 гауссовского белого шума 𝑄(·) требует-
ся только для моделирования спектральной характеристики 𝒵 измерений 𝑍(·) при апробации.
Это же замечание касается спектральной характеристики Ξ оператора умножения на функ-
цию 𝜁(·). В реальной задаче оценивания достаточно известной спектральной характеристики
𝒵.

4. Спектральная характеристика оптимальной оценки выражается как взвешенное среднее
реализаций 𝒳 𝑘 с весами 𝜔𝑘/Ω согласно формуле (3.49). Аналогичным образом можно получить
вторую нестационарную спектральную плотность ошибки оценивания ℰ(𝜃) = 𝑋(𝜃)− 𝑋̂(𝜃):

𝑆ℰ =
1

Ω

𝑀∑︁
𝑘=1

𝜔𝑘(𝒳 𝑘 −𝒳 )(𝒳 𝑘 −𝒳 )T, Ω =
𝑀∑︁
𝑘=1

𝜔𝑘.

Тогда, применяя формулу обращения (1.43), для корреляционной функции ошибки оцени-
вания получаем выражение

𝑅ℰ(𝜃, 𝜗) = S−1[𝑆ℰ ] =
∞∑︁

𝑖,𝑗=0

𝑆ℰ
𝑖𝑗 𝑞(𝑖, 𝜃)𝑞(𝑗, 𝜗), (𝜃, 𝜗) ∈ T2,
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и, естественно, при усечении спектральных характеристик с порядком 𝐿 верхний предел сум-
мирования требуется заменить на 𝐿− 1.

5. С вычислительной точки зрения в задаче оптимального оценивания наиболее предпо-
чтителен вариант 𝑡 = 𝑇 , поскольку для него формула расчета весовых коэффициентов более
простая. Кроме того, спектральный метод предполагает, что используются спектральные ха-
рактеристики функций и случайных процессов, заданных на отрезке [𝑡0, 𝑇 ].

Для решения задач фильтрации и сглаживания может оказаться полезной идея исполь-
зования нестационарного отрезка и нестационарных спектральных характеристик (см. п. 1
замечаний 1.2).

Многомерный случай. Перейдем к уравнениям более общего вида по сравнению с урав-
нениями (3.43) и (3.44), а именно

𝑑𝑌 (𝑡) = 𝜆
(︀
𝑡,𝑋(𝑡)

)︀
𝑑𝑡+

ℎ∑︁
𝑤=1

𝜁𝑤(𝑡)𝑑𝑅𝑤(𝑡), 𝑌 (𝑡0) = 0, (3.53)

где 𝑌 (·) — 𝑚-мерный случайный процесс; 𝜆(·) — вектор-полином заданной степени размеров
𝑚× 1 с известными коэффициентами:

𝜆𝑢(𝑡, 𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) =
𝑛∑︁
𝑙=1

(︀
𝜆𝑢𝑙,𝛾𝑢(𝑡)𝑥𝛾𝑢𝑙 + . . .+ 𝜆𝑢𝑙,1(𝑡)𝑥𝑙

)︀
+ 𝜆𝑢,0(𝑡), 𝑢 = 1, 2, . . . ,𝑚;

𝜁𝑤(·) — заданные вектор-функции размеров 𝑚× 1, элементы которых интегрируемы; 𝑅𝑤(·) —

независимые стандартные винеровские процессы, 𝑤 = 1, 2, . . . , ℎ. Эквивалентное уравнение в
форме Ланжевена имеет вид

𝑍(𝑡) = 𝜆
(︀
𝑡,𝑋(𝑡)

)︀
+

ℎ∑︁
𝑤=1

𝜁𝑤(𝑡)𝑄𝑤(𝑡), (3.54)

где 𝑍(·) = 𝑌̇ (·) — 𝑚-мерный случайный процесс, 𝑄𝑤(·) — независимые гауссовские белые шу-
мы, соответствующие винеровским процессам 𝑅𝑤(·) (см. соотношение (2.27)).

Дополнительные условия состоят в том, что квадратная матрица 𝜂(𝑡) = 𝜁(𝑡)𝜁T(𝑡), где мат-
ричная функция 𝜁(·) образована столбцами 𝜁𝑤(·), является невырожденной: det 𝜂(𝑡) ̸= 0, а слу-
чайные процессы 𝑊𝑗(·) и 𝑅𝑤(·) независимы в совокупности, 𝑗 = 1, 2, . . . , 𝑠 и 𝑤 = 1, 2, . . . , ℎ (см.
уравнение (3.27)).

Векторный случайный процесс 𝑋(·), удовлетворяющий уравнению (3.27), является нена-
блюдаемым, а векторные случайные процессы 𝑌 (·) и 𝑍(·) — наблюдаемые:

𝑌 (𝑡) = [𝑌1(𝑡) 𝑌2(𝑡) . . . 𝑌𝑚(𝑡) ]T, 𝑍(𝑡) = [𝑍1(𝑡) 𝑍2(𝑡) . . . 𝑍𝑚(𝑡) ]T.

Уравнения (3.27) и (3.53) (или уравнения (3.27) и (3.54)) формируют математическую мо-
дель многомерной стохастической системы наблюдения. Как и ранее, в этой модели 𝑔(·) —

известный детерминированный входной сигнал, 𝑋(·) — случайный выходной сигнал, 𝑌 (·) (или
𝑍(·)) — измерения. Уравнение (3.27) задает объект наблюдения, а уравнение (3.53) (или урав-
нение (3.54)) — измерительную систему, причем основным уравнением измерительной системы
будем считать (3.54).
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Задача оптимального оценивания для многомерной линейной стохастической системы на-
блюдения состоит в нахождении оценки 𝑋̂(𝜃) по заданной математической модели (3.27),
(3.54), входному сигналу 𝑔(·) и измерениям 𝑍𝑡

0 = {𝑍(𝜏), 𝜏 ∈ [𝑡0, 𝑡)} при аналогичном условии
(3.45), но в предположении, что ℰ(𝜃) = 𝑋(𝜃) − 𝑋̂(𝜃) — вектор ошибки оценивания, а Π(·) —

функция потерь векторного аргумента [106,225].
Для иллюстрации можно ограничиться рис. 3.2, если использовать обозначение 𝑅(𝑡) =

= [𝑅1(𝑡) 𝑅2(𝑡) . . . 𝑅ℎ(𝑡) ]T и понимать 𝜁(𝑡)𝑅(𝑡) как сумму
∑︀ℎ

𝑤=1 𝜁
𝑤(𝑡)𝑅𝑤(𝑡) по аналогии с зада-

чей анализа выходных процессов многомерной линейной стохастической системы управления
(см. разд. 3.3).

Для квадратичной функции потерь Π(𝜀) = 𝜀T𝜀 оптимальная оценка (она является несме-
щенной и гарантирует минимум среднеквадратического отклонения) выражается следующим
образом:

𝑋̂(𝜃) = 𝜓(𝜃, 𝑍𝑡
0) = E

[︀
𝑋(𝜃)|𝑍𝑡

0

]︀
.

При условии 𝜃 = 𝑡 задача оценивания называется задачей фильтрации, а при 𝜃 < 𝑡 и 𝜃 > 𝑡

— задачами сглаживания (интерполяции) и прогнозирования (экстраполяции) соответственно
[267]. Оптимальная оценка 𝑋̂(𝜃) представляется в виде

𝑋̂(𝜃) =
E
[︀
𝜔(𝑡)𝑋(𝜃)

]︀
E𝜔(𝑡)

,

т.е. как взвешенное математическое ожидание случайного процесса 𝑋(·). В данном случае
весовая функция определяется формулой

𝜔(𝑡) = exp

{︂ 𝑚∑︁
𝑢,𝑣=1

∫︁ 𝑡

𝑡0

𝜆𝑢
(︀
𝜏,𝑋(𝜏)

)︀
𝜓𝑢𝑣(𝜏)

(︂
𝑍𝑣(𝜏)− 1

2
𝜆𝑣
(︀
𝜏,𝑋(𝜏)

)︀)︂
𝑑𝜏

}︂
,

или

𝜔(𝑡) = exp

{︂ 𝑚∑︁
𝑢,𝑣=1

∫︁ 𝑡

𝑡0

𝜆𝑢
(︀
𝜏,𝑋(𝜏)

)︀
𝜓𝑢𝑣(𝜏)𝑑𝑌𝑣(𝜏)− 1

2

𝑚∑︁
𝑢,𝑣=1

∫︁ 𝑡

𝑡0

𝜆𝑢
(︀
𝜏,𝑋(𝜏)

)︀
𝜓𝑢𝑣(𝜏)𝜆𝑣

(︀
𝜏,𝑋(𝜏)

)︀
𝑑𝜏

}︂
,

где 𝜓(𝑡) = 𝜂−1(𝑡) — матричная функция размеров 𝑚×𝑚 с элементами 𝜓𝑢𝑣(·); 𝑢, 𝑣 =

= 1, 2, . . . ,𝑚.
Дополнительно запишем уравнение (3.54) в координатной форме:

𝑍𝑢(𝑡) = 𝜆𝑢
(︀
𝑡,𝑋1(𝑡), . . . , 𝑋𝑛(𝑡)

)︀
+

ℎ∑︁
𝑤=1

𝜁𝑤𝑢 (𝑡)𝑄𝑤(𝑡), (3.55)

где в дополнение к введенным выше обозначениям 𝜁𝑤𝑢 (·) — элементы векторных функ-
ций 𝜁𝑤(·). Далее индексы принимают следующие значения: 𝑙 = 1, 2, . . . , 𝑛; 𝑢, 𝑣 = 1, 2, . . . ,𝑚;
𝑤 = 1, 2, . . . , ℎ.

Будем использовать спектральную форму математического описания для решения задачи
оптимального оценивания, взяв за основу спектральный метод решения стохастического диф-
ференциального уравнения (3.27), т.е. задачи анализа выходных процессов. Наряду с обозначе-
ниями разд. 3.3 введем следующие обозначения спектральных характеристик, определенных
относительно базисной системы {𝑞(𝑖, ·)}∞𝑖=0 пространства 𝐿2(T):

11) Λ̃𝑢,0 — спектральные характеристики функций 𝜆𝑙0(·) (см. разд. 1.1);
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12) Λ𝑢𝑙,𝑖, Ξ𝑤
𝑢 и Ψ𝑢𝑣 — спектральные характеристики операторов умножения на функ-

ции 𝜆𝑢𝑙,𝑖(·), 𝜁𝑤𝑢 (·) и 𝜓𝑢𝑣(·) соответственно (см. разд. 1.5), 𝑖 = 1, . . . , 𝛾𝑢; 1*
𝑡 — спект-

ральная характеристика оператора умножения на единичную ступенчатую функцию
𝑓 *(𝜏) = 1(𝑡− 𝜏) как функцию переменной 𝜏 , т.е. спектральная характеристика операто-
ра умножения на индикатор множества [𝑡0, 𝑡];

13) 𝒵𝑢 — спектральные характеристики случайных процессов 𝑍𝑢(·), т.е. координат вектора
измерений (см. разд. 2.2);

14) 𝒬𝑤 — спектральные характеристики белых шумов 𝑄𝑤(·) (см. разд. 2.3 и выражение
(2.26)).

Применим спектральное преобразование к левой и правой частям каждого уравнения сис-
темы (3.54), принимая во внимание свойство линейности (2.8):

S
[︀
𝑍𝑢(·)

]︀
= S

[︂
𝜆𝑢

(︀
·, 𝑋1(·), . . . , 𝑋𝑛(·)

)︀
+

ℎ∑︁
𝑤=1

𝜁𝑤𝑢 (·)𝑄𝑤(·)
]︂

=

= S
[︀
𝜆𝑢

(︀
·, 𝑋1(·), . . . , 𝑋𝑛(·)

)︀]︀
+

ℎ∑︁
𝑤=1

S
[︀
𝜁𝑤𝑢 (·)𝑄𝑤(·)

]︀
,

а также учтем теорему 1.9:

S
[︀
𝜆𝑢

(︀
·, 𝑋1(·), . . . , 𝑋𝑛(·)

)︀]︀
= S

[︂ 𝑛∑︁
𝑙=1

(︀
𝜆𝑢𝑙,𝛾𝑢(·)𝑋𝛾𝑢

𝑙 (·) + . . .+ 𝜆𝑢𝑙,1(·)𝑋𝑙(·)
)︀

+ 𝜆𝑢,0(·)
]︂

=

=
𝑛∑︁
𝑙=1

S
[︀
𝜆𝑢𝑙,𝛾𝑢(·)𝑋𝛾𝑢

𝑙 (·) + . . .+ 𝜆𝑢𝑙,1(·)𝑋𝑙(·)
]︀
+S

[︀
𝜆𝑢,0(·)

]︀
=

=
𝑛∑︁
𝑙=1

(︀
Λ𝑢𝑙,𝛾𝑢(𝑉 𝒳 𝛾𝑢−1

𝑙 )𝒳𝑙 + . . .+ Λ𝑢𝑙,1𝒳𝑙
)︀

+ Λ̃𝑢,0, S
[︀
𝜁𝑤𝑢 (·)𝑄𝑤(·)

]︀
= Ξ𝑤

𝑢𝒬𝑤,

т.е.

𝒵𝑢 =
𝑛∑︁
𝑙=1

(︀
Λ𝑢𝑙,𝛾𝑢(𝑉 𝒳 𝛾𝑢−1

𝑙 )𝒳𝑙 + . . .+ Λ𝑢𝑙,1𝒳𝑙
)︀

+ Λ̃𝑢,0 +
ℎ∑︁

𝑤=1

Ξ𝑤
𝑢𝒬𝑤. (3.56)

Далее применим свойство (1.73) спектрального преобразования произведения функций од-
ной переменной и свойство (1.74) симметричности спектральной характеристики оператора
умножения:

S
[︀
𝜆𝑢

(︀
·, 𝑋1(·), . . . , 𝑋𝑛(·)

)︀
𝜓𝑢𝑣(·)

]︀
= Ψ𝑢𝑣Λ𝑢(𝒳1, . . . ,𝒳𝑛) = ΨT

𝑢𝑣Λ𝑢(𝒳1, . . . ,𝒳𝑛),

где Λ𝑢(𝒳1, . . . ,𝒳𝑛) — это спектральная характеристика случайного процесса
𝜆𝑢(·, 𝑋1(·), . . . , 𝑋𝑛(·)), выражение для которой получено выше, а именно

Λ𝑢(𝒳1, . . . ,𝒳𝑛) =
𝑛∑︁
𝑙=1

(︀
Λ𝑢𝑙,𝛾𝑢(𝑉 𝒳 𝛾𝑢−1

𝑙 )𝒳𝑙 + . . .+ Λ𝑢𝑙,1𝒳𝑙
)︀

+ Λ̃𝑢,0. (3.57)

Записанных соотношений достаточно, чтобы представить интеграл∫︁ 𝑡

𝑡0

𝜆𝑢
(︀
𝜏,𝑋(𝜏)

)︀
𝜓𝑢𝑣(𝜏)

(︂
𝑍𝑣(𝜏)− 1

2
𝜆𝑣
(︀
𝜏,𝑋(𝜏)

)︀)︂
𝑑𝜏

при условии 𝑡 = 𝑇 на основе спектральной формы математического описания (с применением
свойства (1.26) сохранения скалярного произведения):∫︁
T

𝜆𝑢
(︀
𝑡,𝑋(𝑡)

)︀
𝜓𝑢𝑣(𝑡)

(︂
𝑍𝑣(𝑡)−

1

2
𝜆𝑣
(︀
𝑡,𝑋(𝑡)

)︀)︂
𝑑𝑡 =
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=

(︂
𝜆𝑢

(︀
·, 𝑋(·)

)︀
𝜓𝑢𝑣(·), 𝑍𝑣(·)−

1

2
𝜆𝑣
(︀
·, 𝑋(·)

)︀)︂
𝐿2(T)

= ΛT

𝑢(𝒳1, . . . ,𝒳𝑛)Ψ𝑢𝑣

(︂
𝒵𝑣 −

1

2
Λ𝑣(𝒳1, . . . ,𝒳𝑛)

)︂
,

следовательно,

𝜔(𝑇 ) = exp

{︂ 𝑚∑︁
𝑢,𝑣=1

ΛT

𝑢(𝒳1, . . . ,𝒳𝑛)Ψ𝑢𝑣

(︂
𝒵𝑣 −

1

2
Λ𝑣(𝒳1, . . . ,𝒳𝑛)

)︂}︂
. (3.58)

Соотношение (3.58) можно представить компактнее, применяя операцию агрегирования
матриц [43, 112], т.е. построение квадратной четырехмерной матрицы Ψ, а также двумерных
матриц-столбцов 𝒵 и Λ(𝒳 ):

Ψ =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
Ψ11 Ψ12 . . . Ψ1𝑚

Ψ21 Ψ22 . . . Ψ2𝑚

...
... . . . ...

Ψ𝑚1 Ψ𝑚2 . . . Ψ𝑚𝑚

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦, 𝒵 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
𝒵1

𝒵2

...
𝒵𝑚

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦, Λ(𝒳 ) =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
Λ1(𝒳1, . . . ,𝒳𝑛)

Λ2(𝒳1, . . . ,𝒳𝑛)
...

Λ𝑚(𝒳1, . . . ,𝒳𝑛)

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦,
тогда

𝜔(𝑇 ) = exp

{︂
ΛT(𝒳1, . . . ,𝒳𝑛)Ψ

(︂
𝒵 − 1

2
Λ(𝒳1, . . . ,𝒳𝑛)

)︂}︂
.

Чтобы найти решение задачи оптимального оценивания, нужно сформировать ансамбль
реализаций двумерной матрицы-столбца 𝒳 , которая включает спектральные характеристики
𝒳𝑙 координат выходного сигнала 𝑋𝑙(·). Их можно получить по формуле (3.37) с дополнитель-
ной декомпозицией [43, 112], или построением простых сечений двумерной матрицы-столбца
𝒳 . При 𝑛 = 2 достаточно применить формулу (3.36). Также требуются весовые коэффициен-
ты 𝜔(𝑇 ) (см. формулу (3.48)), зависящие от реализации матрицы-столбца 𝒵, образованной
реализациями спектральных характеристик координат вектора измерений 𝑍𝑢(·). Выбирая ко-
личество реализаций 𝑀 (объем выборки) и обозначая эти реализации, соответствующие ре-
ализациям 𝒱𝑘 спектральной характеристики 𝒱 и 𝑋𝑘

0 случайного вектора 𝑋0, через 𝒳 𝑘 и 𝜔𝑘,
где 𝑘 = 1, 2, . . . ,𝑀 , находим двумерную матрицу-столбец 𝒳 , отвечающую оптимальной оцен-
ке выходного сигнала 𝑋̂(𝜃), как взвешенное среднее реализаций 𝒳 𝑘 с весами 𝜔𝑘/Ω согласно
методу частиц [146,245]:

𝒳 =
1

Ω

𝑀∑︁
𝑘=1

𝜔𝑘𝒳 𝑘, Ω =
𝑀∑︁
𝑘=1

𝜔𝑘. (3.59)

Остается получить спектральные характеристики 𝒳𝑙 оптимальных оценок координат вы-
ходного сигнала 𝑋̂𝑙(𝜃) с помощью декомпозиции. Операцию декомпозиции можно применить
сразу после нахождения двумерной матрицы-столбца 𝒳 для получения спектральных харак-
теристик 𝒳𝑙. Тогда

𝒳𝑙 =
1

Ω

𝑀∑︁
𝑘=1

𝜔𝑘𝒳 𝑘
𝑙 , 𝑙 = 1, 2, . . . , 𝑛, Ω =

𝑀∑︁
𝑘=1

𝜔𝑘. (3.60)

На заключительном шаге применяется обратное спектральное преобразование и прибли-
женное решение задачи оптимального оценивания записывается в виде рядов по формуле
обращения (2.7):

𝑋̂𝑙(𝜃) ≈ S−1[𝒳𝑙] =
∞∑︁
𝑖=0

(𝒳𝑙)𝑖𝑞(𝑖, 𝜃), 𝑙 = 1, 2, . . . , 𝑛, 𝜃 ∈ T, (3.61)
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где, как и в одномерном случае, приближенность оценки связана с конечностью выборки. При-
веденные соотношения согласованы с условием 𝑡 = 𝑇 . Это означает, что оценка 𝑋̂(𝜃) является
приближенным решением задачи фильтрации (𝜃 = 𝑇 ) и задачи сглаживания (𝜃 < 𝑇 ).

Следом рассмотрим условие 𝑡0 < 𝑡 < 𝑇 . Здесь достаточно воспользоваться тем же приемом,
что и в одномерном случае, а именно

𝜔(𝑡) = exp

{︂ 𝑚∑︁
𝑢,𝑣=1

ΛT

𝑢(𝒳1, . . . ,𝒳𝑛)1*
𝑡Ψ𝑢𝑣

(︂
𝒵𝑣 −

1

2
Λ𝑣(𝒳1, . . . ,𝒳𝑛)

)︂}︂
, (3.62)

или 𝜔(𝑡) = exp

{︂
ΛT(𝒳1, . . . ,𝒳𝑛)Ψ*

(︂
𝒵 − 1

2
Λ(𝒳1, . . . ,𝒳𝑛)

)︂}︂
,

где

Ψ* =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
1*
𝑡Ψ11 1*

𝑡Ψ12 . . . 1*
𝑡Ψ1𝑚

1*
𝑡Ψ21 1*

𝑡Ψ22 . . . 1*
𝑡Ψ2𝑚

...
... . . . ...

1*
𝑡Ψ𝑚1 1*

𝑡Ψ𝑚2 . . . 1*
𝑡Ψ𝑚𝑚

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦ .
Для решения задачи оптимального оценивания применяются те же формулы (3.59) и (3.61),

но с учетом того, что 𝜔𝑘 — это реализации весового коэффициента 𝜔(𝑡) вместо 𝜔(𝑇 ), где
𝑘 = 1, 2, . . . ,𝑀 , а 𝑡 — заданное значение. Тогда оценка 𝑋̂(𝜃) дает приближенное решение за-
дачи фильтрации при 𝜃 = 𝑡, решение задачи сглаживания при 𝜃 < 𝑡 и решение задачи прогно-
зирования при 𝜃 > 𝑡.

Приведем алгоритм решения задачи оптимального оценивания для многомерных стохасти-
ческих систем наблюдения (3.27) и (3.54) спектральным методом.

Алгоритм 3.4.

1. Выбрать базисную систему {𝑞(𝑖, ·)}∞𝑖=0 пространства 𝐿2(T).

2. Найти спектральные характеристики 𝐺𝑟 и Λ̃𝑢,0 координат входного сигнала 𝑔𝑟(·) и функ-
ций 𝜆𝑢,0(·); спектральные характеристики 𝒱𝑗 и𝒬𝑤 гауссовских белых шумов 𝑉𝑗(·) и𝑄𝑤(·);
спектральные характеристики 𝐴𝑙𝑚, 𝐵𝑙𝑟, 𝐶𝑗

𝑙𝑚, Λ𝑢𝑙,𝑖, Ξ𝑤
𝑢 и Ψ𝑢𝑣 операторов умножения на

функции 𝑎𝑙𝑚(·), 𝑏𝑙𝑟(·), 𝑐𝑗𝑙𝑚(·), 𝜆𝑢𝑙,𝑖(·), 𝜁𝑤𝑢 (·) и 𝜓𝑢𝑣(·) соответственно, 𝑖 = 1, . . . , 𝛾𝑢; спект-
ральную характеристику 𝑃 оператора дифференцирования с учетом начального значе-
ния; спектральную характеристику ∆𝑡0 дельта-функции 𝛿((·)− 𝑡0). Дополнительно при
𝑐𝑗(𝑡) ̸= 0 определить спектральные характеристики 𝐷𝑗

𝑙 функций 𝑑𝑗𝑙 (·), а при 𝑐𝑗(𝑡) ≡ 0 —

спектральные характеристики 𝐷̃𝑗
𝑙 операторов умножения на функции 𝑑𝑗𝑙 (·). При 𝑐𝑗(𝑡) ̸= 0

или max 𝛾𝑖 > 1 определить спектральную характеристику 𝑉 оператора умножения функ-
ций, а при 𝑡 < 𝑇 определить спектральную характеристику 1*

𝑡 оператора умножения на
индикатор множества [𝑡0, 𝑡].

3. Задать объем выборки 𝑀 .

4. При 𝑐𝑗(𝑡) ̸= 0 записать систему уравнений (3.34), а при 𝑐𝑗(𝑡) ≡ 0 — систему уравнений
(3.35) для спектральных характеристик 𝒳𝑙 координат выходного сигнала 𝑋𝑙(·) и найти
ее решение: при 𝑛 = 2 воспользоваться формулой (3.36), а в общем случае — формулой
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(3.37). Смоделировать 𝑀 реализаций 𝒳 𝑘
𝑙 спектральных характеристик 𝒳𝑙 по реализаци-

ям 𝒱𝑘𝑗 спектральных характеристик 𝒱𝑗 и 𝑋𝑘
0 случайного вектора 𝑋0, 𝑘 = 1, 2, . . . ,𝑀 .

5. Выразить весовой коэффициент 𝜔(𝑇 ) по формуле (3.58) при 𝑡 = 𝑇 или весовой коэф-
фициент 𝜔(𝑡) по формуле (3.62) при 𝑡 < 𝑇 . Найти весовые коэффициенты 𝜔𝑘, соответ-
ствующие реализациям 𝒳 𝑘

𝑙 и известным спектральным характеристикам 𝒵𝑢 координат
вектора измерений 𝑍𝑢(·), 𝑘 = 1, 2, . . . ,𝑀 .

6. Найти спектральные характеристики 𝒳𝑙 оптимальных оценок координат выходного сиг-
нала 𝑋̂𝑙(𝜃) согласно выражениям (3.59) или (3.60).

7. Применить обратное спектральное преобразование: найти оценки координат выходно-
го сигнала 𝑋̂𝑙(𝜃) по спектральным характеристикам 𝒳𝑙, используя формулу обращения
(3.61).

В разд. 3.3 отмечено, что операции с бесконечными матрицами сложно реализовать на
практике, поэтому целесообразно усечение всех спектральных характеристик до некоторого
выбранного порядка 𝐿 [220–222], т.е. все матрицы, которые формируют соотношения (3.34)–
(3.36), (3.56)– (3.58) и (3.62), являются конечными размера 𝐿 по каждому измерению: 𝐿 для
матриц-столбцов, 𝐿× 𝐿 для плоских и 𝐿× 𝐿× 𝐿 для пространственных матриц, поэтому

𝑋̂𝑙(𝜃) ≈ S−1[𝒳𝑙] =
𝐿−1∑︁
𝑖=0

(𝒳𝑙)𝑖𝑞(𝑖, 𝜃), 𝑙 = 1, 2, . . . , 𝑛, 𝜃 ∈ T, (3.63)

и приближенное решение задачи оптимального оценивания представляется в виде частичных
сумм рядов (см. разд. 2.8).

Чтобы получить такое приближенное решение задачи оптимального оценивания необхо-
димо задать порядок усечения спектральных характеристик 𝐿 и на шаге 7 алгоритма 3.4 и
использовать формулу (3.63) вместо (3.61).

З ам е ч а н и я 3.4.
1. Можно предложить другие варианты формулы для весовой функции 𝜔(·) по аналогии

с п. 1 замечаний 3.3, однако формулы (3.58) и (3.62) более предпочтительны, возможно, за
исключением выражения (см. п. 2 замечаний 3.3)

𝜔*(𝑡) = exp

{︂
−1

2

(︀
𝒵 − Λ(𝒳 )

)︀T
Ψ*(︀𝒵 − Λ(𝒳 )

)︀}︂
,

которое в координатной форме имеет вид

𝜔*(𝑡) = exp

{︂
1

2

𝑚∑︁
𝑢,𝑣=1

(︀
𝒵𝑢 − Λ𝑢(𝒳1, . . . ,𝒳𝑛)

)︀T
1*
𝑡Ψ𝑢𝑣

(︀
𝒵𝑣 − Λ𝑣(𝒳1, . . . ,𝒳𝑛)

)︀}︂
.

При 𝑡 = 𝑇 указанные выражения несколько проще, так как 1*
𝑡 = 𝐸 и, следовательно,

Ψ* = Ψ, где 𝐸 — бесконечная единичная матрица.
2. В алгоритме 3.4 спектральные характеристики 𝒬𝑤 гауссовских белых шумов 𝑄𝑤(·) тре-

буются для апробации, когда возникает необходимость в моделировании спектральных ха-
рактеристик 𝒵𝑢 координат вектора измерений 𝑍𝑢(·). Аналогичное замечание справедливо для
спектральных характеристик Ξ𝑤

𝑢 операторов умножения на функции 𝜁𝑤𝑢 (·). Но, вообще говоря,
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задача оценивания предполагает, что спектральные характеристики 𝒵𝑢 известны (см. также
п. 3 замечаний 3.3).

3. По реализациям 𝒳 𝑘
𝑙 можно найти вторые нестационарные спектральные плотности ко-

ординат ℰ𝑙(𝜃) = 𝑋𝑙(𝜃)− 𝑋̂𝑙(𝜃) вектора ошибки оценивания (см. п. 4 замечаний 3.3):

𝑆ℰ𝑙 =
1

Ω

𝑀∑︁
𝑘=1

𝜔𝑘(𝒳 𝑘
𝑙 −𝒳𝑙)(𝒳 𝑘

𝑙 −𝒳𝑙)T, Ω =
𝑀∑︁
𝑘=1

𝜔𝑘,

и соответствующие им корреляционные функции (при усечении спектральных характеристик
с порядком 𝐿 верхний предел суммирования заменяется на 𝐿− 1):

𝑅ℰ𝑙(𝜃, 𝜗) = S−1[𝑆ℰ𝑙 ] =
∞∑︁

𝑖,𝑗=0

𝑆ℰ𝑙
𝑖𝑗 𝑞(𝑖, 𝜃)⊗ 𝑞(𝑗, 𝜗), 𝑙 = 1, 2, . . . , 𝑛, (𝜃, 𝜗) ∈ T2.

Наряду с ними при необходимости допустимо находить нестационарные взаимные спект-
ральные плотности координат вектора ошибки оценивания (см. п. 2 замечаний 2.1).

3.5. Моделирование типовых случайных процессов

В этом разделе применим алгоритмы решения стохастических дифференциальных урав-
нений спектральным методом для моделирования типовых случайных процессов: винеровско-
го процесса (броуновского движения), броуновского моста и процесса Орнштейна–Уленбека
(см. примеры случайных процессов в разд. 2.1). Кроме того, приведем примеры моделирова-
ния геометрического броуновского движения [239], осциллятора Кубо [302] и вращательной
диффузии [53, 255], а также пример решения задачи оценивания траектории процесса Орн-
штейна–Уленбека.

Пример 3.1. Оценить погрешности аппроксимации математического ожидания 𝑚𝑊 (·) и
корреляционной функции 𝑅𝑊 (·) винеровского процесса 𝑊 (·), а также оценить его норму на от-
резке T = [0, 1], применяя спектральный метод решения стохастического дифференциального
уравнения

𝑊̇ (𝑡) = 𝑉 (𝑡), 𝑊 (0) = 𝑊0 = 0, (3.64)

где 𝑉 (·) — гауссовский белый шум. В качестве базисных систем использовать функции (1.5)–
(1.9). Порядки усечения спектральных характеристик: 𝐿 = 4, 8, . . . , 256.

� Уравнение (3.64) эквивалентно уравнению (2.27) и представляет собой частный случай
уравнения (3.12) при 𝑎(𝑡) = 𝑏(𝑡) = 𝑐(𝑡) ≡ 0 и 𝑑(𝑡) ≡ 1.

Применим для решения стохастического дифференциального уравнения (3.64) спектраль-
ный метод и алгоритм 3.1 (см. разд. 3.3). Формула (3.18) здесь принимает наиболее простой
вид, а именно (2.31): 𝒲 = 𝑃−1𝒱 , где 𝒲 — спектральная характеристика винеровского про-
цесса, 𝑃−1 — спектральная характеристика оператора интегрирования, а 𝒱 — спектральная
характеристика (2.26) белого шума, т.е. 𝐴 = 𝐵 = 𝐶 = 𝑂, 𝐷 = 𝐸. Здесь 𝑂 и 𝐸 — бесконеч-
ные нулевая и единичная матрицы соответственно. Спектральные характеристики 𝑃−1 для
базисных систем (1.5)– (1.9) приведены в разд. 1.6.
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Напомним (см. разд. 2.4), что 𝑆𝑊 = cov𝒲 = 𝑃−1[𝑃−1]T согласно соотношению (2.57) для
вторых нестационарных спектральных плотностей входного и выходного сигналов линейной
системы управления. Это вторая нестационарная спектральная плотность винеровского про-
цесса, т.е. матрица 𝑃−1 определяет линейное преобразование спектральной характеристики 𝒱 ,
результат которого — спектральная характеристика 𝒲 .

Далее приведем результаты вычислительного эксперимента, в котором проведено модели-
рование усеченной спектральной характеристики𝒲 и траекторий винеровского процесса 𝑊 (·)
на основе соотношений (3.18) и (3.20) для заданных базисных систем и порядков усечения 𝐿.

Несколько выборочных траекторий винеровского процесса показаны на рис. 3.3. Они соот-
ветствуют выбору полиномов Лежандра (1.5) в качестве базисной системы и порядку усечения
𝐿 = 64.

Рис. 3.3. Выборочные траектории винеровского процесса

Для каждой базисной системы и каждого порядка усечения моделировались реализации
{𝒲𝑘}𝑀𝑘=1 усеченной спектральной характеристики𝒲 , где 𝑀 = 106 — объем выборки. Далее по
формулам (3.21) и (3.22) оценивались первая и вторая нестационарные спектральные плотно-
сти, а с помощью формулы (3.24) — квадрат нормы усеченной спектральной характеристики
𝒲 , равный квадрату нормы приближенного решения уравнения (3.64).

На основе этих оценок вычислены погрешности аппроксимации 𝜀𝑚𝑊
и 𝜀𝑅𝑊

математического
ожидания 𝑚𝑊 (·) и корреляционной функции 𝑅𝑊 (·) при заданных значениях 𝐿, когда эти
функции приближенно представляются в виде частичных сумм (1.116) и (1.121) соответственно
при неточном вычислении их коэффициентов разложения (см. пример 2.22). Эти погрешности
приведены в табл. 3.1 и 3.2, а квадраты норм усеченных спектральных характеристик 𝒲 —

в табл. 3.3. Согласно формуле (2.62) точное значение квадрата нормы равно 1/2 (см. также
примеры 2.8 и 2.12).

Для погрешностей аппроксимации 𝜀𝑅𝑊
при выборе полиномов Лежандра и косинусоид дан-

ные из табл. 3.2 согласуются с данными из табл. 2.3 вплоть до порядка усечения 𝐿 = 16, а для
тригонометрических функций — для всех заданных значений 𝐿. Данное обстоятельство связа-
но с тем, что погрешность аппроксимации складывается из двух составляющих: методической
погрешности спектрального метода, причина которой — усечение спектральных характери-
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Таблица 3.1. Погрешности аппроксимации 𝜀𝑚𝑊

Базис 𝐿 = 4 𝐿 = 8 𝐿 = 16 𝐿 = 32 𝐿 = 64 𝐿 = 128 𝐿 = 256

{𝑃 (𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.000671 0.001112 0.000311 0.000569 0.000407 0.000540 0.000436
{𝐶(𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.000769 0.000706 0.000897 0.001042 0.001000 0.000254 0.000315
{𝑊̂ (𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.001019 0.000530 0.001003 0.000488 0.000685 0.000664 0.000528
{𝑋̂(𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.000513 0.000559 0.000776 0.000470 0.000548 0.001226 0.000539
{𝐹 (𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.001206 0.000485 0.001114 0.001035 0.001150 0.001376 0.000791

Таблица 3.2. Погрешности аппроксимации 𝜀𝑅𝑊

Базис 𝐿 = 4 𝐿 = 8 𝐿 = 16 𝐿 = 32 𝐿 = 64 𝐿 = 128 𝐿 = 256

{𝑃 (𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.014107 0.004378 0.001486 0.000539 0.000359 0.000269 0.000595
{𝐶(𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.020183 0.006458 0.002199 0.001869 0.000375 0.000447 0.001079
{𝑊̂ (𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.069943 0.035512 0.017901 0.009013 0.004515 0.002342 0.001741
{𝑋̂(𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.069975 0.035501 0.017899 0.009017 0.004508 0.002276 0.001144
{𝐹 (𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.117126 0.086660 0.063060 0.045335 0.032215 0.022876 0.016214

Таблица 3.3. Квадраты норм усеченных спектральных характеристик 𝒲

Базис 𝐿 = 4 𝐿 = 8 𝐿 = 16 𝐿 = 32 𝐿 = 64 𝐿 = 128 𝐿 = 256

{𝑃 (𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.464994 0.483939 0.492193 0.496020 0.498414 0.498847 0.499106
{𝐶(𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.464913 0.485261 0.492811 0.494959 0.498271 0.499541 0.498462
{𝑊̂ (𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.436687 0.468915 0.484554 0.492874 0.496338 0.498588 0.497766
{𝑋̂(𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.436327 0.469312 0.484730 0.493071 0.495933 0.498365 0.499072
{𝐹 (𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.426896 0.463326 0.481137 0.489199 0.496365 0.498057 0.499147

стик (см. разд. 2.8), и статистической погрешности, обусловленной конечностью выборки для
расчета статистических характеристик [94]. Методическая погрешность зависит от значения
𝐿, а статистическая — от объема выборки 𝑀 .

Методическая погрешность аппроксимации математического ожидания нулевая, поэтому
данные из табл. 3.1 содержат только статистическую погрешность, она же влияет на резуль-
таты, приведенные в табл. 3.2 для полиномов Лежандра и косинусоид при условии 𝐿 > 16. В
книге [163] показано, что увеличение объема выборки 𝑀 приводит к уменьшению погрешно-
стей 𝜀𝑚𝑊

и 𝜀𝑅𝑊
.

В работе [158] численно исследовалась точность аппроксимации математического ожида-
ния и корреляционной функции винеровского процесса по результатам обращения реализаций
{𝒲𝑘}𝑀𝑘=1 усеченной спектральной характеристики 𝒲 . По соответствующим выборочным тра-
екториям винеровского процесса оценивались первые два момента в узлах разбиения отрезка
T = [0, 1] с шагом ℎ. Для сравнительного анализа моделирование траекторий винеровского
процесса осуществлялось с помощью дискретной аппроксимации:

𝑊𝑗+1 = 𝑊𝑗 +
√
ℎ∆𝑊𝑗, 𝑊0 = 0, 𝑗 = 0, 1, . . . , 𝑁 − 1,

т.е. наиболее часто используемым способом, на котором основаны численные методы решения
стохастических дифференциальных уравнений [4, 77, 321]. Здесь ℎ = 𝑇/𝑁 , ∆𝑊𝑗 — независи-
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мые случайные величины, имеющие стандартное нормальное распределение, 𝑁 — заданное
натуральное число, которое выбиралось равным 𝐿, чтобы при моделировании одной траекто-
рии винеровского процесса спектральным и численным методами число обращений к датчику
случайных чисел было одним и тем же. Погрешность аппроксимации моментов вычислялась
как максимум модулей отклонений приближенного решения от точного в точках 𝑡𝑗 = 𝑗ℎ. �

Пример 3.2. Оценить вероятность достижения винеровским процессом 𝑊 (·) границ
𝑊± = ±𝜐, где 𝜐 = 1/3, 1/2, 1, 2, 3, применяя спектральный метод. В качестве базисной системы
использовать полиномы Лежандра (1.5) и косинусоиды (1.6). Порядки усечения спектральных
характеристик: 𝐿 = 4, 8, T = [0, 1].

� Спектральная характеристика 𝒲 винеровского процесса выражается с помощью фор-
мулы (2.31) (см. также пример 3.1)

𝒲 = 𝑃−1𝒱 ,

в которой 𝑃−1 — спектральная характеристика оператора интегрирования (см. разд. 1.6), а 𝒱
— спектральная характеристика (2.26) белого шума.

С помощью методики построения множеств спектральных характеристик функций с огра-
ничениями из разд. 1.11 (см. формулы (1.127) и (1.129)) для 𝐿 = 4 найдены многогранные об-
ласти V(6)

4 , 𝐽 = 𝐽(6, 6): 608 граничных точек. Количество граней зависит от базисной системы:
при выборе полиномов Лежандра — 400 граней, а при выборе косинусоид — 522 грани. Для
𝐿 = 8 построены многогранные области V(3)

8 , 𝐽 = 𝐽(3, 3): 688 граничных точек. Количество
граней также зависит от базисной системы: при выборе полиномов Лежандра — 130394 грани,
а при выборе косинусоид — 101020 граней (см. п. 2 замечаний 1.17). Подчеркнем, что для ми-
нимизации ошибок округления при вычислениях, плоскости граней с нормалями, кубическая
норма разности между которыми не превосходит 𝜀 = 10−8 (см. разд. 1.11), отождествляются.
При другом значении 𝜀 число граней может отличаться от приведенных выше значений.

На рис. 3.4 и 3.5 показаны проекции граничных точек множества V(6)
4 на координатные

плоскости при выборе полиномов Лежандра и косинусоид в следующем порядке:

(0, 1), (0, 2), (1, 2),

(0, 3), (1, 3), (2, 3),

где (𝑖1, 𝑖2) означает выбор элементов спектральных характеристик с номерами 𝑖1 и 𝑖2 по оси
абсцисс и оси ординат для построения проекции. Первая проекция (0, 1) в первой строке со-
ответствует порядку усечения 𝐿 = 2, а первая строка (0, 1), (0, 2), (1, 2) — порядку усечения
𝐿 = 3. Здесь используются такие же обозначения на рисунках, как и в примере 1.24.

Условие |𝑊 (𝑡*)| > 𝜐, где 𝑡* ∈ T, достижения винеровским процессом границ 𝑊± можно
связать с принадлежностью спектральной характеристики 𝒲 множествам V(6)

4 и V(3)
8 .

Чтобы оценить вероятность P𝜐 достижения винеровским процессом 𝑊 (·) границ 𝑊± =

±𝜐, для каждой базисной системы и каждого порядка усечения моделировались реализации
{𝒲𝑘}𝑀𝑘=1 усеченной спектральной характеристики 𝒲 , где 𝑀 = 106 — объем выборки. Для
каждой реализации проверялось условие 𝜐−1𝒲𝑘 ∈ V(6)

4 или 𝜐−1𝒲𝑘 ∈ V(3)
8 в зависимости от
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Рис. 3.4. Проекции множеств V(6)
4 , 𝐽 = 𝐽(6, 6), на координатные плоскости (полиномы Лежандра)

Рис. 3.5. Проекции множеств V(6)
4 , 𝐽 = 𝐽(6, 6), на координатные плоскости (косинусоиды)

порядка усечения 𝐿, 𝑘 = 1, 2, . . . ,𝑀 , и полагалось, что

P𝜐 = 1− |{𝜐
−1𝒲𝑘 : 𝒲𝑘 ∈ V(6)

4 }|
𝑀

или P𝜐 = 1− |{𝒲
𝑘 : 𝜐−1𝒲𝑘 ∈ V(3)

8 }|
𝑀

,

где применяется обозначение | · | для количества элементов, или мощности, множества.
Вообще говоря, вместо условия 𝜐−1𝒲𝑘 ∈ V(6)

4 или 𝜐−1𝒲𝑘 ∈ V(3)
8 должно проверяться дру-

гое условие, что 𝜐−1𝒲𝑘 — это внутренняя точка соответствующего множества. Действительно,
если 𝜐−1𝒲𝑘 — граничная точка множества, то соответствующая траектория S−1[𝒲𝑘] достиг-
ла границы 𝑊±, но поскольку граница множества V(6)

4 имеет нулевую меру в R4, а граница
множества V(3)

8 имеет нулевую меру в R8, такая замена условий допустима.
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Добавим необходимый комментарий: условие 𝜐−1𝒲𝑘 ∈ V𝐿 эквивалентно условию𝒲𝑘 ∈ U𝐿,
где множество U𝐿 получено из V𝐿 с помощью преобразования подобия с коэффициентом 𝜐 (см.
свойства множества спектральных характеристик функций с ограничениями в разд. 1.11).

Результаты вычислений указаны в табл. 3.4 и 3.5. Они сравнимы только на качественном
уровне: с ростом величины 𝜐 уменьшается вероятность достижения винеровским процессом
обозначенных границ. Различия в приведенных данных обусловлены тем, что для порядка усе-
чения 𝐿 = 8 построить множества V(4)

8 ,V(5)
8 , . . . довольно трудоемко с вычислительной точки

зрения, поэтому пришлось ограничиться множеством V(3)
8 (см. п. 2 замечаний 1.17), а порядок

усечения 𝐿 = 4 слишком мал для получения хорошей аппроксимации траекторий винеровского
процесса (см. пример 3.1). �

Таблица 3.4. Вероятность P𝜐 достижения границ, V(6)
4 , 𝐽 = 𝐽(6, 6)

Базис 𝜐 = 1/3 𝜐 = 1/2 𝜐 = 1 𝜐 = 2 𝜐 = 3

{𝑃 (𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.892712 0.739855 0.334805 0.034579 0.001380
{𝐶(𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.907685 0.767325 0.356446 0.036416 0.001395

Таблица 3.5. Вероятность P𝜐 достижения границ, V(3)
8 , 𝐽 = 𝐽(3, 3)

Базис 𝜐 = 1/3 𝜐 = 1/2 𝜐 = 1 𝜐 = 2 𝜐 = 3

{𝑃 (𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.990274 0.933436 0.532571 0.085093 0.006395
{𝐶(𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.983692 0.905129 0.480068 0.066007 0.003816

Пример 3.3. Оценить погрешности аппроксимации математического ожидания 𝑚𝑌 (·),
корреляционной функции 𝑅𝑌 (·) и среднеквадратическую погрешность аппроксимации бро-
уновского моста 𝑌 (·) на отрезке T = [0, 1], т.е. при 𝑇 = 1, применяя спектральный метод ре-
шения стохастического дифференциального уравнения

𝑑𝑌 (𝑡) =
𝑌𝑇 − 𝑌 (𝑡)

𝑇 − 𝑡
𝑑𝑡+ 𝑑𝑊 (𝑡), 𝑌 (0) = 𝑌0 = 0, 𝑌𝑇 = 1, (3.65)

где 𝑊 (·) — винеровский процесс. В качестве базисных систем использовать функции (1.5)–
(1.9). Порядки усечения спектральных характеристик: 𝐿 = 4, 8, . . . , 256.

� Сравнивая уравнение (3.65) с уравнением (3.10), получаем

𝑎(𝑡) = − 1

𝑇 − 𝑡
, 𝑏(𝑡) =

𝑌𝑇
𝑇 − 𝑡

, 𝑐(𝑡) ≡ 0 и 𝑑(𝑡) = 𝑔(𝑡) ≡ 1.

Решение этого уравнения — гауссовский случайный процесс с математическим ожиданием
и корреляционной функцией [239]:

𝑚𝑌 (𝑡) = 𝑌0

(︂
1− 𝑡

𝑇

)︂
+ 𝑌𝑇

𝑡

𝑇
= 𝑡, 𝑅𝑌 (𝑡, 𝜏) = min{𝑡, 𝜏} − 𝑡𝜏

𝑇
= min{𝑡, 𝜏} − 𝑡𝜏,

и при выбранных значениях 𝑌0, 𝑌𝑇 и 𝑇 его моментная функция второго порядка 𝐵𝑌 (·) совпа-
дает с корреляционной функцией 𝑅𝑊 (𝑡, 𝜏) = min{𝑡, 𝜏} винеровского процесса 𝑊 (·).

Значения 𝑌0 и 𝑌𝑇 задают краевые условия для случайного процесса 𝑌 (·) на отрезке [0, 𝑇 ].
Таким образом, помимо начального условия 𝑌 (0) = 𝑌0, здесь справедливо и конечное условие
𝑌 (𝑇 ) = 𝑌𝑇 . Броуновский мост, рассмотренный ранее в примерах 2.9, 2.11 и 2.23 (см. также
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примеры случайных процессов в разд. 2.1), — это центрированный случайный процесс 𝑌 (·) в
сравнении с решением уравнения (3.65).

Применим для решения стохастического дифференциального уравнения (3.65) спектраль-
ный метод и алгоритм 3.1 (см. разд. 3.3). Запишем формулу (3.18) для спектральной характе-
ристики 𝒴 броуновского моста 𝑌 (·), не подставляя конкретные значения 𝑌0, 𝑌𝑇 и 𝑇 :

𝒴 = (𝑃 + 𝑈)−1(𝑌0∆0 + 𝑌𝑇 𝑈𝐺+ 𝒱),

где 𝑃 — спектральная характеристика оператора дифференцирования с учетом начального
значения, 𝑈 — спектральная характеристика оператора умножения на функцию 1/(𝑇 − 𝑡),
∆0 — спектральная характеристика дельта-функции 𝛿(·), 𝐺 — спектральная характеристика
функции 𝑔(·), 𝒱 — спектральная характеристика (2.26) белого шума.

Для нахождения спектральной характеристики 𝑈 используем соотношение 𝑈 =

= (𝑇𝐸 − 𝐴)−1, в котором 𝐴 — спектральная характеристика оператора умножения на функ-
цию 𝑎1(𝑡) = 𝑡, т.е. 𝑈 — это обратная матрица для спектральной характеристики оператора
умножения на функцию 𝑓(𝑡) = 𝑇 − 𝑡. Следовательно, 𝐴 = −𝑈 , 𝐵 = 𝑌𝑇 𝑈 , 𝐶 = 𝑂, 𝐷 = 𝐸, где
𝑂 и 𝐸 — бесконечные нулевая и единичная матрицы соответственно. Для базисных систем
(1.5)– (1.9) спектральные характеристики 𝐴 и 𝑃 приведены в разд. 1.5 и 1.7, спектральные
характеристики ∆0 — в разд. 1.1, а спектральные характеристики 𝐺 = 1 — в примере 1.1.

Согласно соотношению (2.57) для вторых нестационарных спектральных плотностей вход-
ного и выходного сигналов линейной системы управления для броуновского моста получаем
𝑆𝑌 = cov𝒴 = (𝑃 + 𝑈)−1[(𝑃 + 𝑈)−1]T. В этом примере матрица (𝑃 + 𝑈)−1 определяет линей-
ное преобразование спектральной характеристики 𝒱 , результат которого — центрированная
спектральная характеристика 𝒴 по отношению к 𝒴 .

Далее приведем результаты моделирования усеченной спектральной характеристики 𝒴 и
траекторий броуновского моста 𝑌 (·) с помощью формул (3.18) и (3.20) для заданных базисных
систем и порядков усечения 𝐿.

На рис. 3.6 приведены выборочные траектории броуновского моста. Они соответствуют
выбору тригонометрических функций в качестве базисной системы и порядку усечения 𝐿 = 64.
Начальное и конечное условия здесь не выполняются, но это характерно только при выборе
тригонометрических функций (см. замечание 1.5).

Выборочные траектории, полученные с помощью разложения броуновского моста по поли-
номам Лежандра и косинусоидам, ведут себя иначе. Для них начальное и конечное условия
выполнены, но при усечении спектральных характеристик появляется погрешность. При усло-
вии 𝐿 = 64 несколько выборочных траекторий изображены на рис. 3.7.

Для каждой базисной системы и каждого порядка усечения моделировались реализации
{𝒴𝑘}𝑀𝑘=1 усеченной спектральной характеристики 𝒴 , где 𝑀 = 106 — объем выборки. По фор-
мулам (3.21) и (3.22) оценивались первая и вторая нестационарные спектральные плотности.

На основе этих оценок вычислены погрешности аппроксимации 𝜀𝑚𝑌
и 𝜀𝑅𝑌

математическо-
го ожидания 𝑚𝑌 (·) и корреляционной функции 𝑅𝑌 (·) при заданных значениях 𝐿, когда эти
функции приближенно представляются частичными суммами (1.116) и (1.121) соответственно
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Рис. 3.6. Выборочные траектории броуновского моста (тригонометрические функции)

Рис. 3.7. Выборочные траектории броуновского моста (слева — полиномы Лежандра, справа — коси-

нусоиды)

при неточном вычислении их коэффициентов разложения (см. также пример 2.23). Эти по-
грешности приведены в табл. 3.6 и 3.7. Среднеквадратические погрешности аппроксимации
𝜀𝑌 центрированного броуновского моста, рассчитанные по формуле (2.96), содержатся в табл.
3.8.

Погрешности аппроксимации 𝜀𝑚𝑌
из табл. 3.6 имеет смысл сравнить с данными табл. 1.2,

где указаны погрешности аппроксимации функции 𝑓1(𝑡) = 𝑡. В этом примере при выборе ба-
зисных систем (1.5)– (1.8) погрешности больше. Это связано с тем, что в примере 1.20 по-
грешность является следствием только усечения спектральных характеристик, здесь же при-
сутствует неточность нахождения усеченной первой нестационарной спектральной плотности,
в том числе из-за статистической погрешности. Отличия в погрешностях в случае, когда для
аппроксимации применяются тригонометрические функции (1.9), минимальны: они в значи-
тельной мере обусловлены свойствами этой базисной системы, описанными в замечании 1.5.

Погрешности аппроксимации 𝜀𝑅𝑌
из табл. 3.7 больше тех, что приведены в табл. 2.6, по-

скольку в этом примере, как и для 𝜀𝑚𝑌
, нужно учитывать неточность вычисления элементов

усеченной второй нестационарной спектральной плотности и влияние статистической погреш-
ности. Данные из табл. 3.8 и 2.7 для среднеквадратических погрешностей аппроксимации 𝜀𝑌

отличаются незначительно.
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При увеличении объема выборки𝑀 погрешности аппроксимации 𝜀𝑚𝑌
и 𝜀𝑅𝑌

уменьшаются, а
среднеквадратические погрешности аппроксимации 𝜀𝑌 практически не меняются [163]. В итоге
можно сделать вывод о такой же зависимости методических составляющих погрешностей 𝜀𝑚𝑌

,
𝜀𝑅𝑌

и 𝜀𝑌 от 𝐿, как и в примерах 1.20 и 2.23.

Таблица 3.6. Погрешности аппроксимации 𝜀𝑚𝑌

Базис 𝐿 = 4 𝐿 = 8 𝐿 = 16 𝐿 = 32 𝐿 = 64 𝐿 = 128 𝐿 = 256

{𝑃 (𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.000431 0.000340 0.000331 0.000417 0.000314 0.000231 0.000280
{𝐶(𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.018627 0.007395 0.003005 0.001311 0.000531 0.000334 0.000259
{𝑊̂ (𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.096325 0.049530 0.025072 0.012430 0.006390 0.003023 0.001837
{𝑋̂(𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.096338 0.049586 0.025075 0.012494 0.006286 0.003239 0.001545
{𝐹 (𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.141448 0.105889 0.077158 0.055402 0.039483 0.028031 0.019858

Таблица 3.7. Погрешности аппроксимации 𝜀𝑅𝑌

Базис 𝐿 = 4 𝐿 = 8 𝐿 = 16 𝐿 = 32 𝐿 = 64 𝐿 = 128 𝐿 = 256

{𝑃 (𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.014848 0.004459 0.001474 0.000592 0.000210 0.000195 0.000126
{𝐶(𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.032320 0.011768 0.004260 0.001538 0.000577 0.000248 0.000145
{𝑊̂ (𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.045968 0.025835 0.013735 0.007063 0.003643 0.001900 0.000902
{𝑋̂(𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.046048 0.025836 0.013704 0.007127 0.003632 0.001824 0.000913
{𝐹 (𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.020431 0.007729 0.003167 0.001489 0.000579 0.000292 0.000166

Таблица 3.8. Погрешности аппроксимации 𝜀𝑌

Базис 𝐿 = 4 𝐿 = 8 𝐿 = 16 𝐿 = 32 𝐿 = 64 𝐿 = 128 𝐿 = 256

{𝑃 (𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.034017 0.016426 0.008058 0.003980 0.001975 0.000983 0.000490
{𝐶(𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.040201 0.018507 0.008404 0.003851 0.001799 0.000858 0.000416
{𝑊̂ (𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.044652 0.024435 0.012525 0.006236 0.003083 0.001521 0.000752
{𝑋̂(𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.043757 0.023763 0.012168 0.006092 0.003028 0.001505 0.000750
{𝐹 (𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.030996 0.014640 0.006976 0.003363 0.001641 0.000809 0.000401

Исследование точности аппроксимации математического ожидания и корреляционной
функции броуновского моста по результатам обращения реализаций {𝒴𝑘}𝑀𝑘=1 усеченной спект-
ральной характеристики 𝒴 проведено в работе [158]. Сравнение базировалось в том числе и
на численном решении уравнения (3.65) методом Эйлера–Маруямы. �

Пример 3.4. Оценить погрешности аппроксимации математического ожидания 𝑚𝑋(·),
корреляционной функции 𝑅𝑋(·) и среднеквадратическую погрешность аппроксимации процес-
са Орнштейна–Уленбека 𝑋(·) на отрезке T = [0, 1], применяя спектральный метод решения
стохастического дифференциального уравнения

𝑑𝑋(𝑡) = 𝜇𝑋(𝑡)𝑑𝑡+ 𝜎𝑑𝑊 (𝑡), 𝑋(0) = 𝑋0, (3.66)

при 𝜇 = ±1,±2,±3, 𝜎 = 1 и 𝑋0 = 1, где 𝑊 (·) — винеровский процесс. В качестве базисной
системы использовать косинусоиды (1.6). Порядки усечения спектральных характеристик:
𝐿 = 4, 8, . . . , 256.
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� Сравнивая уравнение (3.66) с уравнением (3.10), имеем

𝑎(𝑡) ≡ 𝜇, 𝑏(𝑡) = 𝑐(𝑡) ≡ 0 и 𝑑(𝑡) ≡ 𝜎.

Решение этого уравнения — гауссовский случайный процесс с математическим ожиданием
и корреляционной функцией [102,239]:

𝑚𝑋(𝑡) = 𝑋0 e𝜇𝑡 = e𝜇𝑡, 𝑅𝑋(𝑡, 𝜏) =
𝜎2

2𝜇
(e𝜇(𝑡+𝜏) − e𝜇 |𝑡−𝜏 |) =

1

2𝜇
(e𝜇(𝑡+𝜏) − e𝜇 |𝑡−𝜏 |).

В примере 2.24 рассматривался центрированный процесс Орнштейна–Уленбека 𝑋̆(·) (см.
примеры случайных процессов в разд. 2.1), если сравнивать его с решением уравнения (3.66).

Применим для решения стохастического дифференциального уравнения (3.66) спектраль-
ный метод и алгоритм 3.1 (см. разд. 3.3). Для этого запишем формулу (3.18), позволяющую
найти спектральную характеристику 𝒳 процесса Орнштейна–Уленбека 𝑋(·) в общем виде,
включая параметры 𝜇, 𝜎 и 𝑋0:

𝒳 = (𝑃 − 𝜇𝐸)−1(𝑋0∆0 + 𝜎𝒱),

где 𝑃 — спектральная характеристика оператора дифференцирования с учетом начального
значения, ∆0 — спектральная характеристика дельта-функции 𝛿(·), 𝒱 — спектральная харак-
теристика (2.26) белого шума.

Таким образом, 𝐴 = 𝜇𝐸, 𝐵 = 𝐶 = 𝑂, 𝐷 = 𝜎𝐸, где 𝑂 и 𝐸 — бесконечные нулевая и единич-
ная матрицы соответственно. Спектральные характеристики ∆0 и 𝑃 относительно косинусоид
можно найти в разд. 1.1 и 1.7, спектральная характеристика 𝒱 не зависит от выбора базисной
системы (см. п. 1 замечаний 2.3).

Применяя соотношение (2.57) для вторых нестационарных спектральных плотностей вход-
ного и выходного сигналов линейной системы управления, для процесса Орнштейна–Уленбека
находим 𝑆𝑋 = cov𝒳 = 𝜎2 (𝑃 − 𝜇𝐸)−1[(𝑃 − 𝜇𝐸)−1]T. Здесь 𝜎 (𝑃 − 𝜇𝐸)−1 — матрица линейного
преобразования спектральной характеристики 𝒱 в центрированную спектральную характе-
ристику 𝒳 по отношению к 𝒳 .

Далее приведем результаты моделирования усеченной спектральной характеристики 𝒳 и
траекторий процесса Орнштейна–Уленбека 𝑋(·), используя соотношения (3.18) и (3.20) для
заданных порядков усечения 𝐿.

На рис. 3.8 изображены выборочные траектории процесса Орнштейна–Уленбека, соответ-
ствующие значению 𝜇 = −1 и порядку усечения 𝐿 = 64.

Для каждой базисной системы и каждого порядка усечения моделировались реализации
{𝒳 𝑘}𝑀𝑘=1 усеченной спектральной характеристики 𝒳 , где 𝑀 = 106 — объем выборки. Далее по
формулам (3.21) и (3.22) оценивались первая и вторая нестационарные спектральные плотно-
сти.

На основе этих оценок найдены погрешности аппроксимации 𝜀𝑚𝑋
и 𝜀𝑅𝑋

математическо-
го ожидания 𝑚𝑋(·) и корреляционной функции 𝑅𝑋(·) при заданных значениях 𝐿, когда эти
функции приближенно представляются частичными суммами (1.116) и (1.121) соответственно
при неточном вычислении их коэффициентов разложения (см. дополнительно примеры 2.21 и
2.24). Эти погрешности приведены в табл. 3.9 и 3.10. Среднеквадратические погрешности ап-
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Рис. 3.8. Выборочные траектории процесса Орнштейна–Уленбека

проксимации 𝜀𝑋̆ центрированного процесса Орнштейна–Уленбека, рассчитанные по формуле
(2.96), можно найти в табл. 3.11.

Сравним погрешности аппроксимации 𝜀𝑚𝑋
из табл. 3.9 с погрешностями из табл. 2.1. Ко-

нечно, в рассматриваемом случае погрешность больше, особенно при 𝜇 > 0. Но в примере 2.21
погрешность возникает только из-за усечения первой нестационарной спектральной плотно-
сти, а здесь дополнительно элементы этой спектральной характеристики вычислены неточно,
кроме того, оказывает влияние статистическая погрешность.

Аналогичная ситуация с погрешностями аппроксимации 𝜀𝑅𝑋
из табл. 3.10 и 2.8, поскольку в

этом примере, как и для 𝜀𝑚𝑋
, нужно учитывать неточность при определении усеченной второй

нестационарной спектральной плотности и влияние статистической погрешности. Погрешно-
сти, приведенные в табл. 3.10 и 2.9, при малых 𝐿 похожи, но с ростом 𝐿 большее влияние
оказывает именно статистическая погрешность.

Данные для среднеквадратических погрешностей аппроксимации 𝜀𝑋̆ из табл. 3.11 сопо-
ставимы с результатами из табл. 2.11. Соответствующие погрешности в табл. 3.11 меньше,
несмотря на статистическую погрешность, но здесь стоит напомнить, что используемая в при-
мере 2.24 формула (2.94) дает оценку сверху для среднеквадратической погрешности аппрок-
симации. Погрешности из табл. 2.10 значительно меньше — они учитывают только усечение
спектральной характеристики случайного процесса.

Как и в примерах 3.1 и 3.3, увеличение объема выборки 𝑀 приведет к уменьшению стати-
стической погрешности и улучшению результатов при больших значениях 𝐿. Оценка методи-
ческой составляющей погрешности 𝜀𝑚𝑋

, 𝜀𝑅𝑋
и 𝜀𝑋̆ как функций порядка усечения 𝐿 аналогична

той, что получена в примерах 2.21 и 2.24.
В работе [158] есть сравнительный анализ точности аппроксимации математического ожи-

дания и корреляционной функции процесса Орнштейна–Уленбека спектральным методом и
методом Эйлера–Маруямы. �

Пример 3.5. Оценить погрешности аппроксимации математического ожидания 𝑚𝑋(·) и
дисперсии 𝐷𝑋(·) геометрического броуновского движения 𝑋(·), а также оценить его норму на
отрезке T = [0, 1], применяя спектральный метод решения стохастического дифференциаль-
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Таблица 3.9. Погрешности аппроксимации 𝜀𝑚𝑋 , 𝑀 = 106

𝐿 = 4 𝐿 = 8 𝐿 = 16 𝐿 = 32 𝐿 = 64 𝐿 = 128 𝐿 = 256

𝜇 = −3 0.041684 0.014733 0.005222 0.001856 0.000788 0.000486 0.000470
𝜇 = −2 0.026829 0.009204 0.003276 0.001175 0.000649 0.000514 0.000581
𝜇 = −1 0.012544 0.004690 0.001870 0.000714 0.000613 0.000578 0.000769
𝜇 = 1 0.107404 0.037087 0.013410 0.004937 0.001947 0.001006 0.001722
𝜇 = 2 0.925988 0.280734 0.087194 0.029810 0.010737 0.003879 0.003305
𝜇 = 3 5.499605 2.403916 0.698498 0.191278 0.057563 0.018082 0.009328

Таблица 3.10. Погрешности аппроксимации 𝜀𝑅𝑋
, 𝑀 = 106

𝐿 = 4 𝐿 = 8 𝐿 = 16 𝐿 = 32 𝐿 = 64 𝐿 = 128 𝐿 = 256

𝜇 = −3 0.017244 0.007268 0.002755 0.000993 0.000372 0.000161 0.000108
𝜇 = −2 0.022344 0.008694 0.003172 0.001122 0.000428 0.000190 0.000134
𝜇 = −1 0.030224 0.010672 0.003722 0.001288 0.000500 0.000231 0.000186
𝜇 = 1 0.083722 0.029863 0.011004 0.004265 0.001691 0.000744 0.000742
𝜇 = 2 1.081615 0.342099 0.107350 0.035023 0.012246 0.004579 0.002842
𝜇 = 3 9.400125 5.182736 1.659223 0.441183 0.115142 0.034043 0.017162

Таблица 3.11. Погрешности аппроксимации 𝜀𝑋̆ , 𝑀 = 106

𝐿 = 4 𝐿 = 8 𝐿 = 16 𝐿 = 32 𝐿 = 64 𝐿 = 128 𝐿 = 256

𝜇 = −3 0.032955 0.017090 0.008192 0.003836 0.001803 0.000860 0.000417
𝜇 = −2 0.036514 0.018026 0.008384 0.003871 0.001809 0.000861 0.000417
𝜇 = −1 0.041620 0.019147 0.008594 0.003907 0.001815 0.000862 0.000417
𝜇 = 1 0.062057 0.022517 0.009140 0.003995 0.001828 0.000865 0.000418
𝜇 = 2 0.226127 0.039443 0.011026 0.004226 0.001859 0.000869 0.000419
𝜇 = 3 4.584433 0.904572 0.086403 0.009772 0.002299 0.000914 0.000427

ного уравнения Ито:

𝑑𝑋(𝑡) = 𝜇𝑋(𝑡)𝑑𝑡+ 𝜎𝑋(𝑡)𝑑𝑊 (𝑡), 𝑋(0) = 𝑋0, (3.67)

при 𝜇 = 1, 𝜎 = 1/2 и 𝑋0 = 1, где 𝑊 (·) — винеровский процесс. В качестве базисной системы ис-
пользовать косинусоиды (1.6), функции Уолша (1.7) и функции Хаара (1.8). Порядки усечения
спектральных характеристик: 𝐿 = 4, 8, . . . , 256.

� Сравнивая уравнение (3.67) с уравнением (3.25), имеем

𝑎0(𝑡) ≡ 𝜇, 𝑏(𝑡) ≡ 0, 𝑐(𝑡) ≡ 𝜎 и 𝑑(𝑡) ≡ 0.

Решение этого уравнения — случайный процесс с математическим ожиданием и дисперсией
[239]:

𝑚𝑋(𝑡) = 𝑋0 e𝜇𝑡, 𝐷𝑋(𝑡) = 𝑋2
0 e2𝜇𝑡 (e𝜎

2𝑡 − 1).

Отметим, что в отличие от примеров 3.1– 3.4 геометрическое броуновское движение опи-
сывается линейным стохастическим дифференциальным уравнением с мультипликативным
шумом. И здесь важно, что оно понимается в смысле Ито, а эквивалентное стохастическое
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дифференциальное уравнение Стратоновича имеет вид

𝑑𝑋(𝑡) =

(︂
𝜇− 𝜎2

2

)︂
𝑋(𝑡)𝑑𝑡+ 𝜎𝑋(𝑡)𝑑𝑊 (𝑡), 𝑋(0) = 𝑋0,

поэтому

𝑎(𝑡) = 𝑎0(𝑡)− 1

2
𝑐2(𝑡) ≡ 𝜇− 𝜎2

2
.

Применим для решения стохастического дифференциального уравнения (3.67) спектраль-
ный метод и алгоритм 3.1 (см. разд. 3.3 и п. 1 замечаний 3.1). Для этого запишем формулу
(3.16), позволяющую найти спектральную характеристику 𝒳 геометрического броуновского
движения 𝑋(·) в общем виде, включая параметры 𝜇, 𝜎 и 𝑋0:

𝒳 =

(︂
𝑃 −

[︂
𝜇− 𝜎2

2

]︂
𝐸 − 𝜎𝑉 𝒱

)︂−1

(𝑋0∆0),

где 𝑃 — спектральная характеристика оператора дифференцирования с учетом начального
значения, 𝑉 — спектральная характеристика оператора умножения функций, ∆0 — спект-
ральная характеристика дельта-функции 𝛿(·), 𝒱 — спектральная характеристика (2.26) белого
шума.

Таким образом, 𝐴0 = 𝜇𝐸, 𝐴 = (𝜇− 𝜎2/2)𝐸, 𝐵 = 𝑂, 𝐶 = 𝜎𝐸, 𝐷 = 𝑂̄, где 𝑂 и 𝐸 — бесконеч-
ные нулевая и единичная матрицы соответственно, 𝑂̄ — бесконечная нулевая матрица-столбец.
Для базисных систем (1.6)– (1.8) спектральные характеристики 𝑉 и 𝑃 приведены в разд. 1.5
и 1.7, спектральные характеристики ∆0 — в разд. 1.1. Спектральная характеристика 𝒱 не за-
висит от выбора базисной системы (см. п. 1 замечаний 2.3).

Далее приведем результаты моделирования усеченной спектральной характеристики 𝒳 и
траекторий геометрического броуновского движения 𝑋(𝑡), используя соотношения (3.16) и
(3.20) для заданных базисных систем и порядков усечения 𝐿.

На рис. 3.9 изображены выборочные траектории геометрического броуновского движения,
соответствующие функциям Уолша и порядку усечения 𝐿 = 64.

Рис. 3.9. Выборочные траектории геометрического броуновского движения

Для каждой базисной системы и каждого порядка усечения моделировались реализации
{𝒳 𝑘}𝑀𝑘=1 усеченной спектральной характеристики 𝒳 , где 𝑀 = 106 — объем выборки. Далее по
формулам (3.21) и (3.22) оценивались первая и вторая нестационарные спектральные плотно-
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сти. Оценка 𝐷̂𝑋 спектральной характеристики дисперсии следует из формулы (2.2) на основе
оценки 𝑆𝑋 второй нестационарной спектральной плотности: 𝐷̂𝑋 = 𝑉 𝑆𝑋 .

Формула (3.23) позволяет оценить квадрат нормы усеченной спектральной характеристики
𝒳 , т.е. квадрат нормы приближенного решения уравнения (3.67). Отметим, что при выборе
в качестве базисной системы функций Уолша и Хаара для большей вычислительной устой-
чивости вместо матрицы 𝑃 использовался результат обращения матрицы 𝑃−1 — усеченной
спектральной характеристики оператора интегрирования.

По этим оценкам найдены погрешности аппроксимации 𝜀𝑚𝑋
и 𝜀𝐷𝑋

математического ожи-
дания 𝑚𝑋(·) и дисперсии 𝐷𝑋(·) при заданных значениях 𝐿, когда эти функции приближенно
представляются частичными суммами вида (1.116) при неточном вычислении их коэффици-
ентов разложения. Эти погрешности приведены в табл. 3.12 и 3.13.

Математические ожидания геометрического броуновского движения и процесса Орнштей-
на–Уленбека совпадают — это показательные функции (см. пример 3.4), а дисперсия геомет-
рического броуновского движения — линейная комбинация показательных функций, поэтому
здесь можно использовать результаты примеров 2.1 и 2.21 при 𝛼 = 𝑋0. Дополнительно тре-
буются соотношения для первой нестационарной спектральной плотности 1𝑆𝑋 — спектраль-
ной характеристики математического ожидания 𝑚𝑋(·) относительно функций Уолша и Хаара.
Элемент 1𝑆𝑋0 найден в примере 2.1, поскольку базисные функции систем (1.6)– (1.8) с номером
𝑖 = 0 совпадают:

1𝑆𝑋0 = 𝑋0

√︂
1

𝑇

∫︁ 𝑇

0

e𝜇𝑡𝑑𝑡 = 𝑋0

√
𝑇

e𝜇𝑇 − 1

𝜇𝑇
.

Для остальных элементов воспользуемся справочным материалом [210,222]. Для функций
Уолша

1𝑆𝑋𝑖 =
𝑋0

𝜇

2𝑚+1∑︁
𝑗=1

(−1)𝑗+1𝑊̂

(︂
𝑘,

2𝑗 − 1

2𝑚+2
𝑇

)︂(︀
e

𝑗 𝜇𝑇

2𝑚+1 − e
(𝑗−1)𝜇𝑇

2𝑚+1
)︀
, 𝑖 = 2𝑚 + 𝑘,

а для функций Хаара

1𝑆𝑋𝑖 = −𝑋0

𝜇

√︂
2𝑚

𝑇
e

𝑘𝜇𝑇
2𝑚

(︀
e

𝜇𝑇

2𝑚+1 − 1
)︀2
, 𝑖 = 2𝑚 + 𝑘,

где 𝑖 = 1, 2, 3, . . . , 𝑚 = 0, 1, 2, . . . и 𝑘 = 0, 1, . . . , 2𝑚 − 1.
Если ввести обозначение 𝐹 𝜇 для спектральной характеристики функции 𝑓𝜇(𝑡) = e𝜇𝑡 (см.

разд. 1.1), то ее элементы относительно косинусоид можно взять из примера 2.1 при 𝛼 = 1, а
для функций Уолша и Хаара достаточно положить 𝑋0 = 1 в приведенных выше формулах:

1𝑆𝑋 = 𝑋0𝐹
𝜇 и 𝐷𝑋 = 𝑋2

0 (𝐹 2𝜇+𝜎2 − 𝐹 2𝜇),

где 𝐷𝑋 — спектральная характеристика дисперсии 𝐷𝑋(·), полученная по свойству линейно-
сти (1.24). Эти спектральные характеристики нужны для точного вычисления погрешностей
аппроксимации 𝜀𝑚𝑋

и 𝜀𝐷𝑋
(см. разд. 2.8).

Квадраты норм усеченных спектральных характеристик 𝒳 указаны в табл. 3.14. Точное
значение нормы можно найти на основе второго начального момента (см. разд. 2.2):

E𝑋2(𝑡) = 𝐷𝑋(𝑡) +𝑚2
𝑋(𝑡) = 𝑋2

0 e(2𝜇+𝜎
2) 𝑡,
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и при заданных значениях 𝜇, 𝜎 и 𝑋0 имеем

E‖𝑋(·)‖2𝐿2(T)
=

∫︁ 1

0

E𝑋2(𝑡)𝑑𝑡 =

∫︁ 1

0

e
9
4
𝑡𝑑𝑡 =

4

9
(e

9
4 − 1) ≈ 3.772327.

Таблица 3.12. Погрешности аппроксимации 𝜀𝑚𝑋 , 𝑀 = 106

Базис 𝐿 = 4 𝐿 = 8 𝐿 = 16 𝐿 = 32 𝐿 = 64 𝐿 = 128 𝐿 = 256

{𝐶(𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.118328 0.049493 0.021362 0.008173 0.003713 0.002656 0.000968
{𝑊̂ (𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.345420 0.217469 0.141080 0.094607 0.064706 0.045001 0.031602
{𝑋̂(𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.345673 0.217518 0.140902 0.094880 0.064849 0.045008 0.031495

Таблица 3.13. Погрешности аппроксимации 𝜀𝐷𝑋
, 𝑀 = 106

Базис 𝐿 = 4 𝐿 = 8 𝐿 = 16 𝐿 = 32 𝐿 = 64 𝐿 = 128 𝐿 = 256

{𝐶(𝑖, ·)}∞𝑖=0 599.334181 0.820815 0.036732 0.008525 0.009335 0.004117 0.003392
{𝑊̂ (𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.343616 0.200037 0.105813 0.055266 0.030606 0.014653 0.007002
{𝑋̂(𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.344245 0.199720 0.107748 0.061167 0.025722 0.013965 0.007338

Таблица 3.14. Квадраты норм усеченных спектральных характеристик 𝒳 , 𝑀 = 106

Базис 𝐿 = 4 𝐿 = 8 𝐿 = 16 𝐿 = 32 𝐿 = 64 𝐿 = 128 𝐿 = 256

{𝐶(𝑖, ·)}∞𝑖=0 473.447437 4.475107 3.846382 3.796108 3.788522 3.783686 3.777515
{𝑊̂ (𝑖, ·)}∞𝑖=0 2.789409 3.220469 3.480054 3.619067 3.694041 3.733208 3.750691
{𝑋̂(𝑖, ·)}∞𝑖=0 2.786965 3.220294 3.480843 3.611186 3.694841 3.733574 3.754420

Сравним погрешности аппроксимации 𝜀𝑚𝑋
из табл. 3.12 с погрешностями из табл. 2.1 и 3.9

при 𝜇 = 1. Для косинусоид погрешность в этом примере оказывается больше, но это неудиви-
тельно для линейной системы с мультипликативным шумом. При выборе функций Уолша и
Хаара точность аппроксимации снижается.

Погрешности аппроксимации 𝜀𝐷𝑋
достаточно большие при малых значениях 𝐿, что являет-

ся следствием применения формулы (2.2) и влияния статистической погрешности. При точном
нахождении элементов соответствующей спектральной характеристики закон убывания этих
погрешностей будет таким же, как и в табл. 2.1 и 3.9.

Оценки квадратов норм усеченных спектральных характеристик 𝒳 из табл. 3.14 прибли-
жаются к соответствующему точному значению с ростом порядка усечения 𝐿.

Оценить методические составляющие погрешностей 𝜀𝑚𝑋
и 𝜀𝐷𝑋

для косинусоид по данным
из таблиц здесь затруднительно, но для математического ожидания она должна соответство-
вать примеру 2.1. Для косинусоид порядок усечения 𝐿 = 4 дает неудовлетворительный ре-
зультат при аппроксимации дисперсии и оценке квадрата нормы, но из-за большей скорости
сходимости точность аппроксимации быстро растет с увеличением значения 𝐿. В случае вы-
бора функций Уолша и Хаара получаем 𝜀𝑚𝑋

, 𝜀𝐷𝑋
≈ 𝑐/𝐿𝛾, где 𝑐 > 0 — некоторая константа,

𝛾 = 1/2 для математического ожидания и 𝛾 = 1 для дисперсии.
Сравнение точности аппроксимации математического ожидания и дисперсии геометриче-

ского броуновского движения, как и для других типовых случайных процессов, спектральным
методом и численным методом (методом Эйлера–Маруямы) проведено в работе [158]. �
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Пример 3.6. Оценить среднеквадратическую погрешность аппроксимации первого инте-
грала 𝑋2

1 (𝑡) +𝑋2
2 (𝑡)=2 для системы стохастических дифференциальных уравнений Стратоно-

вича, описывающих осциллятор Кубо [302], на отрезке T = [0, 1]:

𝑑𝑋1(𝑡) = 𝑋2(𝑡)𝑑𝑡+
√

2𝑋2(𝑡) ∘ 𝑑𝑊 (𝑡), 𝑋1(0) = 𝑋10 = 1,

𝑑𝑋2(𝑡) = −𝑋1(𝑡)𝑑𝑡−
√

2𝑋1(𝑡) ∘ 𝑑𝑊 (𝑡), 𝑋2(0) = 𝑋20 = 1,

(3.68)

где 𝑊 (·) — винеровский процесс, применяя спектральный метод и базисные системы (1.5)–
(1.9). Порядки усечения спектральных характеристик: 𝐿 = 4, 8, . . . , 64.

� Сравнивая систему уравнений (3.67) с системой (3.30), находим

𝑛 = 2, 𝑞 = 𝑠 = 1, 𝑋(𝑡) = [𝑋1(𝑡) 𝑋2(𝑡) ]T,

𝑎11(𝑡) = 𝑎22(𝑡) ≡ 0, 𝑎12(𝑡) = −𝑎21(𝑡) ≡ 1, 𝑏1(𝑡) = 𝑏2(𝑡) ≡ 0,

𝑐11(𝑡) = 𝑐22(𝑡) ≡ 0, 𝑐12(𝑡) = −𝑐21(𝑡) ≡
√

2, 𝑑1(𝑡) = 𝑑2(𝑡) ≡ 0,

т.е.

𝐴(𝑡) =

[︂
0 1

−1 0

]︂
, 𝐵(𝑡) =

[︂
0

0

]︂
, 𝐶(𝑡) =

[︂
0

√
2

−
√

2 0

]︂
, 𝐷(𝑡) =

[︂
0

0

]︂
.

Решение заданной системы уравнений удовлетворяет соотношению

𝑋2
1 (𝑡) +𝑋2

2 (𝑡) = 𝑋2
1 (0) +𝑋2

2 (0) P-п.н., 𝑡 > 0.

Это означает, что траектории случайного процесса 𝑋(·) с вероятностью 1 принадлежат кру-
говому цилиндру 𝑥21 + 𝑥22 = 2 [47, 53,242].

Применим для решения системы стохастических дифференциальных уравнений (3.68)
спектральный метод и алгоритм 3.2 (см. разд. 3.3). В спектральной форме математическо-
го описания решение задается формулой (3.36), в которой нужно положить

𝑍11 = 𝑍22 = 𝑃, 𝑍12 = −𝑍21 = −𝐸 −
√

2𝑉 𝒱 и 𝑄1 = 𝑄2 = ∆0,

где 𝑃 — спектральная характеристика оператора дифференцирования с учетом начального
значения, 𝑉 — спектральная характеристика оператора умножения функций, ∆0 — спект-
ральная характеристика дельта-функции 𝛿(·), 𝒱 — спектральная характеристика (2.26) белого
шума. Здесь

𝐴11 = 𝐴22 = 𝑂, 𝐴12 = −𝐴21 = 𝐸, 𝐵1 = 𝐵2 = 𝑂,

𝐶11 = 𝐶22 = 𝑂, 𝐶12 = −𝐶21 =
√

2𝐸, 𝐷1 = 𝐷2 = 𝑂̄,

где 𝑂 и 𝐸 — бесконечные нулевая и единичная матрицы соответственно, 𝑂̄ — бесконечная
нулевая матрица-столбец. Для базисных систем (1.5)– (1.9) спектральные характеристики 𝑉

и 𝑃 приведены в разд. 1.5 и 1.7, спектральные характеристики ∆0 — в разд. 1.1.
С помощью свойства (1.80) спектрального преобразования произведения функций одной

переменной (здесь оно применяется для случайных процессов, см. также теорему 1.9) можно
записать

S
[︀
𝑋2

1 (·) +𝑋2
2 (·)

]︀
= S

[︀
𝑋2

1 (·)
]︀

+ S
[︀
𝑋2

2 (·)
]︀

= (𝑉 𝒳1)𝒳1 + (𝑉 𝒳2)𝒳2.

Далее введем обозначение 1 для спектральной характеристики функции 𝑓0(𝑡) ≡ 1. Напом-
ним, что эта спектральная характеристика относительно базисных систем (1.5)– (1.9) найдена
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в примере 1.1. Тогда, учитывая свойство линейности (2.8) и свойство сохранения нормы (2.15),
получаем

E‖𝑋2
1 (·) +𝑋2

2 (·)− 2‖2𝐿2(T)
= E‖(𝑉 𝒳1)𝒳1 + (𝑉 𝒳2)𝒳2 − 2 · 1‖2ℓ2 = 0.

Перейдем к результатам моделирования усеченных спектральных характеристик 𝒳1 и 𝒳2 и
траекторий соответствующих случайных процессов 𝑋1(·) и 𝑋2(·), полученным с применением
соотношений (3.36) и (3.39) для заданных базисных систем и порядков усечения 𝐿.

На рис. 3.10 изображены выборочные траектории векторного случайного процесса 𝑋(·),
соответствующие полиномам Лежандра (1.5) и порядку усечения 𝐿 = 64.

Рис. 3.10. Выборочные траектории осциллятора Кубо

Для каждой базисной системы и каждого порядка усечения моделировались реализации
{𝒳 𝑘

1 ,𝒳 𝑘
2 }𝑀𝑘=1 усеченных спектральных характеристик 𝒳1 и 𝒳2, где 𝑀 = 106 — объем выбор-

ки. За оценку среднеквадратической погрешности аппроксимации первого интеграла примем
величину

𝜀𝑋 =
1

𝑀

𝑀∑︁
𝑘=1

‖(𝑉 𝒳 𝑘
1 )𝒳 𝑘

1 + (𝑉 𝒳 𝑘
2 )𝒳 𝑘

2 − 2 · 1‖2,

где ‖ · ‖ — евклидова норма вектора (см. разд. 1.10), в этой формуле спектральные характе-
ристики 𝑉 и 1 также усечены. Результаты расчетов приведены в табл. 3.15. Как и в примере
3.5, при выборе в качестве базисной системы функций Уолша (1.7) и функций Хаара (1.8),
а также тригонометрических функций (1.9) для большей вычислительной устойчивости вме-
сто матрицы 𝑃 использовался результат обращения матрицы 𝑃−1 — усеченной спектральной
характеристики оператора интегрирования.

Анализ данных из табл. 3.15 позволяет сделать следующий вывод: 𝜀𝑋 ≈ 𝑐/𝐿𝛾, где 𝑐 > 0

— константа, 𝛾 > 1 для полиномов Лежандра и косинусоид (чтобы идентифицировать это
значение, требуются более точные расчеты, однако для полиномов Лежандра оно больше),
𝛾 = 1 для функций Уолша и Хаара, а также для тригонометрических функций.

Численный анализ системы стохастических дифференциальных уравнений (3.68) можно
найти в работах [10,242], включая анализ точности оценивания первых двух моментов. �
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Таблица 3.15. Погрешности аппроксимации 𝜀𝑋 , 𝑀 = 106

Базис 𝐿 = 4 𝐿 = 8 𝐿 = 16 𝐿 = 32 𝐿 = 64

{𝑃 (𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.234822 0.069203 0.019210 0.005164 0.001329
{𝐶(𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.514241 0.218083 0.085587 0.030859 0.010447
{𝑊̂ (𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.784347 0.363860 0.166653 0.077726 0.037140
{𝑋̂(𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.784507 0.363777 0.166616 0.077726 0.037143
{𝐹 (𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.680733 0.242517 0.093329 0.039825 0.018395

Пример 3.7. Оценить среднеквадратическую погрешность аппроксимации первого инте-
грала |𝑋(𝑡)|2 = 5 для векторного стохастического дифференциального уравнения Ито, описы-
вающего вращательную диффузию в R3 [53, 255], при условии 𝑡 ∈ T = [0, 1]:

𝑑𝑋(𝑡) = −𝜇𝑋(𝑡)𝑑𝑡+ 𝛼
(︀
𝐶1𝑋(𝑡)𝑑𝑊1(𝑡) + 𝐶2𝑋(𝑡)𝑑𝑊2(𝑡) + 𝐶3𝑋(𝑡)𝑑𝑊3(𝑡)

)︀
,

𝑋(0) = 𝑋0 = [ 0 1 2 ]T, (3.69)

где

𝜇 = 𝛼 = 1, 𝐶1 =

⎡⎢⎢⎣
0 0 0

0 0 −1

0 1 0

⎤⎥⎥⎦ , 𝐶2 =

⎡⎢⎢⎣
0 0 1

0 0 0

−1 0 0

⎤⎥⎥⎦ , 𝐶3 =

⎡⎢⎢⎣
0 −1 0

1 0 0

0 0 0

⎤⎥⎥⎦ ,
а 𝑊1(·),𝑊2(·),𝑊3(·) — независимые стандартные винеровские процессы, применяя спектраль-
ный метод и базисные системы (1.5)– (1.9). Порядки усечения спектральных характеристик:
𝐿 = 4, 8, . . . , 64.

� Результат сравнения уравнения (3.7) с уравнением (3.40):

𝑛 = 𝑠 = 3, 𝑞 = 1, 𝑋(𝑡) = [𝑋1(𝑡) 𝑋2(𝑡) 𝑋3(𝑡) ]T, 𝑊 (𝑡) = [𝑊1(𝑡) 𝑊2(𝑡) 𝑊3(𝑡) ]T,

𝑎0(𝑡) = −𝜇𝐸3, 𝑏(𝑡) = 𝑏0(𝑡) = 𝑂̄3, 𝑐𝑗(𝑡) = 𝛼𝐶𝑗, 𝑑𝑗(𝑡) = 𝑂̄3,

где 𝐸3 — единичная матрица порядка 3, 𝑂̄3 — нулевая матрица-столбец размеров 3× 1;
𝑗 = 1, 2, 3.

Сравнение с уравнением (3.1) показывает, что

𝑓(𝑡, 𝑥)=−𝜇

⎡⎢⎢⎣
𝑥1

𝑥2

𝑥3

⎤⎥⎥⎦, 𝜎(𝑡, 𝑥)=𝛼

⎡⎢⎢⎣
0 −𝑥2 𝑥1

𝑥2 0 −𝑥0
−𝑥1 𝑥0 0

⎤⎥⎥⎦, 𝑔(𝑡, 𝑥)=𝛼2

⎡⎢⎢⎣
𝑥22 + 𝑥23 −𝑥1𝑥2 −𝑥1𝑥3
−𝑥1𝑥2 𝑥21 + 𝑥23 −𝑥2𝑥3
−𝑥1𝑥3 −𝑥2𝑥3 𝑥21 + 𝑥22

⎤⎥⎥⎦.
Для решения 𝑋(·) рассматриваемого уравнения справедлива формула

𝑋2
1 (𝑡) +𝑋2

2 (𝑡) +𝑋2
3 (𝑡) = 𝑋2

1 (0) +𝑋2
2 (0) +𝑋2

3 (0) P-п.н., 𝑡 > 0,

т.е. траектории случайного процесса 𝑋(·) с вероятностью 1 принадлежат сфере 𝑥21 + 𝑥22 + 𝑥23 =

= |𝑋0|2 = 5 [53, 255].
Отметим, что кососимметрическая матрица 𝛼−1𝜎(𝑡, 𝑥) определяет оператор векторно-

го умножения в правом ортонормированном базисе (𝐶1, 𝐶2, 𝐶3 — базисные матрицы в
пространстве кососимметрических операторов) [103]. Это означает, что 𝜎

(︀
𝑡,𝑋(𝑡)

)︀
𝑑𝑊 (𝑡) =
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= 𝛼𝑋(𝑡)× 𝑑𝑊 (𝑡) и уравнение для векторного случайного процесса 𝑋(·) можно представить
в форме 𝑑𝑋(𝑡) = −𝜇𝑋(𝑡)𝑑𝑡+ 𝛼𝑋(𝑡)× 𝑑0𝑊 (𝑡).

Для применения спектрального метода и алгоритма 3.2 (см. разд. 3.3) необходимо приве-
сти заданное стохастическое дифференциальное уравнение к форме Стратоновича, используя
формулы (3.3). Таким образом,

𝑑𝑋(𝑡) = (𝛼2 − 𝜇)𝑋(𝑡)𝑑𝑡+ 𝛼
(︀
𝐶1𝑋(𝑡) ∘ 𝑑𝑊1(𝑡) + 𝐶2𝑋(𝑡) ∘ 𝑑𝑊2(𝑡) + 𝐶3𝑋(𝑡) ∘ 𝑑𝑊3(𝑡)

)︀
,

или 𝑑𝑋(𝑡) = (𝛼2 − 𝜇)𝑋(𝑡)𝑑𝑡+ 𝛼𝑋(𝑡)× 𝑑1/2𝑊 (𝑡), так как (𝐶1)2 + (𝐶2)2 + (𝐶3)2 = −2𝐸3.
При заданных параметрах 𝜇 и 𝛼 получаем, что 𝑎(𝑡) = 𝑂3 — нулевая матрица порядка 3

и 𝑎(𝑡, 𝑥) = 𝑂̄3 (см. формулы (3.2) и (3.27)). Вне зависимости от выбранной базисной системы
спектральные характеристики операторов умножения на элементы матричных функций 𝑎(·) и
𝑐1(·), 𝑐2(·), 𝑐3(·) — это либо бесконечные единичные матрицы 𝐸, либо бесконечные нулевые мат-
рицы 𝑂. Не выписывая эти спектральные характеристики отдельно, сформируем с помощью
агрегирования квадратную четырехмерную матрицу 𝑍, а также двумерные матрицы-столбцы
𝒳 и 𝑄 для их подстановки в формулы (3.37):

𝑍 =

⎡⎢⎢⎣
𝑃 −𝑉 𝒱2 𝑉 𝒱1
𝑉 𝒱2 𝑃 −𝑉 𝒱0
−𝑉 𝒱1 𝑉 𝒱0 𝑃

⎤⎥⎥⎦ , 𝒳 =

⎡⎢⎢⎣
𝒳1

𝒳2

𝒳3

⎤⎥⎥⎦ , 𝑄 =

⎡⎢⎢⎣
𝑂̄

∆0

2∆0

⎤⎥⎥⎦ ,
где 𝑃 — спектральная характеристика оператора дифференцирования с учетом начально-
го значения (см. разд. 1.7), 𝑉 — спектральная характеристика оператора умножения функ-
ций (см. разд. 1.5), ∆0 — спектральная характеристика дельта-функции 𝛿(·) (см. разд. 1.1),
𝒱1,𝒱2,𝒱3 — спектральные характеристики белых шумов вида (2.26), 𝑂̄ — бесконечная ну-
левая матрица-столбец. Следовательно, 𝒳 = 𝑍−1𝑄 и искомые спектральные характеристики
𝒳1,𝒳2,𝒳3 получаются в результате декомпозиции двумерной матрицы-столбца 𝒳 . Операции
агрегирования и декомпозиции описаны в книге [112].

Воспользуемся тем же приемом, что и при решении примера 3.6, а именно свойством (1.80)
спектрального преобразования произведения функций одной переменной:

S
[︀
𝑋2

1 (·) +𝑋2
2 (·) +𝑋2

3 (·)
]︀

= S
[︀
𝑋2

1 (·)
]︀

+ S
[︀
𝑋2

2 (·)
]︀

+ S
[︀
𝑋2

3 (·)
]︀

= (𝑉 𝒳1)𝒳1 + (𝑉 𝒳2)𝒳2 + (𝑉 𝒳3)𝒳3,

тогда согласно свойству линейности (2.8) и свойству сохранения нормы (2.15) имеем

E‖𝑋2
1 (·) +𝑋2

2 (·) +𝑋2
3 (·)− 5‖2𝐿2(T)

= E‖(𝑉 𝒳1)𝒳1 + (𝑉 𝒳2)𝒳2 + (𝑉 𝒳3)𝒳3 − 5 · 1‖2ℓ2 = 0,

где 1 — спектральная характеристика функции 𝑓0(𝑡) ≡ 1 (см. разд. 1.1 и пример 1.1).
Соотношений, которые приведены выше, достаточно для моделирования усеченных спект-

ральных характеристик 𝒳1,𝒳2,𝒳3 и траекторий соответствующих случайных процессов
𝑋1(·), 𝑋2(·), 𝑋3(·) с применением соотношений (3.37) и (3.39) для заданных базисных систем и
порядков усечения 𝐿.

На рис. 3.11 изображены выборочные траектории векторного случайного процесса 𝑋(·),
соответствующие косинусоидам (1.6) и порядку усечения 𝐿 = 64.

Для каждой базисной системы и каждого порядка усечения моделировались реализации
{𝒳 𝑘

1 ,𝒳 𝑘
2 ,𝒳 𝑘

3 }𝑀𝑘=1 усеченных спектральных характеристик 𝒳1,𝒳2,𝒳3, где 𝑀 = 106 — объем вы-
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Рис. 3.11. Выборочные траектории на сфере

борки. В качестве оценки среднеквадратической погрешности аппроксимации первого инте-
грала использована величина

𝜀𝑋 =
1

𝑀

𝑀∑︁
𝑘=1

‖(𝑉 𝒳 𝑘
1 )𝒳 𝑘

1 + (𝑉 𝒳 𝑘
2 )𝒳 𝑘

2 + (𝑉 𝒳 𝑘
3 )𝒳 𝑘

3 − 5 · 1‖2,

где ‖ · ‖ — евклидова норма вектора (см. разд. 1.10). Результаты расчетов приведены в табл.
3.16. В данном случае (см. также примеры 3.5 и 3.6, при выборе в качестве базисной систе-
мы функций Уолша (1.7) и функций Хаара (1.8), а также тригонометрических функций (1.9)
использован результат обращения матрицы 𝑃−1 (усеченной спектральной характеристики опе-
ратора интегрирования) вместо матрицы 𝑃 .

Таблица 3.16. Погрешности аппроксимации 𝜀𝑋 , 𝑀 = 106

Базис 𝐿 = 4 𝐿 = 8 𝐿 = 16 𝐿 = 32 𝐿 = 64

{𝑃 (𝑖, ·)}∞𝑖=0 1.101208 0.327714 0.090666 0.023826 0.006119
{𝐶(𝑖, ·)}∞𝑖=0 2.270871 0.986093 0.387953 0.139181 0.046608
{𝑊̂ (𝑖, ·)}∞𝑖=0 4.597545 2.162598 1.006453 0.475487 0.229353
{𝑋̂(𝑖, ·)}∞𝑖=0 4.597322 2.162943 1.006559 0.475533 0.229349
{𝐹 (𝑖, ·)}∞𝑖=0 3.450879 1.119716 0.401232 0.162357 0.072147

На качественном уровне из данных, приведенных в табл. 3.16, можно сделать такой же
вывод, как и в примере 3.6: 𝜀𝑋 ≈ 𝑐/𝐿𝛾, где 𝑐 > 0 — константа, 𝛾 > 1 для полиномов Лежандра
и косинусоид (необходимы более точные расчеты для идентификации величины 𝛾), 𝛾 = 1 для
функций Уолша и Хаара, а также для тригонометрических функций. Полиномы Лежандра,
очевидно, обеспечивают лучший результат. �

Пример 3.8. Оценить траекторию процесса Орнштейна–Уленбека 𝑋(·), который описы-
вается стохастическим дифференциальным уравнением (3.66) при 𝜇 = −1, 𝜎 = 1 и 𝑋0 = 1 на
отрезке T = [0, 1], применяя спектральный метод, если измерительная система задается урав-
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нением
𝑍(𝑡) = 𝜆𝑋𝛾(𝑡) + 𝜁𝑄(𝑡), (3.70)

где 𝜆 = 5, 𝜁 = 0.2, а 𝑄(·) — гауссовский белый шум, соответствующий винеровскому процессу
𝑅(·). Случайные процессы 𝑊 (·) и 𝑅(·) независимы.

Рассмотреть три варианта задания параметра 𝛾: а) 𝛾 = 1 (линейный измеритель), б) 𝛾 = 2

(квадратичный измеритель), в) 𝛾 = 3 (кубический измеритель), и два случая для величины 𝑡,
определяющей измерения 𝑍𝑡

0: 𝑡 = 𝑇 = 1 и 𝑡 = 𝑇/2 = 0.5. В качестве базисной системы исполь-
зовать косинусоиды (1.6), порядок усечения спектральных характеристик: 𝐿 = 64.

� При решении задачи оценивания составной частью является решение задачи анализа вы-
ходных процессов и эта часть подробно описана в примере 3.4, поэтому сосредоточим основное
внимание на новых обозначениях и соотношениях.

Сравнивая уравнение (3.70) с уравнением (3.44), записываем

𝜆(𝑡, 𝑥) = 𝜆𝑥𝛾, 𝜁(𝑡) ≡ 𝜁 и 𝜓(𝑡) ≡ 𝜁−2.

Воспользуемся для оценивания траектории случайного процесса 𝑋(·) спектральным мето-
дом и алгоритмом 3.3 (см. разд. 3.4). Спектральный аналог уравнения (3.70) для спектральной
характеристики 𝒵 измерений 𝑍(·) имеет вид

𝒵 = 𝜆(𝑉 𝒳 )𝛾−1𝒳 + 𝜁𝒬

согласно соотношению (3.46), где 𝑉 — спектральная характеристика оператора умножения
функций, 𝒬 — спектральная характеристика (2.26) белого шума. Напомним (см. пример 3.4),
что в приведенном уравнении 𝒳 — это спектральная характеристика процесса Орнштейна–

Уленбека 𝑋(·):
𝒳 = (𝑃 − 𝜇𝐸)−1(𝑋0∆0 + 𝜎𝒱).

Следовательно, Λ𝛾 = 𝜆𝐸. Далее Λ𝛾−1 = Λ𝛾−2 = 𝑂 при 𝛾 = 3 и Λ𝛾−1 = 𝑂 при 𝛾 = 2, Λ̃0 = 𝑂̄,
Ξ = 𝜁𝐸 и Ψ = 𝜁−2𝐸, где 𝑂 и 𝐸 — бесконечные нулевая и единичная матрицы соответственно,
𝑂̄ — бесконечная нулевая матрица-столбец. Кроме того,

Λ(𝒳 ) = 𝜆(𝑉 𝒳 )𝛾−1𝒳 .

Спектральная характеристика 𝑉 относительно косинусоид описана в разд. 1.5, а спектраль-
ная характеристика 𝒬, как и спектральная характеристика 𝒱 , не зависит от выбора базисной
системы (см. п. 1 замечаний 2.3).

Наконец, приведем выражения для весовых коэффициентов. При 𝑡 = 𝑇 = 1 согласно фор-
муле (3.48) получаем

𝜔(𝑇 ) = exp

{︂
𝜆

𝜁2
𝒳 T(𝑉 𝒳 )𝛾−1

(︂
𝒵 − 𝜆

2
(𝑉 𝒳 )𝛾−1𝒳

)︂}︂
,

а при 𝑡 < 𝑇 , в том числе и при 𝑡 = 𝑇/2 = 0.5, применяем формулу (3.51):

𝜔(𝑡) = exp

{︂
𝜆

𝜁2
𝒳 T(𝑉 𝒳 )𝛾−11*

𝑡

(︂
𝒵 − 𝜆

2
(𝑉 𝒳 )𝛾−1𝒳

)︂}︂
,

где 1*
𝑡 — спектральная характеристика оператора умножения на единичную ступенчатую

функцию 𝑓 *(𝜏) = 1(𝑡− 𝜏) как функцию переменной 𝜏 , т.е. спектральная характеристика опе-
ратора умножения на индикатор 𝜒[𝑡0,𝑡](·) множества [𝑡0, 𝑡].
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Найдем спектральную характеристику 1*
𝑡 относительно косинусоид (1.6). Ее элементы за-

даются формулой (1.72):

(1*
𝑡 )𝑖𝑗 =

(︀
𝑞(𝑖, ·), 𝜒[𝑡0,𝑡](·)𝑞(𝑗, ·)

)︀
𝐿2(T)

=

∫︁ 𝑡

𝑡0

𝐶(𝑖, 𝑡)𝐶(𝑗, 𝑡)𝑑𝑡, 𝑖, 𝑗 = 0, 1, 2, . . .

Воспользуемся тождествами, которые позволяют представить произведение пары базисных
функций {𝐶(𝑖, ·)}∞𝑖=0 в более удобном для дальнейших действий виде [163]:

𝐶(𝑖, 𝑡)𝐶(𝑗, 𝑡) =

√︀
1 + 𝛿𝑖𝑗 (𝑖 > 0)𝐶(𝑗 − 𝑖, 𝑡) + (𝑖 > 0)𝐶(𝑖+ 𝑗, 𝑡)√︀

(1 + (𝑖 > 0))𝑇
,

где 𝛿𝑖𝑗 — символ Кронекера (1.4), (𝑖 > 0) = 0 при 𝑖 = 0 и (𝑖 > 0) = 1 при 𝑖 > 0.
Тогда при условии 𝑗 > 𝑖 получаем

(1*
𝑡 )𝑖𝑗 =

√︀
1 + 𝛿𝑖𝑗 (𝑖 > 0)(1̃*

𝑡 )𝑗−𝑖 + (𝑖 > 0)(1̃*
𝑡 )𝑖+𝑗√︀

(1 + (𝑖 > 0))𝑇
,

где (1̃*
𝑡 )𝑖 — элементы спектральной характеристики 1̃*

𝑡 функции 𝜒[𝑡0,𝑡](·), выражение для ко-
торых найдено в примере 1.4, а именно

(1̃*
𝑡 )𝑖 =

⎧⎪⎨⎪⎩
𝑡√
𝑇
, 𝑖 = 0,

√
2𝑇

𝑖𝜋
sin

𝑖𝜋𝑡

𝑇
, 𝑖 = 1, 2, . . .

При 𝑖 > 𝑗 используется свойство симметричности (1.74): (1*
𝑡 )𝑖𝑗 = (1*

𝑡 )𝑗𝑖.
Формула для весового коэффициента 𝜔(𝑡) применима и для 𝑡 = 𝑇 . Действительно, найдем

элементы (1*
𝑇 )𝑖𝑗. При 𝑖 < 𝑗

(1*
𝑇 )𝑖𝑗 =

(1̃*
𝑡 )𝑗−𝑖 + (𝑖 > 0)(1̃*

𝑡 )𝑖+𝑗√︀
(1 + (𝑖 > 0))𝑇

=

√
2√︀

(1 + (𝑖 > 0))

(︂
sin(𝑗 − 𝑖)𝜋

(𝑗 − 𝑖)𝜋
+ (𝑖 > 0)

sin(𝑖+ 𝑗)𝜋

(𝑖+ 𝑗)𝜋

)︂
= 0,

а при 𝑖 = 𝑗

(1*
𝑇 )𝑖𝑗 =

√︀
1 + (𝑖 > 0)(1̃*

𝑡 )0 + (𝑖 > 0)(1̃*
𝑡 )2𝑖√︀

(1 + (𝑖 > 0))𝑇
=

√︀
(1 + (𝑖 > 0))𝑇 + (𝑖 > 0)

√
2𝑇 (sin 2𝑖𝜋)/(2𝑖𝜋)√︀

(1 + (𝑖 > 0))𝑇
= 1,

т.е. (1*
𝑇 )𝑖𝑗 = 𝛿𝑖𝑗 и 1*

𝑇 = 𝐸.
Для заданного порядка усечения 𝐿 и значений 𝜇, 𝜎, 𝑋0, 𝜆, 𝛾 и 𝜁 смоделирована реали-

зация спектральной характеристики 𝒳 (она соответствует оцениваемой траектории), по ней
получена реализация спектральной характеристики 𝒵 (она соответствует измерениям). За-
тем моделировались реализации {𝒳 𝑘}𝑀𝑘=1 усеченной спектральной характеристики 𝒳 , а также
весовые коэффициенты 𝜔𝑘, соответствующие реализациям 𝒳 𝑘 и известной спектральной ха-
рактеристике 𝒵, 𝑘 = 1, 2, . . . ,𝑀 , где 𝑀 = 104 — объем выборки.

Далее с помощью формул (3.49) и (3.50) получены оценки траектории случайного процес-
са 𝑋(·). Описанные действия проведены для трех заданных вариантов параметра 𝛾 и двух
случаев: 𝑡 = 1 и 𝑡 = 0.5.

Результаты моделирования и оценивания представлены в виде графиков. Оцениваемая тра-
ектория случайного процесса 𝑋(·) (сплошная линия) и ее оценки для разных значений 𝛾 (𝛾 = 1

— линия из точек, 𝛾 = 2 — пунктирная линия, 𝛾 = 3 — штрихпунктирная линия) и 𝑡 = 1 изоб-
ражены на рис. 3.12, а при 𝑡 = 0.5 — на рис. 3.13. Соответствующие измерения показаны на
рис. 3.14.
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Рис. 3.12. Траектория процесса Орнштейна–Уленбека и ее оценки при 𝑡 = 1, соответствующие зна-

чениям 𝛾 = 1, 2, 3

Рис. 3.13. Траектория процесса Орнштейна–Уленбека и ее оценки при 𝑡 = 0.5, соответствующие зна-

чениям 𝛾 = 1, 2, 3

Рис. 3.14. Измерения, соответствующие значениям 𝛾 = 1, 2, 3

На рис. 3.12 и 3.13 хорошо видна разница в оценках при 𝑡 = 1 и 𝑡 = 0.5 для промежутка
[0.5, 1] ∋ 𝜃. В случае 𝑡 = 1 это результат решения задачи сглаживания (фильтрации для 𝜃 = 1),
а при 𝑡 = 0.5 — задачи прогнозирования (фильтрации для 𝜃 = 0.5).

Дополнительно можно сравнить представленные здесь графики с результатом примера
2.21, в котором решена задача аппроксимации математического ожидания процесса Орнштей-
на–Уленбека. Это математическое ожидание — решение задачи прогнозирования в отсутствие
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измерений, т.е. при 𝑡 = 0. �

3.6. Моделирование турбулентного ветра

Пример 3.9. Оценить плотность вероятности скорости ветра, который моделируется с
помощью формирующего фильтра Драйдена:

𝑋̇(𝑡) = −𝜈𝑋(𝑡) + 𝜎𝑉 (𝑡), 𝑋(0) = 𝑋0, 𝜈 =
𝑉𝑡
𝐿𝑡
, 𝜎 =

√
2𝜈𝜎0, (3.71)

где 𝑉𝑡 — продольная скорость полета, 𝐿𝑡 — масштаб турбулентности, 𝜎0 — среднеквадратиче-
ское отклонение скорости ветра, 𝑉 (·) — стандартный гауссовский белый шум, 𝑡 ∈ T = [0, 𝑇 ].

Значения параметров: 𝑇 = 100 с, 𝑉𝑡 = 60 м/с, 𝐿𝑡 = 1000 м, 𝜎0 = 1.5 м/с.
Рассмотреть два варианта: а) 𝑋0 — случайная величина, имеющая нормальное распределе-

ние с нулевым средним и дисперсией 𝜎2
0; б) 𝑋0 — случайная величина, имеющая равномерное

распределение на отрезке [−
√

3𝜎0,
√

3𝜎0].

� Формирующий фильтр Драйдена применяется моделирования продольного турбулент-
ного ветра [44, 266]. В простейшем случае он задается стохастическим дифференциальным
уравнением Ланжевена (3.71), т.е. скорость ветра 𝑋(·) — это процесс Орнштейна–Уленбека с
параметрами 𝜇 = −𝜈 и 𝜎 (см. примеры случайных процессов в разд. 2.1 и пример 3.4).

Примем за основу решение примера 3.4, в котором спектральный метод использовался для
оценки погрешностей аппроксимации математического ожидания, корреляционной функции
и среднеквадратической погрешности аппроксимации процесса Орнштейна–Уленбека с помо-
щью алгоритма 3.1 (см. разд. 3.3). Тогда согласно формуле (3.18) спектральная характеристика
𝒳 случайного процесса 𝑋(·) выражается следующим образом:

𝒳 = (𝑃 + 𝜈𝐸)−1(𝑋0∆0 + 𝜎𝒱),

где 𝑃 — спектральная характеристика оператора дифференцирования с учетом начального
значения, 𝐸 — бесконечная единичная матрица, ∆0 — спектральная характеристика дельта-
функции 𝛿(·), 𝒱 — спектральная характеристика (2.26) белого шума.

Для заданных вариантов начальное значение𝑋0 — это случайная величина, имеющая нуле-
вое математическое ожидание и дисперсию 𝜎2

0, причем такое значение дисперсии соответствует
стационарному решению, поэтому при подобном выборе начального распределения скорость
ветра имеет постоянную дисперсию 𝜎2

0 [155].
Выберем в качестве базисной системы {𝑞(𝑖, ·)}∞𝑖=0 пространства 𝐿2(T) полиномы Лежанд-

ра (1.5), а также порядок усечения спектральных характеристик 𝐿 = 64. Соответствующие
спектральные характеристики ∆0 и 𝑃 приведены в разд. 1.1 и 1.7.

Для моделирования скорости ветра достаточно применить соотношения (3.17) и (3.20) при
заданном порядке усечения 𝐿 для реализаций спектральной характеристики 𝒱 и случайной
величины 𝑋0. Пример траектории случайного процесса 𝑋(·) приведен на рис. 3.15.

Чтобы оценить плотность вероятности скорости ветра, необходимо сформировать ансамбль
траекторий 𝑋𝑘(·) случайного процесса 𝑋(·) при условии 𝑘 = 1, 2, . . . ,𝑀 . Для этого нужно за-
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Рис. 3.15. Пример траектории скорости ветра для формирующего фильтра Драйдена

дать количество траекторий 𝑀 (объем выборки) и найти реализации 𝒳 𝑘 усеченной спектраль-
ной характеристики 𝒳 , полагая

𝑋𝑘(𝑡) ≈
𝐿−1∑︁
𝑖=0

𝒳 𝑘
𝑖 𝑞(𝑖, 𝑡).

Далее применяется формула для ядерной оценки плотности вероятности [155,356]:

𝜙(𝑡, 𝑥) =
1

𝑀ℎ

𝑀∑︁
𝑘=1

𝑝

(︂
𝑥−𝑋𝑘(𝑡)

ℎ

)︂
,

в которой 𝑝(·) — ядро, т.е. функция, обладающая свойствами плотности вероятности (неот-
рицательность, условие нормировки), ℎ > 0 — параметр сглаживания. Например, если 𝑝(·) —

плотность вероятности случайной величины, имеющей стандартное нормальное распределе-
ние, то используется полигауссовская аппроксимация.

На рис. 3.16 и 3.17 показаны оценки плотности вероятности скорости ветра для двух ва-
риантов задания случайной величины 𝑋0, объем выборки 𝑀 = 106 и параметр сглаживания
ℎ = 0.25. На этих рисунках приняты следующие обозначения: △ соответствует моменту вре-
мени 𝑡 = 5 с, а � — моменту времени 𝑡 = 𝑇 = 100 с.

Для первого варианта плотность вероятности является стационарной, для второго она эво-
люционирует со временем. Отметим также, что есть возможность оценить плотность вероят-
ности другим способом, применяя спектральный метод. Для этого достаточно найти реше-
ние уравнения обобщенной характеристической функции — спектрального аналога уравнения
Фоккера–Планка–Колмогорова [107,110,112]. �

Пример 3.10. Оценить плотность вероятности скорости ветра, который моделируется с
помощью модифицированного формирующего фильтра Драйдена:

𝑋̇1(𝑡) = 𝑋2(𝑡), 𝑋1(0) = 𝑋10,

𝑋̇2(𝑡) = −𝜆𝜈𝑋1(𝑡)− (𝜆+ 𝜈)𝑋2(𝑡) + 𝜎*𝑉 (𝑡), 𝑋2(0) = 𝑋20,
(3.72)

где используются обозначения примера 3.9, а также новые обозначения: 𝜆 = 10𝜈, 𝜎* =

=
√︀

2𝜆𝜈 (𝜆+ 𝜈)𝜎0.
Значения параметров такие же, как и в примере 3.9, а 𝑋10 и 𝑋20 — случайные величины,

имеющие нормальное распределение с нулевым средним и дисперсиями 𝜎2
0 и 𝜆𝜈𝜎2

0 соответ-
ственно.
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Рис. 3.16. Оценки плотности вероятности скорости ветра при нормальном начальном распределении

(в моменты времени 𝑡 = 5 с и 𝑡 = 𝑇 = 100 с)

Рис. 3.17. Оценки плотности вероятности скорости ветра при равномерном начальном распределении

(в моменты времени 𝑡 = 5 с и 𝑡 = 𝑇 = 100 с)

� В этом примере рассматривается модифицированный вариант формирующего фильтра
Драйдена [82], заданный системой линейных стохастических дифференциальных уравнений
Ланжевена (3.72). Здесь траектории скорости ветра 𝑋1(·) получаются сглаженными в сравне-
нии с траекториями, которые формирует фильтр Драйдена из примера 3.9. При этом сохра-
няется значение 𝜎2

0 для дисперсии скорости ветра в установившемся режиме и при заданном
законе распределения начальных значений 𝑋10 и 𝑋20 дисперсия скорости ветра постоянна и
равна 𝜎2

0 [155].
Сравнивая систему уравнений (3.72) с системой (3.30), получаем

𝑛 = 2, 𝑞 = 𝑠 = 1, 𝑋(𝑡) = [𝑋1(𝑡) 𝑋2(𝑡) ]T,

𝑎11(𝑡) ≡ 0, 𝑎12(𝑡) ≡ 1, 𝑎21(𝑡) ≡ −𝜆𝜈, 𝑎22(𝑡) ≡ −(𝜆+ 𝜈),

𝑏1(𝑡) = 𝑏2(𝑡) ≡ 0, 𝑐11(𝑡) = 𝑐12(𝑡) = 𝑐21(𝑡) = 𝑐22(𝑡) ≡ 0, 𝑑1(𝑡) ≡ 0, 𝑑2(𝑡) ≡ 𝜎*,

т.е.

𝐴(𝑡) =

[︂
0 1

−𝜆𝜈 −(𝜆+𝜈)

]︂
, 𝐵(𝑡) =

[︂
0

0

]︂
, 𝐶(𝑡) =

[︂
0 0

0 0

]︂
, 𝐷(𝑡) =

[︂
0

𝜎*

]︂
.

Для решения системы стохастических дифференциальных уравнений (3.72) воспользуемся
спектральным методом, применив алгоритм 3.2 (см. разд. 3.3). В спектральной форме мате-
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матического описания это решение задается формулой (3.36), в которой нужно положить

𝑍11 = 𝑃, 𝑍12 = −𝐸, 𝑍21 = 𝜆𝜈𝐸, 𝑍22 = 𝑃 + (𝜆+ 𝜈)𝐸, 𝑄1 = 𝑥10∆0, 𝑄2 = 𝑥20∆0 + 𝜎*𝒱 ,

где 𝑃 — спектральная характеристика оператора дифференцирования с учетом начального
значения, ∆0 — спектральная характеристика дельта-функции 𝛿(·), 𝒱 — спектральная харак-
теристика (2.26) белого шума. Таким образом,

𝐴11 = 𝑂, 𝐴12 = 𝐸, 𝐴21 = −𝜆𝜈𝐸, 𝐴22 = −(𝜆+ 𝜈)𝐸,

𝐵1 = 𝐵2 = 𝑂, 𝐶11 = 𝐶12 = −𝐶21 = 𝐶22 = 𝑂, 𝐷̃1 = 𝑂̄, 𝐷̃2 = 𝜎*𝐸,

где 𝑂 и 𝐸 — бесконечные нулевая и единичная матрицы соответственно, 𝑂̄ — бесконечная
нулевая матрица-столбец.

В явном виде спектральная характеристика 𝒳1 случайного процесса 𝑋1(·) представляется
выражением

𝒳1 =
(︀
𝑃 2 + (𝜆+ 𝜈)𝑃 + 𝜆𝜈𝐸

)︀−1[︀
𝑥10

(︀
𝑃 + (𝜆+ 𝜈)𝐸

)︀
∆0 + 𝑥20∆0 + 𝜎*𝒱

]︀
. (3.73)

Выбор базисной системы и порядок усечения спектральных характеристик оставим неиз-
менными по сравнению с примером 3.9, т.е. используемая базисная система — это полиномы
Лежандра (1.5) и порядок усечения 𝐿 = 64. Спектральные характеристики ∆0 и 𝑃 приведены
в разд. 1.1 и 1.7 соответственно. И для моделирования скорости ветра достаточно применить
соотношение (3.73), а затем формулу (3.39) при заданном порядке усечения 𝐿 для реализаций
спектральной характеристики 𝒱 , а также случайных величин 𝑋10 и 𝑋20.

Пример траектории случайного процесса 𝑋1(·) приведен на рис. 3.18. Дополнительно на
нем пунктиром показана траектория из примера 3.9 для сравнения (они получены по одной
реализации спектральной характеристики 𝒱).

Рис. 3.18. Пример траектории скорости ветра для модифицированного формирующего фильтра Драй-

дена

Для плотности вероятности скорости ветра применим ядерную оценку (см. пример 3.9):

𝜙(𝑡, 𝑥1) =
1

𝑀ℎ

𝑀∑︁
𝑘=1

𝑝

(︂
𝑥1 −𝑋𝑘

1 (𝑡)

ℎ

)︂
, 𝑋𝑘

1 (𝑡) ≈
𝐿−1∑︁
𝑖=0

(𝒳 𝑘
1 )𝑖𝑞(𝑖, 𝑡).

Здесь каждая траектория 𝑋𝑘
1 (·) случайного процесса 𝑋1(·) приближенно представляется

как результат обратного спектрального преобразования реализации 𝒳 𝑘
1 усеченной спектраль-

ной характеристики 𝒳1, 𝑘 = 1, 2, . . . ,𝑀 , 𝑀 — количество траекторий (объем выборки).
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Рис. 3.19 демонстрирует оценку плотности вероятности скорости ветра при объеме выборки
𝑀 = 106 и параметре сглаживания ℎ = 0.25 в момент времени 𝑡 = 𝑇/2 = 50 с. Дополнительно
она отмечена на графике знаком ∘.

Рис. 3.19. Оценка плотности вероятности скорости ветра (в момент времени 𝑡 = 50 с)

Искомая плотность вероятности также может быть получена спектральным методом как
решение уравнения обобщенной характеристической функции, т.е. спектрального аналога
уравнения Фоккера–Планка–Колмогорова [107,110,112]. �

Выводы по главе 3

1. Спектральный метод анализа выходных процессов и статистического моделирования од-
номерных и многомерных линейных непрерывных стохастических систем, которые мо-
гут быть заданы линейными стохастическими дифференциальными уравнениями Стра-
тоновича и Ито (а в общем случае уравнениями с 𝜃-дифференциалом).

2. Спектральный метод оценивания состояний (фильтрация, сглаживание и прогнозирова-
ние) одномерных и многомерных линейных непрерывных стохастических систем, кото-
рые могут быть заданы линейными стохастическими дифференциальными уравнениями
Стратоновича и Ито (а в общем случае уравнениями с 𝜃-дифференциалом) с полиноми-
альными измерителями.

3. Получены спектральные представления некоторых случайных процессов: броуновско-
го моста, процесса Орнштейна–Уленбека, геометрического броуновского движения, ос-
циллятора Кубо и вращательной диффузии. Они использовались для апробации спект-
рального метода статистического моделирования и оценивания состояний, а также для
моделирования турбулентного ветра на основе формирующего фильтра Драйдена и его
модификации.

Основные результаты опубликованы в работах [147,148,155,156,158,163,242,341,343,350].



ГЛАВА 4

СПЕКТРАЛЬНОЕ ПРЕДСТАВЛЕНИЕ

ФУНКЦИЙ МНОГИХ ПЕРЕМЕННЫХ

4.1. Базисные системы и спектральные характеристики

функций многих переменных

Рассмотрим представление функции многих переменных в виде ряда по функциям базис-
ной системы как обобщение материала, изложенного в разд. 1.1 и 1.2.

Пусть 𝐿2(T
𝑘) — гильбертово пространство квадратично интегрируемых функций многих

переменных 𝑓(·) : T𝑘 → R, где T𝑘 = T× . . .× T и T = [𝑡0, 𝑇 ], 𝑘 ∈ N:∫︁
T𝑘

𝑓 2(𝑡1, . . . , 𝑡𝑘)𝑑𝑡1 . . . 𝑑𝑡𝑘 <∞.

Норма в пространстве 𝐿2(T
𝑘) определяется выражением

‖𝑓(·)‖𝐿2(T𝑘) =

{︂∫︁
T𝑘

𝑓 2(𝑡1, . . . , 𝑡𝑘)𝑑𝑡1 . . . 𝑑𝑡𝑘

}︂ 1
2

, (4.1)

а скалярное произведение задается формулой(︀
𝑓(·), 𝑔(·)

)︀
𝐿2(T𝑘)

=

∫︁
T2

𝑓(𝑡1, . . . , 𝑡𝑘)𝑔(𝑡1, . . . , 𝑡𝑘)𝑑𝑡1 . . . 𝑑𝑡𝑘, (4.2)

где 𝑓(·), 𝑔(·) ∈ 𝐿2(T
𝑘) [21, 69].

Функции 𝑓(·) и 𝑔(·) называются ортогональными при условии, что их скалярное произве-
дение равно нулю. Система попарно ортогональных функций {𝑄(𝑖1, . . . , 𝑖𝑘, ·)}∞𝑖1,...,𝑖𝑘=0, принад-
лежащих пространству 𝐿2(T

𝑘), называется ортонормированной на множестве T𝑘, если спра-
ведливо равенство(︀

𝑄(𝑖1, . . . , 𝑖𝑘, ·), 𝑄(𝑗1, . . . , 𝑗𝑘, ·)
)︀
𝐿2(T𝑘)

= 𝛿𝑖1𝑗1 . . . 𝛿𝑖𝑘𝑗𝑘 =

{︃
1, 𝑖1 = 𝑗1, . . . , 𝑖𝑘 = 𝑗𝑘,

0 в остальных случаях,

𝑖1, . . . , 𝑖𝑘, 𝑗1, . . . , 𝑗𝑘 = 0, 1, 2, . . . ,

где 𝛿𝑖1𝑗1 , . . . , 𝛿𝑖𝑘𝑗𝑘 — символы Кронекера (1.4).
Полная ортонормированная система функций называется базисом пространства 𝐿2(T

𝑘),
или базисной системой.

Как и в разд. 1.2, сосредоточим внимание на базисных системах, для которых
𝑄(𝑖1, . . . , 𝑖𝑘, 𝑡1, . . . , 𝑡𝑘) = 𝑞(𝑖1, 𝑡1) . . . 𝑞(𝑖𝑘, 𝑡𝑘), где 𝑖1, . . . , 𝑖𝑘 = 0, 1, 2, . . . и функции 𝑞(𝑖, ·) обра-
зуют базисную систему {𝑞(𝑖, ·)}∞𝑖=0 пространства 𝐿2(T) (см. разд. 1.1). Под записью
𝑓(·) = 𝑓1(·)⊗ . . .⊗ 𝑓𝑘(·) будем понимать функцию, значение которой в точке (𝑡1, . . . , 𝑡𝑘) ∈ T𝑘

равно 𝑓1(𝑡1) . . . 𝑓𝑘(𝑡𝑘). В частности, 𝑄(𝑖1, . . . , 𝑖𝑘, ·) = 𝑞(𝑖1, ·)⊗ . . .⊗ 𝑞(𝑖𝑘, ·).
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Примеры базисных систем, ортонормированных на гиперкубе T𝑘 = [0, 𝑇 ]× . . .× [0, 𝑇 ], т.е.
при условии 𝑡0 = 0, можно построить на основе базисных систем из разд. 1.1, т.е. на основе
полиномов Лежандра (1.5), косинусоид (1.6), функций Уолша (1.7), функций Хаара (1.8) и
тригонометрических функций (1.9):

{𝑃 (𝑖1, ·)⊗ . . .⊗ 𝑃 (𝑖𝑘, ·)}∞𝑖1,...,𝑖𝑘=0, {𝐶(𝑖1, ·)⊗ . . .⊗ 𝐶(𝑖𝑘, ·)}∞𝑖1,...,𝑖𝑘=0,

{𝑊̂ (𝑖1, ·)⊗. . .⊗ 𝑊̂ (𝑖𝑘, ·)}∞𝑖1,...,𝑖𝑘=0, {𝑋̂(𝑖1, ·)⊗. . .⊗ 𝑋̂(𝑖𝑘, ·)}∞𝑖1,...,𝑖𝑘=0, {𝐹 (𝑖1, ·)⊗. . .⊗ 𝐹 (𝑖𝑘, ·)}∞𝑖1,...,𝑖𝑘=0.

Задача представления функции многих переменных в виде ряда формулируется и решается
как для произвольной базисной системы, а именно {𝑄(𝑖1, . . . , 𝑖𝑘, ·)}∞𝑖1,...,𝑖𝑘=0, так и для частного
случая базисной системы вида {𝑞(𝑖1, ·)⊗ . . .⊗ 𝑞(𝑖𝑘, ·)}∞𝑖1,...,𝑖𝑘=0.

Теорема 4.1 (см. [21,69]). Пусть система функций {𝑞(𝑖, ·)}∞𝑖=0 образует базис простран-
ства 𝐿2(T). Тогда любая функция 𝑓(·) ∈ 𝐿2(T

𝑘) представляется в виде ряда по функциям
базисной системы {𝑞(𝑖1, ·)⊗ . . .⊗ 𝑞(𝑖𝑘, ·)}∞𝑖1,...,𝑖𝑘=0:

𝑓(·) =
∞∑︁

𝑖1,...,𝑖𝑘=0

𝐹𝑖1...𝑖𝑘 𝑞(𝑖1, ·)⊗ . . .⊗ 𝑞(𝑖𝑘, ·), (4.3)

где

𝐹𝑖1...𝑖𝑘 =
(︀
𝑞(𝑖1, ·)⊗ . . .⊗ 𝑞(𝑖𝑘, ·), 𝑓(·)

)︀
𝐿2(T𝑘)

= (4.4)

=

∫︁
T𝑘

𝑞(𝑖1, 𝑡1) . . . 𝑞(𝑖𝑘, 𝑡𝑘)𝑓(𝑡1, . . . , 𝑡𝑘)𝑑𝑡1 . . . 𝑑𝑡𝑘, 𝑖1, . . . , 𝑖𝑘 = 0, 1, 2, . . .

Числа 𝐹𝑖1...𝑖𝑘 называются коэффициентами разложения функции 𝑓(·).
Следовательно, решение задачи представления функции 𝑓(·) ∈ 𝐿2(T

𝑘) в виде ряда по функ-
циям выбранной базисной системы состоит в определении коэффициентов разложения 𝐹𝑖1...𝑖𝑘

и использовании (4.3). Так как коэффициенты разложения (4.4) однозначно задают функцию
𝑓(·), их упорядоченную совокупность можно рассматривать как характеристику функции 𝑓(·).
Равенство (4.3) выполняется при почти всех (𝑡1, . . . , 𝑡𝑘) ∈ T𝑘 и понимается аналогично соотно-
шению (1.12). Ряд в правой части (4.3) сходится абсолютно и не зависит от порядка суммиро-
вания, т.е. является суммируемым [237].

Введем понятие спектральной характеристики функции многих переменных. Беско-
нечная 𝑘-мерная матрица-столбец 𝐹 = (𝐹𝑖1...𝑖𝑘), элементы которой — это коэффициен-
ты разложения (4.4) функции 𝑓(·) ∈ 𝐿2(T

𝑘) в ряд по функциям базисной системы
{𝑞(𝑖1, ·)⊗ . . .⊗ 𝑞(𝑖𝑘, ·)}∞𝑖1,...,𝑖𝑘=0 пространства 𝐿2(T

𝑘), называется спектральной характеристи-
кой функции 𝑓(·). Как и для функций двух переменных (см. разд. 1.2), для краткости бу-
дем говорить, что спектральная характеристика определена относительно базисной системы
{𝑞(𝑖, ·)}∞𝑖=0.

Отображение, ставящее в соответствие функции 𝑓(·) ее спектральную характеристику 𝐹 ,
называется спектральным преобразованием функции 𝑓(·) и обозначается S: S

[︀
𝑓(·)

]︀
= 𝐹 , где

элементы 𝐹𝑖1...𝑖𝑘 бесконечной матрицы 𝐹 определяются формулой (4.4).
Обратный переход от спектральной характеристики к соответствующей функции многих
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переменных осуществляется по формуле обращения:

𝑓(·) = S−1[𝐹 ] =
∞∑︁

𝑖1,...,𝑖𝑘=0

𝐹𝑖1...𝑖𝑘 𝑞(𝑖1, ·)⊗ . . .⊗ 𝑞(𝑖𝑘, ·). (4.5)

Теорема 4.2. Пусть функция 𝑓(·) ∈ 𝐿2(T
𝑘) удовлетворяет условию 𝑓(·) = 𝑓1(·)⊗ . . . ⊗

⊗ 𝑓𝑘(·), 𝐹 — спектральная характеристика функции 𝑓(·), определенная относительно базис-
ной системы {𝑞(𝑖, ·)}∞𝑖=0, а 𝐹1, . . . , 𝐹𝑘 — спектральные характеристики функций 𝑓1(·), . . . , 𝑓𝑘(·)
соответственно, определенные относительно той же базисной системы. Тогда

𝐹 = 𝐹1 ⊗ . . .⊗ 𝐹𝑘, (4.6)

где ⊗ — тензорное (прямое) произведение.

Доказательство. Запишем формулу (4.4) для вычисления элементов спектральной харак-
теристики 𝐹 функции 𝑓(·):

𝐹𝑖1...𝑖𝑘 =
(︀
𝑞(𝑖1, ·)⊗ . . .⊗ 𝑞(𝑖𝑘, ·), 𝑓(·)

)︀
𝐿2(T𝑘)

=

∫︁
T𝑘

𝑞(𝑖1, 𝑡1) . . . 𝑞(𝑖𝑘, 𝑡𝑘)𝑓(𝑡1, . . . , 𝑡𝑘)𝑑𝑡1 . . . 𝑑𝑡𝑘 =

=

∫︁
T

𝑞(𝑖1, 𝑡)𝑓1(𝑡)𝑑𝑡 . . .

∫︁
T

𝑞(𝑖𝑘, 𝑡)𝑓𝑘(𝑡)𝑑𝑡 = (𝐹1)𝑖1 . . . (𝐹𝑘)𝑖𝑘 , 𝑖1, . . . , 𝑖𝑘 = 0, 1, 2, . . . ,

где (𝐹1)𝑖1 , . . . , (𝐹𝑘)𝑖𝑘 — элементы спектральных характеристик 𝐹1, . . . , 𝐹𝑘 функций 𝑓1(·), . . . ,
𝑓𝑘(·) соответственно согласно определению спектральных характеристик функций одной пе-
ременной (см. разд. 1.1 и формулу (1.11)).

Отсюда следует, что 𝐹 = 𝐹1 ⊗ . . .⊗ 𝐹𝑘, т.е. соотношение (4.6). J

Зам е ч а н и я 4.1.
1. Спектральные характеристики функций одной и двух переменных представляются бес-

конечной матрицей-столбцом и бесконечной матрицей соответственно (см. разд. 1.1 и 1.2).
Кроме того, в разд. 1.5 определена спектральная характеристика оператора умножения функ-
ций, которая представляется бесконечной трехмерной (пространственной) матрицей. Спект-
ральные характеристики функций многих переменных, следуя [112, 223, 355], представляются
в виде бесконечной 𝑘-мерной матрицы-столбца 𝐹 , т.е. индексы 𝑖1, . . . , 𝑖𝑘 у ее элементов 𝐹𝑖1...𝑖𝑘
полагаются строчными (указывают на номер строки в соответствующем сечении).

Разделение множества индексов на строчные и столбцовые задает структуру многомерной
матрицы, в частности можно выделить гиперстолбцовые, гиперстрочные и гиперквадратные
матрицы, что позволяет достаточно легко представлять их с помощью табличной (блочно-
иерархической) формы [112]. Например, при 𝑘 = 2

𝐹 =
[︀
[𝐹00 𝐹01 𝐹02 . . . ][𝐹10 𝐹11 𝐹12 . . . ][𝐹20 𝐹21 𝐹22 . . . ] . . .

]︀T
и при 𝑘 = 3

𝐹 =
[︁[︀

[𝐹000 𝐹001 𝐹002 . . . ][𝐹010 𝐹011 𝐹012 . . . ][𝐹020 𝐹021 𝐹022 . . . ] . . .
]︀

[︀
[𝐹100 𝐹101 𝐹102 . . . ][𝐹110 𝐹111 𝐹112 . . . ][𝐹120 𝐹121 𝐹122 . . . ] . . .

]︀
[︀
[𝐹200 𝐹201 𝐹202 . . . ][𝐹210 𝐹211 𝐹212 . . . ][𝐹220 𝐹221 𝐹222 . . . ] . . .

]︀
. . .

]︁T

,

где операция транспонирования нужна для перехода от бесконечной 𝑘-мерной матрицы-строки
(гиперстрочной матрицы) к бесконечной 𝑘-мерной матрице-столбцу (гиперстолбцовой матри-
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це). Представление в виде бесконечной 𝑘-мерной матрицы-строки требуется исключительно
для компактной записи.

Структура многомерной матрицы имеет существенное значение при определении различ-
ных алгебраических операций. Более подробно это изложено в книге [112].

2. Двумерная спектральная характеристика функции двух переменных, введенная в разд.
1.2, — это частный случай определенной выше спектральной характеристики функции 𝑓(·)
при 𝑘 = 2 с поправкой на то, что двумерные спектральные характеристики представлялись
бесконечными матрицами, однако упорядоченную совокупность коэффициентов разложения
(1.42) функции двух переменных можно представлять в виде двумерной матрицы-столбца, т.е.
приведенные ниже матрицы в этом смысле эквивалентны:⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

𝐹00 𝐹01 𝐹02 . . .

𝐹10 𝐹11 𝐹12 . . .

𝐹20 𝐹21 𝐹22 . . .
...

...
... . . .

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦ и
[︀
[𝐹00 𝐹01 𝐹02 . . . ][𝐹10 𝐹11 𝐹12 . . . ][𝐹20 𝐹21 𝐹22 . . . ] . . .

]︀T
.

Ее можно называть многомерной спектральной характеристикой, однако это представляет-
ся избыточным. Если T — нестационарный отрезок (см. п. 1 замечаний 1.2), то спектральную
характеристику функции 𝑓(·) следует называть нестационарной спектральной характеристи-
кой [112].

3. Разумеется, спектральные характеристики функции 𝑓(·) могут быть определены относи-
тельно различных базисных систем и их обозначение при необходимости может быть включено
в обозначение спектральной характеристики: 𝐹

𝑞...𝑞
. Аналогичное замечание справедливо и для

обозначений прямого и обратного спектральных преобразований (см. п. 2 замечаний 1.2 и 1.6):
S
𝑞...𝑞

и S
𝑞...𝑞

−1, т.е. S
𝑞...𝑞

[︀
𝑓(·)

]︀
= 𝐹

𝑞...𝑞
, 𝑓(·) = S

𝑞...𝑞

−1[ 𝐹
𝑞...𝑞

].

Множество всех спектральных характеристик 𝐹 функций 𝑓(·) ∈ 𝐿2(T
𝑘) образует линейное

гильбертово пространство ℓ𝑘2 — пространство бесконечных 𝑘-мерных матриц-столбцов, удо-
влетворяющих условию

∑︀∞
𝑖1,...,𝑖𝑘=0 𝐹

2
𝑖1...𝑖𝑘

<∞, с нормой

‖𝐹‖ℓ𝑘2 =

{︂ ∞∑︁
𝑖1,...,𝑖𝑘=0

𝐹 2
𝑖1...𝑖𝑘

}︂ 1
2

(4.7)

и скалярным произведением

(𝐹,𝐺)ℓ𝑘2 =
∞∑︁

𝑖1,...,𝑖𝑘=0

𝐹𝑖1...𝑖𝑘𝐺𝑖1...𝑖𝑘 , (4.8)

где 𝐹,𝐺 ∈ ℓ𝑘2.
Спектральное преобразование S является взаимно однозначным и устанавливает изомор-

физм пространств 𝐿2(T
𝑘) и ℓ𝑘2.

Перечислим некоторые свойства спектрального преобразования функций многих перемен-
ных , аналогичные приведенным в разд. 1.1 и 1.2.

1. Линейность [112].
Пусть 𝑓(·), 𝑔(·) ∈ 𝐿2(T

𝑘), S[𝑓(·)] = 𝐹 , S[𝑔(·)] = 𝐺. Тогда

S
[︀
𝛼𝑓(·) + 𝛽𝑔(·)

]︀
= 𝛼𝐹 + 𝛽𝐺 ∀𝛼, 𝛽 ∈ R. (4.9)
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2. Сохранение нормы и скалярного произведения [112].
Пусть 𝑓(·), 𝑔(·) ∈ 𝐿2(T

𝑘), S[𝑓(·)] = 𝐹 , S[𝑔(·)] = 𝐺. Тогда

‖𝑓(·)‖2𝐿2(T𝑘) = ‖𝐹‖2ℓ𝑘2 = 𝐹 T𝐹, (4.10)(︀
𝑓(·), 𝑔(·)

)︀
𝐿2(T𝑘)

= (𝐹,𝐺)ℓ𝑘2 = 𝐹 T𝐺. (4.11)

3. Симметричность.
Пусть 𝑓(·) ∈ 𝐿2(T

𝑘) и 𝑓 *(𝑡1, . . . , 𝑡𝑙, . . . , 𝑡𝑚, . . . , 𝑡𝑘) = 𝑓(𝑡1, . . . , 𝑡𝑚, . . . , 𝑡𝑙, . . . , 𝑡𝑘), 𝑙,𝑚 ∈ {1, . . . ,
𝑘}, при почти всех (𝑡1, . . . , 𝑡𝑙, . . . , 𝑡𝑚, . . . , 𝑡𝑘) ∈ T𝑘, S[𝑓(·)] = 𝐹 , S[𝑓 *(·)] = 𝐹 *. Тогда

𝐹 *
𝑖1...𝑖𝑙...𝑖𝑚...𝑖𝑘

= 𝐹𝑖1...𝑖𝑚...𝑖𝑙...𝑖𝑘 , 𝑖1, . . . , 𝑖𝑙, . . . , 𝑖𝑚, . . . , 𝑖𝑘 = 0, 1, 2, . . . , (4.12)

что следует из определения элементов матриц 𝐹 и 𝐹 *.
Очевидно, что если 𝑓(𝑡1, . . . , 𝑡𝑙, . . . , 𝑡𝑚, . . . , 𝑡𝑘) = 𝑓(𝑡1, . . . , 𝑡𝑚, . . . , 𝑡𝑙, . . . , 𝑡𝑘), 𝑙,𝑚 ∈ {1, . . . , 𝑘},

то 𝐹𝑖1...𝑖𝑙...𝑖𝑚...𝑖𝑘 = 𝐹𝑖1...𝑖𝑚...𝑖𝑙...𝑖𝑘 , 𝑖1, . . . , 𝑖𝑙, . . . , 𝑖𝑚, . . . , 𝑖𝑘 = 0, 1, 2, . . .

4. Сдвиг и масштабирование базисной системы.
Если {𝑞(𝑖, ·)}∞𝑖=0 — базисная система пространства 𝐿2([0, 1]), а {𝑞(𝑖, ·)}∞𝑖=0 — соответствую-

щая ей базисная система пространства 𝐿2([𝑡0, 𝑇 ]) (см. п. 1 замечаний 1.1), то

𝐹
𝑞...𝑞

=
√︀

(𝑇 − 𝑡0)𝑘 𝐹
𝑞...𝑞

+,

где 𝐹
𝑞...𝑞

и 𝐹
𝑞...𝑞

+ — спектральные характеристики функций 𝑓(𝑡1, . . . , 𝑡𝑘) = 𝑓+((𝑡1 − 𝑡0)(𝑇 − 𝑡0),

. . . , (𝑡𝑘 − 𝑡0)(𝑇 − 𝑡0)) и 𝑓+(𝑡1, . . . , 𝑡𝑘) соответственно, что следует из определения элементов
матрицы 𝐹 (замена переменных интегрирования).

5. Изменение базисной системы.
Пусть {𝑞(𝑖, ·)}∞𝑖=0 и {𝑝(𝑖, ·)}∞𝑖=0 — разные базисные системы пространства 𝐿2(T), а ∆

𝑞𝑝
и ∆
𝑝𝑞

—

матрицы изменения базисной системы (см. разд. 1.3). Кроме того, 𝑓(·) ∈ 𝐿2(T
𝑘), S

𝑞...𝑞
[𝑓(·)] = 𝐹

𝑞...𝑞

и S
𝑝...𝑝

[𝑓(·)] = 𝐹
𝑝...𝑝

. Тогда

𝐹
𝑞...𝑞

= ∆
𝑞𝑝

⊗𝑘 𝐹
𝑝...𝑝

, 𝐹
𝑝...𝑝

= ∆
𝑝𝑞

⊗𝑘 𝐹
𝑞...𝑞
, (4.13)

где бесконечные 2𝑘-мерные матрицы определяются как тензорные (прямые) произведения:

∆
𝑞𝑝

⊗𝑘 = ∆
𝑞𝑝
⊗ . . .⊗∆

𝑞𝑝⏟  ⏞  
𝑘 сомножителей

, ∆
𝑝𝑞

⊗𝑘 = ∆
𝑝𝑞
⊗ . . .⊗∆

𝑝𝑞⏟  ⏞  
𝑘 сомножителей

.

Доказательство. Согласно формуле (4.4) элементы спектральной характеристики 𝐹
𝑞...𝑞

за-
даются в виде

𝐹
𝑞...𝑞

𝑖1...𝑖𝑘 =
(︀
𝑞(𝑖1, ·)⊗ . . .⊗ 𝑞(𝑖𝑘, ·), 𝑓(·)

)︀
𝐿2(T𝑘)

, 𝑖1, . . . , 𝑖𝑘 = 0, 1, 2, . . .

Далее напомним (см. п. 1 замечаний 1.8), что строка матрицы изменения базисной системы
∆
𝑞𝑝

с номером 𝑖 — это транспонированная спектральная характеристика базисной функции

𝑞(𝑖, ·) относительно базисной системы {𝑝(𝑖, ·)}∞𝑖=0, следовательно,

𝐹
𝑞...𝑞

𝑖1...𝑖𝑘 =

(︂ ∞∑︁
𝑗1=0

∆
𝑞𝑝
𝑖1𝑗1𝑝(𝑗1, ·)⊗ . . .⊗

∞∑︁
𝑗𝑘=0

∆
𝑞𝑝
𝑖𝑘𝑗𝑘𝑝(𝑗𝑘, ·), 𝑓(·)

)︂
𝐿2(T𝑘)

=

=

(︂
lim
𝑛1→∞

𝑛1∑︁
𝑗1=0

∆
𝑞𝑝
𝑖1𝑗1𝑝(𝑗1, ·)⊗ . . .⊗ lim

𝑛1→∞

𝑛𝑘∑︁
𝑗𝑘=0

∆
𝑞𝑝
𝑖𝑘𝑗𝑘𝑝(𝑗𝑘, ·), 𝑓(·)

)︂
𝐿2(T𝑘)

=
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= lim
𝑛1→∞

. . . lim
𝑛𝑘→∞

𝑛1∑︁
𝑗1=0

. . .

𝑛𝑘∑︁
𝑗𝑘=0

∆
𝑞𝑝
𝑖1𝑗1 . . .∆

𝑞𝑝
𝑖𝑘𝑗𝑘

(︀
𝑝(𝑗1, ·)⊗ . . .⊗ 𝑝(𝑗𝑘, ·), 𝑓(·)

)︀
𝐿2(T𝑘)

=

= lim
𝑛1→∞

. . . lim
𝑛𝑘→∞

𝑛1∑︁
𝑗1=0

· · ·
𝑛𝑘∑︁
𝑗𝑘=0

∆
𝑞𝑝

⊗𝑘
𝑖1...𝑖𝑘𝑗1...𝑗𝑘

𝐹
𝑝...𝑝

𝑗1...𝑗𝑘 ,

где ∆
𝑞𝑝

⊗𝑘
𝑖1...𝑖𝑘𝑗1...𝑗𝑘

— это элементы матрицы ∆
𝑞𝑝

⊗𝑘:

∆
𝑞𝑝

⊗𝑘
𝑖1...𝑖𝑘𝑗1...𝑗𝑘

= ∆
𝑞𝑝
𝑖1𝑗1 . . .∆

𝑞𝑝
𝑖𝑘𝑗𝑘 , 𝑖1, . . . , 𝑖𝑘, 𝑗1, . . . , 𝑗𝑘 = 0, 1, 2, . . . ,

что следует из определения тензорного произведения матриц [110,112]. Отсюда получаем пер-
вое соотношение в (4.13). Второе соотношение в (4.13) получается из первого перестановкой
базисных систем {𝑞(𝑖, ·)}∞𝑖=0 и {𝑝(𝑖, ·)}∞𝑖=0. J

Пример 4.1. Найти спектральную характеристику 1⊗𝑘 функции 𝑘 переменных
𝑓(𝑡1, . . . , 𝑡𝑘) ≡ 1 относительно базисных систем (1.5)– (1.9), заданных на отрезке T = [0, 𝑇 ].

� Применим теорему 4.2, так как функция 𝑓(𝑡1, . . . , 𝑡𝑘) ≡ 1 удовлетворяет условию
𝑓(·) = 𝑓1(·)⊗ . . .⊗ 𝑓𝑘(·):

S
[︀
𝑓(·)

]︀
= 𝐹 = 1⊗𝑘 = 1⊗ . . .⊗ 1⏟  ⏞  

𝑘 сомножителей

,

где 1 — спектральная характеристика функции 𝑓0(𝑡) ≡ 1, причем спектральные характерис-
тики 1 и 1⊗𝑘 определены относительно одной и той же базисной системы.

Спектральная характеристика 1 относительно базисных систем (1.5)– (1.9), заданных на
отрезке T = [0, 𝑇 ], найдена в примере 1.1: 1 = [

√
𝑇 0 0 . . . ]T =

√
𝑇 · [ 1 0 0 . . . ]T, поэтому

1⊗2 = 1⊗ 1 = 𝑇 ·
[︀
[ 1 0 0 . . . ][ 0 0 0 . . . ][ 0 0 0 . . . ] . . .

]︀T
,

1⊗3 = 1⊗ 1⊗ 1 = 𝑇
√
𝑇 ·

[︁[︀
[ 1 0 0 . . . ][ 0 0 0 . . . ][ 0 0 0 . . . ] . . .

]︀
[︀
[ 0 0 0 . . . ][ 0 0 0 . . . ][ 0 0 0 . . . ] . . .

]︀
[︀
[ 0 0 0 . . . ][ 0 0 0 . . . ][ 0 0 0 . . . ] . . .

]︀
. . .

]︁T

,

1⊗4 = 1⊗ 1⊗ 1⊗ 1 =

= 𝑇 2 ·
[︂[︁[︀

[ 1 0 0 . . . ][ 0 0 0 . . . ][ 0 0 0 . . . ] . . .
]︀

[︀
[ 0 0 0 . . . ][ 0 0 0 . . . ][ 0 0 0 . . . ] . . .

]︀
[︀
[ 0 0 0 . . . ][ 0 0 0 . . . ][ 0 0 0 . . . ] . . .

]︀
. . .

]︁
[︁[︀

[ 0 0 0 . . . ][ 0 0 0 . . . ][ 0 0 0 . . . ] . . .
]︀

[︀
[ 0 0 0 . . . ][ 0 0 0 . . . ][ 0 0 0 . . . ] . . .

]︀
[︀
[ 0 0 0 . . . ][ 0 0 0 . . . ][ 0 0 0 . . . ] . . .

]︀
. . .

]︁
[︁[︀

[ 0 0 0 . . . ][ 0 0 0 . . . ][ 0 0 0 . . . ] . . .
]︀

[︀
[ 0 0 0 . . . ][ 0 0 0 . . . ][ 0 0 0 . . . ] . . .

]︀
[︀
[ 0 0 0 . . . ][ 0 0 0 . . . ][ 0 0 0 . . . ] . . .

]︀
. . .

]︁
. . .

]︂T

и т.д.
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Таким образом, для произвольного 𝑘 ∈ N среди коэффициентов разложения 1⊗𝑘
𝑖1...𝑖𝑘

только
один ненулевой элемент 1⊗𝑘

0...0 =
√
𝑇 𝑘 для полиномов Лежандра (1.5), косинусоид (1.6), функций

Уолша (1.7), функций Хаара (1.8) и тригонометрических функций (1.9). �

Пример 4.2. Найти спектральные характеристики 𝐹 и 𝐹 * двух функций 𝑓(𝑡1, 𝑡2) =

= 1(𝑡2 − 𝑡1) и 𝑓 *(𝑡1, 𝑡2) = 1(𝑡1 − 𝑡2) относительно полиномов Лежандра (1.5), заданных на от-
резке T = [0, 𝑇 ].

� Функция 𝑓 *(·) — это единичная ступенчатая функция (1.28) (см. пример 1.4), ее дву-
мерная спектральная характеристика 𝐹 * найдена в примере 1.7. Записывая ее как двумерную
матрицу-столбец (см. п. 2 замечаний 4.1), получаем искомую спектральную характеристику:

𝐹 * = 𝑇 ·
[︂[︁ 1

2
− 1

2
√

3
0 0 . . .

]︁[︁
0

1

2
√

15
0 − 1

2
√

35
. . .

]︁[︁
0 0

1

2
√

35
0 . . .

]︁
. . .

]︂T

,

или 𝐹 *
00 =

𝑇

2
, 𝐹 *

𝑚−1,𝑚 = −𝐹 *
𝑚,𝑚−1 = − 𝑇

2
√

4𝑚2 − 1
, 𝐹 *

𝑚−𝑘,𝑚 = 𝐹 *
𝑚,𝑚−𝑘 = 0,

𝑚 = 1, 2, 3, . . . , 𝑘 = 0, 2, 3, . . . ,𝑚.

Спектральную характеристику 𝐹 функции 𝑓(·) найдем, применяя свойство симметрично-
сти (4.12). Тогда

𝐹 = 𝑇 ·
[︂[︁ 1

2

1

2
√

3
0 0 . . .

]︁[︁
0 − 1

2
√

15
0

1

2
√

35
. . .

]︁[︁
0 0 − 1

2
√

35
0 . . .

]︁
. . .

]︂T

,

или 𝐹00 =
𝑇

2
, 𝐹𝑚−1,𝑚 = −𝐹𝑚,𝑚−1 =

𝑇

2
√

4𝑚2 − 1
, 𝐹𝑚−𝑘,𝑚 = 𝐹𝑚,𝑚−𝑘 = 0,

𝑚 = 1, 2, 3, . . . , 𝑘 = 0, 2, 3, . . . ,𝑚.

Для произвольной базисной системы элементы спектральных характеристик 𝐹 и 𝐹 * вы-
ражаются через элементы спектральной характеристики 𝑃−1 оператора интегрирования (см.
разд. 1.6, там же приведены спектральные характеристики 𝑃−1 для базисных систем (1.5)–
(1.9)):

𝐹𝑖1𝑖2 = 𝐹 *
𝑖2𝑖1

= 𝑃−1
𝑖2𝑖1
, 𝑖1, 𝑖2 = 0, 1, 2, . . . �

Пример 4.3. Найти спектральную характеристику функции

𝑓(𝑡1, 𝑡2, 𝑡3) = 1(𝑡2 − 𝑡1)1(𝑡3 − 𝑡2) =

{︃
1, 𝑡1 < 𝑡2 < 𝑡3,

0 в остальных случаях,

относительно полиномов Лежандра (1.5) и косинусоид (1.6), заданных на отрезке T = [0, 𝑇 ].

� Применим формулу (4.4) для элементов спектральной характеристики S[𝑓(·)] = 𝐹 при
𝑘 = 3:

𝐹𝑖1𝑖2𝑖3 =
(︀
𝑞(𝑖1, ·)⊗ 𝑞(𝑖2, ·)⊗ 𝑞(𝑖3, ·), 𝑓(·)

)︀
𝐿2(T3)

=

∫︁
T3

𝑞(𝑖1, 𝑡1)𝑞(𝑖2, 𝑡2)𝑞(𝑖3, 𝑡3)𝑓(𝑡1, 𝑡2, 𝑡3)𝑑𝑡1𝑑𝑡2𝑑𝑡3 =

=

∫︁
T

𝑞(𝑖3, 𝑡3)

∫︁ 𝑡3

0

𝑞(𝑖2, 𝑡2)

∫︁ 𝑡2

0

𝑞(𝑖1, 𝑡1)𝑑𝑡1𝑑𝑡2𝑑𝑡3, 𝑖1, 𝑖2, 𝑖3 = 0, 1, 2, . . .

Для полиномов Лежандра (1.5) имеем

𝐹𝑖1𝑖2𝑖3 =

∫︁
T

𝑃 (𝑖3, 𝑡3)

∫︁ 𝑡3

0

𝑃 (𝑖2, 𝑡2)

∫︁ 𝑡2

0

𝑃 (𝑖1, 𝑡1)𝑑𝑡1𝑑𝑡2𝑑𝑡3
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и вычисление этих элементов можно свести к представлению первообразных полиномов Ле-
жандра и произведений двух полиномов Лежандра линейными комбинациями полиномов Ле-
жандра.

Пусть 𝐻 = 𝑃−1 — двумерная спектральная характеристика функции ℎ(𝑡, 𝜏) = 1(𝑡− 𝜏) от-
носительно полиномов Лежандра (1.5), найденная в примере 1.7, или спектральная характе-
ристика оператора интегрирования (см. примеры спектральных характеристик 𝑃−1 в разд.
1.6). Ее ненулевые элементы имеют вид

𝐻00 =
𝑇

2
, 𝐻𝑖−1,𝑖 = −𝐻𝑖,𝑖−1 = −𝑇 1

2
√

4𝑖2 − 1
, 𝑖 = 1, 2, 3, . . . ,

тогда ∫︁ 𝑡

0

𝑃 (𝑖, 𝜏)𝑑𝜏 =

{︃
𝐻00𝑃 (0, 𝑡) +𝐻10𝑃 (1, 𝑡), 𝑖 = 0,

𝐻𝑖−1,𝑖𝑃 (𝑖− 1, 𝑡) +𝐻𝑖+1,𝑖𝑃 (𝑖+ 1, 𝑡), 𝑖 > 0.

Кроме того, пусть 𝑉 — спектральная характеристика оператора умножения функций от-
носительно полиномов Лежандра (см. примеры спектральных характеристик 𝑉 в разд. 1.5).
Тогда [298]

𝑃 (𝑖, 𝑡)𝑃 (𝑗, 𝑡) =

𝑖+𝑗∑︁
𝑘=|𝑖−𝑗|

𝑉𝑖𝑗𝑘𝑃 (𝑘, 𝑡), (4.14)

где

𝑉𝑖𝑗𝑘 =

√︂
(2𝑖+1)(2𝑗+1)(2𝑘+1)

𝑇

(𝑖+ 𝑗 − 𝑘 − 1)!!

(𝑖+ 𝑗 − 𝑘)!!

(𝑗 + 𝑘 − 𝑖− 1)!!

(𝑗 + 𝑘 − 𝑖)!!
(𝑘 + 𝑖− 𝑗 − 1)!!

(𝑘 + 𝑖− 𝑗)!!
(𝑖+ 𝑗 + 𝑘)!!

(𝑖+ 𝑗 + 𝑘 + 1)!!
,

для четной суммы 𝑖+ 𝑗 + 𝑘 и 𝑉𝑖𝑗𝑘 = 0 для нечетной суммы 𝑖+ 𝑗 + 𝑘.
Умножим левую и правую части первообразной полинома 𝑃 (𝑖1, ·) при 𝑖1 > 0 на 𝑃 (𝑖2, ·):

𝑃 (𝑖2, 𝑡)

∫︁ 𝑡

0

𝑃 (𝑖1, 𝜏)𝑑𝜏 = 𝐻𝑖1−1,𝑖1𝑃 (𝑖1 − 1, 𝑡)𝑃 (𝑖2, 𝑡) +𝐻𝑖1+1,𝑖1𝑃 (𝑖1 + 1, 𝑡)𝑃 (𝑖2, 𝑡) =

= 𝐻𝑖1−1,𝑖1

𝑖1+𝑖2−1∑︁
𝑘=|𝑖1−𝑖2−1|

𝑉𝑖1−1,𝑖2,𝑘𝑃 (𝑘, 𝑡) +𝐻𝑖1+1,𝑖1

𝑖1+𝑖2+1∑︁
𝑘=|𝑖1−𝑖2+1|

𝑉𝑖1+1,𝑖2,𝑘𝑃 (𝑘, 𝑡),

тогда∫︁ 𝑡

0

𝑃 (𝑖2, 𝜏2)

∫︁ 𝜏2

0

𝑃 (𝑖1, 𝜏1)𝑑𝜏1𝑑𝜏2 =

= 𝐻𝑖1−1,𝑖1

𝑖1+𝑖2−1∑︁
𝑘=|𝑖1−𝑖2−1|

𝑉𝑖1−1,𝑖2,𝑘

∫︁ 𝑡

0

𝑃 (𝑘, 𝜏)𝑑𝜏 +𝐻𝑖1+1,𝑖1

𝑖1+𝑖2+1∑︁
𝑘=|𝑖1−𝑖2+1|

𝑉𝑖1+1,𝑖2,𝑘

∫︁ 𝑡

0

𝑃 (𝑘, 𝜏)𝑑𝜏 =

= 𝐻𝑖1−1,𝑖1

𝑖1+𝑖2−1∑︁
𝑘=|𝑖1−𝑖2−1|

𝑉𝑖1−1,𝑖2,𝑘

(︀
𝑃 *(𝑘 − 1, 𝑡) +𝐻𝑘+1,𝑘𝑃 (𝑘 + 1, 𝑡)

)︀
+

+𝐻𝑖1+1,𝑖1

𝑖1+𝑖2+1∑︁
𝑘=|𝑖1−𝑖2+1|

𝑉𝑖1+1,𝑖2,𝑘

(︀
𝑃 *(𝑘 − 1, 𝑡) +𝐻𝑘+1,𝑘𝑃 (𝑘 + 1, 𝑡)

)︀
,

следовательно, ∫︁
T

𝑃 (𝑖3, 𝑡3)

∫︁ 𝑡3

0

𝑃 (𝑖2, 𝑡2)

∫︁ 𝑡2

0

𝑃 (𝑖1, 𝑡1)𝑑𝑡1𝑑𝑡2𝑑𝑡3 =

= 𝐻𝑖1−1,𝑖1

𝑖1+𝑖2−1∑︁
𝑘=|𝑖1−𝑖2−1|

𝑉𝑖1−1,𝑖2,𝑘(∆𝑖3,𝑘−1 +𝐻𝑘+1,𝑘𝛿𝑖3,𝑘+1) +
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+𝐻𝑖1+1,𝑖1

𝑖1+𝑖2+1∑︁
𝑘=|𝑖1−𝑖2+1|

𝑉𝑖1+1,𝑖2,𝑘(∆𝑖3,𝑘−1 +𝐻𝑘+1,𝑘𝛿𝑖3,𝑘+1),

где

𝑃 *(𝑘 − 1, 𝑡) =

{︃
𝐻00𝑃 (0, 𝑡), 𝑘 = 0,

𝐻𝑘−1,𝑘𝑃 (𝑘 − 1, 𝑡), 𝑘 > 0,
∆𝑖,𝑘−1 =

{︃
𝐻00𝛿𝑖0, 𝑘 = 0,

𝐻𝑘−1,𝑘𝛿𝑖,𝑘−1, 𝑘 > 0,

а 𝛿𝑖𝑗, как и ранее, — символ Кронекера (1.4).
При 𝑖1 = 0 получаем

𝑃 (𝑖2, 𝑡)

∫︁ 𝑡

0

𝑃 (0, 𝜏)𝑑𝜏 = 𝐻00𝑃 (0, 𝑡)𝑃 (𝑖2, 𝑡) +𝐻10𝑃 (1, 𝑡)𝑃 (𝑖2, 𝑡) =
𝐻00√
𝑇
𝑃 (𝑖2, 𝑡) +𝐻10

𝑖2+1∑︁
𝑘=|1−𝑖2|

𝑉1𝑖2𝑘𝑃 (𝑘, 𝑡),

тогда при 𝑖2 > 0∫︁ 𝑡

0

𝑃 (𝑖2, 𝜏2)

∫︁ 𝜏2

0

𝑃 (0, 𝜏1)𝑑𝜏1𝑑𝜏2 =
𝐻00√
𝑇

∫︁ 𝑡

0

𝑃 (𝑖2, 𝜏)𝑑𝜏 +𝐻10

𝑖2+1∑︁
𝑘=|1−𝑖2|

𝑉1𝑖2𝑘

∫︁ 𝑡

0

𝑃 (𝑘, 𝜏)𝑑𝜏 =

=
𝐻00√
𝑇

(︀
𝐻𝑖2−1,𝑖2𝑃 (𝑖2 − 1, 𝑡) +𝐻𝑖2+1,𝑖2𝑃 (𝑖2 + 1, 𝑡)

)︀
+

+𝐻10

𝑖2+1∑︁
𝑘=|1−𝑖2|

𝑉1𝑖2𝑘
(︀
𝑃 *(𝑘 − 1, 𝑡) +𝐻𝑘+1,𝑘𝑃 (𝑘 + 1, 𝑡)

)︀
,

поэтому∫︁
T

𝑃 (𝑖3, 𝑡3)

∫︁ 𝑡3

0

𝑃 (𝑖2, 𝑡2)

∫︁ 𝑡2

0

𝑃 (0, 𝑡1)𝑑𝑡1𝑑𝑡2𝑑𝑡3 =

=
𝐻00√
𝑇

(𝐻𝑖2−1,𝑖2𝛿𝑖3,𝑖2−1 +𝐻𝑖2+1,𝑖2𝛿𝑖3,𝑖2+1) +𝐻10

𝑖2+1∑︁
𝑘=|1−𝑖2|

𝑉1𝑖2𝑘(∆𝑖3,𝑘−1 +𝐻𝑘+1,𝑘𝛿𝑖3,𝑘+1),

а при 𝑖2 = 0∫︁ 𝑡

0

𝑃 (0, 𝜏2)

∫︁ 𝜏2

0

𝑃 (0, 𝜏1)𝑑𝜏1𝑑𝜏2 =
𝐻00√
𝑇

∫︁ 𝑡

0

𝑃 (0, 𝜏)𝑑𝜏 +
𝐻10√
𝑇

∫︁ 𝑡

0

𝑃 (1, 𝜏)𝑑𝜏 =

=
𝐻00√
𝑇

(︀
𝑃−1
00 𝑃 (0, 𝑡) +𝐻10𝑃 (1, 𝑡)

)︀
+
𝐻10√
𝑇

(︀
𝐻01𝑃 (0, 𝑡) +𝐻21𝑃 (2, 𝑡)

)︀
=

=
(𝐻2

00 +𝐻10𝐻01)𝑃 (0, 𝑡) +𝐻00𝐻10𝑃 (1, 𝑡) +𝐻10𝐻21𝑃 (2, 𝑡)√
𝑇

,

поэтому∫︁
T

𝑃 (𝑖3, 𝑡3)

∫︁ 𝑡3

0

𝑃 (0, 𝑡2)

∫︁ 𝑡2

0

𝑃 (0, 𝑡1)𝑑𝑡1𝑑𝑡2𝑑𝑡3 =
(𝐻2

00 +𝐻10𝐻01)𝛿𝑖30 +𝐻00𝐻10𝛿𝑖31 +𝐻10𝐻21𝛿𝑖32√
𝑇

.

Таким образом, не проводя дополнительных упрощений, получаем

𝐹𝑖1𝑖2𝑖3 =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝐻𝑖1−1,𝑖1

𝑖1+𝑖2−1∑︁
𝑘=|𝑖1−𝑖2−1|

𝑉𝑖1−1,𝑖2,𝑘(∆𝑖3,𝑘−1 +𝐻𝑘+1,𝑘𝛿𝑖3,𝑘+1) +

+𝐻𝑖1+1,𝑖1

𝑖1+𝑖2+1∑︁
𝑘=|𝑖1−𝑖2+1|

𝑉𝑖1+1,𝑖2,𝑘(∆𝑖3,𝑘−1 +𝐻𝑘+1,𝑘𝛿𝑖3,𝑘+1), 𝑖1 > 0,

𝐻00√
𝑇

(𝐻𝑖2−1,𝑖2𝛿𝑖3,𝑖2−1 +𝐻𝑖2+1,𝑖2𝛿𝑖3,𝑖2+1) +

+𝐻10

𝑖2+1∑︁
𝑘=|1−𝑖2|

𝑉1𝑖2𝑘(∆𝑖3,𝑘−1 +𝐻𝑘+1,𝑘𝛿𝑖3,𝑘+1), 𝑖1 = 0, 𝑖2 > 0,

(𝐻2
00 +𝐻10𝐻01)𝛿𝑖30 +𝐻00𝐻10𝛿𝑖31 +𝐻10𝐻21𝛿𝑖32√

𝑇
, 𝑖1 = 𝑖2 = 0.
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Перейдем к косинусоидам (1.6):

𝐹𝑖1𝑖2𝑖3 =

∫︁
T

𝐶(𝑖3, 𝑡3)

∫︁ 𝑡3

0

𝐶(𝑖2, 𝑡2)

∫︁ 𝑡2

0

𝐶(𝑖1, 𝑡1)𝑑𝑡1𝑑𝑡2𝑑𝑡3,

и умножим первообразную функции 𝐶(𝑖1, ·) на 𝐶(𝑖2, ·) при 𝑖1, 𝑖2 > 0:

𝐶(𝑖2, 𝑡)

∫︁ 𝑡

0

𝐶(𝑖1, 𝜏)𝑑𝜏 =
2

𝑇
cos

𝑖2𝜋𝑡

𝑇

∫︁ 𝑡

0

cos
𝑖1𝜋𝜏

𝑇
𝑑𝜏 =

2

𝑖1𝜋
cos

𝑖2𝜋𝑡

𝑇
sin

𝑖1𝜋𝑡

𝑇
=

=
1

𝑖1𝜋

(︂
sin

(𝑖1 + 𝑖2)𝜋𝑡

𝑇
+ sin

(𝑖1 − 𝑖2)𝜋𝑡
𝑇

)︂
.

Тогда при 𝑖1 ̸= 𝑖2∫︁ 𝑡

0

𝐶(𝑖2, 𝜏2)

∫︁ 𝜏2

0

𝐶(𝑖1, 𝜏1)𝑑𝜏1𝑑𝜏2 =
1

𝑖1𝜋

∫︁ 𝑡

0

(︂
sin

(𝑖1+𝑖2)𝜋𝜏

𝑇
+sin

(𝑖1−𝑖2)𝜋𝜏
𝑇

)︂
𝑑𝜏 =

= − 1

𝑖1𝜋

(︂
𝑇

(𝑖1+𝑖2)𝜋

[︂
cos

(𝑖1+𝑖2)𝜋𝑡

𝑇
− 1

]︂
+

𝑇

(𝑖1−𝑖2)𝜋

[︂
cos

(𝑖1−𝑖2)𝜋𝑡
𝑇

− 1

]︂)︂
=

=
𝑇
√
𝑇

𝑖1𝜋2

(︂
𝐶(0, 𝑡)

𝑖1 + 𝑖2
− 𝐶(𝑖1 + 𝑖2, 𝑡)√

2(𝑖1 + 𝑖2)
+
𝐶(0, 𝑡)

𝑖1 − 𝑖2
− 𝐶(|𝑖1 − 𝑖2|, 𝑡)√

2(𝑖1 − 𝑖2)

)︂
и при 𝑖1 = 𝑖2 ∫︁ 𝑡

0

𝐶(𝑖2, 𝜏2)

∫︁ 𝜏2

0

𝐶(𝑖1, 𝜏1)𝑑𝜏1𝑑𝜏2 =
𝑇
√
𝑇

𝑖1𝜋2

(︂
𝐶(0, 𝑡)

𝑖1 + 𝑖2
− 𝐶(𝑖1 + 𝑖2, 𝑡)√

2(𝑖1 + 𝑖2)

)︂
.

Отсюда согласно (1.3) получаем∫︁
T

𝐶(𝑖3, 𝑡3)

∫︁ 𝑡3

0

𝐶(𝑖2, 𝑡2)

∫︁ 𝑡2

0

𝐶(𝑖1, 𝑡1)𝑑𝑡1𝑑𝑡2𝑑𝑡3 =

=

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
𝑇
√
𝑇

𝑖1𝜋2

(︂
𝛿0𝑖3
𝑖1 + 𝑖2

− 𝛿𝑖1+𝑖2,𝑖3√
2(𝑖1 + 𝑖2)

+
𝛿0𝑖3
𝑖1 − 𝑖2

−
𝛿|𝑖1−𝑖2|,𝑖3√
2(𝑖1 − 𝑖2)

)︂
, 𝑖1 ̸= 𝑖2,

𝑇
√
𝑇

𝑖1𝜋2

(︂
𝛿0𝑖3
𝑖1 + 𝑖2

− 𝛿𝑖1+𝑖2,𝑖3√
2(𝑖1 + 𝑖2)

)︂
, 𝑖1 = 𝑖2.

Нужный результат при 𝑖2 = 0 получается несколько проще, а именно

𝐶(0, 𝑡)

∫︁ 𝑡

0

𝐶(𝑖1, 𝜏)𝑑𝜏 =

√
2

𝑇

∫︁ 𝑡

0

cos
𝑖1𝜋𝜏

𝑇
𝑑𝜏 =

√
2

𝑖1𝜋
sin

𝑖1𝜋𝑡

𝑇
,∫︁ 𝑡

0

𝐶(0, 𝜏2)

∫︁ 𝜏2

0

𝐶(𝑖1, 𝜏1)𝑑𝜏1𝑑𝜏2 =

√
2

𝑖1𝜋

∫︁ 𝑡

0

sin
𝑖1𝜋𝜏

𝑇
𝑑𝜏 =

= −
√

2𝑇

𝑖21𝜋
2

[︂
cos

𝑖1𝜋𝑡

𝑇
− 1

]︂
=
𝑇
√
𝑇

𝑖21𝜋
2

(︀√
2𝐶(0, 𝑡)− 𝐶(𝑖1, 𝑡)

)︀
,

поэтому ∫︁
T

𝐶(𝑖3, 𝑡3)

∫︁ 𝑡3

0

𝐶(𝑖2, 𝑡2)

∫︁ 𝑡2

0

𝐶(𝑖1, 𝑡1)𝑑𝑡1𝑑𝑡2𝑑𝑡3 =
𝑇
√
𝑇

𝑖21𝜋
2

(︀√
2𝛿0𝑖3 − 𝛿𝑖1𝑖3

)︀
.

Далее, для значений 𝑖1 = 0 и 𝑖2 > 0 находим

𝐶(𝑖2, 𝑡)

∫︁ 𝑡

0

𝐶(0, 𝜏)𝑑𝜏 =

√
2

𝑇
cos

𝑖2𝜋𝑡

𝑇

∫︁ 𝑡

0

𝑑𝜏 =

√
2

𝑇
𝑡 cos

𝑖2𝜋𝑡

𝑇
,∫︁ 𝑡

0

𝐶(𝑖2, 𝜏2)

∫︁ 𝜏2

0

𝐶(0, 𝜏1)𝑑𝜏1𝑑𝜏2 =

√
2

𝑇

∫︁ 𝑡

0

𝜏 cos
𝑖2𝜋𝜏

𝑇
𝑑𝜏 =

=

√
2

𝑖2𝜋

(︂
𝑡 sin

𝑖2𝜋𝑡

𝑇
−
∫︁ 𝑡

0

sin
𝑖2𝜋𝜏

𝑇
𝑑𝜏

)︂
=

√
2

𝑖2𝜋

(︂
𝑡 sin

𝑖2𝜋𝑡

𝑇
+
𝑇

𝑖2𝜋

[︂
cos

𝑖2𝜋𝑡

𝑇
−1

]︂)︂
,

следовательно,

𝐶(𝑖3, 𝑡)

∫︁ 𝑡

0

𝐶(𝑖2, 𝜏2)

∫︁ 𝜏2

0

𝐶(0, 𝜏1)𝑑𝜏1𝑑𝜏2 =
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=

√︀
2(1 + 𝛿0𝑖3)

𝑖2𝜋
√
𝑇

𝑡 cos
𝑖3𝜋𝑡

𝑇
sin

𝑖2𝜋𝑡

𝑇
+

√
2𝑇

𝑖22𝜋
2
𝐶(𝑖3, 𝑡)

[︂
cos

𝑖2𝜋𝑡

𝑇
− 1

]︂)︂
=

=
1

𝑖2𝜋
√︀
𝑇 (1 + 𝛿0𝑖3)

(︂
𝑡 sin

(𝑖2 + 𝑖3)𝜋𝑡

𝑇
+ 𝑡 sin

(𝑖2 − 𝑖3)𝜋𝑡
𝑇

)︂
+
𝑇
√
𝑇

𝑖22𝜋
2
𝐶(𝑖3, 𝑡)

(︀
𝐶(𝑖2, 𝑡)−

√
2𝐶(0, 𝑡)

)︀
,

а так как ∫︁ 𝑡

0

𝜏 sin
𝑚𝜋𝜏

𝑇
𝑑𝜏 =

𝑇

𝑚𝜋

(︂
−𝑡 cos

𝑚𝜋𝑡

𝑇
+

𝑇

𝑚𝜋
sin

𝑚𝜋𝑡

𝑇

)︂
, 𝑚 ̸= 0,

то ∫︁
T

𝐶(𝑖3, 𝑡3)

∫︁ 𝑡3

0

𝐶(𝑖2, 𝑡2)

∫︁ 𝑡2

0

𝐶(0, 𝑡1)𝑑𝑡1𝑑𝑡2𝑑𝑡3 =

=

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
−𝑇
√
𝑇

𝑖2𝜋2

(︂
(−1)𝑖2+𝑖3

(𝑖2 + 𝑖3)
√︀

1 + 𝛿0𝑖3
+

(−1)𝑖2−𝑖3

𝑖2 − 𝑖3
+

√
2𝛿𝑖0𝑖3 − 𝛿𝑖2𝑖3

𝑖2

)︂
, 𝑖2 ̸= 𝑖3,

−𝑇
√
𝑇

𝑖2𝜋2

(︂
(−1)𝑖2+𝑖3

(𝑖2 + 𝑖3)
√︀

1 + 𝛿0𝑖3
+

√
2𝛿𝑖0𝑖3 − 𝛿𝑖2𝑖3

𝑖2

)︂
, 𝑖2 = 𝑖3.

Следующий шаг — значения 𝑖1 = 𝑖2 = 0 и 𝑖3 > 0:

𝐶(𝑖3, 𝑡)

∫︁ 𝑡

0

𝐶(0, 𝜏2)

∫︁ 𝜏2

0

𝐶(0, 𝜏1)𝑑𝜏1𝑑𝜏2 =

√︂
2

𝑇 3
cos

𝑖3𝜋𝑡

𝑇

∫︁ 𝑡

0

∫︁ 𝜏2

0

𝑑𝜏1𝑑𝜏2 =

√︂
1

2𝑇 3
𝑡2 cos

𝑖3𝜋𝑡

𝑇
,

а так как∫︁ 𝑡

0

𝜏 2 cos
𝑚𝜋𝜏

𝑇
𝑑𝜏 =

𝑇 𝑡2

𝑚𝜋
sin

𝑚𝜋𝜏

𝑇
+

2𝑇 2𝑡

𝑚2𝜋2
cos

𝑚𝜋𝜏

𝑇
− 2𝑇 3

𝑚3𝜋3
sin

𝑚𝜋𝜏

𝑇
, 𝑚 ̸= 0,

то ∫︁
T

𝐶(𝑖3, 𝑡3)

∫︁ 𝑡3

0

𝐶(0, 𝑡2)

∫︁ 𝑡2

0

𝐶(0, 𝑡1)𝑑𝑡1𝑑𝑡2𝑑𝑡3 =
(−1)𝑖3𝑇

√
2𝑇

𝑖23𝜋
2

.

Наконец, при 𝑖1 = 𝑖2 = 𝑖3 = 0 получаем∫︁
T

𝐶(0, 𝑡3)

∫︁ 𝑡3

0

𝐶(0, 𝑡2)

∫︁ 𝑡2

0

𝐶(0, 𝑡1)𝑑𝑡1𝑑𝑡2𝑑𝑡3 =
1

𝑇
√
𝑇

∫︁
T

∫︁ 𝑡3

0

∫︁ 𝑡2

0

𝑑𝑡1𝑑𝑡2𝑑𝑡3 =
1

𝑇
√
𝑇

𝑇 3

6
=
𝑇
√
𝑇

6
.

В результате находим

𝐹𝑖1𝑖2𝑖3 = 𝑇
√
𝑇 ×

×

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

1

𝑖1𝜋2

(︂
𝛿0𝑖3
𝑖1 + 𝑖2

− 𝛿𝑖1+𝑖2,𝑖3√
2(𝑖1 + 𝑖2)

+
𝛿0𝑖3
𝑖1 − 𝑖2

−
𝛿|𝑖1−𝑖2|,𝑖3√
2(𝑖1 − 𝑖2)

)︂
, 0 < 𝑖1 < 𝑖2,

1

𝑖1𝜋2

(︂
𝛿0𝑖3
𝑖1 + 𝑖2

− 𝛿𝑖1+𝑖2,𝑖3√
2(𝑖1 + 𝑖2)

)︂
, 0 < 𝑖1 = 𝑖2,

√
2𝛿0𝑖3 − 𝛿𝑖1𝑖3
𝑖21𝜋

2
, 0 < 𝑖1, 𝑖2 = 0,

− 1

𝑖2𝜋2

(︂
(−1)𝑖2+𝑖3

(𝑖2 + 𝑖3)
√︀

1 + 𝛿0𝑖3
+

(−1)𝑖2−𝑖3

𝑖2 − 𝑖3
+

√
2𝛿0𝑖3 − 𝛿𝑖2𝑖3

𝑖2

)︂
, 𝑖1 = 0 < 𝑖2 ̸= 𝑖3,

− 1

𝑖2𝜋2

(︂
(−1)𝑖2+𝑖3

(𝑖2 + 𝑖3)
√︀

1 + 𝛿0𝑖3
+

√
2𝛿0𝑖3 − 𝛿𝑖2𝑖3

𝑖2

)︂
, 𝑖1 = 0 < 𝑖2 = 𝑖3,

(−1)𝑖3
√

2

𝑖23𝜋
2

, 𝑖1 = 𝑖2 = 0 < 𝑖3,

1

6
, 𝑖1 = 𝑖2 = 𝑖3 = 0.

�

Пример 4.3 дает представление о трудоемкости вычисления коэффициентов разложения
𝐹𝑖1𝑖2𝑖3 функции 𝑓(𝑡1, 𝑡2, 𝑡3) = 1(𝑡2 − 𝑡1)1(𝑡3 − 𝑡2). Для функции

k(𝑡1, . . . , 𝑡𝑘) = 1(𝑡𝑘 − 𝑡𝑘−1) . . . 1(𝑡2 − 𝑡1) =

{︃
1, 𝑡1 < . . . < 𝑡𝑘,

0 в остальных случаях,
(4.15)
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а 𝑓(·) = k(·) при 𝑘 = 3, явное вычисление коэффициентов разложения, которые будем обозна-
чать K𝑖1...𝑖𝑘 :

K𝑖1...𝑖𝑘 =
(︀
𝑞(𝑖1, ·)⊗ . . .⊗ 𝑞(𝑖𝑘, ·),k(·)

)︀
𝐿2(T𝑘)

=

∫︁
T𝑘

k(𝑡1, . . . , 𝑡𝑘)𝑞(𝑖1, 𝑡1) . . . 𝑞(𝑖𝑘, 𝑡𝑘)𝑑𝑡1 . . . 𝑑𝑡𝑘 =

=

∫︁
T

𝑞(𝑖𝑘, 𝑡𝑘) . . .

∫︁ 𝑡3

𝑡0

𝑞(𝑖2, 𝑡2)

∫︁ 𝑡2

𝑡0

𝑞(𝑖1, 𝑡1)𝑑𝑡1 . . . 𝑑𝑡𝑘, 𝑖1, . . . , 𝑖𝑘 = 0, 1, 2, . . . , (4.16)

достаточно громоздко, например, для косинусоид и тригонометрических функций оно приве-
дет к необходимости рассматривать разные случаи задания индексов 𝑖1, . . . , 𝑖𝑘. В то же время
спектральные характеристики K функции (4.15) для различных 𝑘 востребованы далее, поэто-
му приведем методику вычисления их элементов относительно базисных систем (1.5)– (1.9),
заданных на отрезке T = [0, 𝑇 ].

Начнем с полиномов Лежандра (1.5) и предложим следующую схему. Пусть (𝑖, 𝑎) — пара
чисел 𝑖 ∈ {0, 1, 2, . . . } и 𝑎 ∈ R, определяющая полином 𝑎𝑃 (𝑖, ·). Мультимножество A таких пар,
т.е. множество, которое может включать одинаковые элементы, задает полином∑︁

(𝑖,𝑎)∈A

𝑎𝑃 (𝑖, ·).

Тогда для первообразной такого полинома имеем

𝒟−1𝑎𝑃 (𝑖, 𝑡) =

∫︁ 𝑡

0

𝑎𝑃 (𝑖, 𝜏)𝑑𝜏 =

{︃
𝑎𝐻00𝑃 (0, 𝑡) + 𝑎𝐻10𝑃 (1, 𝑡), 𝑖 = 0,

𝑎𝐻𝑖−1,𝑖𝑃 (𝑖− 1, 𝑡) + 𝑎𝐻𝑖+1,𝑖𝑃 (𝑖+ 1, 𝑡), 𝑖 > 0,

где 𝒟−1 — оператор интегрирования (см. разд. 1.6), а 𝐻 = 𝑃−1 — его спектральная характе-
ристика, т.е. двумерная спектральная характеристика функции ℎ(𝑡, 𝜏) = 1(𝑡− 𝜏), относительно
полиномов Лежандра (см. разд. 1.2 и 1.6, а также примеры 1.7 и 4.3).

Обозначая соответствующее преобразование пар (𝑖, 𝑎) через D−1, можно записать

D−1(𝑖, 𝑎) =

{︃
{(0, 𝑎𝐻00), (1, 𝑎𝐻10)}, 𝑖 = 0,

{(𝑖− 1, 𝑎𝐻𝑖−1,𝑖), (𝑖+ 1, 𝑎𝐻𝑖+1,𝑖)}, 𝑖 > 0.

Далее рассмотрим произведение (4.14) двух полиномов Лежандра. Обозначая соответству-
ющее преобразование пар (𝑖, 𝑎) через V𝑗, имеем

V𝑗(𝑖, 𝑎) =
{︀

(𝑘, 𝑎𝑉𝑖𝑗𝑘), 𝑘 = |𝑖− 𝑗|, . . . , 𝑖+ 𝑗, 𝑖+ 𝑗 + 𝑘 — четное
}︀
,

где 𝑗 ∈ {0, 1, 2, . . . }, 𝑉 — спектральная характеристика оператора умножения функций отно-
сительно полиномов Лежандра (см. примеры спектральных характеристик 𝑉 в разд. 1.5 и
пример 4.3).

Последняя операция — скалярное произведение:(︀
𝑃 (𝑘, ·), 𝑎𝑃 (𝑖, ·)

)︀
𝐿2(T)

=

∫︁
T

𝑎𝑃 (𝑖, 𝑡)𝑃 (𝑘, 𝑡)𝑑𝑡 = 𝑎𝛿𝑖𝑘,

и ее аналог — линейный функционал L𝑘: L𝑘(𝑖, 𝑎) = 𝑎𝛿𝑖𝑘, 𝑘 ∈ {0, 1, 2, . . . }.
Запись D−1A означает мультимножество, полученное в результате объединения множеств

D−1(𝑖, 𝑎) ∀ (𝑖, 𝑎) ∈ A. Аналогично для V𝑗A:

D−1A =
⋃︁

(𝑖,𝑎)∈A

D−1(𝑖, 𝑎), V𝑗A =
⋃︁

(𝑖,𝑎)∈A

V𝑗(𝑖, 𝑎), (4.17)

кроме того,
L𝑘A =

∑︁
(𝑖,𝑎)∈A

L𝑘(𝑖, 𝑎) =
∑︁

(𝑖,𝑎)∈A

𝑎𝛿𝑖𝑘. (4.18)
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Тогда

K𝑖1𝑖2 = L𝑖2D−1(𝑖1, 1), K𝑖1𝑖2𝑖3 = L𝑖3D−1V𝑖2D−1(𝑖1, 1), K𝑖1𝑖2𝑖3𝑖4 = L𝑖4D−1V𝑖3D−1V𝑖2D−1(𝑖1, 1), . . . ,

или в общем случае
K𝑖1...𝑖𝑘 = L𝑖𝑘D

−1V𝑖𝑘−1
. . .D−1V𝑖2D−1(𝑖1, 1). (4.19)

Дополнительно можно добавить операцию U приведения подобных, которая ставит в соот-
ветствие парам (𝑖, 𝑎1), . . . , (𝑖, 𝑎𝑛) пару (𝑖, 𝑎1 + . . .+ 𝑎𝑛), и удаления пар (𝑖, 𝑎) при 𝑎 = 0 и при-
менять ее для промежуточных шагов, например после операции V𝑗. Тогда формула (4.19)
изменится:

K𝑖1...𝑖𝑘 = L𝑖𝑘D
−1UV𝑖𝑘−1

. . .D−1UV𝑖2D−1(𝑖1, 1).

Перейдем к косинусоидам (1.6) и тригонометрическим функциям (1.9), но для упрощения
записи положим 𝑇 = 𝜋, а нормировочные коэффициенты учтем на заключительном этапе.
Пусть (𝛾, 𝑎, 𝜈, 𝑖) — четверка чисел 𝛾 ∈ {0, 1, 2}, 𝑎 ∈ R, 𝜈 ∈ {0, 1, 2, . . . } и 𝑖 ∈ N, задающая при
𝛾 = 0 моном 𝑎𝑡𝜈 , при 𝛾 = 1 функцию 𝑎𝑡𝜈 sin 𝑖𝑡, а при 𝛾 = 2 функцию 𝑎𝑡𝜈 cos 𝑖𝑡. Мультимноже-
ство A таких четверок определяет линейную комбинацию перечисленных функций.

Так так
𝒟−1𝑎𝑡𝜈 =

∫︁ 𝑡

0

𝑎𝜏 𝜈 𝑑𝜏 =
𝑎

𝜈 + 1
𝑡𝜈+1,

а также согласно [42]

𝒟−1𝑎𝑡𝜈 sin 𝑖𝑡 =

∫︁ 𝑡

0

𝑎𝜏 𝜈 sin 𝑖𝜏 𝑑𝜏 =
𝑎𝜈!

𝑖𝜈+1
cos

𝜈𝜋

2
−

𝜈∑︁
𝑘=0

𝑎𝜈!

(𝜈 − 𝑘)!𝑖𝑘+1
𝑡𝜈−𝑘 cos

(︂
𝑖𝑡+

𝑘𝜋

2

)︂
,

𝒟−1𝑎𝑡𝜈 cos 𝑖𝑡 =

∫︁ 𝑡

0

𝑎𝜏 𝜈 cos 𝑖𝜏 𝑑𝜏 =
𝜈∑︁
𝑘=0

𝑎𝜈!

(𝜈 − 𝑘)!𝑖𝑘+1
𝑡𝜈−𝑘 sin

(︂
𝑖𝑡+

𝑘𝜋

2

)︂
− 𝑎𝜈!

𝑖𝜈+1
sin

𝜈𝜋

2
,

обозначая соответствующее преобразование четверок (𝛾, 𝑎, 𝜈, 𝑖) через D−1, получаем

D−1(𝛾, 𝑎, 𝜈, 𝑖) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

(︂
0,

𝑎

𝜈 + 1
, 𝜈 + 1, 0

)︂
, 𝛾 = 0,{︂(︂

1 + Γ𝑘,−
𝑎𝜈!𝐴𝑘

(𝜈 − 𝑘)!𝑖𝑘+1
, 𝜈 − 𝑘, 𝑖

)︂}︂𝜈

𝑘=0

∪
{︂(︂

0,
𝑎𝜈!𝐴𝜈
𝑖𝜈+1

, 0, 0

)︂
⏟  ⏞  

если 𝜈 — четное

}︂
, 𝛾 = 1,

{︂(︂
2− Γ𝑘,

𝑎𝜈!𝐵𝑘

(𝜈 − 𝑘)!𝑖𝑘+1
, 𝜈 − 𝑘, 𝑖

)︂}︂𝜈

𝑘=0

∪
{︂(︂

0,−𝑎𝜈!𝐵𝜈

𝑖𝜈+1
, 0, 0

)︂
⏟  ⏞  

если 𝜈 — нечетное

}︂
, 𝛾 = 2,

где величины

Γ𝑘 = 𝑘 (mod 2) =

{︃
0, 𝑘 — четное,
1, 𝑘 — нечетное,

𝐴𝑘 =

{︃
1, 𝑘 (mod 4) ∈ {0, 3},
−1, 𝑘 (mod 4) ∈ {1, 2},

𝐵𝑘 =

{︃
1, 𝑘 (mod 4) ∈ {0, 1},
−1, 𝑘 (mod 4) ∈ {2, 3},

введены для учета формул приведения для тригонометрических функций.
Далее, принимая во внимание тригонометрические тождества [70], введем два преобразо-

вания Asin
𝑗 и Aсos

𝑗 четверок (𝛾, 𝑎, 𝜈, 𝑖), отвечающие умножению на функции sin 𝑗 𝑡 и cos 𝑗 𝑡, 𝑗 > 0,
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соответственно:

Asin
𝑗 (𝛾, 𝑎, 𝜈, 𝑖) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

(1, 𝑎, 𝜈, 𝑗), 𝛾 = 0,{︂(︂
2(1− 𝛿𝑖𝑗),

𝑎

2
, 𝜈, |𝑖− 𝑗|

)︂
,

(︂
2,−𝑎

2
, 𝜈, 𝑖+ 𝑗

)︂}︂
, 𝛾 = 1,{︂(︂

1,
𝑎

2
, 𝜈, 𝑖+ 𝑗

)︂
,

(︂
1,
𝑎

2
sign(𝑗−𝑖), 𝜈, |𝑗 − 𝑖|

)︂
⏟  ⏞  

если 𝑖 ̸= 𝑗

}︂
, 𝛾 = 2,

Acos
𝑗 (𝛾, 𝑎, 𝜈, 𝑖) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

(2, 𝑎, 𝜈, 𝑗), 𝛾 = 0,{︂(︂
1,
𝑎

2
, 𝜈, 𝑖+ 𝑗

)︂
,

(︂
1,
𝑎

2
sign(𝑖−𝑗), 𝜈, |𝑖− 𝑗|

)︂
⏟  ⏞  

если 𝑖 ̸= 𝑗

}︂
, 𝛾 = 1,

{︂(︂
2(1− 𝛿𝑖𝑗),

𝑎

2
, 𝜈, |𝑖− 𝑗|

)︂
,

(︂
2,
𝑎

2
, 𝜈, 𝑖+ 𝑗

)︂}︂
, 𝛾 = 2,

где 𝛿𝑖𝑗 — символ Кронекера (1.4).
Пусть также I — тождественное преобразование: I(𝛾, 𝑎, 𝜈, 𝑖) = (𝛾, 𝑎, 𝜈, 𝑖) ∀ (𝛾, 𝑎, 𝜈, 𝑖) ∈ A, и

A𝑗 =

{︃
I, 𝑗 = 0,

Acos
𝑗 , 𝑗 > 0,

Ã𝑗 =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
I, 𝑗 = 0,

Acos
𝑗 , 𝑗 = 2𝑘,

Asin
𝑗+1, 𝑗 = 2𝑘 − 1,

𝑗 = 0, 1, 2, . . . , 𝑘 = 1, 2, 3, . . .

Последняя операция — вычисление значения функции, которая задается четверкой
(𝛾, 𝑎, 𝜈, 𝑖), в точке 𝑡 = 𝑇 = 𝜋, обозначим ее Q𝜋:

Q𝜋(𝛾, 𝑎, 𝜈, 𝑖) =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
𝑎𝜋𝜈 , 𝛾 = 0,

𝑎𝜋𝜈 sin 𝑖𝜋, 𝛾 = 1,

𝑎𝜋𝜈 cos 𝑖𝜋, 𝛾 = 2,

=

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
𝑎𝜋𝜈 , 𝛾 = 0,

0, 𝛾 = 1,

𝑎(−1)𝑖𝜋𝜈 , 𝛾 = 2.

Запись D−1A означает мультимножество, полученное в результате объединения множеств
D−1(𝛾, 𝑎, 𝜈, 𝑖) ∀ (𝛾, 𝑎, 𝜈, 𝑖) ∈ A. Аналогично для записей A𝑗A и Ã𝑗A:

D−1A =
⋃︁

(𝛾,𝑎,𝜈,𝑖)∈A

D−1(𝛾, 𝑎, 𝜈, 𝑖), A𝑗A =
⋃︁

(𝛾,𝑎,𝜈,𝑖)∈A

A𝑗(𝛾, 𝑎, 𝜈, 𝑖), Ã𝑗A =
⋃︁

(𝛾,𝑎,𝜈,𝑖)∈A

Ã𝑗(𝛾, 𝑎, 𝜈, 𝑖), (4.20)

кроме того,
Q𝜋A =

∑︁
(𝛾,𝑎,𝜈,𝑖)∈A

Q𝜋(𝛾, 𝑎, 𝜈, 𝑖). (4.21)

Тогда, переходя к произвольному значению 𝑇 и учитывая нормировочные коэффициенты,
для косинусоид (1.6) получаем

K𝑖1𝑖2 =
𝑇

𝜋2

√︀
[1 + (𝑖1 > 0)][1 + (𝑖2 > 0)]Q𝜋D−1A𝑖2D−1(𝛾𝑖1 , 1, 0, 𝑖1),

K𝑖1𝑖2𝑖3 =
𝑇
√
𝑇

𝜋3

√︀
[1 + (𝑖1 > 0)][1 + (𝑖2 > 0)][1 + (𝑖3 > 0)]Q𝜋D−1A𝑖3D−1A𝑖2D−1(𝛾𝑖1 , 1, 0, 𝑖1),

K𝑖1𝑖2𝑖3𝑖4 =
𝑇 2

𝜋4

√︀
[1 + (𝑖1 > 0)][1 + (𝑖2 > 0)][1 + (𝑖3 > 0)][1 + (𝑖4 > 0)]×

×Q𝜋D−1A𝑖4D−1A𝑖3D−1A𝑖2D−1(𝛾𝑖1 , 1, 0, 𝑖1), . . . ,

где (𝑖 > 0) = 0 при 𝑖 = 0 и (𝑖 > 0) = 1 при 𝑖 > 0, что можно представить как (𝑖 > 0) = 1− 𝛿𝑖0,
𝛾𝑖 = 2(𝑖 > 0) = 2(1− 𝛿𝑖0), и в общем случае

K𝑖1...𝑖𝑘 =

√
𝑇 𝑘

𝜋𝑘

𝑘∏︁
𝑙=1

√︀
1 + (𝑖𝑙 > 0)Q𝜋D−1A𝑖𝑘 . . .D

−1A𝑖2D−1(𝛾𝑖1 , 1, 0, 𝑖1). (4.22)
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Остается записать выражения для коэффициентов разложения функции (4.15), соответ-
ствующие выбору тригонометрических функций (1.9):

K𝑖1𝑖2 =
𝑇

𝜋2

√︀
[1 + (𝑖1 > 0)][1 + (𝑖2 > 0)]Q𝜋D−1Ã𝑖2D−1(𝛾𝑖1 , 1, 0, 2⌊(𝑖1 + 1)/2⌋),

K𝑖1𝑖2𝑖3 =
𝑇
√
𝑇

𝜋3

√︀
[1 + (𝑖1 > 0)][1 + (𝑖2 > 0)][1 + (𝑖3 > 0)]×

×Q𝜋D−1Ã𝑖3D−1Ã𝑖2D−1(𝛾𝑖1 , 1, 0, 2⌊(𝑖1 + 1)/2⌋),

K𝑖1𝑖2𝑖3𝑖4 =
𝑇 2

𝜋4

√︀
[1 + (𝑖1 > 0)][1 + (𝑖2 > 0)][1 + (𝑖3 > 0)][1 + (𝑖4 > 0)]×

×Q𝜋D−1Ã𝑖4D−1Ã𝑖3D−1Ã𝑖2D−1(𝛾𝑖1 , 1, 0, 2⌊(𝑖1 + 1)/2⌋), . . . ,

где 𝛾𝑖 = (𝑖 > 0)(2− 𝑖 (mod 2)), и для произвольного 𝑘 ∈ N

K𝑖1...𝑖𝑘 =

√
𝑇 𝑘

𝜋𝑘

𝑘∏︁
𝑙=1

√︀
1 + (𝑖𝑙 > 0)Q𝜋D−1Ã𝑖𝑘 . . .D

−1Ã𝑖2D−1(𝛾𝑖1 , 1, 0, 2⌊(𝑖1 + 1)/2⌋). (4.23)

Приведенную методику вычисления коэффициентов разложения функции k(·) при выбо-
ре полиномов Лежандра, косинусоид или тригонометрических функций можно расширить и
применить для функций более общего вида, а именно

k𝜓(𝑡1, . . . , 𝑡𝑘) = 𝜓1(𝑡1) . . . 𝜓𝑘(𝑡𝑘)k(𝑡1, . . . , 𝑡𝑘) = 𝜓1(𝑡1) . . . 𝜓𝑘(𝑡𝑘)1(𝑡𝑘 − 𝑡𝑘−1) . . . 1(𝑡2 − 𝑡1) =

=

{︃
𝜓1(𝑡1) . . . 𝜓𝑘(𝑡𝑘), 𝑡1 < . . . < 𝑡𝑘,

0 в остальных случаях,
(4.24)

где функции 𝜓1(·), . . . , 𝜓𝑘(·) таковы, что k𝜓(·) ∈ 𝐿2(T
𝑘). При выполнении условия 𝜓1(·), . . . ,

𝜓𝑘(·) ∈ 𝐿2(T) имеем

‖k𝜓(·)‖2𝐿2(T𝑘) =

∫︁
T𝑘

𝜓2
1(𝑡1) . . . 𝜓

2
𝑘(𝑡𝑘)k(𝑡1, . . . , 𝑡𝑘)𝑑𝑡1 . . . 𝑑𝑡𝑘 6

6
∫︁
T𝑘

𝜓2
1(𝑡1) . . . 𝜓

2
𝑘(𝑡𝑘)𝑑𝑡1 . . . 𝑑𝑡𝑘 =

∫︁
T

𝜓2
1(𝑡)𝑑𝑡 . . .

∫︁
T

𝜓2
𝑘(𝑡)𝑑𝑡 = ‖𝜓1(·)‖2𝐿2(T)

. . . ‖𝜓𝑘(·)‖2𝐿2(T)
,

т.е. k𝜓(·) ∈ 𝐿2(T
𝑘).

Коэффициенты разложения функции k𝜓(·) будем обозначать K𝜓
𝑖1...𝑖𝑘

:

K𝜓
𝑖1...𝑖𝑘

=
(︀
𝑞(𝑖1, ·)⊗ . . .⊗ 𝑞(𝑖𝑘, ·),k𝜓(·)

)︀
𝐿2(T𝑘)

=

∫︁
T𝑘

k𝜓(𝑡1, . . . , 𝑡𝑘)𝑞(𝑖1, 𝑡1) . . . 𝑞(𝑖𝑘, 𝑡𝑘)𝑑𝑡1 . . . 𝑑𝑡𝑘 =

=

∫︁
T

𝑞(𝑖𝑘, 𝑡𝑘)𝜓𝑘(𝑡𝑘) . . .

∫︁ 𝑡3

𝑡0

𝑞(𝑖2, 𝑡2)𝜓2(𝑡2)

∫︁ 𝑡2

𝑡0

𝑞(𝑖1, 𝑡1)𝜓1(𝑡1)𝑑𝑡1 . . . 𝑑𝑡𝑘,

𝑖1, . . . , 𝑖𝑘 = 0, 1, 2, . . . (4.25)

Для функций
𝜓𝑙(𝑡) = (𝑡− 𝑡0)𝑛𝑙 , 𝑛𝑙 ∈ {0, 1, 2, . . . }, 𝑙 = 1, . . . , 𝑘, (4.26)

при выборе в качестве базисной системы {𝑞(𝑖, ·)}∞𝑖=0 пространства 𝐿2(T) косинусоид (1.6) или
тригонометрических функций (1.9) достаточно ввести преобразование M𝑛 четверок (𝛾, 𝑎, 𝜈, 𝑏),
отвечающее умножению на моном (𝑡/𝜋)𝑛:

M𝑛(𝛾, 𝑎, 𝜈, 𝑏) =

(︂
𝛾,

𝑎

𝜋𝑛
, 𝜈 + 𝑛, 𝑏

)︂
.

Запись M𝑛A, как и ранее в аналогичных случаях, означает мультимножество, а именно
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объединение множеств M𝑛(𝛾, 𝑎, 𝜈, 𝑏) ∀ (𝛾, 𝑎, 𝜈, 𝑏) ∈ A:

M𝑛A =
⋃︁

(𝛾,𝑎,𝜈,𝑏)∈A

M𝑛(𝛾, 𝑎, 𝜈, 𝑏). (4.27)

Соответствующую функцию k𝜓(·) обозначим k𝑛1...𝑛𝑘
(·), а для спектральной характеристики

K𝜓 введем обозначение K𝑛1...𝑛𝑘 . Тогда, переходя к произвольному значению 𝑇 и учитывая
нормировочные коэффициенты, для косинусоид (1.6) получаем

K𝑛1𝑛2
𝑖1𝑖2

=
𝑇

𝜋2

√︀
[1 + (𝑖1 > 0)][1 + (𝑖2 > 0)]Q𝜋D−1M𝑛2A𝑖2D−1M𝑛1(𝛾𝑖1 , 1, 0, 𝑖1),

K𝑛1𝑛2𝑛3
𝑖1𝑖2𝑖3

=
𝑇
√
𝑇

𝜋3

√︀
[1 + (𝑖1 > 0)][1 + (𝑖2 > 0)][1 + (𝑖3 > 0)]×

×Q𝜋D−1M𝑛3A𝑖3D−1M𝑛2A𝑖2D−1M𝑛1(𝛾𝑖1 , 1, 0, 𝑖1),

K𝑛1𝑛2𝑛3𝑛4
𝑖1𝑖2𝑖3𝑖4

=
𝑇 2

𝜋4

√︀
[1 + (𝑖1 > 0)][1 + (𝑖2 > 0)][1 + (𝑖3 > 0)][1 + (𝑖4 > 0)]×

×Q𝜋D−1M𝑛4A𝑖4D−1M𝑛3A𝑖3D−1M𝑛2A𝑖2D−1M𝑛1(𝛾𝑖1 , 1, 0, 𝑖1), . . . ,

и в общем случае

K𝑛1...𝑛𝑘
𝑖1...𝑖𝑘

=

√
𝑇 𝑘

𝜋𝑘

𝑘∏︁
𝑙=1

√︀
1 + (𝑖𝑙 > 0)Q𝜋D−1M𝑛𝑘

A𝑖𝑘 . . .D
−1M𝑛2A𝑖2D−1M𝑛1(𝛾𝑖1 , 1, 0, 𝑖1). (4.28)

Для тригонометрических функций (1.9) имеем

K𝑛1𝑛2
𝑖1𝑖2

=
𝑇

𝜋2

√︀
[1 + (𝑖1 > 0)][1 + (𝑖2 > 0)]Q𝜋D−1M𝑛2Ã𝑖2D−1M𝑛1(𝛾𝑖1 , 1, 0, 2⌊(𝑖1 + 1)/2⌋),

K𝑛1𝑛2𝑛3
𝑖1𝑖2𝑖3

=
𝑇
√
𝑇

𝜋3

√︀
[1 + (𝑖1 > 0)][1 + (𝑖2 > 0)][1 + (𝑖3 > 0)]×

×Q𝜋D−1M𝑛3Ã𝑖3D−1M𝑛2Ã𝑖2D−1M𝑛1(𝛾𝑖1 , 1, 0, 2⌊(𝑖1 + 1)/2⌋),

K𝑛1𝑛2𝑛3𝑛4
𝑖1𝑖2𝑖3𝑖4

=
𝑇 2

𝜋4

√︀
[1 + (𝑖1 > 0)][1 + (𝑖2 > 0)][1 + (𝑖3 > 0)][1 + (𝑖4 > 0)]×

×Q𝜋D−1M𝑛4Ã𝑖4D−1M𝑛3Ã𝑖3D−1M𝑛2Ã𝑖2D−1M𝑛1(𝛾𝑖1 , 1, 0, 2⌊(𝑖1 + 1)/2⌋), . . . ,

а для произвольного 𝑘 ∈ N:

K𝑛1...𝑛𝑘
𝑖1...𝑖𝑘

=

√
𝑇 𝑘

𝜋𝑘

𝑘∏︁
𝑙=1

√︀
1+(𝑖𝑙>0)Q𝜋D−1M𝑛𝑘

Ã𝑖𝑘 . . .D
−1M𝑛2Ã𝑖2D−1M𝑛1(𝛾𝑖1 , 1, 0, 2⌊(𝑖1+1)/2⌋), (4.29)

где величины (𝑖 > 0), 𝛾𝑖 и 𝛾𝑖 определены ранее при выводе формул (4.22) и (4.23).
При выборе полиномов Лежандра (1.5) можно воспользоваться результатом примера

1.10 для спектральной характеристики 𝐴𝑛 оператора умножения 𝒜𝑛 на функцию 𝑎𝑛(𝑡) = 𝑡𝑛,
𝑛 = 1, 2, 3, . . . Тогда, принимая во внимание тот факт, что 𝐴𝑛 является (2𝑛+ 1)-диагональной
матрицей, т.е. 𝐴𝑛𝑖𝑗 = 0 при |𝑖− 𝑗| > 𝑛, находим

𝒜𝑛𝑎𝑃 (𝑖, 𝑡) = 𝑎𝑡𝑛𝑃 (𝑖, 𝑡) =
∑︁
𝑗 : 𝑗>0
|𝑗−𝑖|6𝑛

𝑎𝐴𝑛𝑖𝑗𝑃 (𝑗, 𝑡).

Следовательно, вводя преобразование M𝑛 пар (𝑖, 𝑎), отвечающее умножению на моном 𝑡𝑛:

M𝑛(𝑖, 𝑎) =

⎧⎨⎩ (𝑖, 𝑎), 𝑛 = 0,{︀
(𝑗, 𝑎𝐴𝑛𝑖𝑗)

}︀
𝑗 : 𝑗>0
|𝑗−𝑖|6𝑛

, 𝑛 > 0,
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и понимая запись M𝑛A как мультимножество, полученное в результате объединения множеств
M𝑛(𝑖, 𝑎) ∀ (𝑖, 𝑎) ∈ A:

M𝑛A =
⋃︁

(𝑖,𝑎)∈A

M𝑛(𝑖, 𝑎), (4.30)

можно записать

K𝑛1𝑛2
𝑖1𝑖2

= L𝑖2M𝑛2D−1M𝑛1(𝑖1, 1), K𝑛1𝑛2𝑛3
𝑖1𝑖2𝑖3

= L𝑖3M𝑛3D−1M𝑛2V𝑖2D−1M𝑛1(𝑖1, 1),

K𝑛1𝑛2𝑛3𝑛4
𝑖1𝑖2𝑖3𝑖4

= L𝑖4M𝑛4D−1M𝑛3V𝑖3D−1M𝑛2V𝑖2D−1M𝑛1(𝑖1, 1), . . . ,

а в общем случае

K𝑛1...𝑛𝑘
𝑖1...𝑖𝑘

= L𝑖𝑘M𝑛𝑘
D−1M𝑛𝑘−1

V𝑖𝑘−1
. . .D−1M𝑛2V𝑖2D−1M𝑛1(𝑖1, 1). (4.31)

В данном случае также целесообразно добавить операцию U приведения подобных, чтобы
сократить число элементов мультимножеств, образованных парами (𝑖, 𝑎):

K𝑛1...𝑛𝑘
𝑖1...𝑖𝑘

= L𝑖𝑘UM𝑛𝑘
D−1UM𝑛𝑘−1

V𝑖𝑘−1
. . .D−1UM𝑛2V𝑖2D−1M𝑛1(𝑖1, 1).

4.2. Спектральные характеристики линейных функционалов

Далее определим спектральные характеристики обобщенных функций (линейных функ-
ционалов). Пусть 𝒵 — линейный функционал, заданный на пространстве основных функ-
ций 𝐷(T𝑘) — бесконечно дифференцируемых функций, носитель которых содержится в T𝑘:
𝐷(T𝑘) ⊂ 𝐶∞(T𝑘) ⊂ 𝐿2(T

𝑘), 𝒵 : 𝐷(T𝑘)→ R; {𝑞(𝑖1, ·)⊗ . . .⊗ 𝑞(𝑖𝑘, ·)}∞𝑖1,...,𝑖𝑘=0 — базисная система
пространства 𝐿2(T

𝑘).
Бесконечная 𝑘-мерная матрица-столбец 𝑍 = (𝑍𝑖1...𝑖𝑘) с элементами

𝑍𝑖1...𝑖𝑘 = 𝒵𝑞(𝑖1, ·)⊗ . . .⊗ 𝑞(𝑖𝑘, ·), 𝑖1, . . . , 𝑖𝑘 = 0, 1, 2, . . . , (4.32)

называется спектральной характеристикой линейного функционала 𝒵.
Следуя принятым здесь обозначениям, отображение, ставящее в соответствие линейному

функционалу 𝒵 его спектральную характеристику 𝑍, будем называть спектральным преоб-
разованием и обозначать S. Одна из возможных форм представления спектральных характе-
ристик описана в п. 1 замечаний 4.1. Кроме того, здесь уместно сослаться на рассуждения о
корректности определения спектральной характеристики линейного функционала в п. 1 заме-
чаний 1.4.

Если линейный функционал 𝒵 можно представить в виде

𝒵𝑓(·) =
(︀
𝑧(·), 𝑓(·)

)︀
𝐿2(T𝑘)

, (4.33)

где 𝑧(·) ∈ 𝐿2(T
𝑘), то его спектральная характеристика — это спектральная характеристика

функции 𝑧(·): S[𝒵] = S[𝑧(·)]. Такой функционал (регулярную обобщенную функцию) можно
продолжить на все пространство 𝐿2(T

𝑘) и ‖𝒵‖ = ‖𝑧(·)‖𝐿2(T𝑘).

Теорема 4.3. Пусть 𝒵 — линейный функционал, определенный на пространстве 𝐿2(T
𝑘);

𝑓(·) ∈ 𝐿2(T
𝑘) — функция многих переменных ; 𝑍 и 𝐹 — спектральные характеристики функ-

ционала 𝒵 и функции 𝑓(·) соответственно, определенные относительно базисной системы
{𝑞(𝑖, ·)}∞𝑖=0. Тогда

𝒵𝑓(·) = 𝑍T𝐹. (4.34)
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Сформулированное утверждение эквивалентно свойству сохранения скалярного произве-
дения при спектральном преобразовании и по сути не отличается от теорем 1.2 и 1.5.

Как и для линейных функционалов, определенных на пространствах основных функций
𝐷(T) и 𝐷(T2) (см. разд. 1.1 и 1.2), если линейный функционал 𝒵 нельзя представить в виде
(4.33), его (сингулярную обобщенную функцию) можно рассматривать либо на пространстве
основных функций 𝐷(T𝑘), либо на некотором подпространстве пространства 𝐿2(T

𝑘) без про-
должения на все пространство 𝐿2(T

𝑘). При этом соотношение (4.34) в общем случае неспра-
ведливо.

Приведем примеры линейных функционалов на множестве функций многих переменных.
1. Линейный функционал 𝒥T𝑘 , ставящий в соответствие функции многих переменных

𝑓(·) ∈ 𝐿2(T
𝑘) интеграл от этой функции по гиперкубу T𝑘:

𝒥T𝑘𝑓(·) =

∫︁
T𝑘

𝑓(𝑡1, . . . , 𝑡𝑘)𝑑𝑡1 . . . 𝑑𝑡𝑘.

Функционал 𝒥T𝑘 для частных случаев 𝑘 = 1 и 𝑘 = 2 рассмотрен в разд. 1.1 и 1.2, в общем
случае ему соответствует функция 𝑧(𝑡1, . . . , 𝑡𝑘) ≡ 1 и 𝑧(·) ∈ 𝐿2(T

𝑘), поэтому по определению
спектральной характеристики линейного функционала S[𝒥T𝑘 ] = S[𝑧(·)] = 1⊗𝑘, где элементы
спектральной характеристики 1⊗𝑘 задаются соотношением

1⊗𝑘
𝑖1...𝑖𝑘

= 𝒥T𝑘 𝑞(𝑖1, ·)⊗ . . .⊗ 𝑞(𝑖𝑘, ·) =

∫︁
T𝑘

𝑞(𝑖1, 𝑡1) . . . 𝑞(𝑖𝑘, 𝑡𝑘)𝑑𝑡1 . . . 𝑑𝑡𝑘, 𝑖1, . . . , 𝑖𝑘 = 0, 1, 2, . . .

Тогда значение функционала 𝒥T𝑘 определяется формулой

𝒥T𝑘𝑓(·) =

∫︁
T𝑘

𝑓(𝑡1, . . . , 𝑡𝑘)𝑑𝑡1 . . . 𝑑𝑡𝑘 = [1⊗𝑘]T𝐹, 𝐹 = S
[︀
𝑓(·)

]︀
.

Поскольку функция 𝑧(𝑡1, . . . , 𝑡𝑘) ≡ 1 удовлетворяет условию 𝑧(·)=𝑧0(·)⊗ . . .⊗ 𝑧0(·), где
𝑧0(𝑡) ≡ 1, на основе теоремы 4.2 справедливо представление 1⊗𝑘 = 1⊗ . . .⊗ 1T, где 1 — спект-
ральная характеристика функции 𝑧0(·), определенная относительно той же базисной системы,
что и спектральная характеристика 1⊗𝑘. Напомним, что 1 — спектральная характеристика
линейного функционала 𝒥T, ставящего в соответствие функции 𝑓(·) ∈ 𝐿2(T) интеграл от этой
функции по отрезку T (см. разд. 1.1).

Для всех перечисленных в разд. 1.1 базисных систем спектральная характеристика 1⊗𝑘

найдена в примере 4.1.
2. Линейный функционал 𝒥△T𝑘 , ставящий в соответствие функции многих переменных

𝑓(·) ∈ 𝐿2(T
𝑘) повторный интеграл от этой функции:

𝒥△T𝑘𝑓(·) =

∫︁
T

. . .

∫︁ 𝑡3

𝑡0

∫︁ 𝑡2

𝑡0

𝑓(𝑡1, . . . , 𝑡𝑘)𝑑𝑡1 . . . 𝑑𝑡𝑘.

Интеграл в правой части последнего выражения можно представить как∫︁
T𝑘

k(𝑡1, . . . , 𝑡𝑘)𝑓(𝑡1, . . . , 𝑡𝑘)𝑑𝑡1 . . . 𝑑𝑡𝑘,

где функция k(·) задается формулой (4.15), следовательно, в данном случае 𝑧(·) = k(·) и
𝑧(·) ∈ 𝐿2(T

𝑘). Таким образом, по определению спектральной характеристики линейного функ-
ционала S[𝒥△T𝑘 ] = S[k(·)] = K, где элементы K𝑖1...𝑖𝑘 спектральной характеристики K задаются
соотношением

K𝑖1...𝑖𝑘 = 𝒥△T𝑘 𝑞(𝑖1, ·)⊗ . . .⊗ 𝑞(𝑖𝑘, ·) =

∫︁
T

𝑞(𝑖𝑘, 𝑡𝑘) . . .

∫︁ 𝑡3

𝑡0

𝑞(𝑖2, 𝑡2)

∫︁ 𝑡2

𝑡0

𝑞(𝑖1, 𝑡1)𝑑𝑡1 . . . 𝑑𝑡𝑘 =
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=

∫︁
T𝑘

k(𝑡1, . . . , 𝑡𝑘)𝑞(𝑖1, 𝑡1) . . . 𝑞(𝑖𝑘, 𝑡𝑘)𝑑𝑡1 . . . 𝑑𝑡𝑘, 𝑖1, . . . , 𝑖𝑘 = 0, 1, 2, . . .

Тогда значение функционала 𝒥△T𝑘 определяется формулой

𝒥△T𝑘𝑓(·) =

∫︁
T

. . .

∫︁ 𝑡3

𝑡0

∫︁ 𝑡2

𝑡0

𝑓(𝑡1, . . . , 𝑡𝑘)𝑑𝑡1 . . . 𝑑𝑡𝑘 = KT𝐹, 𝐹 = S
[︀
𝑓(·)

]︀
.

Для части из всех перечисленных в разд. 1.1 базисных систем спектральная характерис-
тика K найдена выше, а именно для полиномов Лежандра (1.5) ее элементы определяются
формулой (4.19), для косинусоид (1.6) и тригонометрических функций (1.9) — формулами
(4.22) и (4.23) соответственно. Применение функций Уолша (1.7) и функций Хаара (1.8) далее
рассмотрено в разд. 4.3.

3. Линейный функционал 𝒥 𝜓
△T𝑘 , ставящий в соответствие функции многих переменных

𝑓(·) ∈ 𝐿2(T
𝑘) повторный интеграл от этой функции с весом 𝜓1(·)⊗ . . .⊗ 𝜓𝑘(·):

𝒥 𝜓
△T𝑘𝑓(·) =

∫︁
T

. . .

∫︁ 𝑡3

𝑡0

∫︁ 𝑡2

𝑡0

𝜓1(𝑡1) . . . 𝜓𝑘(𝑡𝑘)𝑓(𝑡1, . . . , 𝑡𝑘)𝑑𝑡1 . . . 𝑑𝑡𝑘,

где 𝜓𝑙(·) ∈ 𝐿2(T) — весовые функции, 𝑙 = 1, . . . , 𝑘. Вектор-функция 𝜓(𝑡) = [𝜓1(𝑡) . . . 𝜓𝑘(𝑡) ]T

однозначно определяет этот функционал.
По аналогии с предыдущим примером интеграл в правой части можно представить в виде∫︁

T𝑘

k𝜓(𝑡1, . . . , 𝑡𝑘)𝑓(𝑡1, . . . , 𝑡𝑘)𝑑𝑡1 . . . 𝑑𝑡𝑘,

где функция k𝜓(·) задается формулой (4.24), следовательно, 𝑧(·) = k𝜓(·) и 𝑧(·) ∈ 𝐿2(T
𝑘).

Поэтому по определению спектральной характеристики линейного функционала S[𝒥 𝜓
△T𝑘 ] =

= S[k𝜓(·)] = K𝜓, где элементы K𝜓
𝑖1...𝑖𝑘

спектральной характеристики K𝜓 задаются в виде

K𝜓
𝑖1...𝑖𝑘

= 𝒥 𝜓
△T𝑘 𝑞(𝑖1, ·)⊗ . . .⊗ 𝑞(𝑖𝑘, ·) =

=

∫︁
T

𝑞(𝑖𝑘, 𝑡𝑘)𝜓𝑘(𝑡𝑘) . . .

∫︁ 𝑡3

𝑡0

𝑞(𝑖2, 𝑡2)𝜓2(𝑡2)

∫︁ 𝑡2

𝑡0

𝑞(𝑖1, 𝑡1)𝜓1(𝑡1)𝑑𝑡1 . . . 𝑑𝑡𝑘 =

=

∫︁
T𝑘

k𝜓(𝑡1, . . . , 𝑡𝑘)𝑞(𝑖1, 𝑡1) . . . 𝑞(𝑖𝑘, 𝑡𝑘)𝑑𝑡1 . . . 𝑑𝑡𝑘, 𝑖1, . . . , 𝑖𝑘 = 0, 1, 2, . . .

Тогда значение функционала 𝒥 𝜓
△T𝑘 определяется формулой

𝒥 𝜓
△T𝑘𝑓(·) =

∫︁
T

. . .

∫︁ 𝑡3

𝑡0

∫︁ 𝑡2

𝑡0

𝜓1(𝑡1) . . . 𝜓𝑘(𝑡𝑘)𝑓(𝑡1, . . . , 𝑡𝑘)𝑑𝑡1 . . . 𝑑𝑡𝑘 = [K𝜓]T𝐹, 𝐹 = S
[︀
𝑓(·)

]︀
.

В частном случае при условии (4.26) для косинусоид (1.6) и тригонометрических функций
(1.9) элементы спектральной характеристики K𝜓 = K𝑛1...𝑛𝑘 задаются формулами (4.28) и (4.29)
соответственно, а для полиномов Лежандра (1.5) — формулой (4.31).

4. Линейный функционал 𝛿𝜏1,...,𝜏𝑘 , который ставит в соответствие функции многих перемен-
ных 𝑓(·) ∈ 𝐷(T𝑘) ее значение в точке (𝜏1, . . . , 𝜏𝑘) ∈ T𝑘: 𝛿𝜏1,...,𝜏𝑘𝑓(·) = 𝑓(𝜏1, . . . , 𝜏𝑘).

Ранее в разд. 1.1 и 1.2 рассмотрены линейные функционалы 𝛿𝜏 и 𝛿𝜃,𝜗, которые ставят в
соответствие функциям 𝑓(·) ∈ 𝐷(T) и 𝑓(·) ∈ 𝐷(T2) их значения в точках 𝜏 ∈ T и (𝜃, 𝜗) ∈ T2.
Введение функционала 𝛿𝜏1,...,𝜏𝑘 позволяет обобщить эти результаты.

В пространстве 𝐿2(T
𝑘) нет такого элемента, что функционал 𝛿𝜏1,...,𝜏𝑘 задается в виде (4.33),

но можно определить обобщенную функцию 𝛿((·)− 𝜏1)⊗ . . .⊗ 𝛿((·)− 𝜏𝑘), которая представля-
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ется как импульсная дельта-функция Дирака векторного аргумента [ 𝑡1 − 𝜏1 . . . 𝑡𝑘 − 𝜏𝑘 ]T [237]:

𝛿𝜏1,...,𝜏𝑘 𝑓(·) =

∫︁
T𝑘

𝛿(𝑡1 − 𝜏1) . . . 𝛿(𝑡𝑘 − 𝜏𝑘)𝑓(𝑡1, . . . , 𝑡𝑘)𝑑𝑡1 . . . 𝑑𝑡𝑘 = 𝑓(𝜏1, . . . , 𝜏𝑘).

При фиксированных 𝜏1, . . . , 𝜏𝑘 функционал 𝛿𝜏1,...,𝜏𝑘 можно продолжить на множество функ-
ций, принадлежащих пространству 𝐿2(T

𝑘), но непрерывных в точке (𝜏1, . . . , 𝜏𝑘).
Для элементов спектральной характеристики ∆𝜏1,...,𝜏𝑘 линейного функционала 𝛿𝜏1,...,𝜏𝑘 со-

гласно определению (4.32) имеем

(∆𝜏1,...,𝜏𝑘)𝑖1...𝑖𝑘 = 𝛿𝜏1,...,𝜏𝑘 𝑞(𝑖1, ·)⊗ . . .⊗ 𝑞(𝑖𝑘, ·) = 𝑞(𝑖1, 𝜏1) . . . 𝑞(𝑖𝑘, 𝜏𝑘), 𝑖1, . . . , 𝑖𝑘 = 0, 1, 2, . . . (4.35)

Значение функционала 𝛿𝜏1,...,𝜏𝑘 определяется следующим выражением (формула обращения
(4.5) при 𝑡1 = 𝜏1, . . . , 𝑡𝑘 = 𝜏𝑘):

𝛿𝜏1,...,𝜏𝑘 𝑓(·) = 𝑓(𝜏1, . . . , 𝜏𝑘) = ∆T

𝜏1,...,𝜏𝑘
𝐹, 𝐹 = S

[︀
𝑓(·)

]︀
,

если числовой ряд
∑︀∞

𝑖1,...,𝑖𝑘=0 𝐹𝑖1...𝑖𝑘 𝑞(𝑖1, 𝜏𝑘) . . . 𝑞(𝑖𝑘, 𝜏𝑘) сходится к значению функции
𝑓(𝜏1, . . . , 𝜏𝑘).

Так как значения функций базисной системы {𝑞(𝑖, ·)}∞𝑖=0 при 𝑡 = 𝜏 — это элементы спект-
ральной характеристики ∆𝜏 линейного функционала 𝛿𝜏 , или спектральной характеристики
дельта-функции 𝛿((·)− 𝜏) (см. разд. 1.1 и соотношение (1.35)), используя определение тензор-
ного произведения, можно записать ∆𝜏1,...,𝜏𝑘 = ∆𝜏1 ⊗ . . .⊗∆𝜏𝑘 .

Спектральная характеристика 𝐹 функции 𝑓(·) = 𝑓1(·)⊗ . . .⊗ 𝑓𝑘(·) согласно теореме 4.2
представляется в виде тензорного произведения (4.6) спектральных характеристик 𝐹1, . . . , 𝐹𝑘

функций 𝑓1(·), . . . , 𝑓𝑘(·) соответственно при условии, что все они определены относительно од-
ной базисной системы {𝑞(𝑖, ·)}∞𝑖=0.

Несложно видеть, что значение функционалов 𝒥T𝑘 и 𝛿𝜏1,...,𝜏𝑘 для таких функций 𝑓(·) выра-
жаются следующим образом:

𝒥T𝑘𝑓(·) =
𝑘∏︁
𝑙=1

𝒥T𝑓𝑙(·) =
𝑘∏︁
𝑙=1

1T𝐹𝑙 и 𝛿𝜏1,...,𝜏𝑘𝑓(·) =
𝑘∏︁
𝑙=1

𝛿𝜏1𝑓𝑙(·) =
𝑘∏︁
𝑙=1

∆T

𝜏𝑙
𝐹𝑙,

где 1 — спектральная характеристика функции 𝑧0(𝑡) ≡ 1 и ∆𝜏 — спектральная характеристика
дельта-функции 𝛿((·)− 𝜏) (см. разд. 1.1).

Значения функционалов 𝒥△T𝑘 и 𝒥 𝜓
△T𝑘 так представить нельзя, однако можно выразить эти

значения на основе результатов, изложенных в разд. 1.5 и 1.6.

Теорема 4.4. Пусть функция 𝑓(·) ∈ 𝐿2(T
𝑘) удовлетворяет условию 𝑓(·) = 𝑓1(·)⊗ . . . ⊗

⊗ 𝑓𝑘(·), 𝐹1, . . . , 𝐹𝑘 — спектральные характеристики функций 𝑓1(·), . . . , 𝑓𝑘(·) соответственно,
𝑃−1 — спектральная характеристика оператора интегрирования, 𝑉 — спектральная харак-
теристика оператора умножения функций. Спектральные характеристики 𝐹1, . . . , 𝐹𝑘, 𝑃−1 и
𝑉 определены относительно базисной системы {𝑞(𝑖, ·)}∞𝑖=0. Тогда значение функционала 𝒥△T𝑘

задается формулой

𝒥△T𝑘𝑓(·) =

∫︁
T

. . .

∫︁ 𝑡3

𝑡0

∫︁ 𝑡2

𝑡0

𝑓(𝑡1, . . . , 𝑡𝑘)𝑑𝑡1 . . . 𝑑𝑡𝑘 = 𝐹 T

𝑘 𝑃
−1(𝑉 𝐹𝑘−1) . . . 𝑃

−1(𝑉 𝐹2)𝑃
−1𝐹1. (4.36)

Доказательство. Запишем систему обыкновенных дифференциальных уравнений

𝑥̇1(𝑡) = 𝑓1(𝑡), 𝑥̇2(𝑡) = 𝑓2(𝑡)𝑥1(𝑡), . . . , 𝑥̇𝑘(𝑡) = 𝑓𝑘(𝑡)𝑥𝑘−1(𝑡), (4.37)
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𝑥1(𝑡0) = 𝑥2(𝑡0) = . . . = 𝑥𝑘(𝑡0) = 0.

Еерешение в квадратурах получается в результате последовательного интегрирования [115]:

𝑥1(𝑡) =

∫︁ 𝑡

𝑡0

𝑓1(𝜏)𝑑𝜏 , 𝑥2(𝑡) =

∫︁ 𝑡

𝑡0

𝑓2(𝜏)𝑥1(𝜏)𝑑𝜏 , . . . , 𝑥𝑘(𝑡) =

∫︁ 𝑡

𝑡0

𝑓𝑘(𝜏)𝑥𝑘−1(𝜏)𝑑𝜏 , (4.38)

что дает соотношение

𝑥𝑘(𝑡) =

∫︁ 𝑡

𝑡0

𝑓𝑘(𝜏𝑘) . . .

∫︁ 𝜏3

𝑡0

𝑓2(𝜏2)

∫︁ 𝜏2

𝑡0

𝑓1(𝜏1)𝑑𝜏1 . . . 𝑑𝜏𝑘, (4.39)

т.е. 𝒥△T𝑘𝑓(·) = 𝑥𝑘(𝑇 ).
Применим спектральное преобразование к левой и правой частям каждого уравнения сис-

темы (4.37):

S
[︀
𝑥̇1(·)|𝑥1(𝑡0)=0

]︀
= S

[︀
𝑓1(·)

]︀
, S

[︀
𝑥̇2(·)|𝑥2(𝑡0)=0

]︀
= S

[︀
𝑓2(·)𝑥1(·)

]︀
, . . . , S

[︀
𝑥̇𝑘(·)|𝑥𝑘(𝑡0)=0

]︀
= S

[︀
𝑓𝑘(·)𝑥𝑘−1(·)

]︀
.

По свойству (1.100) спектрального преобразования производных функций одной перемен-
ной можно записать S[𝑥̇𝑙(·)|𝑥𝑙(𝑡0)=0] = 𝑃𝑋𝑙, 𝑙 = 1, . . . , 𝑘, где 𝑋𝑙 — спектральная характеристика
функции 𝑥𝑙(·) (см. разд. 1.1), 𝑃 — спектральная характеристика оператора дифференцирова-
ния с учетом начального значения (см. разд. 1.7).

Далее, воспользуемся свойством (1.80) спектрального преобразования произведения функ-
ций одной переменной: S[𝑓𝑙+1(·)𝑥𝑙(·)] = (𝑉 𝐹𝑙+1)𝑋𝑙, 𝑙 = 1, . . . , 𝑘 − 1, т.е.

𝑃𝑋1 = 𝐹1, 𝑃𝑋2 = (𝑉 𝐹2)𝑋1, . . . , 𝑃𝑋𝑘 = (𝑉 𝐹𝑘)𝑋𝑘−1, (4.40)

𝑋1 = 𝑃−1𝐹1, 𝑋2 = 𝑃−1(𝑉 𝐹2)𝑋1 = 𝑃−1(𝑉 𝐹2)𝑃
−1𝐹1, . . . ,

𝑋𝑘−1 = 𝑃−1(𝑉 𝐹𝑘−1)𝑋𝑘−2 = 𝑃−1(𝑉 𝐹𝑘−1) . . . 𝑃
−1(𝑉 𝐹2)𝑃

−1𝐹1.
(4.41)

Так как
𝑥𝑘(𝑇 ) =

∫︁
T

𝑓𝑘(𝑡)𝑥𝑘−1(𝑡)𝑑𝑡 =
(︀
𝑓𝑘(·), 𝑥𝑘−1(·)

)︀
𝐿2(T)

,

по свойству (1.26) сохранения скалярного произведения получаем 𝑥𝑘(𝑇 ) = 𝐹 T
𝑘 𝑋𝑘−1, отсюда

с учетом (4.41) следует, что

𝒥△T𝑘𝑓(·) = 𝐹 T

𝑘 𝑋𝑘−1 = 𝐹 T

𝑘 𝑃
−1(𝑉 𝐹𝑘−1) . . . 𝑃

−1(𝑉 𝐹2)𝑃
−1𝐹1,

т.е. формула (4.36). J

Спектральная форма математического описания была предложена для анализа систем
управления. В этом контексте уравнения (4.37) можно рассматривать как математическую
модель системы управления, для которой функции 𝑓𝑙(·) и 𝑥𝑙(·) — это входные и выходные сиг-
налы соответственно, 𝑙 = 1, . . . , 𝑘. Структурная схема такой системы изображена на рис. 4.1.

Рис. 4.1. Структурная схема системы управления

Теорема 4.5. Пусть выполнены условия теоремы 4.4. Кроме того, Ψ1, . . . ,Ψ𝑘 — спект-
ральные характеристики операторов умножения на такие функции 𝜓1(·), . . . , 𝜓𝑘(·), что
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𝜓𝑙(·)𝑓𝑙(·) ∈ 𝐿2(T), 𝑙 = 1, . . . , 𝑘. Спектральные характеристики Ψ1, . . . ,Ψ𝑘 определены относи-
тельно базисной системы {𝑞(𝑖, ·)}∞𝑖=0. Тогда значение функционала 𝒥 𝜓

△T𝑘 задается формулой

𝒥 𝜓
△T𝑘𝑓(·) =

∫︁
T

. . .

∫︁ 𝑡3

𝑡0

∫︁ 𝑡2

𝑡0

𝜓1(𝑡1) . . . 𝜓𝑘(𝑡𝑘)𝑓(𝑡1, . . . , 𝑡𝑘)𝑑𝑡1 . . . 𝑑𝑡𝑘 =

= 𝐹 T

𝑘 Ψ𝑘𝑃
−1Ψ𝑘−1(𝑉 𝐹𝑘−1) . . . 𝑃

−1Ψ2(𝑉 𝐹2)𝑃
−1Ψ1𝐹1. (4.42)

Доказательство. Очевидно, что 𝒥 𝜓
△T𝑘𝑓(·) = 𝒥△T𝑘𝑔(·), где 𝑔(·) = 𝑔1(·)⊗ . . .⊗ 𝑔𝑘(·),

𝑔𝑙(·) = 𝜓𝑙(·)𝑓𝑙(·), 𝑙 = 1, . . . , 𝑘.
Согласно теореме 4.4

𝒥△T𝑘𝑔(·) =

∫︁
T

. . .

∫︁ 𝑡3

𝑡0

∫︁ 𝑡2

𝑡0

𝑔(𝑡1, . . . , 𝑡𝑘)𝑑𝑡1 . . . 𝑑𝑡𝑘 = 𝐺T

𝑘𝑃
−1(𝑉 𝐺𝑘−1) . . . 𝑃

−1(𝑉 𝐺2)𝑃
−1𝐺1, (4.43)

где 𝐺1, . . . , 𝐺𝑘 — спектральные характеристики функций 𝑔1(·), . . . , 𝑔𝑘(·).
Произведения 𝑉 𝐺𝑙 и 𝑉 𝐹𝑙 — это спектральные характеристики операторов умножения на

функции 𝑔𝑙(·) и 𝑓𝑙(·) соответственно. По свойству (1.64) спектрального преобразования компо-
зиции операторов 𝑉 𝐺𝑙 = Ψ𝑙(𝑉 𝐹𝑙), 𝑙 = 2, . . . , 𝑘 − 1, а по свойству (1.73) спектрального преобра-
зования произведения функций одной переменной 𝐺𝑙 = S[𝑔𝑙(·)] = Ψ𝑙𝐹𝑙, 𝑙 = 1, 𝑘.

Подставляя выражения для спектральных характеристик 𝐺1, 𝑉 𝐺2, . . . , 𝑉 𝐺𝑘−1, 𝐺𝑘 в соотно-
шение (4.43), получаем формулу (4.42). J

Выше отмечена связь между значением функционала 𝒥△T𝑘 , уравнениями (4.37) и системой
управления, структурная схема которой изображена на рис. 4.1. Функционалу 𝒥 𝜓

△T𝑘 в этом
смысле соответствует система обыкновенных дифференциальных уравнений

𝑥̇1(𝑡) = 𝜓1(𝑡)𝑓1(𝑡), 𝑥̇2(𝑡) = 𝜓2(𝑡)𝑓2(𝑡)𝑥1(𝑡), . . . , 𝑥̇𝑘(𝑡) = 𝜓𝑘(𝑡)𝑓𝑘(𝑡)𝑥𝑘−1(𝑡),

𝑥1(𝑡0) = 𝑥2(𝑡0) = . . . = 𝑥𝑘(𝑡0) = 0,

а система управления дополнительно содержит усилительные звенья с коэффициентами уси-
ления 𝜓𝑙(·), 𝑙 = 1, . . . , 𝑘. Структурная схема этой системы показана на рис. 4.2.

Рис. 4.2. Структурная схема системы управления

Зам е ч а н и я 4.2.
1. Выражения (4.41) можно получить, применяя спектральное преобразование к интеграль-

ным соотношениям (4.38) и пользуясь при этом свойством (1.86) спектрального преобразова-
ния интегралов от функций одной переменной:

S
[︀
𝑥1(·)

]︀
= S

[︂ ∫︁ (·)

𝑡0

𝑓1(𝜏)𝑑𝜏

]︂
= 𝑃−1𝐹1,

S
[︀
𝑥𝑙+1(·)

]︀
= S

[︂ ∫︁ (·)

𝑡0

𝑓𝑙+1(𝜏)𝑥𝑙(𝜏)𝑑𝜏

]︂
= 𝑃−1(𝑉 𝐹𝑙+1)𝑋𝑙, 𝑙 = 1, 2, . . . , 𝑘 − 1.
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2. Согласно свойству (1.80) спектрального преобразования произведения функций одной
переменной S[𝑓𝑙+1(·)𝑥𝑙(·)] = (𝑉 𝑋𝑙)𝐹𝑙+1, 𝑙 = 1, 2, . . . , 𝑘 − 1, поэтому вместо формул (4.40) и (4.41)
можно записать следующие соотношения (все необходимые обозначения перечислены в теоре-
ме 4.4):

𝑃𝑋1 = 𝐹1, 𝑃𝑋2 = (𝑉 𝑋1)𝐹2, . . . , 𝑃𝑋𝑘 = (𝑉 𝑋𝑘−1)𝐹𝑘, (4.44)

𝑋1 = 𝑃−1𝐹1, 𝑋2 = 𝑃−1(𝑉 𝑋1)𝐹2 = 𝑃−1(𝑉 𝑃−1𝐹1)𝐹2, . . .

𝑋𝑘−1 = 𝑃−1(𝑉 𝑋𝑘−2)𝐹𝑘−1 = 𝑃−1( . . . (𝑉 𝑃−1(𝑉 𝑃−1𝐹1)𝐹2) . . . )𝐹𝑘−1.
(4.45)

Таким образом, получаем формулу для значения функционала 𝒥△T𝑘 , эквивалентную фор-
муле (4.36):

𝒥△T𝑘𝑓(·) =

∫︁
T

. . .

∫︁ 𝑡3

𝑡0

∫︁ 𝑡2

𝑡0

𝑓(𝑡1, . . . , 𝑡𝑘)𝑑𝑡1 . . . 𝑑𝑡𝑘 = 𝐹 T

𝑘 𝑃
−1( . . . (𝑉 𝑃−1(𝑉 𝑃−1𝐹1)𝐹2) . . . )𝐹𝑘−1. (4.46)

3. Еще один вариант вычисления значения функционала 𝒥△T𝑘 состоит в том, что величину
𝑥𝑘(𝑇 ) можно найти с помощью выражения (1.37):

𝑥𝑘(𝑇 ) = ∆T

𝑇𝑋𝑘, (4.47)

где ∆𝑇 — спектральная характеристика линейного функционала 𝛿𝑇 , или спектральная ха-
рактеристика дельта-функции 𝛿(𝑇 − (·)) (см. разд. 1.1 и соотношение (1.35)), при этом спект-
ральную характеристику 𝑋𝑘 функции 𝑥𝑘(·) легко найти, продолжая формулы вида (4.41) или
(4.45):

𝑋𝑘 = 𝑃−1(𝑉 𝐹𝑘)𝑋𝑘−1 = 𝑃−1(𝑉 𝐹𝑘) . . . 𝑃
−1(𝑉 𝐹2)𝑃

−1𝐹1

или 𝑋𝑘 = 𝑃−1(𝑉 𝑋𝑘−1)𝐹𝑘 = 𝑃−1( . . . (𝑉 𝑃−1(𝑉 𝑃−1𝐹1)𝐹2) . . . )𝐹𝑘.

Следовательно,

𝒥△T𝑘𝑓(·) = ∆T

𝑇𝑃
−1(𝑉 𝐹𝑘) . . . 𝑃

−1(𝑉 𝐹2)𝑃
−1𝐹1

или 𝒥△T𝑘𝑓(·) = ∆T

𝑇𝑃
−1( . . . (𝑉 𝑃−1(𝑉 𝑃−1𝐹1)𝐹2) . . . )𝐹𝑘,

однако выражение (1.37) — это не что иное как формула обращения (1.21) при 𝑡 = 𝑇 , а число-
вой ряд

∑︀∞
𝑖=0 (𝑋𝑘)𝑖𝑞(𝑖, 𝑇 ) в правой части этой формулы, где (𝑋𝑘)𝑖 — элементы спектральной

характеристики 𝑋𝑘, необязательно сходится к значению функции 𝑥𝑘(𝑇 ) (см. замечание 1.5).
Поэтому формулы (4.36) и (4.46) предпочтительнее (4.47).

4. Нетрудно видеть, что аналогом формулы (4.46) для значения функционала 𝒥 𝜓
△T𝑘 , явля-

ется следующее соотношение (все необходимые обозначения введены в теореме 4.5):

𝒥 𝜓
△T𝑘𝑓(·) =

∫︁
T

. . .

∫︁ 𝑡3

𝑡0

∫︁ 𝑡2

𝑡0

𝜓1(𝑡1) . . . 𝜓𝑘(𝑡𝑘)𝑓(𝑡1, . . . , 𝑡𝑘)𝑑𝑡1 . . . 𝑑𝑡𝑘 =

= 𝐹 T

𝑘 Ψ𝑘𝑃
−1( . . . (𝑉 𝑃−1(𝑉 𝑃−1Ψ1𝐹1)Ψ2𝐹2) . . . )Ψ𝑘−1𝐹𝑘−1, (4.48)

так как 𝐺𝑙 = S[𝑔𝑙(·)] = Ψ𝑙𝐹𝑙, 𝑙 = 1, . . . , 𝑘.
5. Линейный функционал 𝒵 для функций 𝑓(·) = 𝑓1(·)⊗ . . .⊗ 𝑓𝑘(·) можно рассматривать

как полилинейный функционал, определенный на элементах вида (𝑓1(·), . . . , 𝑓𝑘(·)).

Теорема 4.4 позволяет выразить элементы K𝑖1...𝑖𝑘 спектральной характеристики K функции
k(·), которая задается формулой (4.15). Действительно, поскольку

K𝑖1...𝑖𝑘 = 𝒥△T𝑘 𝑞(𝑖1, ·)⊗ . . .⊗ 𝑞(𝑖𝑘, ·),
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при фиксированных значениях 𝑖1, . . . , 𝑖𝑘 полагая 𝑓1(·) = 𝑞(𝑖1, ·), . . . , 𝑓𝑘(·) = 𝑞(𝑖𝑘, ·) и учитывая,
что спектральные характеристики базисных функций 𝑞(𝑖, ·) — это столбцы единичной матрицы
𝐸: S[𝑞(𝑖, ·)] = 𝐸𝑖, 𝑖 = 0, 1, 2, . . ., т.е. 𝐹1 = 𝐸𝑖1 , . . . , 𝐹𝑘 = 𝐸𝑖𝑘 , получаем

K𝑖1...𝑖𝑘 = 𝐸T

𝑖𝑘
𝑃−1(𝑉 𝐸𝑖𝑘−1

) . . . 𝑃−1(𝑉 𝐸𝑖2)𝑃
−1𝐸𝑖1 (4.49)

или
K𝑖1...𝑖𝑘 = 𝐸T

𝑖𝑘
𝑃−1( . . . (𝑉 𝑃−1(𝑉 𝑃−1𝐸𝑖1)𝐸𝑖2) . . . )𝐸𝑖𝑘−1

. (4.50)

Произведение 𝑉 𝐸𝑖𝑙 — это плоское сечение трехмерной матрицы 𝑉 , когда фиксируется лю-
бой из трех индексов, определяющих ее элементы, на уровне 𝑖𝑙 (𝑉 является симметрической
матрицей по любой паре индексов, см. также п. 3 замечаний 1.10, 𝑙 = 2, . . . , 𝑘 − 1), а произве-
дение 𝑃−1𝐸𝑖1 — это сечение двумерной матрицы 𝑃−1 при втором фиксированном индексе, а
именно ее 𝑖1-й столбец. Будем обозначать такие сечения 𝑉**𝑖𝑙 и 𝑃−1

*𝑖1 соответственно. Аналогич-
но, произведение 𝐸T

𝑖𝑘
𝑃−1 — это сечение двумерной матрицы 𝑃−1 при первом фиксированном

индексе, т.е. ее 𝑖𝑘-я строка, которую будем обозначать 𝑃−1
𝑖𝑘* . Следовательно,

K𝑖1...𝑖𝑘 = 𝑃−1
𝑖𝑘*𝑉**𝑖𝑘−1

. . . 𝑃−1𝑉**𝑖2𝑃
−1
*𝑖1 или K𝑖1...𝑖𝑘 = 𝑃−1

𝑖𝑘*( . . . (𝑉 𝑃−1(𝑉 𝑃−1
*𝑖1 )*𝑖2) . . . )*𝑖𝑘−1

.

Это фактически означает, что

K .
= 𝑃−1𝑉 . . . 𝑃−1𝑉 𝑃−1⏟  ⏞  

2𝑘 − 3 сомножителей

, (4.51)

где произведение чередующихся спектральных характеристик 𝑃−1 (𝑘 − 1 множителей) и 𝑉

(𝑘 − 2 множителей) оператора интегрирования и оператора умножения функций соответствен-
но следует понимать в смысле формул (4.49) или (4.50). Здесь и далее используется знак .

=

вместо знака равенства, чтобы подчеркнуть формальные отличия структуры матриц (но не
их элементов) в левой и правой частях соотношения (4.51), а далее соотношений (4.54) и (4.56)
(см. п. 1 замечаний 4.1 и пример 4.2).

Таким образом, все коэффициенты разложения K𝑖1...𝑖𝑘 , необходимые для представления
функции k(·) и функционала 𝒥△T𝑘 , выражаются через спектральные характеристики 𝑃−1 и 𝑉 .

Используя такой же подход с помощью теоремы 4.5 можно выразить элементы K𝜓
𝑖1...𝑖𝑘

спект-
ральной характеристики K𝜓 функции k𝜓(·), определенной формулой (4.24). Тогда, пропуская
подробный вывод, получаем

K𝜓
𝑖1...𝑖𝑘

= 𝐸T

𝑖𝑘
Ψ𝑘𝑃

−1Ψ𝑘−1(𝑉 𝐸𝑖𝑘−1
) . . . 𝑃−1Ψ2(𝑉 𝐸𝑖2)𝑃

−1Ψ1𝐸𝑖1 (4.52)

или
K𝜓
𝑖1...𝑖𝑘

= 𝐸T

𝑖𝑘
Ψ𝑘𝑃

−1( . . . (𝑉 𝑃−1(𝑉 𝑃−1Ψ1𝐸𝑖1)Ψ2𝐸𝑖2) . . . )Ψ𝑘−1𝐸𝑖𝑘−1
. (4.53)

Произведение Ψ1𝐸𝑖1 — это сечение двумерной матрицы Ψ1 при втором фиксированном
индексе, а именно ее 𝑖1-й столбец, а произведение 𝐸T

𝑖𝑘
Ψ𝑘 — это сечение двумерной матрицы Ψ𝑘

при первом фиксированном индексе, т.е. ее 𝑖𝑘-я строка. Будем обозначать эти сечения (Ψ1)*𝑖1

и (Ψ𝑘)𝑖𝑘* соответственно. Поэтому

K𝜓
𝑖1...𝑖𝑘

= (Ψ𝑘)𝑖𝑘*𝑃
−1Ψ𝑘−1𝑉**𝑖𝑘−1

. . . 𝑃−1Ψ2𝑉**𝑖2𝑃
−1(Ψ1)*𝑖1

или
K𝜓
𝑖1...𝑖𝑘

= (Ψ𝑘)𝑖𝑘*𝑃
−1( . . . (𝑉 𝑃−1Ψ2(𝑉 𝑃

−1(Ψ1)*𝑖1)*𝑖2) . . . )*𝑖𝑘−1
.
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Следовательно,
K𝜓 .

= Ψ𝑘𝑃
−1Ψ𝑘−1𝑉 . . . 𝑃−1Ψ2𝑉 𝑃

−1Ψ1⏟  ⏞  
3𝑘 − 3 сомножителей

, (4.54)

где такое произведение чередующихся спектральных характеристик Ψ𝑙 (𝑙 = 1, . . . , 𝑘; 𝑘 множи-
телей), 𝑃−1 (𝑘 − 1 множителей) и 𝑉 (𝑘 − 2 множителей) оператора интегрирования и опера-
тора умножения функций соответственно понимается в смысле формул (4.52) или (4.53).

Делаем вывод, что все коэффициенты разложения K𝜓
𝑖1...𝑖𝑘

, необходимые для представления
функции k𝜓(·) и функционала 𝒥 𝜓

△T𝑘 , выражаются через спектральные характеристики 𝑃−1,
Ψ𝑙 и 𝑉 . В частном случае при условии (4.26) каждая спектральная характеристика Ψ𝑙 — это
либо бесконечная единичная матрица 𝐸, либо 𝑛𝑙-я степень спектральной характеристики 𝐴

оператора умножения на функцию 𝑎1(𝑡) = 𝑡− 𝑡0 (см. примеры спектральных характеристик 𝐴
в разд. 1.5):

Ψ𝑙 = 𝐴𝑛𝑙 =

{︃
𝐸, 𝑛𝑙 = 0,

𝐴𝑛𝑙 , 𝑛𝑙 > 0.
(4.55)

В результате имеем
K𝑛1...𝑛𝑘

.
= 𝐴𝑛𝑘𝑃−1𝐴𝑛𝑘−1𝑉 . . . 𝑃−1𝐴𝑛2𝑉 𝑃−1𝐴𝑛1⏟  ⏞  

3𝑘 − 3 сомножителей

. (4.56)

Отметим, что структура формул (4.19) и (4.31) для коэффициентов разложения K𝑖1...𝑖𝑘 и
K𝑛1...𝑛𝑘
𝑖1...𝑖𝑘

функций k(·) и k𝑛1...𝑛𝑘
(·) относительно полиномов Лежандра (1.5) полностью соответ-

ствует структуре формул (4.49) и (4.52), а также соотношений (4.51) и (4.54) (или (4.56))
соответственно. Такое же замечание касается формул (4.22) и (4.28) при выборе косинусоид
(1.6) или формул (4.23) и (4.29) при выборе тригонометрических функций (1.9).

Пример 4.4. Найти спектральные характеристики трех функций 𝑓1(𝑡1, 𝑡2) = 𝑡11(𝑡2 − 𝑡1),
𝑓2(𝑡1, 𝑡2) = (𝑡2 − 𝑡1)1(𝑡2 − 𝑡1) и 𝑓3(𝑡1, 𝑡2) = (𝑇 − 𝑡2)1(𝑡2 − 𝑡1), относительно базисных систем
(1.5)– (1.9), заданных на отрезке T = [0, 𝑇 ].

� Начнем с функции k(𝑡1, 𝑡2) = 1(𝑡2 − 𝑡1) — функции (4.15) при 𝑘 = 2. Для произвольной
базисной системы ее спектральная характеристика K согласно формуле (4.51) записывается в
виде K .

= 𝑃−1, где 𝑃−1 — спектральная характеристика оператора интегрирования (см. пример
4.2, в нем она обозначена 𝐹 ), что означает K𝑖1𝑖2 = 𝑃−1

𝑖2𝑖1
, 𝑖1, 𝑖2 = 0, 1, 2, . . .

Далее рассмотрим функцию k𝜓(𝑡1, 𝑡2) = k10(𝑡1, 𝑡2) = 𝑡11(𝑡2 − 𝑡1), которая в общем виде за-
дается формулой (4.24) с условиями 𝑘 = 2, 𝜓1(𝑡) = 𝑡 и 𝜓2(𝑡) ≡ 1, т.е. справедливо соотношение
(4.26). Ее спектральная характеристика согласно формуле (4.56) представляется следующим
образом: K𝜓 = K10 .

= 𝑃−1𝐴, где 𝐴 — спектральная характеристика оператора умножения на
функцию 𝑎1(𝑡) = 𝑡. Приведенное равенство следует понимать так:

K𝜓
𝑖1𝑖2

= K10
𝑖1𝑖2

=
∞∑︁
𝑗=0

𝑃−1
𝑖2𝑗
𝐴𝑗𝑖1 , 𝑖1, 𝑖2 = 0, 1, 2, . . .

Для полиномов Лежандра (1.5) эквивалентная формула получается на основе соотношения
(4.31): K10

𝑖1𝑖2
= L𝑖2D−1M1(𝑖1, 1), где операции D−1, L𝑖2 и M1 задаются выражениями (4.17), (4.18)
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и (4.27) соответственно. Аналогично, для косинусоид (1.6) и тригонометрических функций
(1.9) согласно соотношениям (4.28) и (4.29) имеем

K10
𝑖1𝑖2

=

√︀
[1 + (𝑖1 > 0)][1 + (𝑖2 > 0)]

𝜋2
Q𝜋D−1A𝑖2D−1M1(𝛾𝑖1 , 1, 0, 𝑖1),

K10
𝑖1𝑖2

=

√︀
[1 + (𝑖1 > 0)][1 + (𝑖2 > 0)]

𝜋2
Q𝜋D−1Ã𝑖2D−1M1(𝛾𝑖1 , 1, 0, 2⌊(𝑖1 + 1)/2⌋),

где 𝛾𝑖1 = 2(𝑖1 > 0) и 𝛾𝑖1 = (𝑖1 > 0)(2− 𝑖1 (mod 2)), а операции D−1, A𝑖2 , Ã𝑖2 , Q𝜋 и M1 задаются
выражениями (4.20), (4.21) и (4.30).

Напомним (см. пример 1.11), что произведение 𝑃−1𝐴 — это двумерная спектральная ха-
рактеристика 𝐻 функции ℎ(𝑡, 𝜏) = 𝜏 1(𝑡− 𝜏) и относительно функций Уолша (1.7) и функций
Хаара (1.8) она найдена в примере 1.8: K10

𝑖1𝑖2
= [𝑃−1𝐴]𝑖2𝑖1 = 𝐻𝑖2𝑖1 , 𝑖1, 𝑖2 = 0, 1, 2, . . .

Перейдем к функции k𝜓(𝑡1, 𝑡2) = k01(𝑡1, 𝑡2) = 𝑡21(𝑡2 − 𝑡1). Она также описывается формулой
(4.24) при 𝑘 = 2, но с условиями 𝜓1(𝑡) ≡ 1 и 𝜓2(𝑡) = 𝑡, т.е. опять справедливо соотношение
(4.26). Ее спектральная характеристика задается формулой (4.56): K𝜓 = K01 .

= 𝐴𝑃−1, т.е.

K𝜓
𝑖1𝑖2

= K01
𝑖1𝑖2

=
∞∑︁
𝑗=0

𝐴𝑖2𝑗𝑃
−1
𝑗𝑖1
, 𝑖1, 𝑖2 = 0, 1, 2, . . .

Эквивалентную формулу при выборе полиномов Лежандра дает соотношение (4.31): K10
𝑖1𝑖2

=

= L𝑖2M1D−1(𝑖1, 1), а при выборе косинусоид и тригонометрических функций — соотношения
(4.28) и (4.29) соответственно:

K10
𝑖1𝑖2

=

√︀
[1 + (𝑖1 > 0)][1 + (𝑖2 > 0)]

𝜋2
Q𝜋D−1M1A𝑖2D−1(𝛾𝑖1 , 1, 0, 𝑖1),

K10
𝑖1𝑖2

=

√︀
[1 + (𝑖1 > 0)][1 + (𝑖2 > 0)]

𝜋2
Q𝜋D−1M1Ã𝑖2D−1(𝛾𝑖1 , 1, 0, 2⌊(𝑖1 + 1)/2⌋),

где величины 𝛾𝑖1 и 𝛾𝑖1 определены выше.
Кроме того, произведение 𝐴𝑃−1 — это двумерная спектральная характеристика 𝑀 функ-

ции 𝑚(𝑡, 𝜏) = 𝑡1(𝑡− 𝜏) (см. пример 1.11). Все необходимые соотношения для нее при выборе
функций Уолша и Хаара получены в примере 1.8: K01

𝑖1𝑖2
= [𝐴𝑃−1]𝑖2𝑖1 = 𝑀𝑖2𝑖1 , 𝑖1, 𝑖2 = 0, 1, 2, . . .

Теперь обратимся к заданным функциям и укажем их спектральные характеристики. Пер-
вая из них — функция 𝑓1(·) — совпадает с k10(·), т.е. ее спектральная характеристика 𝐹1 —

это спектральная характеристика K10. Вторая функция 𝑓2(·) — это разность k01(·) и k10(·),
таким образом, ее спектральная характеристика 𝐹2 представляется как разность спектраль-
ных характеристик K01 и K10. А третья функция 𝑓3(·) — это линейная комбинация функ-
ций k(·) и k01(·), поэтому ее спектральная характеристика 𝐹3 представляется в виде ли-
нейной комбинации спектральных характеристик K и K01 с такими же коэффициентами.
Следовательно, 𝐹1 = K10, 𝐹2 = K01 −K10, 𝐹3 = 𝑇K−K01, или 𝐹1

.
= 𝑃−1𝐴, 𝐹2

.
= 𝐴𝑃−1 − 𝑃−1𝐴,

𝐹3 = 𝑇𝑃−1 − 𝐴𝑃−1 = (𝑇𝐸 − 𝐴)𝑃−1.
Добавим, что, применяя соотношение 𝑃−2 = 𝐴𝑃−1 − 𝑃−1𝐴 для двумерной спектральной

характеристики функции 𝑙(𝑡, 𝜏) = (𝑡− 𝜏)1(𝑡− 𝜏), полученное в примере 1.12 (см. также фор-
мулы (1.91)), можно записать 𝐹2

.
= 𝑃−2 и использовать результаты указанного примера при

выборе полиномов Лежандра или косинусоид в качестве базисной системы для нахождения
спектральной характеристики функции 𝑓2(·). �
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4.3. Симметризованные функции и их спектральные характеристики

Далее при изложении основных результатов, связанных с представлением кратных стоха-
стических интегралов (см. разд. 5.2), требуется рассматривать симметризованные функции по
части переменных или по всем переменным. Для этого введем дополнительные обозначения.

Определим множество 𝐽 = {𝑗1, . . . , 𝑗𝑘}, где 𝑗1, . . . , 𝑗𝑘 ∈ {1, . . . , 𝑠}; 𝑘, 𝑠 — заданные натураль-
ные числа. Упорядоченный набор (𝑗1 . . . 𝑗𝑘) (кортеж, мультииндекс) будем обозначать 𝐽 и рас-
сматривать его как мультимножество — множество, которое может содержать одинаковые
элементы, #(𝑗, 𝐽) — кратность элемента 𝑗 в мультимножестве 𝐽 . Также будем использовать
обозначение | · | для количества разных элементов множеств или всех элементов мультимно-
жеств: |𝐽 | 6 𝑘, |𝐽 | = 𝑘 (|𝐽 | — размерность кортежа): |𝐽 | =

∑︀
𝑗∈𝐽 #(𝑗, 𝐽).

Разные элементы 𝑗1, . . . , 𝑗𝑘 будем обозначать 𝑗(1), . . . , 𝑗(|𝐽 |). Например, пусть 𝑘 = 4, 𝑠 = 5 и
𝐽 = (2521), тогда

𝐽 = {1, 2, 5}, |𝐽 | = 3, |𝐽 | = 4,#(1, 𝐽) = 1,#(2, 𝐽) = 2,#(5, 𝐽) = 1, 𝑗(1) = 1, 𝑗(2) = 2, 𝑗(3) = 5.

Введем отношение эквивалентности ∼ для переменных из множества T = {𝑡1, . . . , 𝑡𝑘}:

𝑡𝑙 ∼ 𝑡𝑚 ⇐⇒ 𝑗𝑙 = 𝑗𝑚, 𝑙,𝑚 = 1, . . . , 𝑘,

и обозначим через T/∼ множество всех классов эквивалентности T𝑗:

T =
⋃︁
𝑗∈𝐽

T𝑗, T𝑗𝑙 ∩T𝑗𝑚 = ∅ ∀ 𝑗𝑙, 𝑗𝑚 ∈ 𝐽 : 𝑗𝑙 ̸= 𝑗𝑚.

Далее будем использовать обозначение
∑︀

(T/∼), которое предполагает суммирование функ-
ций по всем перестановкам переменных в каждом классе эквивалентности T𝑗, 𝑗 ∈ 𝐽 .

Пусть 𝑓(·) ∈ 𝐿2(T
𝑘). Определим функцию 𝑓𝐽(·) с помощью симметризации:

𝑓𝐽(𝑡1, . . . , 𝑡𝑘) = ⟨𝑓(·)⟩𝐽 =
1

𝑀2
𝐽

∑︁
(T/∼)

𝑓(𝑡1, . . . , 𝑡𝑘), (4.57)

где величина 𝑀2
𝐽

равна числу слагаемых в правой части выражения (4.57):

𝑀2
𝐽 =

∏︁
𝑗∈𝐽

(#(𝑗, 𝐽))!, (4.58)

и отметим, что
min
𝐽
𝑀2

𝐽 = 1 и max
𝐽

𝑀2
𝐽 = 𝑘!. (4.59)

В начатом выше примере для множества T = {𝑡1, 𝑡2, 𝑡3, 𝑡4} классы эквивалентности опре-
деляются следующим образом: T1 = {𝑡4}, T2 = {𝑡1, 𝑡3}, T5 = {𝑡2}, и

𝑀2
𝐽 = 1!2!1! = 2, 𝑓𝐽(𝑡1, 𝑡2, 𝑡3, 𝑡4) =

𝑓(𝑡1, 𝑡2, 𝑡3, 𝑡4) + 𝑓(𝑡3, 𝑡2, 𝑡1, 𝑡4)

2
.

Для функции 𝑓𝐽(·) ∈ 𝐿2(T
𝑘) справедлива следующая оценка нормы:

‖𝑓𝐽(·)‖𝐿2(T𝑘) =

⃦⃦⃦⃦
1

𝑀2
𝐽

∑︁
(T/∼)

𝑓(·)
⃦⃦⃦⃦
𝐿2(T𝑘)

6
1

𝑀2
𝐽

∑︁
(T/∼)

‖𝑓(·)‖𝐿2(T𝑘) = ‖𝑓(·)‖𝐿2(T𝑘). (4.60)

Симметризованные функции (4.57) образуют линейное подпространство в 𝐿2(T
𝑘), которое

будем обозначать 𝐿𝑠(𝑗1...𝑗𝑘)2 (T𝑘), симметризующий оператор ⟨ · ⟩𝐽 : 𝐿2(T
𝑘)→ 𝐿

𝑠(𝑗1...𝑗𝑘)
2 (T𝑘) явля-

ется линейным ограниченным оператором, его норма равна единице, что следует из оценки
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(4.60). Если значения 𝑗1, . . . , 𝑗𝑘 попарно различны, т.е. |𝐽 | = 𝑘, то ⟨ · ⟩𝐽 — это тождественный
оператор.

Дополнительно рассмотрим частный случай функций 𝑓(·) ∈ 𝐿2(T
𝑘), для которых

supp 𝑓(·) ⊆ △T𝑘 = {(𝑡1, . . . , 𝑡𝑘) : 𝑡1 < . . . < 𝑡𝑘}, (4.61)

т.е. если (𝑡1, . . . , 𝑡𝑘) /∈ △T𝑘, то 𝑓(𝑡1, . . . , 𝑡𝑘) = 0. Таким свойством обладают функции (4.15) и
(4.24). Применяя симметризацию к функции 𝑓(·), получаем ортогональное разложение функ-
ции 𝑓𝐽(·), поскольку функции в правой части формулы (4.57) имеют непересекающиеся носите-
ли и их попарные скалярные произведения в пространстве 𝐿2(T

𝑘) равны нулю. Следовательно,

‖𝑓𝐽(·)‖2𝐿2(T𝑘) =
1

𝑀4
𝐽

∑︁
(T/∼)

‖𝑓(·)‖2𝐿2(T𝑘),

а так как нормы всех слагаемых одинаковы и их количество 𝑀2
𝐽
, приходим к равенству

‖𝑓(·)‖𝐿2(T𝑘) = 𝑀𝐽‖𝑓𝐽(·)‖𝐿2(T𝑘). (4.62)

Пример 4.5. Найти симметризованные функции для единичной ступенчатой функции
k(𝑡1, 𝑡2) = 1(𝑡2 − 𝑡1), функций k10(𝑡1, 𝑡2) = 𝑡11(𝑡2 − 𝑡1) и k01(𝑡1, 𝑡2) = 𝑡21(𝑡2 − 𝑡1) при 𝐽 = (𝑗1𝑗2),
где 𝑗1 = 𝑗2, (𝑡1, 𝑡2) ∈ T2.

� Поскольку 𝑗1 = 𝑗2, множество переменных T = {𝑡1, 𝑡2} совпадает с классом эквивалент-
ности и фактор-множество состоит из одного элемента:

T/∼ = {𝑡1, 𝑡2}⏟  ⏞  
T𝑗

, 𝑗 = 𝑗1 = 𝑗2, #(𝑗, 𝐽) = 2, 𝑀2
𝐽 = 2! = 2.

Для функции k(·) получаем

k𝐽(𝑡1, 𝑡2) = ⟨k(·)⟩𝐽 =
1(𝑡2 − 𝑡1) + 1(𝑡1 − 𝑡2)

2
=

{︃
1/2, 𝑡1 ̸= 𝑡2,

0, 𝑡1 = 𝑡2,

но она отличается от функции 𝑓(𝑡1, 𝑡2) ≡ 1/2 на диагонали квадрата T2, т.е. на множестве
нулевой меры в R2, и в пространстве 𝐿2(T

2) эти функции принадлежат одному классу экви-
валентности (см. замечание 1.7). Далее будем полагать, что

k𝐽(𝑡1, 𝑡2) ≡
1

2
.

Перейдем к функции k10(·) (см. также пример 2.2):

k10𝐽(𝑡1, 𝑡2) = ⟨k10(·)⟩𝐽 =
𝑡11(𝑡2 − 𝑡1) + 𝑡21(𝑡1 − 𝑡2)

2
=

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
𝑡1/2, 𝑡1 < 𝑡2,

0, 𝑡1 = 𝑡2,

𝑡2/2, 𝑡1 > 𝑡2,

т.е.
k10𝐽(𝑡1, 𝑡2) =

min{𝑡1, 𝑡2}
2

с учетом доопределения этой функции по непрерывности на диагонали квадрата T2.
Действуя по аналогии, для функции k01(·) находим

k01𝐽(𝑡1, 𝑡2) =
max{𝑡1, 𝑡2}

2
. �

В примере 4.5 приведены симметризованные функции для единичной ступенчатой функции
k(𝑡1, 𝑡2) = 1(𝑡2 − 𝑡1), функций k10(𝑡1, 𝑡2) = 𝑡11(𝑡2 − 𝑡1) и k01(𝑡1, 𝑡2) = 𝑡21(𝑡2 − 𝑡1). Этот результат
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востребован в дальнейшем, поэтому оформим его в виде табл. 4.1, включив в нее также неко-
торые линейные комбинации перечисленных функций.

Таблица 4.1. Типовые симметризованные функции двух переменных при 𝑗1 = 𝑗2

𝑓(𝑡1, 𝑡2) 𝑓𝐽(𝑡1, 𝑡2)

1(𝑡2 − 𝑡1)
1

2

𝑡11(𝑡2 − 𝑡1)
min{𝑡1, 𝑡2}

2

𝑡21(𝑡2 − 𝑡1)
max{𝑡1, 𝑡2}

2

(𝑇 − 𝑡1)1(𝑡2 − 𝑡1)
𝑇 −min{𝑡1, 𝑡2}

2
=

max{𝑇 − 𝑡1, 𝑇 − 𝑡2}
2

(𝑇 − 𝑡2)1(𝑡2 − 𝑡1)
𝑇 −max{𝑡1, 𝑡2}

2
=

min{𝑇 − 𝑡1, 𝑇 − 𝑡2}
2

(𝑡2 − 𝑡1)1(𝑡2 − 𝑡1)
max{𝑡1, 𝑡2} −min{𝑡1, 𝑡2}

2
=

max{𝑡1 − 𝑡2, 𝑡2 − 𝑡1}
2

= −min{𝑡1 − 𝑡2, 𝑡2 − 𝑡1}
2

Введем отношение эквивалентности ∼ для индексов из множества I = {𝑖1, . . . , 𝑖𝑘} и обозна-
чим через I/∼ множество всех классов эквивалентности I𝑗. Отличие от множеств T, T𝑗 и T/∼
состоит только в обозначениях.

Пусть {𝑞(𝑖, ·)}∞𝑖=0 — базисная система пространства 𝐿2(T), а 𝐹𝑖1...𝑖𝑘 — коэффициенты разло-
жения (4.4) этой функции в ряд по функциям базисной системы {𝑞(𝑖1, ·)⊗ . . .⊗ 𝑞(𝑖𝑘, ·)}∞𝑖1,...,𝑖𝑘=0

пространства 𝐿2(T
𝑘). Согласно теореме 4.1 функция 𝑓𝐽(·) представляется в виде ряда (4.3):

𝑓𝐽(·) =
∞∑︁

𝑖1,...,𝑖𝑘=0

𝐹𝑖1...𝑖𝑘 𝑞(𝑖1, ·)⊗ . . .⊗ 𝑞(𝑖𝑘, ·),

где коэффициенты разложения 𝐹𝑖1...𝑖𝑘 выражаются через коэффициенты разложения 𝐹𝑖1...𝑖𝑘 ,
заданные формулой (4.4):

𝐹𝑖1...𝑖𝑘 =
(︀
𝑞(𝑖1, ·)⊗ . . .⊗ 𝑞(𝑖𝑘, ·), 𝑓𝐽(·)

)︀
𝐿2(T𝑘)

=

(︂
𝑞(𝑖1, ·)⊗ . . .⊗ 𝑞(𝑖𝑘, ·),

1

𝑀2
𝐽

∑︁
(T/∼)

𝑓(·)
)︂
𝐿2(T𝑘)

=

=
1

𝑀2
𝐽

∑︁
(I/∼)

(︀
𝑞(𝑖1, ·)⊗ . . .⊗ 𝑞(𝑖𝑘, ·), 𝑓(·)

)︀
𝐿2(T𝑘)

=
1

𝑀2
𝐽

∑︁
(I/∼)

𝐹𝑖1...𝑖𝑘 , (4.63)

где зависимость 𝐹𝑖1...𝑖𝑘 от 𝐽 для упрощения обозначений не указана, а
∑︀

(I/∼), означает сумми-
рование коэффициентов разложения по всем перестановкам индексов в каждом классе экви-
валентности I𝑗, 𝑗 ∈ 𝐽 .

Коэффициенты разложения 𝐹𝑖1...𝑖𝑘 образуют спектральную характеристику функции 𝑓𝐽(·),
которую будем обозначать 𝐹𝐽 , при этом справедлива оценка нормы:

‖𝐹𝐽‖ℓ𝑘2 6 ‖𝐹‖ℓ𝑘2 , S
[︀
𝑓(·)

]︀
= 𝐹, S

[︀
𝑓𝐽(·)

]︀
= 𝐹𝐽 , (4.64)

она следует из оценки (4.60) и свойства (4.10) сохранения нормы.
Фактически, спектральная характеристика 𝐹𝐽 выражается как линейная комбинация

спектральной характеристики 𝐹 и спектральных характеристик, полученных из 𝐹 с помощью
операции транспонирования [218] в соответствии с перестановками индексов в каждом классе
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эквивалентности I𝑗, 𝑗 ∈ 𝐽 . Коэффициенты этой линейной комбинации одинаковы, они рав-
ны 1/𝑀2

𝐽
. Далее будем называть спектральную характеристику 𝐹𝐽 симметризованной спект-

ральной характеристикой. Здесь предполагается, что спектральные характеристики 𝐹 и 𝐹𝐽

определены относительно одной базисной системы.
Для иллюстрации обратимся к примеру 4.5, в котором было показано, что единич-

ной ступенчатой функции k(𝑡1, 𝑡2) = 1(𝑡2 − 𝑡1) соответствует симметризованная функция
k𝐽(𝑡1, 𝑡2) ≡ 1/2 при 𝐽 = (𝑗1𝑗2), где 𝑗1 = 𝑗2 (𝑀2

𝐽
= 2).

Элементы K𝑖1𝑖2 и K𝐽 𝑖1𝑖2
спектральных характеристик K и K𝐽 функций k(·) и k𝐽(·) соответ-

ственно, определенные относительно одной базисной системы, связаны выражением (4.63):

(K𝐽)𝑖1𝑖2 =
K𝑖1𝑖2 + K𝑖2𝑖1

2
,

а согласно свойству линейности (4.9), теореме 4.2 и примеру 4.1 имеем

K𝐽 =
1

2
· 1⊗2 =

1

2
· 1⊗ 1,

где 1 — спектральная характеристика функции 𝑓0(𝑡) ≡ 1 относительно базисной системы
{𝑞(𝑖, ·)}∞𝑖=0.

В терминах двумерных спектральных характеристик функций двух переменных, рассмот-
ренных в разд. 1.2, эти выражения соответствуют связи (1.87) спектральных характеристик
оператора интегрирования и сопряженного с ним.

З ам е ч а н и я 4.3.
1. Для определения симметризованной функции важны не конкретные значения 𝑗1, . . . , 𝑗𝑘,

а только их равенства или неравенства в разных комбинациях. Например, если 𝑘 = 3 и 𝑠 = 4,
то операторы ⟨ · ⟩𝐽 при 𝐽 = (112), 𝐽 = (441), 𝐽 = (223) одинаковы.

2. Если определить множества 𝑁𝑗 = {𝑛 : 𝑗𝑛 = 𝑗}, то T𝑗 = {𝑡𝑛 : 𝑛 ∈ 𝑁𝑗} и I𝑗 = {𝑖𝑛 : 𝑛 ∈ 𝑁𝑗},
𝑗 ∈ 𝐽 .

3. Каждому классу эквивалентности T𝑗 можно сопоставить симметрическую группу под-
становок 𝜋𝑗 = 𝑆#(𝑗,𝐽) [97], а каждому элементу 𝛼 ∈ 𝜋𝑗 — оператор Π𝑗

𝛼 : 𝐿2(T
𝑘)→ 𝐿2(T

𝑘), ко-
торый ставит в соответствие функции 𝑓(·) функцию, у которой другой порядок следования
аргументов за исключением случая, когда 𝛼 — единичный элемент группы, а Π𝑗

𝛼 — тожде-
ственный оператор.

Например, пусть 𝜋𝑗 = 𝑆3 для некоторого 𝑗 ∈ 𝐽 и 𝛼 ∈ 𝜋𝑗: 𝛼 =

(︂
1 2 3

2 1 3

)︂
, тогда Π𝑗

𝛼𝑓(·) =

= 𝑓𝛼(·), где 𝑓𝛼(𝑡1, 𝑡2, 𝑡3, . . . , 𝑡𝑘) = 𝑓(𝑡2, 𝑡1, 𝑡3, . . . , 𝑡𝑘) ∀ (𝑡1, . . . , 𝑡𝑘) ∈ T𝑘.
Таким образом, получаем более строгое определение симметризованной функции 𝑓𝐽(·) вме-

сто краткой формы (4.57):

𝑓𝐽(·) =
1

𝑀2
𝐽

∑︁
𝛼(1)∈𝜋(1)

. . .
∑︁

𝛼(|𝐽|)∈𝜋|𝐽|

Π
𝑗(1)
𝛼(1) ∘ . . . ∘ Π

𝑗(|𝐽|)
𝛼(|𝐽|)𝑓(·).

Аналогично можно ввести оператор транспонирования спектральных характеристик
𝒯 𝑗𝛼 : ℓ𝑘2 → ℓ𝑘2, сопоставленный каждому элементу 𝛼 ∈ 𝜋𝑗. Тогда

𝐹𝐽 =
1

𝑀2
𝐽

∑︁
𝛼(1)∈𝜋(1)

. . .
∑︁

𝛼(|𝐽|)∈𝜋|𝐽|

𝒯 𝑗(1)𝛼(1) ∘ . . . ∘ 𝒯
𝑗(|𝐽|)
𝛼(|𝐽|)𝐹.
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Продолжая пример, для симметризованной спектральной характеристики имеем 𝒯 𝑗𝛼𝐹 =

= 𝐹𝛼, где 𝐹𝛼
𝑖1𝑖2𝑖3...𝑖𝑘

= 𝐹𝑖2𝑖1𝑖3...𝑖𝑘 , 𝑖1, . . . , 𝑖𝑘 = 0, 1, 2, . . .

В разд. 4.1 представлены соотношения для вычисления элементов K𝑖1...𝑖𝑘 спектральных
характеристик функции k(·), заданной формулой (4.15), относительно полиномов Лежандра
(1.5), косинусоид (1.6) и тригонометрических функций (1.9). Далее покажем, каким образом
могут быть найдены элементы K𝑖1...𝑖𝑘 , если в качестве базисной системы {𝑞(𝑖, ·)}∞𝑖=0 применять
функции Уолша (1.7) или функции Хаара (1.8). Выберем число 𝐿 = 2𝑛, 𝑛 ∈ N, обозначим
ℎ = 𝑇/𝐿 и найдем величины

K̃𝑖1...𝑖𝑘 =

∫︁
T𝑘

Π̂(𝑖1, 𝑡1) . . . Π̂(𝑖𝑘, 𝑡𝑘)k(𝑡1, . . . , 𝑡𝑘)𝑑𝑡1 . . . 𝑑𝑡𝑘, 𝑖1, . . . , 𝑖𝑘 = 0, 1, . . . , 𝐿− 1,

где {Π̂(𝑖, ·)}𝐿−1
𝑖=0 — блочно-импульсные функции (1.15).

Если 𝑖1 < . . . < 𝑖𝑘, то K̃𝑖1...𝑖𝑘 =
√
ℎ𝑘, поскольку Q𝑖1...𝑖𝑘 — носитель функции Π̂(𝑖1, ·)⊗ . . . ⊗

⊗ Π̂(𝑖𝑘, ·): Q𝑖1...𝑖𝑘 = supp Π̂(𝑖1, ·)⊗ . . .⊗ Π̂(𝑖𝑘, ·), содержится в множестве {(𝑡1, . . . , 𝑡𝑘) :

k(𝑡1, . . . , 𝑡𝑘) = 1}, — это объем (𝑘 + 1)-мерного параллелепипеда Q𝑖1...𝑖𝑘 × [0, 1/
√
ℎ𝑘]. Если

не выполняется хотя бы одно из неравенств 𝑖1 6 𝑖2, 𝑖2 6 𝑖3, . . . , 𝑖𝑘−1 6 𝑖𝑘, то K̃𝑖1...𝑖𝑘 = 0,
поскольку Q𝑖1...𝑖𝑘 содержится в множестве {(𝑡1, . . . , 𝑡𝑘) : k(𝑡1, . . . , 𝑡𝑘) = 0}. Более интересный
случай соответствует выполнению хотя бы одного из равенств 𝑖1 = 𝑖2, 𝑖2 = 𝑖3, . . . , 𝑖𝑘−1 = 𝑖𝑘.
Опуская для краткости зависимость от 𝑖1, . . . , 𝑖𝑘, обозначим через 𝐼 множество {𝑖1, . . . , 𝑖𝑘}, а
через 𝐼 мультимножество (𝑖1 . . . 𝑖𝑘), т.е. множество, которое в отличие от 𝐼 может содержать
одинаковые элементы, #(𝑖, 𝐼) — кратность элемента 𝑖 в мультимножестве 𝐼. Тогда величина
K̃𝑖1...𝑖𝑘 , равная объему многогранной области, содержащейся в (𝑘 + 1)-мерном параллелепипеде
Q𝑖1...𝑖𝑘 × [0, 1/

√
ℎ𝑘], определяется соотношением

K̃𝑖1...𝑖𝑘 =
√
ℎ𝑘
(︂∏︁
𝑖∈𝐼

#(𝑖, 𝐼)!

)︂−1

. (4.65)

Действительно, пусть образующие мультимножество 𝐽 = (𝑗1 . . . 𝑗𝑘) значения совпадают:
𝑗1 = . . . = 𝑗𝑘. Тогда симметризованная функция ⟨k(·)⟩𝐽 для функции k(·) отличается от функ-
ции 𝑓(𝑡1, . . . , 𝑡𝑘) ≡ 1/𝑘! на множестве нулевой меры в R𝑘, т.е. в пространстве 𝐿2(T

𝑘) функции
⟨k(·)⟩𝐽 и 𝑓(·) не различаются (см. также пример 4.5). Тогда

∑︀
(T/∼) k(𝑡1, . . . , 𝑡𝑘) ≡ 1 и с учетом

формулы (4.63) ∑︁
(I/∼)

K̃𝑖1...𝑖𝑘 = 𝑘!
(︀
Π̂(𝑖1, ·)⊗ . . .⊗ Π̂(𝑖𝑘, ·), 𝑓(·)

)︀
𝐿2(T𝑘)

=
√
ℎ𝑘.

Индексы ненулевых слагаемых в левой части записанного равенства удовлетворяют усло-
вию 𝑖1 6 . . . 6 𝑖𝑘, а их количество совпадает с числом перестановок индексов, при которых не
меняется мультимножество 𝐼. Поэтому∑︁

(I/∼)

K̃𝑖1...𝑖𝑘 = K̃𝑖1...𝑖𝑘

∏︁
𝑖∈𝐼

#(𝑖, 𝐼)! =
√
ℎ𝑘,

что доказывает формулу (4.65).
Остается воспользоваться связью (1.17) между блочно-импульсными функциями и функ-

циями Уолша, тогда

K𝑖1...𝑖𝑘 =
(︀
𝑊̂ (𝑖1, ·)⊗ . . .⊗ 𝑊̂ (𝑖𝑘, ·),k(·)

)︀
𝐿2(T𝑘)

=

∫︁
T𝑘

𝑊̂ (𝑖1, 𝑡1) . . . 𝑊̂ (𝑖𝑘, 𝑡𝑘)k(𝑡1, . . . , 𝑡𝑘)𝑑𝑡1 . . . 𝑑𝑡𝑘 =
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=
𝐿−1∑︁

𝑗1,...,𝑗𝑘=0

∆
𝑊̂ Π̂

𝑖1𝑗1 . . . ∆
𝑊̂ Π̂

𝑖𝑘𝑗𝑘

∫︁
T𝑘

Π̂(𝑗1, 𝑡1) . . . Π̂(𝑗𝑘, 𝑡𝑘)k(𝑡1, . . . , 𝑡𝑘)𝑑𝑡1 . . . 𝑑𝑡𝑘.

Поэтому коэффициенты разложения K𝑖1...𝑖𝑘 функции k(·) по функциям Уолша имеют вид

K𝑖1...𝑖𝑘 =
𝐿−1∑︁

𝑗1,...,𝑗𝑘=0

∆
𝑊̂ Π̂

𝑖1𝑗1 . . . ∆
𝑊̂ Π̂

𝑖𝑘𝑗𝑘K̃𝑗1...𝑗𝑘 . (4.66)

Поступая аналогично, на основе соотношения (1.19), связывающего блочно-импульсные
функции и функции Хаара, находим коэффициенты разложения K𝑖1...𝑖𝑘 функции k(·) по функ-
циям Хаара:

K𝑖1...𝑖𝑘 =
𝐿−1∑︁

𝑗1,...,𝑗𝑘=0

∆
𝑋̂Π̂

𝑖1𝑗1 . . . ∆
𝑋̂Π̂

𝑖𝑘𝑗𝑘K̃𝑗1...𝑗𝑘 . (4.67)

Напомним, что элементы квадратных матриц ∆
𝑊̂ Π̂

и ∆
𝑋̂Π̂

размеров 𝐿× 𝐿, которые исполь-

зуются в формулах (4.66) и (4.67), задаются выражениями (1.16) и (1.18) соответственно.
Компактная форма записи соотношений (4.66) и (4.67) — аналог формул (4.13) — имеет вид

K = ∆
𝑊̂ Π̂

⊗𝑘 K̃ и K = ∆
𝑋̂Π̂

⊗𝑘 K̃.

4.4. Матричные и интегральные следы

Пусть 𝒮𝜀 : 𝐿2(T
𝑘)→ 𝐶(T𝑘), T = [𝑡0, 𝑇 ], — усредняющий оператор [253]:

𝒮𝜀𝑓(·) =
1

(2𝜀)𝑘

∫︁
𝐷𝜀(·)

𝑓(𝜏1, . . . , 𝜏𝑘)𝑑𝜏1 . . . 𝑑𝜏𝑘, 𝜀 > 0,

где 𝐷𝜀(𝑡1, . . . , 𝑡𝑘) = {(𝜏1, . . . , 𝜏𝑘) ∈ T𝑘 : max
𝑙=1,...,𝑘

|𝑡𝑙 − 𝜏𝑙| < 𝜀}, т.е. 𝒮𝜀 — линейный оператор, ставя-

щий в соответствие функции 𝑓(·) непрерывную функцию, значение которой в каждой точке
(𝑡1, . . . , 𝑡𝑘) определяется как среднее значение 𝑓(·) на гиперкубе 𝐷𝜀(𝑡1, . . . , 𝑡𝑘) ⊂ R𝑘 с центром
в этой точке и стороной 2𝜀, если доопределить функцию 𝑓(·) вне гиперкуба T𝑘 нулем.

Тогда 𝑓(𝑡1, . . . , 𝑡𝑘) = 𝑓(𝑡1, . . . , 𝑡𝑘) при почти всех (𝑡1, . . . , 𝑡𝑘) ∈ T𝑘, где

𝑓(·) = lim
𝜀→0
𝒮𝜀𝑓(·), (4.68)

причем 𝒮𝜀𝑓(·) можно рассматривать как непрерывную функцию параметра 𝜀 ∈ [0,+∞).
Далее введем новые обозначения. Пусть T

⟨𝜈𝑗⟩
𝑗 — это множество всех подмножеств T𝑗,

представленных 𝜈𝑗 неупорядоченными парами переменных из T𝑗 (переменные в паре не сов-
падают), 𝜈𝑗 ∈ {0, . . . , ⌊#(𝑗, 𝐽)/2⌋}, 𝑗 ∈ 𝐽 , где 𝐽 = {𝑗1, . . . , 𝑗𝑘} = {𝑗(1), . . . , 𝑗(|𝐽 |)}, 𝐽 = (𝑗1 . . . 𝑗𝑘), и
(T/∼)⟨𝜈(1),...,𝜈(|𝐽|)⟩ = T

⟨𝜈(1)⟩
𝑗(1)
× . . .×T

⟨𝜈(|𝐽|)⟩
𝑗(|𝐽|)

.
Каждый элемент 𝜛 множества (T/∼)⟨𝜈(1),...,𝜈(|𝐽|)⟩ ̸= ∅ — это набор пар переменных из мно-

жества T, а 𝜛̄ — множество переменных, образующих эти пары:

𝜛 =
(︀
(𝑡𝑙1 , 𝑡𝑚1), . . . , (𝑡𝑙𝛾 , 𝑡𝑚𝛾 )

)︀
, 𝜛̄ = {𝑡𝑙1 , 𝑡𝑚1 , . . . , 𝑡𝑙𝛾 , 𝑡𝑚𝛾},

𝑙1,𝑚1, . . . , 𝑙𝛾,𝑚𝛾 ∈ {1, . . . , 𝑘}, 𝛾 = 𝜈(1) + . . .+ 𝜈(|𝐽 |),
(4.69)

где количество элементов 𝑟⟨𝜈(1),...,𝜈(|𝐽|)⟩ = |(T/∼)⟨𝜈(1),...,𝜈(|𝐽|)⟩| этого множества зависит от
𝜈(1), . . . , 𝜈(|𝐽 |) и выражается следующим образом:

𝑟⟨𝜈(1),...,𝜈(|𝐽|)⟩ =
∏︁
𝑗∈𝐽

ℎ
(𝑖)
𝑖−2𝜈(𝑗)

⃒⃒⃒
𝑖=#(𝑗,𝐽)

, ℎ
(𝑖)
𝑖−2𝜈 =

𝑖!

𝜈!(𝑖− 2𝜈)!2𝜈
, (4.70)
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так как для количества элементов множества T
⟨𝜈𝑗⟩
𝑗 можно записать

|T⟨𝜈𝑗⟩
𝑗 | =

1

𝜈𝑗!

𝑖!

2!(𝑖− 2)!

(𝑖− 2)!

2!(𝑖− 4)!
. . .

(𝑖− 2(𝜈𝑗 − 1))!

2!(𝑖− 2𝜈𝑗)!

⃒⃒⃒
𝑖=#(𝑗,𝐽)

=
𝑖!

𝜈𝑗!(𝑖− 2𝜈𝑗)!2𝜈𝑗
= ℎ

(𝑖)
𝑖−2𝜈𝑗

⃒⃒⃒
𝑖=#(𝑗,𝐽)

.

Будем обозначать через T∖𝜛̄ множество переменных из T, которые не попали ни в одну
пару из набора𝜛. Аналогичным образом определим множества I

⟨𝜈𝑗⟩
𝑗 , (I/∼)⟨𝜈(1),...,𝜈(|𝐽|)⟩ и I∖𝜚. Они

отличаются от множеств T
⟨𝜈𝑗⟩
𝑗 , (T/∼)⟨𝜈(1),...,𝜈(|𝐽|)⟩ и T∖𝜛̄ только тем, что образованы наборами

𝜚 пар индексов из I𝑗 (индексы в паре не совпадают), 𝑗 ∈ 𝐽 , т.е. обозначениями:

𝜚 =
(︀
(𝑖𝑙1 , 𝑖𝑚1), . . . , (𝑖𝑙𝛾 , 𝑖𝑚𝛾 )

)︀
, 𝜚 = {𝑖𝑙1 , 𝑖𝑚1 , . . . , 𝑖𝑙𝛾 , 𝑖𝑚𝛾},

𝑙1,𝑚1, . . . , 𝑙𝛾,𝑚𝛾 ∈ {1, . . . , 𝑘}, 𝛾 = 𝜈(1) + . . .+ 𝜈(|𝐽 |),
(4.71)

Пример 4.6. Найти множества (T/∼)⟨𝜈(1),...,𝜈(|𝐽|)⟩ при условии

а) 𝑘 = 2, 𝐽 = (31); б) 𝑘 = 3, 𝐽 = (111); в) 𝑘 = 4, 𝐽 = (1122).

�Начнем со случая 𝑘 = 2. Здесь 𝑗1 = 3, 𝑗2 = 1 и 𝐽 = {1, 3}, |𝐽 | = 2, а множество переменных
T = {𝑡1, 𝑡2} разбивается на классы эквивалентности:

T/∼ = {{𝑡1}⏟ ⏞ 
T1

, {𝑡2}⏟ ⏞ 
T2

}, 𝑗(1) = 1, 𝑗(2) = 3, #(1, 𝐽) = #(3, 𝐽) = 1, ⌊#(1, 𝐽)/2⌋ = ⌊#(3, 𝐽)/2⌋ = 0,

поэтому 𝜈(1) = 𝜈(2) = 0 и (T/∼)⟨0,0⟩ = ∅.
Далее случай 𝑘 = 3. Так как 𝑗1 = 𝑗2 = 𝑗3 = 1 и 𝐽 = {1}, |𝐽 | = 1, множество переменных

T = {𝑡1, 𝑡2, 𝑡3} совпадает с классом эквивалентности и фактор-множество состоит из одного
элемента:

T/∼ = {𝑡1, 𝑡2, 𝑡3}⏟  ⏞  
T1

, 𝑗(1) = 1, #(1, 𝐽) = 3, ⌊#(1, 𝐽)/2⌋ = 1,

следовательно, 𝜈1 = 𝜈(1) = 0, 1 и

𝜈(1) = 0 : (T/∼)⟨0⟩ = ∅; 𝜈(1) = 1 : (T/∼)⟨1⟩ = {(𝑡1, 𝑡2)⏟  ⏞  
𝜛1

, (𝑡1, 𝑡3)⏟  ⏞  
𝜛2

, (𝑡2, 𝑡3)⏟  ⏞  
𝜛3

},

а также
𝑟⟨1⟩ = ℎ

(𝑖)
𝑖−2

⃒⃒⃒
𝑖=#(1,𝐽)

=
3!

1!(3− 2)!2
= 3.

Наконец, рассмотрим случай 𝑘 = 4. Так как 𝑗1 = 𝑗2 = 1, 𝑗3 = 𝑗4 = 2 и 𝐽 = {1, 2}, |𝐽 | = 2,
фактор-множество для множества переменных T = {𝑡1, 𝑡2, 𝑡3, 𝑡4} имеет вид

T/∼ = {{𝑡1, 𝑡2}⏟  ⏞  
T1

, {𝑡3, 𝑡4}⏟  ⏞  
T2

}, 𝑗(1) = 1, 𝑗(2) = 2,

#(1, 𝐽) = #(2, 𝐽) = 2, ⌊#(1, 𝐽)/2⌋ = ⌊#(2, 𝐽)/2⌋ = 1.

В результате находим 𝜈1 = 𝜈(1) = 0, 1, 𝜈2 = 𝜈(2) = 0, 1 и

𝜈(1) = 0, 𝜈(2) = 0 : (T/∼)⟨0,0⟩ = ∅, 𝜈(1) = 1, 𝜈(1) = 0 : (T/∼)⟨1,0⟩ = {(𝑡1, 𝑡2)⏟  ⏞  
𝜛

},

𝜈(1) = 0, 𝜈(1) = 1 : (T/∼)⟨0,1⟩ = {(𝑡3, 𝑡4)⏟  ⏞  
𝜛

}, 𝜈(1) = 1, 𝜈(1) = 1 : (T/∼)⟨1,1⟩ = {((𝑡1, 𝑡2), (𝑡3, 𝑡4))⏟  ⏞  
𝜛

},

а также

𝑟⟨1,0⟩ = ℎ
(𝑖)
𝑖−2

⃒⃒⃒
𝑖=#(1,𝐽)

ℎ
(𝑖)
𝑖

⃒⃒⃒
𝑖=#(2,𝐽)

=
2!

1!(2− 2)!21

2!

0!(2− 0)!20
= 1,
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𝑟⟨0,1⟩ = ℎ
(𝑖)
𝑖

⃒⃒⃒
𝑖=#(1,𝐽)

ℎ
(𝑖)
𝑖−2

⃒⃒⃒
𝑖=#(2,𝐽)

=
2!

0!(2− 0)!20

2!

1!(2− 2)!21
= 1,

𝑟⟨1,1⟩ = ℎ
(𝑖)
𝑖−2

⃒⃒⃒
𝑖=#(1,𝐽)

ℎ
(𝑖)
𝑖−2

⃒⃒⃒
𝑖=#(2,𝐽)

=
2!

1!(2− 2)!21

2!

1!(2− 2)!21
= 1.

В заключительной части напомним, что множество (I/∼)⟨𝜈(1),...,𝜈(|𝐽|)⟩ отличается от множе-
ства (T/∼)⟨𝜈(1),...,𝜈(|𝐽|)⟩ только тем, что оно образовано наборами 𝜚 пар индексов из I𝑗, 𝑗 ∈ 𝐽 , т.е.
обозначениями. Например, при 𝑘 = 3 имеем

I = {𝑖1, 𝑖2, 𝑖3}, I/∼ = {𝑖1, 𝑖2, 𝑖3}⏟  ⏞  
I1

,

𝜈(1) = 0 : (I/∼)⟨0⟩ = ∅, 𝜈(1) = 1 : (I/∼)⟨1⟩ = {(𝑖1, 𝑖2)⏟  ⏞  
𝜚1

, (𝑖1, 𝑖3)⏟  ⏞  
𝜚2

, (𝑖2, 𝑖3)⏟  ⏞  
𝜚3

}. �

Введем еще одно обозначение 𝒮𝜀𝜛̄, которое предполагает, что усредняющий оператор при-
меняется к 𝑓(·) как функции |𝜛̄| переменных из множества 𝜛̄ при фиксированных значениях
переменных T∖𝜛̄. Кроме того, пусть

𝑡′ = [ 𝑡𝑙1 . . . 𝑡𝑙𝛾 ]T, 𝑡′′ = [ 𝑡𝑚1 . . . 𝑡𝑚𝛾 ]T, 𝑖′ = [ 𝑖𝑙1 . . . 𝑖𝑙𝛾 ]T, 𝑖′′ = [ 𝑖𝑚1 . . . 𝑖𝑚𝛾 ]T. (4.72)

Далее определим линейный оператор tr𝜛 : 𝐿2(T
𝑘)→ 𝐿2(T

𝑘−2𝛾):

tr𝜛 𝑓(·) = lim
𝜀→0

∫︁
T𝛾

𝒮𝜀𝜛̄𝑓(𝑡1, . . . , 𝑡𝑘)
⃒⃒⃒
𝑡′=𝑡′′

𝑑𝑡′, (4.73)

где интеграл по множеству нулевой меры в T𝑘 понимается однозначно из-за применения усред-
няющего оператора 𝒮𝜀𝜛̄, формально полагая 𝐿2(T

0) = R.
Отметим, что в контексте этой работы достаточно усреднения функции в окрестности

множества, которое задается равенством 𝑡′ = 𝑡′′, поэтому допустимо эквивалентное опреде-
ление [24]:

tr𝜛 𝑓(·) = lim
𝜀→0

1

𝑉𝛾 𝜀𝛾

∫︁
(𝑡′,𝑡′′)∈T2𝛾

|𝑡′−𝑡′′|<𝜀

𝑓(𝑡1, . . . , 𝑡𝑘)𝑑𝑡
′𝑑𝑡′′, (4.74)

где 𝑉𝛾 — объем единичного шара в R𝛾.
Будем называть tr𝜛 𝑓(·) интегральным следом, для функций двух переменных он опре-

делен в разд. 1.9. При условии 𝑛 = 𝑘 − 2𝛾 > 0 интегральный след tr𝜛 𝑓(·) — это функция 𝑛

переменных из множества T за исключением тех, которые являются координатами векторов 𝑡′

и 𝑡′′, т.е. переменных из множества T∖𝜛̄. Отметим, что оператор (функционал при 𝑘 − 2𝛾 = 0)
tr𝜛 определен не для всех функций 𝑓(·) ∈ 𝐿2(T

𝑘) (см. п. 2 замечаний 1.14).
Введем линейное подпространство 𝐿

tr(𝑗1...𝑗𝑘)
2 (T𝑘) ⊆ 𝐿2(T

𝑘), образованное функциями 𝑓(·),
коэффициенты разложения 𝐹𝑖1...𝑖𝑘 которых вне зависимости от выбора базисной системы
{𝑞(𝑖, ·)}∞𝑖=0 при всех допустимых значениях 𝜈(1), . . . , 𝜈(|𝐽 |) удовлетворяют условию∑︁

I∖𝜚

(︂ ∞∑︁
𝑖𝑙1 ,...,𝑖𝑙𝛾=0

𝐹𝑖1...𝑖𝑘

⃒⃒⃒
𝑖′=𝑖′′

)︂2

<∞
∀ 𝜚 ∈ (I/∼)⟨𝜈(1),...,𝜈(|𝐽|)⟩,

𝜈𝑗 = 0, . . . , ⌊#(𝑗, 𝐽)/2⌋ ∀ 𝑗 ∈ 𝐽,
(4.75)

где числовой ряд в круглых скобках назовем сверткой коэффициентов разложения.
При фиксированных значениях 𝜈(1), . . . , 𝜈(|𝐽 |) число индексов в множестве I∖𝜚 равно 𝑛. Если

𝑛 > 0, то с их помощью нумеруются коэффициенты разложения функции из пространства
𝐿2(T

𝑛), а именно интегрального следа tr𝜛 𝑓(·), а если 𝑛 = 0, то в результате такой свертки
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коэффициентов разложения получается константа tr𝜛 𝑓(·). Например, 𝑞(𝑖1, ·)⊗ . . .⊗ 𝑞(𝑖𝑘, ·) ∈
∈ 𝐿tr(𝑗1...𝑗𝑘)

2 (T𝑘), 𝑖1, . . . , 𝑖𝑘 = 0, 1, 2, . . .

Если в формуле (4.75) свертку коэффициентов разложения понимать не как кратный, а как
повторный ряд, предполагая, что он не зависит от порядка суммирования, то соответствующее
линейное подпространство будем обозначать 𝐿𝑖 tr(𝑗1...𝑗𝑘)2 (T𝑘) ⊆ 𝐿2(T

𝑘).

Пример 4.7. Показать, что числовые ряды
∞∑︁
𝑗=0

K𝑖1...𝑖𝑘

⃒⃒⃒
𝑖𝑙=𝑖𝑙+1=𝑗

, 𝑙 = 1, . . . , 𝑘 − 1,

где K𝑖1...𝑖𝑘 — коэффициенты разложения (4.16) функции k(·), 𝑖1, . . . , 𝑖𝑘 = 0, 1, 2, . . . , заданной
формулой (4.15), определяют коэффициенты разложения функции

1

2
(𝑡𝑙+2 − 𝑡𝑙−1)k(𝑡1, . . . , 𝑡𝑙−1, 𝑡𝑙+2, . . . , 𝑡𝑘), 𝑡𝑘+1 = 𝑇, (4.76)

при условии, что базисные системы для представления функций с числом аргументов 𝑘 и
𝑘 − 2 формируются как всевозможные произведения функций базисной системы {𝑞(𝑖, ·)}∞𝑖=0

пространства 𝐿2(T).

� Для решения применим теорему 1.12. Действительно, пусть 𝑙 = 𝑘 − 1. Тогда

𝑆
(𝑘−1,𝑘)
𝑖1...𝑖𝑘−2

=
∞∑︁
𝑗=0

K𝑖1...𝑖𝑘

⃒⃒⃒
𝑖𝑘−1=𝑖𝑘=𝑗

=
∞∑︁
𝑗=0

∫︁
T

𝑞(𝑗, 𝑡𝑘)

∫︁ 𝑡𝑘

𝑡0

𝑞(𝑗, 𝑡𝑘−1)

∫︁ 𝑡𝑘−1

𝑡0

𝜆(𝑡𝑘−2)𝑑𝑡𝑘−2𝑑𝑡𝑘−1𝑑𝑡𝑘,

где

𝜆𝑖1...𝑖𝑘−2
(𝑡𝑘−2) = 𝑞(𝑖𝑘−2, 𝑡𝑘−2)

∫︁ 𝑡𝑘−2

𝑡0

. . .

∫︁ 𝑡2

𝑡0

𝑞(𝑖1, 𝑡1)𝑑𝑡1 . . . 𝑑𝑡𝑘−3.

Применяя теорему 1.12 и результаты примера 1.17 при 𝜃 = 𝑇 (см. также п. 3 замечаний
1.15), получаем коэффициенты разложения функции (4.76):

𝑆
(𝑘−1,𝑘)
𝑖1...𝑖𝑘−2

=
1

2

∫︁
T

(𝑇 − 𝑡𝑘−2)𝑞(𝑖𝑘−2, 𝑡𝑘−2)

∫︁ 𝑡𝑘−2

𝑡0

. . .

∫︁ 𝑡2

𝑡0

𝑞(𝑖1, 𝑡1)𝑑𝑡1 . . . 𝑑𝑡𝑘−3𝑑𝑡𝑘−2.

При 𝑘 > 3 и 𝑙 ∈ {2, . . . , 𝑘 − 2} совершенно аналогично находим (для этого в примере 1.17
достаточно положить 𝜃 = 𝑡𝑙+2)

∞∑︁
𝑗=0

∫︁ 𝑡𝑙+2

𝑡0

𝑞(𝑗, 𝑡𝑙+1)

∫︁ 𝑡𝑙+1

𝑡0

𝑞(𝑗, 𝑡𝑙)

∫︁ 𝑡𝑙

𝑡0

𝜆(𝑡𝑙−1)𝑑𝑡𝑙−1𝑑𝑡𝑙𝑑𝑡𝑙+1 =
1

2

∫︁ 𝑡𝑙+2

𝑡0

(𝑡𝑙+2 − 𝑡𝑙−1)𝜆(𝑡𝑙−1)𝑑𝑡𝑙−1, (4.77)

где

𝜆𝑖1...𝑖𝑙−1
(𝑡𝑙−1) = 𝑞(𝑖𝑙−1, 𝑡𝑙−1)

∫︁ 𝑡𝑙−1

𝑡0

. . .

∫︁ 𝑡2

𝑡0

𝑞(𝑖1, 𝑡1)𝑑𝑡1 . . . 𝑑𝑡𝑙−2.

Ряд в левой части равенства (4.77) сходится абсолютно при почти всех 𝑡𝑙+2 ∈ T, более
того, любые частичные суммы этого ряда, а также правая часть этого равенства — элементы
пространства 𝐿2(T). Поэтому, умножая левую и правую части равенства (4.77) на функцию

1(𝑡𝑘+1 − 𝑡𝑘)𝑞(𝑖𝑘, 𝑡𝑘) . . . 1(𝑡𝑙+3 − 𝑡𝑙+2)𝑞(𝑖𝑙+2, 𝑡𝑙+2)

и интегрируя по множеству T𝑘−𝑙−1, находим коэффициенты разложения функции (4.76):

𝑆
(𝑙,𝑙+1)
𝑖1...𝑖𝑙−1𝑖𝑙+2...𝑖𝑘

=
∞∑︁
𝑗=0

K𝑖1...𝑖𝑘

⃒⃒⃒
𝑖𝑙=𝑖𝑙+1=𝑗

=
1

2

∫︁
T

𝑞(𝑖𝑘, 𝑡𝑘) . . .

∫︁ 𝑡𝑙+2

𝑡0

(𝑡𝑙+2 − 𝑡𝑙−1)×

× 𝑞(𝑖𝑙−1, 𝑡𝑙−1)

∫︁ 𝑡𝑙−1

𝑡0

. . .

∫︁ 𝑡2

𝑡0

𝑞(𝑖1, 𝑡1)𝑑𝑡1 . . . 𝑑𝑡𝑙−1𝑑𝑡𝑙+2 . . . 𝑑𝑡𝑘.
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Последний шаг соответствует условию 𝑘 > 2 и 𝑙 = 1 и отличие состоит в том, что не тре-
буется вводить функцию 𝜆(·). Достаточно применить формулу (1.113), обозначая 𝜃 = 𝑡3 ∈ T:

∞∑︁
𝑗=0

∫︁ 𝑡3

𝑡0

𝑞(𝑗, 𝑡2)

∫︁ 𝑡2

𝑡0

𝑞(𝑗, 𝑡1)𝑑𝑡1𝑑𝑡2 =
1

2

∫︁ 𝑡3

𝑡0

𝑑𝑡 =
1

2
(𝑡3 − 𝑡0).

Умножая левую и правую части последнего равенства на функцию

1(𝑡𝑘+1 − 𝑡𝑘)𝑞(𝑖𝑘, 𝑡𝑘) . . . 1(𝑡4 − 𝑡3)𝑞(𝑖3, 𝑡3)

и интегрируя по множеству T𝑘−2, получаем коэффициенты разложения функции (4.76):

𝑆
(1,2)
𝑖3...𝑖𝑘

=
∞∑︁
𝑗=0

K𝑖1...𝑖𝑘

⃒⃒⃒
𝑖1=𝑖2=𝑗

=
1

2

∫︁
T

𝑞(𝑖𝑘, 𝑡𝑘) . . .

∫︁ 𝑡4

𝑡0

𝑞(𝑖3, 𝑡3)(𝑡3 − 𝑡0)𝑑𝑡3 . . . 𝑑𝑡𝑘. �

Пример 4.8. Показать, что 𝑓(·) ∈ 𝐿tr(𝑗1...𝑗𝑘)
2 (T𝑘) для любых 𝑗1, . . . , 𝑗𝑘 = 1, 2, . . . , 𝑠, если

𝑓(·) = 𝑓1(·)⊗ . . .⊗ 𝑓𝑘(·), 𝑓1(·), . . . , 𝑓𝑘(·) ∈ 𝐿2(T).

� При 𝑘 = 2 требуемый результат доказан в примере 1.15, поэтому здесь ограничимся
случаем 𝑘 > 2.

Если значения 𝑗1, . . . , 𝑗𝑘 попарно различны, то пространства 𝐿tr(𝑗1...𝑗𝑘)
2 (T𝑘) и 𝐿2(T

𝑘) совпа-
дают и, очевидно, что 𝑓(·) ∈ 𝐿2(T

𝑘). Поэтому далее будем предполагать, что среди значений
𝑗1, . . . , 𝑗𝑘 есть равные.

Множеству 𝐽 = {𝑗1, . . . , 𝑗𝑘} соответствуют множества (T/∼)⟨𝜈(1),...,𝜈(|𝐽|)⟩ и (I/∼)⟨𝜈(1),...,𝜈(|𝐽|)⟩,
которые определяются мультимножеством 𝐽 = (𝑗1 . . . 𝑗𝑘). Выберем произвольный элемент
𝜛 ∈ (T/∼)⟨𝜈(1),...,𝜈(|𝐽|)⟩ и соответствующий ему элемент 𝜚 ∈ (I/∼)⟨𝜈(1),...,𝜈(|𝐽|)⟩.

Далее пусть {𝑞(𝑖, ·)}∞𝑖=0 — базисная система пространства 𝐿2(T), 𝐹 — спектральная харак-
теристика функции 𝑓(·) (см. разд. 4.1), а 𝐹1, . . . , 𝐹𝑘 — спектральные характеристики функций
𝑓1(·), . . . , 𝑓𝑘(·) соответственно (см. разд. 1.1). Все спектральные характеристики определены
относительно базисной системы {𝑞(𝑖, ·)}∞𝑖=0. Согласно теореме 4.2 справедлива формула (4.6),
которую запишем для элементов этих спектральных характеристик:

𝐹𝑖1...𝑖𝑘 = (𝐹1)𝑖1 . . . (𝐹𝑘)𝑖𝑘 , 𝑖1, . . . , 𝑖𝑘 = 0, 1, 2, . . .

Тогда при 𝑛 = 𝑘 − 2𝛾 > 0 имеем (см. обозначения в формулах (4.69) и (4.71))
∞∑︁

𝑖𝑙1 ,...,𝑖𝑙𝛾=0

𝐹𝑖1...𝑖𝑘

⃒⃒⃒
𝑖′=𝑖′′

=
∏︁

𝜈 : 𝑖𝜈∈I∖𝜚

(𝐹𝜈)𝑖𝜈

𝛾∏︁
𝜈=1

∞∑︁
𝑖=0

(𝐹𝑙𝜈 )𝑖 (𝐹𝑚𝜈 )𝑖 =
∏︁

𝜈 : 𝑖𝜈∈I∖𝜚

(𝐹𝜈)𝑖𝜈

𝛾∏︁
𝜈=1

(𝐹𝑙𝜈 , 𝐹𝑚𝜈 )ℓ2

и первое произведение в правой части приведенного равенства определяет коэффициенты раз-
ложения функции, которая получается как первое произведение в правой части следующего
равенства:

tr𝜛 𝑓(·) =
∏︁

𝜈 : 𝑡𝜈∈T∖𝜛̄

𝑓𝜈(·)
𝛾∏︁
𝜈=1

∫︁
T

𝑓𝑙𝜈 (𝑡)𝑓𝑚𝜈 (𝑡)𝑑𝑡 =
∏︁

𝜈 : 𝑡𝜈∈T∖𝜛̄

𝑓𝜈(·)
𝛾∏︁
𝜈=1

(︀
𝑓𝑙𝜈 (·), 𝑓𝑚𝜈 (·)

)︀
𝐿2(T)

,

при этом по свойству (1.26) сохранения скалярного произведения имеем(︀
𝑓𝑙(·), 𝑓𝑚(·)

)︀
𝐿2(T)

= (𝐹𝑙, 𝐹𝑚)ℓ2 ∀ 𝑙,𝑚 ∈ {1, . . . , 𝑘}.

Таким образом, свертка коэффициентов разложения 𝐹𝑖1...𝑖𝑘 при выбранном 𝜚 задает коэф-
фициенты разложения интегрального следа tr𝜛 𝑓(·). Если 𝑛 = 0, то в результате такой свертки
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коэффициентов разложения получается равенство
∞∑︁

𝑖𝑙1 ,...,𝑖𝑙𝛾=0

𝐹𝑖1...𝑖𝑘

⃒⃒⃒
𝑖′=𝑖′′

=

𝑘/2∏︁
𝜈=1

(𝐹𝑙𝜈 , 𝐹𝑚𝜈 )ℓ2 =

𝑘/2∏︁
𝜈=1

(︀
𝑓𝑙𝜈 (·), 𝑓𝑚𝜈 (·)

)︀
𝐿2(T)

= tr𝜛 𝑓(·).

Пара элементов 𝜛 и 𝜚 выбрана произвольно, поэтому 𝑓(·) ∈ 𝐿tr(𝑗1...𝑗𝑘)
2 (T𝑘). �

Для симметризованных функций (см. разд. 4.3) условие (4.75) записывается несколько
проще. Пусть функции 𝑓(·) соответствует симметризованная функция 𝑓𝐽(·) и 𝐹𝑖1...𝑖𝑘 — коэф-
фициенты разложения этой симметризованной функции (см. формулы (4.57) и (4.63)). То-
гда для коэффициентов разложения 𝐹𝑖1...𝑖𝑘 должно выполняться условие, аналогичное (4.75),
вне зависимости от выбора базисной системы {𝑞(𝑖, ·)}∞𝑖=0, но только для одного элемента
𝜚 ∈ (I/∼)⟨𝜈(1),...,𝜈(|𝐽|)⟩, который можно выбрать произвольно:∑︁

I∖𝜚

(︂ ∞∑︁
𝑖𝑙1 ,...,𝑖𝑙𝛾=0

𝐹𝑖1...𝑖𝑘

⃒⃒⃒
𝑖′=𝑖′′

)︂2

<∞,
𝜚 ∈ (I/∼)⟨𝜈(1),...,𝜈(|𝐽|)⟩,

𝜈𝑗 = 0, . . . , ⌊#(𝑗, 𝐽)/2⌋ ∀ 𝑗 ∈ 𝐽.
(4.78)

Соответствующий интегральный след tr𝜛 𝑓(·) обозначим 𝑓⟨𝜈(1),...,𝜈(|𝐽|)⟩(·), где величина 𝛾 за-
висит от значений 𝜈(1), . . . , 𝜈(|𝐽 |) и определяется в формулах (4.69) и (4.71) наряду с элементами
𝜛 и 𝜚. Кроме того, будем обозначать множество симметризованных функций из пространства
𝐿
tr(𝑗1...𝑗𝑘)
2 (T𝑘) через 𝐿𝑠 tr(𝑗1...𝑗𝑘)2 (T𝑘) ⊂ 𝐿2(T

𝑘).
Обобщим результат примера 4.7, оформив его в виде следующей теоремы.

Теорема 4.6. Пусть функция k𝜓(·) ∈ 𝐿2(T
𝑘) определяется формулой (4.24). Тогда

k𝜓(·) ∈ 𝐿𝑖 tr(𝑗1...𝑗𝑘)2 (T𝑘) для любых 𝑗1, . . . , 𝑗𝑘 = 1, 2, . . . , 𝑠.

Доказательство. При 𝑘 = 2 достаточно теоремы 1.12, поэтому перейдем к случаю 𝑘 > 2.
Если значения 𝑗1, . . . , 𝑗𝑘 попарно различны, то пространства 𝐿𝑖 tr(𝑗1...𝑗𝑘)2 (T𝑘) и 𝐿2(T

𝑘) совпада-
ют, и далее будем полагать, что среди значений 𝑗1, . . . , 𝑗𝑘 есть равные.

Множеству 𝐽 = {𝑗1, . . . , 𝑗𝑘} соответствуют множества (T/∼)⟨𝜈(1),...,𝜈(|𝐽|)⟩ и (I/∼)⟨𝜈(1),...,𝜈(|𝐽|)⟩,
определяемые мультимножеством 𝐽 = (𝑗1 . . . 𝑗𝑘) (см. формулы (4.69) и (4.71)). Выберем произ-
вольный элемент 𝜛 ∈ (T/∼)⟨𝜈(1),...,𝜈(|𝐽|)⟩ и соответствующий ему элемент 𝜚 ∈ (I/∼)⟨𝜈(1),...,𝜈(|𝐽|)⟩.

Каждый элемент 𝜚 множества (I/∼)⟨𝜈(1),...,𝜈(|𝐽|)⟩ — это набор пар индексов (𝑖𝑙, 𝑖𝑚) из
множества I, этим парам соответствуют пары переменных (𝑡𝑙, 𝑡𝑚) из множества T, где
𝑙,𝑚 ∈ {1, . . . , 𝑘}, 𝑙 ̸= 𝑚. Рассмотрим два варианта.

1. Предположим, что одна из пар индексов образована соседними индексами. Пусть
𝑙 ∈ {1, . . . , 𝑘 − 1}, 𝑚 = 𝑙 + 1. Чтобы не рассматривать отдельно варианты 𝑙 = 1 и 𝑙 = 𝑘 − 1,
положим 𝑡𝑘+1 = 𝑇 , 𝜓0(𝑡) = 𝜓𝑘+1(𝑡) ≡ 1 и будем использовать запись

k𝜓(𝑡1, . . . , 𝑡𝑘) = 𝜓0(𝑡0)𝜓1(𝑡1) . . . 𝜓𝑘(𝑡𝑘)𝜓𝑘+1(𝑡𝑘+1)×

× 1(𝑡𝑘+1 − 𝑡𝑘)1(𝑡𝑘 − 𝑡𝑘−1) . . . 1(𝑡2 − 𝑡1)1(𝑡1 − 𝑡0) =

= 𝜙𝑙(𝑡1, . . . , 𝑡𝑙−1, 𝑡𝑙+2, . . . , 𝑡𝑘)×

× 1(𝑡𝑙 − 𝑡𝑙−1)𝜓𝑙(𝑡𝑙)1(𝑡𝑙+1 − 𝑡𝑙)𝜓𝑙+1(𝑡𝑙+1)1(𝑡𝑙+2 − 𝑡𝑙+1),

где

𝜙𝑙(𝑡1, . . . , 𝑡𝑙−1, 𝑡𝑙+2, . . . , 𝑡𝑘) = 𝜓0(𝑡0)1(𝑡1 − 𝑡0) . . . 𝜓𝑙−1(𝑡𝑙−1)1(𝑡𝑙+2 − 𝑡𝑙−1)×
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× 𝜓𝑙+2(𝑡𝑙+2) . . . 1(𝑡𝑘+1 − 𝑡𝑘)𝜓𝑘+1(𝑡𝑘+1),

т.е. определенная таким образом функция k𝜓(·) совпадает с функцией, которая задается фор-
мулой (4.24).

Зафиксируем значения 𝑡1, . . . , 𝑡𝑙−1, 𝑡𝑙+2, . . . , 𝑡𝑘 ∈ T и обозначим через 𝐹 𝑙
𝑖𝑙𝑖𝑙+1

= 𝐹 𝑙
𝑖𝑙𝑖𝑙+1

(𝑡1, . . . ,

𝑡𝑙−1, 𝑡𝑙+2, . . . , 𝑡𝑘) коэффициенты разложения (1.42) функции двух переменных 𝑓𝑙(𝑡𝑙, 𝑡𝑙+1) =

= k𝜓(𝑡1, . . . , 𝑡𝑙, 𝑡𝑙+1, . . . , 𝑡𝑘) относительно базисной системы {𝑞(𝑖, ·)⊗ 𝑞(𝑗, ·)}∞𝑖,𝑗=0:

𝐹 𝑙
𝑖𝑙𝑖𝑙+1

=
(︀
𝑞(𝑖𝑙, ·)⊗ 𝑞(𝑖𝑙+1, ·), 𝑓𝑙(·)

)︀
𝐿2(T2)

= 𝜙𝑙(𝑡1, . . . , 𝑡𝑙−1, 𝑡𝑙+2, . . . , 𝑡𝑘)×

×
∫︁
T2

𝑞(𝑖𝑙, 𝑡𝑙)𝑞(𝑖𝑙+1, 𝑡𝑙+1)1(𝑡𝑙 − 𝑡𝑙−1)𝜓𝑙(𝑡𝑙)1(𝑡𝑙+1 − 𝑡𝑙)𝜓𝑙+1(𝑡𝑙+1)1(𝑡𝑙+2 − 𝑡𝑙+1)𝑑𝑡𝑙𝑑𝑡𝑙+1 =

= 𝜙𝑙(𝑡1, . . . , 𝑡𝑙−1, 𝑡𝑙+2, . . . , 𝑡𝑘)×

×
∫︁
T

𝑞(𝑖𝑙+1, 𝑡𝑙+1)𝜓𝑙+1(𝑡𝑙+1)1(𝑡𝑙+2 − 𝑡𝑙+1)

∫︁ 𝑡𝑙+1

𝑡0

𝑞(𝑖𝑙, 𝑡𝑙)1(𝑡𝑙 − 𝑡𝑙−1)𝜓𝑙(𝑡𝑙)𝑑𝑡𝑙𝑑𝑡𝑙+1.

Они связаны с коэффициентами разложения (4.25) соотношением

K𝜓
𝑖1...𝑖𝑘

=
(︀
𝑄𝑙(𝑖1, . . . , 𝑖𝑙−1, 𝑖𝑙+2, . . . , 𝑖𝑘, ·), 𝐹 𝑙

𝑖𝑙𝑖𝑙+1
(·)

)︀
𝐿2(T𝑘−2)

, 𝑖1, . . . , 𝑖𝑘 = 0, 1, 2, . . . ,

где

𝑄𝑙(𝑖1, . . . , 𝑖𝑙−1, 𝑖𝑙+2, . . . , 𝑖𝑘, 𝑡1, . . . , 𝑡𝑙−1, 𝑡𝑙+2, . . . , 𝑡𝑘) = 𝑞(𝑖1, 𝑡1) . . . 𝑞(𝑖𝑙−1, 𝑡𝑙−1)𝑞(𝑖𝑙+2, 𝑡𝑙+2) . . . 𝑞(𝑖𝑘, 𝑡𝑘).

Применяя теорему 1.12, получаем следующее соотношение (аргументы функций 𝐹 𝑙
𝑖𝑙𝑖𝑙

(·) для
краткости не указаны):

∞∑︁
𝑖𝑙=0

𝐹 𝑙
𝑖𝑙𝑖𝑙

= tr 𝑓𝑙(·) =
1

2
𝜙𝑙(𝑡1, . . . , 𝑡𝑙−1, 𝑡𝑙+2, . . . , 𝑡𝑘)

∫︁
T

1(𝜏−𝑡𝑙−1)𝜓𝑙(𝜏)𝜓𝑙+1(𝜏)1(𝑡𝑙+2−𝜏)𝑑𝜏 ,

справедливое при почти всех 𝑡1, . . . , 𝑡𝑙−1, 𝑡𝑙+2, . . . , 𝑡𝑘 ∈ T, при этом функциональный ряд в левой
части сходится абсолютно (см. п. 1 замечаний 1.14).

У всех функций 𝐹 𝑙
𝑖𝑙𝑖𝑙

(·) есть общий множитель — интегрируемая функция 𝜙𝑙(·). Если этот
множитель изменить, например на интегрируемую функцию 𝜙𝑙(·):

𝜙𝑙(𝑡1, . . . , 𝑡𝑙−1, 𝑡𝑙+2, . . . , 𝑡𝑘) =

= 𝑄𝑙(𝑖1, . . . , 𝑖𝑙−1, 𝑖𝑙+2, . . . , 𝑖𝑘, 𝑡1, . . . , 𝑡𝑙−1, 𝑡𝑙+2, . . . , 𝑡𝑘)𝜙𝑙(𝑡1, . . . , 𝑡𝑙−1, 𝑡𝑙+2, . . . , 𝑡𝑘),

то функциональный ряд

𝑄𝑙(𝑖1, . . . , 𝑖𝑙−1, 𝑖𝑙+2, . . . , 𝑖𝑘, ·)
∞∑︁
𝑖𝑙=0

𝐹 𝑙
𝑖𝑙𝑖𝑙

(·)

также будет сходиться абсолютно и для него допустимо почленное интегрирование [123].
Представим интеграл в правой части выражения для функции tr 𝑓𝑙(·) следующим образом:∫︁

T

1(𝜏 − 𝑡𝑙−1)𝜓𝑙(𝜏)𝜓𝑙+1(𝜏)1(𝑡𝑙+2 − 𝜏)𝑑𝜏 =

∫︁ 𝑡𝑙+2

𝑡𝑙−1

𝜓𝑙(𝜏)𝜓𝑙+1(𝜏)𝑑𝜏 =

=

∫︁ 𝑡𝑙+2

𝑡0

𝜓𝑙(𝜏)𝜓𝑙+1(𝜏)𝑑𝜏 −
∫︁ 𝑡𝑙−1

𝑡0

𝜓𝑙(𝜏)𝜓𝑙+1(𝜏)𝑑𝜏 .

Функция

Ψ𝑙(𝜃) =

∫︁ 𝜃

𝑡0

𝜓𝑙(𝑡)𝜓𝑙+1(𝑡)𝑑𝑡 =

∫︁
T

𝜓𝑙(𝑡)𝜓𝑙+1(𝑡)𝜒𝜃(𝑡)𝑑𝑡,
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где 𝜒𝜃(𝑡) = 𝜒[𝑡0,𝜃](𝑡) — это индикатор множества (1.14), ограничена при всех 𝜃 ∈ T, так как
согласно неравенству Коши–Буняковского можно записать

|Ψ𝑙(𝜃)| =
⃒⃒(︀
𝜓𝑙(·), 𝜓𝑙+1(·)𝜒𝜃(·)

)︀
𝐿2(T)

⃒⃒
6 ‖𝜓𝑙(·)‖𝐿2(T)‖𝜓𝑙+1(·)𝜒𝜃(·)‖𝐿2(T) 6 ‖𝜓𝑙(·)‖𝐿2(T)‖𝜓𝑙+1(·)‖𝐿2(T),

а это означает, что 𝜓𝑙−1(·), 𝜓𝑙+2(·) ∈ 𝐿2(T), где 𝜓𝑙−1(𝑡) = 𝜓𝑙−1(𝑡)Ψ𝑙(𝑡), 𝜓𝑙+2(𝑡) = 𝜓𝑙+2(𝑡)Ψ𝑙(𝑡), по-
скольку оператор умножения на ограниченную функцию ограничен в пространстве 𝐿2(T)

[270,326].
С учетом введенных обозначений получаем

tr 𝑓𝑙(𝑡1, . . . , 𝑡𝑙−1, 𝑡𝑙+2, . . . , 𝑡𝑘) =

=
1

2

(︀
𝜓0(𝑡0)1(𝑡1 − 𝑡0) . . . 𝜓𝑙−1(𝑡𝑙−1)1(𝑡𝑙+2 − 𝑡𝑙−1)𝜓𝑙+2(𝑡𝑙+2) . . . 1(𝑡𝑘+1 − 𝑡𝑘)𝜓𝑘+1(𝑡𝑘+1)−

− 𝜓0(𝑡0)1(𝑡1 − 𝑡2) . . . 𝜓𝑙−1(𝑡𝑙−1)1(𝑡𝑙+2 − 𝑡𝑙−1)𝜓𝑙+2(𝑡𝑙+2) . . . 1(𝑡𝑘+1 − 𝑡𝑘)𝜓𝑘+1(𝑡𝑘+1)
)︀
,

следовательно, tr 𝑓𝑙(·) ∈ 𝐿2(T
𝑘−2). Функция tr 𝑓𝑙(·) представляет собой линейную комбинацию

двух функций вида (4.24) с меньшим числом аргументов. Ее коэффициенты разложения:

Φ𝑙
𝑖1...𝑖𝑙−1𝑖𝑙+2...𝑖𝑘

=
(︀
𝑄(𝑖1, . . . , 𝑖𝑙−1, 𝑖𝑙+2, . . . , 𝑖𝑘, ·), tr 𝑓𝑙(·)

)︀
𝐿2(T𝑘−2)

=

=

(︂
𝑄(𝑖1, . . . , 𝑖𝑙−1, 𝑖𝑙+2, . . . , 𝑖𝑘, ·), lim

𝑛→∞

𝑛∑︁
𝑖𝑙=0

𝐹 𝑙
𝑖𝑙𝑖𝑙

(·)
)︂
𝐿2(T𝑘−2)

=

= lim
𝑛→∞

𝑛∑︁
𝑖=0

(︀
𝑄(𝑖1, . . . , 𝑖𝑙−1, 𝑖𝑙+2, . . . , 𝑖𝑘, ·), 𝐹 𝑙

𝑖𝑙𝑖𝑙
(·)

)︀
𝐿2(T𝑘−2)

=

= lim
𝑛→∞

𝑛∑︁
𝑖𝑙=0

K𝜓
𝑖1...𝑖𝑙−1𝑖𝑙𝑖𝑙𝑖𝑙+2...𝑖𝑘

=
∞∑︁
𝑖𝑙=0

K𝜓
𝑖1...𝑖𝑙−1𝑖𝑙𝑖𝑙𝑖𝑙+2...𝑖𝑘

.

2. Далее пусть 𝑙 ∈ {1, . . . , 𝑘 − 2} и 𝑚 ∈ {3, . . . , 𝑘}, где 𝑚− 𝑙 > 1, а также

k𝜓(𝑡1, . . . , 𝑡𝑘) = 𝜙𝑙𝑚(𝑡1, . . . , 𝑡𝑙−1, 𝑡𝑙+1, . . . , 𝑡𝑚−1, 𝑡𝑚+1, . . . , 𝑡𝑘)×

× 1(𝑡𝑙 − 𝑡𝑙−1)𝜓𝑙(𝑡𝑙)1(𝑡𝑙+1 − 𝑡𝑙)1(𝑡𝑚 − 𝑡𝑚−1)𝜓𝑚(𝑡𝑚)1(𝑡𝑚+1 − 𝑡𝑚),

где

𝜙𝑙𝑚(𝑡1, . . . , 𝑡𝑙−1, 𝑡𝑙+1, . . . , 𝑡𝑚−1, 𝑡𝑚+1, . . . , 𝑡𝑘) =

= 𝜓0(𝑡0)1(𝑡1 − 𝑡0) . . . 𝜓𝑙−1(𝑡𝑙−1)1(𝑡𝑙+1 − 𝑡𝑙−1)𝜓𝑙+1(𝑡𝑙+1)× . . .×

× 𝜓𝑚−1(𝑡𝑚−1)1(𝑡𝑚+1 − 𝑡𝑚−1)𝜓𝑚+1(𝑡𝑚+1) . . . 1(𝑡𝑘+1 − 𝑡𝑘)𝜓𝑘+1(𝑡𝑘+1).

Этот случай по большей части аналогичен уже рассмотренному, поэтому некоторые вы-
кладки опущены. Зафиксируем значения 𝑡1, . . . , 𝑡𝑙−1, 𝑡𝑙+1, . . . , 𝑡𝑚−1, 𝑡𝑚+1, . . . , 𝑡𝑘 ∈ T и обозна-
чим через 𝐹 𝑙𝑚

𝑖𝑙𝑖𝑚
= 𝐹 𝑙𝑚

𝑖𝑙𝑖𝑚
(𝑡1, . . . , 𝑡𝑙−1, 𝑡𝑙+1, . . . , 𝑡𝑚−1, 𝑡𝑚+1, . . . , 𝑡𝑘) коэффициенты разложения (1.42)

функции двух переменных 𝑓𝑙𝑚(𝑡𝑙, 𝑡𝑚) = k𝜓(𝑡1, . . . , 𝑡𝑙, . . . , 𝑡𝑚, . . . , 𝑡𝑘) относительно базисной сис-
темы {𝑞(𝑖, ·)⊗ 𝑞(𝑗, ·)}∞𝑖,𝑗=0:

𝐹 𝑙𝑚
𝑖𝑙𝑖𝑚

=
(︀
𝑞(𝑖𝑙, ·)⊗ 𝑞(𝑖𝑚, ·), 𝑓𝑙𝑚(·)

)︀
𝐿2(T2)

= 𝜙𝑙𝑚(𝑡1, . . . , 𝑡𝑙−1, 𝑡𝑙+1, . . . , 𝑡𝑚−1, 𝑡𝑚+1, . . . , 𝑡𝑘)×

×
∫︁
T

𝑞(𝑖𝑙, 𝑡𝑙)1(𝑡𝑙 − 𝑡𝑙−1)𝜓𝑙(𝑡𝑙)1(𝑡𝑙+1 − 𝑡𝑙)𝑑𝑡𝑙
∫︁
T

𝑞(𝑖𝑚, 𝑡𝑚)1(𝑡𝑚 − 𝑡𝑚−1)𝜓𝑚(𝑡𝑚)1(𝑡𝑚+1 − 𝑡𝑚)𝑑𝑡𝑚,

тогда

K𝜓
𝑖1...𝑖𝑘

=
(︀
𝑄𝑙𝑚(𝑖1, . . . , 𝑖𝑙−1, 𝑖𝑙+1, . . . , 𝑖𝑚−1, 𝑖𝑚+1, . . . , 𝑖𝑘, ·), 𝐹 𝑙𝑚

𝑖𝑙𝑖𝑚
(·)

)︀
𝐿2(T𝑘−2)

, 𝑖1, . . . , 𝑖𝑘 = 0, 1, 2, . . . ,



276

где

𝑄𝑙𝑚(𝑖1, . . . , 𝑖𝑙−1, 𝑖𝑙+1, . . . , 𝑖𝑚−1, 𝑖𝑚+1, . . . , 𝑖𝑘, 𝑡1, . . . , 𝑡𝑙−1, 𝑡𝑙+1, . . . , 𝑡𝑚−1, 𝑡𝑚+1, . . . , 𝑡𝑘) =

= 𝑞(𝑖1, 𝑡1) . . . 𝑞(𝑖𝑙−1, 𝑡𝑙−1)𝑞(𝑖𝑙+1, 𝑖𝑙+1) . . . 𝑞(𝑖𝑚−1, 𝑖𝑚−1)𝑞(𝑖𝑚+1, 𝑖𝑚+1) . . . 𝑞(𝑖𝑘, 𝑡𝑘).

Согласно теореме 1.12 имеем
∞∑︁
𝑖𝑙=0

𝐹 𝑙𝑚
𝑖𝑙𝑖𝑚

= tr 𝑓𝑙𝑚(·) =
1

2
𝜙𝑙𝑚(𝑡1, . . . , 𝑡𝑙−1, 𝑡𝑙+1, . . . , 𝑡𝑚−1, 𝑡𝑚+1, . . . , 𝑡𝑘)×

×
∫︁
T

1(𝜏 − 𝑡𝑙−1)𝜓𝑙(𝜏)1(𝑡𝑙+1 − 𝜏)1(𝜏 − 𝑡𝑚−1)𝜓𝑚(𝜏)1(𝑡𝑚+1 − 𝜏)𝑑𝜏

при почти всех 𝑡1, . . . , 𝑡𝑙−1, 𝑡𝑙+1, . . . , 𝑡𝑚−1, 𝑡𝑚+1, . . . , 𝑡𝑘 ∈ T и функциональный ряд в левой ча-
сти сходится абсолютно (см. п. 1 замечаний 1.14). В правой части подынтегральная функция
почти всюду равна нулю, так как условия 𝑡𝑙−1 < 𝜏 < 𝑡𝑙+1 и 𝑡𝑚−1 < 𝜏 < 𝑡𝑚+1 несовместны. Сле-
довательно,

∞∑︁
𝑖𝑙=0

𝐹 𝑙𝑚
𝑖𝑙𝑖𝑚

= tr 𝑓𝑙𝑚(·) = 0, 𝑓𝑙𝑚(·) ∈ 𝐿2(T
𝑘−2),

и tr 𝑓𝑙𝑚(·) — функция вида (4.24) с меньшим числом аргументов.
Коэффициентны разложения функции tr 𝑓𝑙𝑚(·) нулевые. По аналогии с приведенным выше

случаем 𝑚 = 𝑙 + 1 находим

Φ𝑙𝑚
𝑖1...𝑖𝑙−1𝑖𝑙+1...𝑖𝑚−1𝑖𝑚+1...𝑖𝑘

=
(︀
𝑄𝑙𝑚(𝑖1, . . . , 𝑖𝑙−1, 𝑖𝑙+1, . . . , 𝑖𝑚−1, 𝑖𝑚+1, . . . , 𝑖𝑘, ·), tr 𝑓𝑙𝑚(·)

)︀
𝐿2(T𝑘−2)

=

=
∞∑︁
𝑖𝑙=0

K𝜓
𝑖1...𝑖𝑙−1𝑖𝑙𝑖𝑙+1...𝑖𝑚−1𝑖𝑙𝑖𝑚+1...𝑖𝑘

= 0.

Таким образом, свертки коэффициентов разложения
∞∑︁
𝑖𝑙=0

K𝜓
𝑖1...𝑖𝑘

⃒⃒⃒
𝑖𝑙=𝑖𝑚

задают коэффициенты разложения функции из пространства 𝐿2(T
𝑘−2): интегрального следа

tr 𝑓𝑙𝑚(·). Это функция вида (4.24), поэтому если набор 𝜚 содержит еще одну пару индексов
(𝑖′𝑙, 𝑖

′
𝑚), а набор 𝜛 — соответствующую ей пару переменных (𝑡′𝑙, 𝑡

′
𝑚), то все приведенные выше

рассуждения проводятся для этих пар аналогично, но для функции tr 𝑓𝑙𝑚(·) и ее коэффициен-
тов разложения Φ𝑙𝑚

𝑖1...𝑖𝑙−1𝑖𝑙+1...𝑖𝑚−1𝑖𝑚+1...𝑖𝑘
. Эта процедура повторяется до тех пор, пока не будут

рассмотрены все пары индексов и переменных, образующие наборы 𝜚 и 𝜛 соответственно.
При этом случай 𝑚 ̸= 𝑙 + 1 оказывается более простым, чем 𝑚 = 𝑙 + 1, поскольку величины
Φ𝑙𝑚
𝑖1...𝑖𝑙−1𝑖𝑙+1...𝑖𝑚−1𝑖𝑚+1...𝑖𝑘

нулевые и любые свертки этих коэффициентов разложения дают нулевое
значение, определяя снова равную нулю функцию.

Пара элементов 𝜛 и 𝜚 выбрана произвольно, поэтому 𝑓(·) ∈ 𝐿tr(𝑗1...𝑗𝑘)
2 (T𝑘). J

Опираясь на приведенное доказательство, сформулируем следующую теорему.

Теорема 4.7. Пусть функция k𝜓(·) ∈ 𝐿2(T
𝑘) задается формулой (4.24), 𝑘 > 2, K𝜓

𝑖1...𝑖𝑘
—

коэффициенты разложения (4.25) функции k𝜓(·) относительно базисной системы {𝑞(𝑖, ·)}∞𝑖=0.
Тогда
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1) числовые ряды
∞∑︁
𝑗=0

K𝜓
𝑖1...𝑖𝑘

⃒⃒⃒
𝑖𝑙=𝑖𝑙+1=𝑗

, 𝑙 = 1, . . . , 𝑘 − 1,

определяют коэффициенты разложения функции k𝜓(·) ∈ 𝐿2(T
𝑘−2):

k𝜓(𝑡1, . . . , 𝑡𝑙−1, 𝑡𝑙+2, . . . , 𝑡𝑘) =
1

2

(︀
𝜓1(𝑡1) . . . 𝜓𝑙+2(𝑡𝑙+2) . . . 𝜓𝑘(𝑡𝑘)− 𝜓1(𝑡1) . . . 𝜓𝑙−1(𝑡𝑙−1) . . . 𝜓𝑘(𝑡𝑘)

)︀
×

× k(𝑡1, . . . , 𝑡𝑙−1, 𝑡𝑙+2, . . . , 𝑡𝑘), (4.79)

где

𝜓𝑙−1(𝑡) = 𝜓𝑙−1(𝑡)Ψ𝑙(𝑡), 𝜓𝑙+2(𝑡) = 𝜓𝑙+2(𝑡)Ψ𝑙(𝑡), Ψ𝑙(𝑡) =

∫︁ 𝑡

𝑡0

𝜓𝑙(𝜏)𝜓𝑙+1(𝜏)𝑑𝜏 , (4.80)

а функция k(·) ∈ 𝐿2(T
𝑘−2) задается формулой (4.15), 𝑡𝑘+1 = 𝑇 и 𝜓0(𝑡) = 𝜓𝑘+1(𝑡) ≡ 1.

2) числовые ряды
∞∑︁
𝑗=0

K𝜓
𝑖1...𝑖𝑘

⃒⃒⃒
𝑖𝑙=𝑖𝑚=𝑗

,
𝑙 ∈ {1, . . . , 𝑘 − 2},
𝑚 ∈ {3, . . . , 𝑘},

𝑚− 𝑙 > 1,

определяют коэффициенты разложения функции 𝑘 − 2 переменных, равной нулю.

С помощью теоремы 4.7 можно расширить результат примера 4.7.

Пример 4.9. Показать, что числовые ряды
∞∑︁
𝑗=0

K𝑖1...𝑖𝑘

⃒⃒⃒
𝑖𝑙=𝑖𝑚=𝑗

, 𝑙,𝑚 ∈ {1, . . . , 𝑘}, 𝑚− 𝑙 > 1,

где K𝑖1...𝑖𝑘 — коэффициенты разложения (4.16) функции k(·), заданной формулой (4.15), опре-
деляют коэффициенты разложения функции

k𝜓(𝑡1, . . . , 𝑡𝑙−1, 𝑡𝑙+1, . . . , 𝑡𝑚−1, 𝑡𝑚+1, . . . , 𝑡𝑘) =

=

⎧⎪⎨⎪⎩
1

2
(𝑡𝑙+2 − 𝑡𝑙−1)k(𝑡1, . . . , 𝑡𝑙−1, 𝑡𝑙+2, . . . , 𝑡𝑘), 𝑚 = 𝑙 + 1,

0, 𝑚− 𝑙 > 1,

где 𝑡𝑘+1 = 𝑇 , при условии, что базисные системы для представления функций с числом аргу-
ментов 𝑘 и 𝑘 − 2 формируются как всевозможные произведения функций базисной системы
{𝑞(𝑖, ·)}∞𝑖=0 пространства 𝐿2(T).

� Функция k(·) — это частный случай функции k𝜓(·), заданной формулой (4.24), при
условии

𝜓1(𝑡) = . . . = 𝜓𝑘(𝑡) ≡ 1,

поэтому в случае 𝑚 = 𝑙 + 1 согласно выражениям (4.80) получаем

Ψ𝑙(𝑡) =

∫︁ 𝑡

𝑡0

𝜓𝑙(𝜏)𝜓𝑙+1(𝜏)𝑑𝜏 =

∫︁ 𝑡

𝑡0

𝑑𝜏 = 𝑡− 𝑡0, 𝑙 = 1, . . . , 𝑘 − 1,

𝜓𝑙−1(𝑡) = 𝜓𝑙−1(𝑡)Ψ𝑙(𝑡) = 𝑡− 𝑡0, 𝜓𝑙+2(𝑡) = 𝜓𝑙+2(𝑡)Ψ𝑙(𝑡) = 𝑡− 𝑡0

при условии 𝜓0(𝑡) = 𝜓𝑘+1(𝑡) ≡ 1.
Следовательно, формула (4.79) записывается в виде

k𝜓(𝑡1, . . . , 𝑡𝑙−1, 𝑡𝑙+2, . . . , 𝑡𝑘) =
1

2
(𝑡𝑙+2 − 𝑡𝑙−1)k(𝑡1, . . . , 𝑡𝑙−1, 𝑡𝑙+2, . . . , 𝑡𝑘),
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где правая часть совпадает с выражением (4.76) (см. пример 4.7).
Вариант 𝑚− 𝑙 > 1 соответствует нулевой функции 𝑘 − 2 переменных согласно теореме 4.7.

�

Пример 4.10. Показать, что числовые ряды
∞∑︁
𝑗=0

K𝑛1...𝑛𝑘
𝑖1...𝑖𝑘

⃒⃒⃒
𝑖𝑙=𝑖𝑚=𝑗

, 𝑙,𝑚 ∈ {1, . . . , 𝑘}, 𝑚− 𝑙 > 1,

где K𝑛1...𝑛𝑘
𝑖1...𝑖𝑘

— коэффициенты разложения (4.25) функции k𝜓(·) = k𝑛1...𝑛𝑘
(·), заданной формулой

(4.24) с дополнительным условием (4.26), определяют коэффициенты разложения функции

k𝜓(𝑡1, . . . , 𝑡𝑙−1, 𝑡𝑙+1, . . . , 𝑡𝑚−1, 𝑡𝑚+1, . . . , 𝑡𝑘) =

=

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
(𝑡𝑙+2 − 𝑡0)𝑛𝑙+𝑛𝑙+1+1 − (𝑡𝑙−1 − 𝑡0)𝑛𝑙+𝑛𝑙+1+1

2(𝑛𝑙 + 𝑛𝑙+1 + 1)
×

× k𝜓(𝑡1, . . . , 𝑡𝑙−1, 𝑡𝑙+2, . . . , 𝑡𝑘), 𝑚 = 𝑙 + 1,

0, 𝑚− 𝑙 > 1,

где 𝑡𝑘+1 = 𝑇 , при условии, что базисные системы для представления функций с числом аргу-
ментов 𝑘 и 𝑘 − 2 формируются как всевозможные произведения функций базисной системы
{𝑞(𝑖, ·)}∞𝑖=0 пространства 𝐿2(T).

� Определим функции согласно выражениям (4.80):

Ψ𝑙(𝑡) =

∫︁ 𝑡

𝑡0

𝜓𝑙(𝜏)𝜓𝑙+1(𝜏)𝑑𝜏 =

∫︁ 𝑡

𝑡0

(𝜏 − 𝑡0)𝑛𝑙(𝜏 − 𝑡0)𝑛𝑙+1 𝑑𝜏 =

=

∫︁ 𝑡

𝑡0

(𝜏 − 𝑡0)𝑛𝑙+𝑛𝑙+1 𝑑𝜏 =
(𝑡− 𝑡0)𝑛𝑙+𝑛𝑙+1+1

𝑛𝑙 + 𝑛𝑙+1 + 1
, 𝑙 = 1, . . . , 𝑘 − 1,

𝜓𝑙−1(𝑡) = 𝜓𝑙−1(𝑡)Ψ𝑙(𝑡) =
(𝑡− 𝑡0)𝑛𝑙−1+𝑛𝑙+𝑛𝑙+1+1

𝑛𝑙 + 𝑛𝑙+1 + 1
, 𝜓𝑙+2(𝑡) = 𝜓𝑙+2(𝑡)Ψ𝑙(𝑡) =

(𝑡− 𝑡0)𝑛𝑙+𝑛𝑙+1+𝑛𝑙+2+1

𝑛𝑙 + 𝑛𝑙+1 + 1
,

так как формально 𝜓0(𝑡) = 𝜓𝑘+1(𝑡) ≡ 1, т.е. 𝑛0 = 𝑛𝑘+1 = 0.
Далее остается записать формулу (4.79):

k𝜓(𝑡1, . . . , 𝑡𝑙−1, 𝑡𝑙+2, . . . , 𝑡𝑘) =
(𝑡𝑙+2 − 𝑡0)𝑛𝑙+𝑛𝑙+1+1 − (𝑡𝑙−1 − 𝑡0)𝑛𝑙+𝑛𝑙+1+1

2(𝑛𝑙 + 𝑛𝑙+1 + 1)
k𝜓(𝑡1, . . . , 𝑡𝑙−1, 𝑡𝑙+2, . . . , 𝑡𝑘).

Из теоремы 4.7 следует, что рассматриваемые числовые ряды при условии 𝑚− 𝑙 > 1 опре-
деляют коэффициенты разложения нулевой функции 𝑘−2 переменных. Пример 4.9, очевидно,
является частным случаем данного примера. �

Пусть имеется число 𝑘 = 2𝛾, где 𝛾 ∈ N, а также величины 𝑗1, . . . , 𝑗𝑘 и соответствующие
им множество 𝐽 = {𝑗1, . . . , 𝑗𝑘} и мультимножество 𝐽 = (𝑗1 . . . 𝑗𝑘) (см. разд. 4.3). Предположим,
что для величин 𝑗1, . . . , 𝑗𝑘 выполняется следующее условие:

∀ 𝑙 ∈ {1, . . . , 𝑘} ∃𝑚 ∈ {1, . . . , 𝑘}, 𝑙 ̸= 𝑚 : 𝑗𝑙 = 𝑗𝑚

и @𝑛 ∈ {1, . . . , 𝑘}, 𝑙 ̸= 𝑛,𝑚 ̸= 𝑛 : 𝑗𝑙 = 𝑗𝑚 = 𝑗𝑛,
(4.81)

т.е. для любого элемента 𝑗𝑙 найдется один и только один элемент 𝑗𝑚, что 𝑗𝑙 = 𝑗𝑚, где
𝑙,𝑚 ∈ {1, . . . , 𝑘}, 𝑙 ̸= 𝑚. Тогда |𝐽 | = 𝛾, 𝜈(1) = . . . = 𝜈(|𝐽 |) = 1, а формулы (4.69) и (4.71) примут
вид 𝜛 = ((𝑡𝑙1 , 𝑡𝑚1), . . . , (𝑡𝑙𝛾 , 𝑡𝑚𝛾 )), 𝜚 = ((𝑖𝑙1 , 𝑖𝑚1), . . . , (𝑖𝑙𝛾 , 𝑖𝑚𝛾 )), {𝑙1,𝑚1, . . . , 𝑙𝛾,𝑚𝛾} = {1, . . . , 𝑘}.

Также определим интегральный оператор ℱ : 𝐿2(T
𝛾)→ 𝐿2(T

𝛾) с ядром 𝑓(·) ∈ 𝐿2(T
𝑘):

𝑥(·) = ℱ𝑔(·) ⇐⇒ 𝑥(𝑡′1, . . . , 𝑡
′
𝛾) =

∫︁
T𝛾

𝑓(𝑡1, . . . , 𝑡𝑘)𝑔(𝑡′′1, . . . , 𝑡
′′
𝛾)𝑑𝑡

′′
1 . . . 𝑑𝑡

′′
𝛾,



279

где используются обозначения (4.72).

Теорема 4.8 (см. [24,253]). Пусть интегральный оператор ℱ : 𝐿2(T
𝛾)→ 𝐿2(T

𝛾) с ядром
𝑓(·) ∈ 𝐿2(T

𝑘) является ядерным, {𝑞(𝑖, ·)}∞𝑖=0 — базисная система пространства 𝐿2(T). Тогда

tr𝜚ℱ =
∞∑︁

𝑖′1,...,𝑖
′
𝛾=0

𝐹𝑖1...𝑖𝑘
⃒⃒
𝑖′=𝑖′′

= tr𝜛 𝑓(·), (4.82)

где 𝐹𝑖1...𝑖𝑘 — коэффициенты разложения (4.4) функции 𝑓(·) относительно базисной системы
{𝑞(𝑖1, ·)⊗ . . .⊗ 𝑞(𝑖𝑘, ·)}∞𝑖1,...,𝑖𝑘=0.

Теорема 1.11 является частным случаем теоремы 4.8. Числовой ряд в формуле (4.82) на-
зывается матричным следом оператора ℱ [41], а tr𝜚ℱ — его обозначение.

Известно [24,41,253], что если функция 𝑓(·) представляется в виде

𝑓(𝑡1, . . . , 𝑡𝑘) =

∫︁
T𝛾

𝑓(𝑡1, . . . , 𝑡𝑘)
⃒⃒
𝑡′′=𝜉

𝑓(𝑡1, . . . , 𝑡𝑘)
⃒⃒
𝑡′=𝜉

𝑑𝜉1 . . . 𝑑𝜉𝛾, (4.83)

где 𝑓(·), 𝑓(·) ∈ 𝐿2(T
𝑘), то оператор ℱ с ядром 𝑓(·) является ядерным и для него справедлива

теорема 4.8.

З ам е ч а н и я 4.4.
1. Числовой ряд в формуле (4.82) сходится абсолютно (см. также п. 1 замечаний 1.14).
2. Как правило [24, 41, 253], рассматривается вариант 𝑡′ = [ 𝑡1 . . . 𝑡𝛾 ]T, 𝑡′′ = [ 𝑡𝛾+1 . . . 𝑡𝑘 ]T и

соответствующее ему представление (4.83). При формулировании теоремы 4.8 берется базис-
ная система пространства 𝐿2(T

𝛾), ее функции нумеруются одним индексом, а коэффициенты
разложения ядра 𝑓(·) — двумя индексами. Это, несомненно, удобно для доказательства общих
результатов, более того, тогда достаточно обойтись теоремой 1.11, полагая T = R𝛾. Однако в
приложении к затрагиваемым в этой работе вопросам целесообразно использовать введенные
обозначения.

3. Векторы 𝑡′, 𝑡′′ и соответствующие им векторы 𝑖′, 𝑖′′ задаются неединственным образом
(см. формулу (4.72)). На вариативность задания 𝑡′, 𝑡′′ и 𝑖′, 𝑖′′ влияет то, что пары в наборах 𝜛
и 𝜚, как и элементы этих пар, неупорядочены. В частности, можно считать, что переменные в
𝑡′ и индексы в 𝑖′ следуют в порядке возрастания их индексов.

Например, пусть 𝑘 = 6, 𝛾 = 3, 𝑡′ = [ 𝑡4 𝑡5 𝑡2 ]T, 𝑡′′ = [ 𝑡3 𝑡6 𝑡1 ]T, т.е.𝜛 = ((𝑡4, 𝑡3), (𝑡5, 𝑡6), (𝑡2, 𝑡1)),
но удобнее задать эквивалентный набор 𝜛 = ((𝑡1, 𝑡2), (𝑡3, 𝑡4), (𝑡5, 𝑡6)) и векторы 𝑡′ = [ 𝑡1 𝑡3 𝑡5 ]T,
𝑡′′ = [ 𝑡2 𝑡4 𝑡6 ]T.

Сформулируем некоторые свойства ядерных операторов.
1. Если функция 𝑓𝑟(·) ∈ 𝐿2(T

2) задает ядерный оператор ℱ𝑟 : 𝐿2(T)→ 𝐿2(T), 𝑟 = 1, . . . , 𝛾,
то оператор ℱ : 𝐿2(T

𝛾)→ 𝐿2(T
𝛾) с ядром

𝑓(𝑡1, . . . , 𝑡𝑘) =

𝛾∏︁
𝑟=1

𝑓𝑟(𝑡
′
𝑟, 𝑡

′′
𝑟) (4.84)

является ядерным.
Доказательство. Поскольку оператор ℱ𝑟 по предположению ядерный, для ядра 𝑓𝑟(·) су-

ществует представление (1.107) [24]:

𝑓𝑟(𝜃, 𝜗) =

∫︁
T

𝑓𝑟(𝜃, 𝜉)𝑓𝑟(𝜉, 𝜗)𝑑𝜉, 𝑓𝑟(·), 𝑓𝑟(·) ∈ 𝐿2(T
2), 𝑟 = 1, . . . , 𝛾,
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но тогда для функции 𝑓(·) справедливо представление (4.83), если положить

𝑓(𝑡1, . . . , 𝑡𝑘) =

𝛾∏︁
𝑟=1

𝑓𝑟(𝑡
′
𝑟, 𝑡

′′
𝑟), 𝑓(𝑡1, . . . , 𝑡𝑘) =

𝛾∏︁
𝑟=1

𝑓𝑟(𝑡
′
𝑟, 𝑡

′′
𝑟),

где 𝑓(·), 𝑓(·) ∈ 𝐿2(T
𝑘). Следовательно, ℱ — ядерный оператор. J

2. Если 𝜓𝑙(·) ∈ 𝐿2(T), 𝑙 = 1, . . . , 𝑘, то оператор ℱ : 𝐿2(T
𝛾)→ 𝐿2(T

𝛾) с вырожденным ядром

𝑓(𝑡1, . . . , 𝑡𝑘) =
𝑘∏︁
𝑙=1

𝜓𝑙(𝑡𝑙) (4.85)

является ядерным.
Доказательство. Пусть 𝑓𝑟(𝜃, 𝜗) = 𝜓𝑖′𝑟(𝜃)𝜓𝑖′′𝑟 (𝜗), где 𝑟 = 1, . . . , 𝛾. Каждая функция 𝑓𝑟(·)

определяет ядерный оператор ℱ𝑟 : 𝐿2(T)→ 𝐿2(T) (см.пример 1.15). Оператор ℱ с ядром (4.85)
является ядерным, поскольку функция 𝑓(·) представляется в виде (4.84). J

3. Если оператор ℱ с ядром 𝑓(·) является ядерным и 𝑎̌(·), 𝑎̂(·) — ограниченные интегриру-
емые функции 𝛾 переменных, то оператор ℱ* с ядром

𝑓*(𝑡1, . . . , 𝑡𝑘) = 𝑎̌(𝑡′1, . . . , 𝑡
′
𝛾) 𝑎̂(𝑡′′1, . . . , 𝑡

′′
𝛾)𝑓(𝑡1, . . . , 𝑡𝑘) (4.86)

также является ядерным.
Доказательство. Так как оператор ℱ по предположению ядерный, для ядра 𝑓(·) суще-

ствует представление (4.83) [24], следовательно,

𝑓*(𝑡1, . . . , 𝑡𝑘) = 𝑎̌(𝑡′1, . . . , 𝑡
′
𝛾) 𝑎̂(𝑡′′1, . . . , 𝑡

′′
𝛾)

∫︁
T𝛾

𝑓(𝑡1, . . . , 𝑡𝑘)
⃒⃒
𝑡′′=𝜉

𝑓(𝑡1, . . . , 𝑡𝑘)
⃒⃒
𝑡′=𝜉

𝑑𝜉1 . . . 𝑑𝜉𝛾 =

=

∫︁
T𝛾

𝑓*(𝑡1, . . . , 𝑡𝑘)
⃒⃒
𝑡′′=𝜉

𝑓*(𝑡1, . . . , 𝑡𝑘)
⃒⃒
𝑡′=𝜉

𝑑𝜉1 . . . 𝑑𝜉𝛾,

где 𝑓*(𝑡1, . . . , 𝑡𝑘) = 𝑎̌(𝑡′1, . . . , 𝑡
′
𝛾)𝑓(𝑡1, . . . , 𝑡𝑘), 𝑓*(𝑡1, . . . , 𝑡𝑘) = 𝑎̂(𝑡′′1, . . . , 𝑡

′′
𝛾)𝑓(𝑡1, . . . , 𝑡𝑘).

Из ограниченности функций 𝑎̌(·), 𝑎̂(·) получаем [270,326], что 𝑓*(·), 𝑓*(·) ∈ 𝐿2(T
𝑘), т.е. спра-

ведливо представление (4.83). Таким образом, ℱ* — ядерный оператор. J

Далее сформулируем и докажем более общий результат по сравнению с теоремой 1.12.

Теорема 4.9. Пусть 𝜓𝑙(·) ∈ 𝐿2(T), 𝑙 = 1, . . . , 𝑘, {𝑞(𝑖, ·)}∞𝑖=0 — базисная система простран-
ства 𝐿2(T). Тогда

∞∑︁
𝑖1,...,𝑖𝛾=0

∫︁
T

𝑞(𝑖𝑘, 𝑡𝑘)𝜓𝑘(𝑡𝑘) . . .

∫︁ 𝑡3

𝑡0

𝑞(𝑖2, 𝑡2)𝜓2(𝑡2)

∫︁ 𝑡2

𝑡0

𝑞(𝑖1, 𝑡1)𝜓1(𝑡1)𝑑𝑡1 . . . 𝑑𝑡𝑘

⃒⃒⃒
𝑖1=𝑖2,...,𝑖𝑘−1=𝑖𝑘

=

=
1

2𝛾
(︀
𝜓1(·)⊗ 𝜓3(·)⊗ . . .⊗ 𝜓𝑘−1(·), 𝜓2(·)⊗ 𝜓4(·)⊗ . . .⊗ 𝜓𝑘(·)

)︀
𝐿2(ΔT𝛾)

, (4.87)

где ∆T𝛾 = {(𝑡1, . . . , 𝑡𝛾) ∈ T𝛾 : 𝑡1 < . . . < 𝑡𝛾}, 𝑘 = 2𝛾.

Доказательство. Пусть

𝑡′ = [ 𝑡1 𝑡3 . . . 𝑡𝑘−1 ]T, 𝑡′′ = [ 𝑡2 𝑡4 . . . 𝑡𝑘 ]T, 𝑖′ = [ 𝑖1 𝑖3 . . . 𝑖𝑘−1 ]T, 𝑖′′ = [ 𝑖2 𝑖4 . . . 𝑖𝑘 ]T,

т.е. все пары из набора 𝜛 образованы переменными с соседними индексами (см. п. 3 замечаний
4.4).

Зададим функции 𝑔𝑟(·), 𝑔*𝑟(·) ∈ 𝐿2(T
2):

𝑔𝑟(𝜃, 𝜗) = 𝜆𝑟(𝜃)𝜇𝑟(𝜗)1(𝜗− 𝜃), 𝑔*𝑟(𝜃, 𝜗) = 𝜇𝑟(𝜃)𝜆𝑟(𝜗)1(𝜃 − 𝜗) = 𝑔𝑟(𝜗, 𝜃),
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а также функции

𝑓𝑟(𝜃, 𝜗) = 𝑔𝑟(𝜃, 𝜗) + 𝑔*𝑟(𝜃, 𝜗) = 𝑔𝑟(𝜃, 𝜗) + 𝑔𝑟(𝜗, 𝜃) = 𝑓𝑟(𝜗, 𝜃), 𝑟 = 1, . . . , 𝛾.

Если 𝜆𝑟(·), 𝜇𝑟(·) — это полиномы, то согласно лемме 1.1 интегральный оператор
ℱ𝑟 : 𝐿2(T)→ 𝐿2(T) с ядром 𝑓𝑟(·) является ядерным. Следовательно, ядерным является и ин-
тегральный оператор ℱ : 𝐿2(T

𝛾)→ 𝐿2(T
𝛾) с ядром вида (4.84):

𝑓(𝑡1, . . . , 𝑡𝑘) =

𝛾∏︁
𝑟=1

𝑓𝑟(𝑡
′
𝑟, 𝑡

′′
𝑟) =

𝛾∏︁
𝑟=1

(︀
𝑔𝑟(𝑡

′
𝑟, 𝑡

′′
𝑟) + 𝑔*𝑟(𝑡

′
𝑟, 𝑡

′′
𝑟)
)︀

=

=

𝛾∏︁
𝑟=1

(︀
𝑔𝑟(𝑡

′
𝑟, 𝑡

′′
𝑟) + 𝑔𝑟(𝑡

′′
𝑟 , 𝑡

′
𝑟)
)︀

=
2𝛾−1∑︁
𝑝=0

ℎ𝑝(𝑡1, . . . , 𝑡𝑘),

где

ℎ0(𝑡1, . . . , 𝑡𝑘) =

𝛾∏︁
𝑟=1

𝑔𝑟(𝑡
′
𝑟, 𝑡

′′
𝑟) =

𝛾∏︁
𝑟=1

𝜆𝑟(𝑡
′
𝑟)𝜇𝑟(𝑡

′′
𝑟)1(𝑡′′𝑟 − 𝑡′𝑟), (4.88)

а при 𝑝 = 1, . . . , 2𝛾 − 1 функция ℎ𝑝(·) получается из ℎ0(·) перестановкой переменных 𝑡′𝑟 и 𝑡′′𝑟 , если
в двоичном представлении число 𝑝 имеет вид (𝑝𝛾 . . . 𝑝1)2 и 𝑝𝑟 = 1. Значения функции 𝑓(·) не
изменяются при перестановке переменных 𝑡′𝑟 и 𝑡′′𝑟 , т.е. 𝑓(·) — симметризованная функция (4.57),
которая определяется мультимножеством 𝐽 = (𝑗1 . . . 𝑗𝑘), где для величин 𝑗1, . . . , 𝑗𝑘 выполнено
условие (4.81), с коэффициентом 𝑀2

𝐽
= 2𝛾 (см. формулу (4.58)):

𝑓(·) = 2𝛾⟨ℎ0(·)⟩𝐽 = 2𝛾⟨ℎ𝑝(·)⟩𝐽 ∀ 𝑝 ∈ {0, . . . , 2𝛾 − 1}.

Используя функции вида (4.88), можно сколь угодно точно построить приближение к функ-
ции

𝑥(𝑡1, . . . , 𝑡𝑘) = 𝑦(𝑡1, . . . , 𝑡𝑘)

𝛾∏︁
𝑟=1

1(𝑡′′𝑟 − 𝑡′𝑟), 𝑦(·) ∈ 𝐿2(T
𝑘),

где, например,

𝑦(𝑡1, . . . , 𝑡𝑘) = 𝜓1(𝑡1) . . . 𝜓𝑘(𝑡𝑘)

𝛾−1∏︁
𝑟=1

1(𝑡′𝑟+1 − 𝑡′′𝑟) =

= 𝜓1(𝑡1) . . . 𝜓𝑘(𝑡𝑘)1(𝑡3 − 𝑡2)1(𝑡5 − 𝑡4) . . . 1(𝑡𝑘−1 − 𝑡𝑘−2),

и тогда 𝑥(·) — это функция k𝜓(·), заданная формулой (4.24), с коэффициентами разложения
K𝜓
𝑖1...𝑖𝑘

, которые удовлетворяют соотношению (4.25).
Представим 𝑦(·) как произведение двух функций 𝛾 переменных:

𝜙(𝑡1, 𝑡4, 𝑡5, . . . )𝜓(𝑡2, 𝑡3, 𝑡6, . . . ), 𝜙(·), 𝜓(·) ∈ 𝐿2(T
𝛾),

где первая функция зависит от переменных 𝑡′𝑟 с нечетными 𝑟 и 𝑡′′𝑟 с четными 𝑟, а вторая
функция — от переменных 𝑡′𝑟 с четными 𝑟 и 𝑡′′𝑟 с нечетными 𝑟, т.е. разделим переменные
таким образом, чтобы в список аргументов каждой из этих функций не попали переменные,
образующие любую пару из набора 𝜛:

𝜙(𝑡1, 𝑡4, 𝑡5, . . . ) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
𝜓1(𝑡1)𝜓4(𝑡4)𝜓5(𝑡5)1(𝑡5 − 𝑡4)× . . .×
× 𝜓𝑘−4(𝑡𝑘−4)𝜓𝑘−3(𝑡𝑘−3)1(𝑡𝑘−3 − 𝑡𝑘−4)𝜓𝑘(𝑡𝑘), 𝛾 — четное,

𝜓1(𝑡1)𝜓4(𝑡4)𝜓5(𝑡5)1(𝑡5 − 𝑡4)× . . .×
× 𝜓𝑘−2(𝑡𝑘−2)𝜓𝑘−1(𝑡𝑘−1)1(𝑡𝑘−1 − 𝑡𝑘−2), 𝛾 — нечетное,
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𝜓(𝑡2, 𝑡3, 𝑡6, . . . ) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
𝜓2(𝑡2)𝜓3(𝑡3)1(𝑡3 − 𝑡2)× . . .×
× 𝜓𝑘−2(𝑡𝑘−2)𝜓𝑘−1(𝑡𝑘−1)1(𝑡𝑘−1 − 𝑡𝑘−2), 𝛾 — четное,

𝜓2(𝑡2)𝜓3(𝑡3)1(𝑡3 − 𝑡2)× . . .×
× 𝜓𝑘−2(𝑡𝑘−2)𝜓𝑘−1(𝑡𝑘−1)1(𝑡𝑘−1 − 𝑡𝑘−2)𝜓𝑘(𝑡𝑘), 𝛾 — нечетное.

Далее положим 𝜙(·) = lim
𝑛→∞

𝜙𝑛(·), 𝜓(·) = lim
𝑚→∞

𝜓𝑚(·), где

𝜙𝑛(·) =
𝑛∑︁

𝑖1,...,𝑖𝛾=0

Φ𝑖1,...,𝑖𝛾𝑃 (𝑖1, ·)⊗ . . .⊗ 𝑃 (𝑖𝛾, ·),

𝜓𝑚(·) =
𝑚∑︁

𝑖1,...,𝑖𝛾=0

Ψ𝑖1,...,𝑖𝛾𝑃 (𝑖1, ·)⊗ . . .⊗ 𝑃 (𝑖𝛾, ·),
𝑛,𝑚 ∈ {0, 1, 2, . . . },

а Φ𝑖1,...,𝑖𝛾 и Ψ𝑖1,...,𝑖𝛾 — коэффициенты разложения (4.4) функций 𝜙(·) и 𝜓(·) соответственно
по базисной системе, образованной всевозможными произведениями полиномов Лежандра по
разным переменным (см. п. 1 замечаний 1.1). Следовательно,

𝑦(·) = lim
𝑛→∞

lim
𝑚→∞

𝑦𝑛𝑚(·) = lim
𝑛→∞

𝑦𝑛(·), 𝑥(·) = lim
𝑛→∞

lim
𝑚→∞

𝑥𝑛𝑚(·) = lim
𝑛→∞

𝑥𝑛(·),

где

𝑦𝑛𝑚(𝑡1, . . . , 𝑡𝑘) = 𝜙𝑛(𝑡1, 𝑡4, 𝑡5, . . . )𝜓𝑚(𝑡2, 𝑡3, 𝑡6, . . . ), 𝑦𝑛(𝑡1, . . . , 𝑡𝑘) = 𝜙𝑛(𝑡1, 𝑡4, 𝑡5, . . . )𝜓(𝑡2, 𝑡3, 𝑡6, . . . ),

𝑥𝑛𝑚(𝑡1, . . . , 𝑡𝑘) = 𝑦𝑛𝑚(𝑡1, . . . , 𝑡𝑘)

𝛾∏︁
𝑟=1

1(𝑡′′𝑟 − 𝑡′𝑟), 𝑥𝑛(𝑡1, . . . , 𝑡𝑘) = 𝑦𝑛(𝑡1, . . . , 𝑡𝑘)

𝛾∏︁
𝑟=1

1(𝑡′′𝑟 − 𝑡′𝑟).

Введем функции 𝑓𝑛𝑚(·) = 2𝛾⟨𝑥𝑛𝑚(·)⟩𝐽 , 𝑓𝑛(·) = 2𝛾⟨𝑥𝑛(·)⟩𝐽 , 𝑓(·) = 2𝛾⟨𝑥(·)⟩𝐽 , а так как оператор
⟨ · ⟩𝐽 является линейным ограниченным оператором (см. разд. 4.3), имеем

𝑓(·) = lim
𝑛→∞

lim
𝑚→∞

𝑓𝑛𝑚(·) = lim
𝑛→∞

𝑓𝑛(·).

Функция 𝑓𝑛𝑚(·) определяет ядерный оператор, поскольку 𝑥𝑛𝑚(·) — это функ-
ция вида (4.88). Ее коэффициенты разложения 𝐹 𝑛𝑚

𝑖1...𝑖𝑘
относительно базисной системы

{𝑞(𝑖1, ·)⊗ . . .⊗ 𝑞(𝑖𝑘, ·)}∞𝑖1,...,𝑖𝑘=0 задаются формулой (4.4):

𝐹 𝑛𝑚
𝑖1...𝑖𝑘

=
(︀
𝑞(𝑖1, ·)⊗ . . .⊗ 𝑞(𝑖𝑘, ·), 𝑓𝑛𝑚(·)

)︀
𝐿2(T𝑘)

, 𝑖1, . . . , 𝑖𝑘 = 0, 1, 2, . . .

Так же определяются коэффициенты разложения 𝑋𝑛𝑚
𝑖1...𝑖𝑘

функции 𝑥𝑛𝑚(·). Они связаны с
𝐹 𝑛𝑚
𝑖1...𝑖𝑘

соотношением
𝐹 𝑛𝑚
𝑖1...𝑖𝑘

⃒⃒⃒
𝑖′=𝑖′′

= 2𝛾𝑋𝑛𝑚
𝑖1...𝑖𝑘

⃒⃒⃒
𝑖′=𝑖′′

согласно свойствам линейности (4.9) и симметричности (4.12) (см. также п. 3 замечаний 4.3).
Так как из сходимости по норме следует слабая сходимость, для предельных функций

коэффициенты разложения можно определить в виде

𝐹𝑖1...𝑖𝑘 = lim
𝑛→∞

lim
𝑚→∞

𝐹 𝑛𝑚
𝑖1...𝑖𝑘

= lim
𝑛→∞

𝐹 𝑛
𝑖1...𝑖𝑘

, 𝑋𝑖1...𝑖𝑘 = lim
𝑛→∞

lim
𝑚→∞

𝑋𝑛𝑚
𝑖1...𝑖𝑘

= lim
𝑛→∞

𝑋𝑛
𝑖1...𝑖𝑘

.

Далее найдем интегральный след функции 𝑓𝑛𝑚(·) (аналогично для предельных функций
𝑓𝑛(·) и 𝑓(·)):

lim
𝜀→0
𝒮𝜀𝑓𝑛𝑚(𝑡1, . . . , 𝑡𝑘)

⃒⃒⃒
𝑡′=𝑡′′

= 𝜙𝑛(𝑡1, 𝑡3, . . . , 𝑡𝑘−1)𝜓𝑚(𝑡1, 𝑡3, . . . , 𝑡𝑘−1),

tr𝜛 𝑓𝑛𝑚(·) =

∫︁
T𝛾

𝜙𝑛(𝜏1, . . . , 𝜏𝛾)𝜓𝑚(𝜏1, . . . , 𝜏𝛾)𝑑𝜏1 . . . 𝑑𝜏𝛾 =
(︀
𝜙𝑛(·), 𝜓𝑚(·)

)︀
𝐿2(T𝛾)

,
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и применим теорему 4.8, которое позволяет записать следующее равенство для произвольных
𝑛 и 𝑚:

∞∑︁
𝑖′1,...,𝑖

′
𝛾=0

𝐹 𝑛𝑚
𝑖1...𝑖𝑘

⃒⃒⃒
𝑖′=𝑖′′

= 2𝛾
∞∑︁

𝑖′1,...,𝑖
′
𝛾=0

𝑋𝑛𝑚
𝑖1...𝑖𝑘

⃒⃒⃒
𝑖′=𝑖′′

=
(︀
𝜙𝑛(·), 𝜓𝑚(·)

)︀
𝐿2(T𝛾)

, (4.89)

где числовые ряды сходятся абсолютно и их сумма не зависит от выбора базисной системы
{𝑞(𝑖, ·)}∞𝑖=0.

Зафиксируем 𝑛 в формуле (4.89). Тогда она определяет ограниченный, а значит и непре-
рывный линейный функционал в пространстве 𝐿2(T

𝛾), который задается функцией 𝜙𝑛(·) (в
левой части формулы непрерывный функционал в пространстве ядерных операторов [41], но
его можно рассматривать как линейный функционал в пространстве 𝐿2(T

𝛾), используя про-
должение по непрерывности [52,123]). Переходя к пределу при𝑚→∞, получаем непрерывный
линейный функционал, заданный функцией 𝜓(·):

∞∑︁
𝑖′1,...,𝑖

′
𝛾=0

𝐹 𝑛
𝑖1...𝑖𝑘

⃒⃒⃒
𝑖′=𝑖′′

= 2𝛾
∞∑︁

𝑖′1,...,𝑖
′
𝛾=0

𝑋𝑛
𝑖1...𝑖𝑘

⃒⃒⃒
𝑖′=𝑖′′

=
(︀
𝜙𝑛(·), 𝜓(·)

)︀
𝐿2(T𝛾)

.

Остается перейти к пределу при 𝑛→∞, в результате
∞∑︁

𝑖′1,...,𝑖
′
𝛾=0

𝐹𝑖1...𝑖𝑘

⃒⃒⃒
𝑖′=𝑖′′

= 2𝛾
∞∑︁

𝑖′1,...,𝑖
′
𝛾=0

𝑋𝑖1...𝑖𝑘

⃒⃒⃒
𝑖′=𝑖′′

=
(︀
𝜙(·), 𝜓(·)

)︀
𝐿2(T𝛾)

и отсюда
∞∑︁

𝑖′1,...,𝑖
′
𝛾=0

K𝜓
𝑖1...𝑖𝑘

⃒⃒⃒
𝑖′=𝑖′′

=
1

2𝛾

∫︁
T𝛾

𝜙(𝜏1, . . . , 𝜏𝛾)𝜓(𝜏1, . . . , 𝜏𝛾)𝑑𝜏1 . . . 𝑑𝜏𝛾 =

=
1

2𝛾

∫︁
T𝛾

𝜓1(𝜏1)𝜓2(𝜏1) . . . 𝜓𝑘−1(𝜏𝛾)𝜓𝑘(𝜏𝛾)1(𝜏2 − 𝜏1)1(𝜏3 − 𝜏2) . . . 1(𝜏𝛾 − 𝜏𝛾−1)𝑑𝜏1 . . . 𝑑𝜏𝛾 =

=
1

2𝛾
(︀
𝜓1(·)⊗ 𝜓3(·)⊗ . . .⊗ 𝜓𝑘−1(·), 𝜓2(·)⊗ 𝜓4(·)⊗ . . .⊗ 𝜓𝑘(·)

)︀
𝐿2(ΔT𝛾)

,

что доказывает теорему. J

Зам е ч а н и е 4.5. Доказательство теоремы 4.9 можно упростить и доказать более общую
формулу, а именно

∞∑︁
𝑖′1,...,𝑖

′
𝛾=0

∫︁
T

𝑞(𝑖𝑘, 𝑡𝑘)𝜓𝑘(𝑡𝑘) . . .

∫︁ 𝑡3

𝑡0

𝑞(𝑖2, 𝑡2)𝜓2(𝑡2)

∫︁ 𝑡2

𝑡0

𝑞(𝑖1, 𝑡1)𝜓1(𝑡1)𝑑𝑡1 . . . 𝑑𝑡𝑘

⃒⃒⃒
𝑖′=𝑖′′

=

=

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
1

2𝛾
(︀
𝜓1(·)⊗ 𝜓3(·)⊗ . . .⊗ 𝜓𝑘−1(·), 𝜓2(·)⊗ 𝜓4(·)⊗ . . .⊗ 𝜓𝑘(·)

)︀
𝐿2(ΔT𝛾)

,

если 𝑖′ = [ 𝑖1 𝑖3 . . . 𝑖𝑘−1 ]T и 𝑖′′ = [ 𝑖2 𝑖4 . . . 𝑖𝑘 ]T,

0 в остальных случаях,
где все обозначения приведены в теореме 4.9.

Действительно, рассмотрим случай, когда все пары из набора 𝜛 образованы переменными
с соседними индексами (см. п. 3 замечаний 4.4):

𝑡′ = [ 𝑡1 𝑡3 . . . 𝑡𝑘−1 ]T, 𝑡′′ = [ 𝑡2 𝑡4 . . . 𝑡𝑘 ]T, 𝑖′ = [ 𝑖1 𝑖3 . . . 𝑖𝑘−1 ]T, 𝑖′′ = [ 𝑖2 𝑖4 . . . 𝑖𝑘 ]T.

Пусть функция 𝑥0(·) определяется выражением

𝑥0(𝑡1, . . . , 𝑡𝑘) =

𝛾∏︁
𝑟=1

𝜓2𝑟−1(𝑡2𝑟−1)𝜓2𝑟(𝑡2𝑟)1(𝑡2𝑟 − 𝑡2𝑟−1) =



284

= 𝜓1(𝑡1)𝜓2(𝑡2)1(𝑡2 − 𝑡1) . . . 𝜓𝑘−1(𝑡𝑘−1)𝜓𝑘(𝑡𝑘)1(𝑡𝑘 − 𝑡𝑘−1), (4.90)

где 𝜓𝑙(·) ∈ 𝐿2(T), 𝑙 = 1, . . . , 𝑘, т.е. 𝑥0(·) ∈ 𝐿2(T
𝑘). Для ее коэффициентов разложения 𝑋0

𝑖1...𝑖𝑘

относительно базисной системы {𝑞(𝑖1, ·)⊗ . . .⊗ 𝑞(𝑖𝑘, ·)}∞𝑖1,...,𝑖𝑘=0, которые задаются формулой
(4.4), справедливо равенство (его доказательство аналогично доказательству теоремы 4.2)

𝑋0
𝑖1...𝑖𝑘

=
(︀
𝑞(𝑖1, ·)⊗ . . .⊗ 𝑞(𝑖𝑘, ·), 𝑥0(·)

)︀
𝐿2(T𝑘)

=

𝛾∏︁
𝑟=1

𝑋0,𝑟
𝑖2𝑟−1𝑖2𝑟

, 𝑖1, . . . , 𝑖𝑘 = 0, 1, 2, . . . ,

в котором

𝑋0,𝑟
𝑖2𝑟−1𝑖2𝑟

=
(︀
𝑞(𝑖2𝑟−1, ·)⊗ 𝑞(𝑖2𝑟, ·), 𝑥0,𝑟(·)

)︀
𝐿2(T2)

, 𝑥0,𝑟(𝑡2𝑟−1, 𝑡2𝑟) = 𝜓2𝑟−1(𝑡2𝑟−1)𝜓2𝑟(𝑡2𝑟)1(𝑡2𝑟 − 𝑡2𝑟−1).

Согласно теореме 1.12
∞∑︁
𝑖=0

𝑋0,𝑟
𝑖𝑖 =

1

2

(︀
𝜓2𝑟−1(·), 𝜓2𝑟(·)

)︀
𝐿2(T)

, 𝑟 = 1, . . . , 𝛾,

где числовые ряды сходятся абсолютно, поэтому
∞∑︁

𝑖′1,...,𝑖
′
𝛾=0

𝑋0
𝑖1...𝑖𝑘

⃒⃒⃒
𝑖1=𝑖2,...,𝑖𝑘−1=𝑖𝑘

=
1

2𝛾

𝛾∏︁
𝑟=1

(︀
𝜓2𝑟−1(·), 𝜓2𝑟(·)

)︀
𝐿2(T)

=

=
1

2𝛾
(︀
𝜓1(·)⊗ 𝜓3(·)⊗ . . .⊗ 𝜓𝑘−1(·), 𝜓2(·)⊗ 𝜓4(·)⊗ . . .⊗ 𝜓𝑘(·)

)︀
𝐿2(T𝛾)

и кратный числовой ряд в левой части последнего равенства также сходится абсолютно (аб-
солютная сходимость кратных числовых рядов имеет место и далее). Полученное равенство
представляется в эквивалентной форме

∞∑︁
𝑖′1,...,𝑖

′
𝛾=0

𝑋0
𝑖1...𝑖𝑘

⃒⃒⃒
𝑖1=𝑖2,...,𝑖𝑘−1=𝑖𝑘

=
1

2𝛾
(︀
𝜓2(·)⊗ 𝜓3(·)⊗ . . .⊗ 𝜓𝑘−1(·), 𝜓1(·)⊗ 𝜓4(·)⊗ . . .⊗ 𝜓𝑘(·)

)︀
𝐿2(T𝛾)

.

Используя функции вида (4.90), можно сколь угодно точно построить приближение к функ-
ции 𝑥1(𝑡1, . . . , 𝑡𝑘) = 𝑥0(𝑡1, . . . , 𝑡𝑘)1(𝑡3 − 𝑡2), 𝑥1(·) ∈ 𝐿2(T

𝑘). Такими, например, являются функ-
ции

𝜓1(𝑡1)𝑞(𝑖, 𝑡2)1(𝑡2 − 𝑡1)𝑞(𝑗, 𝑡3)𝜓4(𝑡4)1(𝑡4 − 𝑡3) . . . 𝜓𝑘−1(𝑡𝑘−1)𝜓𝑘(𝑡𝑘)1(𝑡𝑘 − 𝑡𝑘−1),

𝑖, 𝑗 = 0, 1, 2, . . . ,
(4.91)

кроме того, функцию 𝑔1(𝑡2, 𝑡3) = 𝜓2(𝑡2)𝜓3(𝑡3)1(𝑡3 − 𝑡2) можно представить в виде 𝑔1(·) =

= lim
𝑛→∞

𝑔
(𝑛)
1 (·), где согласно теореме 1.3

𝑔
(𝑛)
1 (·) =

𝑛∑︁
𝑖,𝑗=0

𝐺1
𝑖𝑗 𝑞(𝑖, ·)⊗ 𝑞(𝑗, ·), 𝐺1

𝑖𝑗 =
(︀
𝑞(𝑖, ·)⊗ 𝑞(𝑗, ·), 𝑔(·)

)︀
𝐿2(T2)

.

Следовательно, 𝑥1(·) = lim
𝑛→∞

𝑥
(𝑛)
0 (·), где

𝑥
(𝑛)
0 (𝑡1, . . . , 𝑡𝑘) = 𝜓1(𝑡1)1(𝑡2 − 𝑡1)𝑔(𝑛)1 (𝑡2, 𝑡3)𝜓4(𝑡4)1(𝑡4 − 𝑡3) . . . 𝜓𝑘−1(𝑡𝑘−1)𝜓𝑘(𝑡𝑘)1(𝑡𝑘 − 𝑡𝑘−1),

причем функции 𝑥(𝑛)0 (·) — это линейные комбинации функций вида (4.91), а значит
∞∑︁

𝑖′1,...,𝑖
′
𝛾=0

𝑋0,𝑛
𝑖1...𝑖𝑘

⃒⃒⃒
𝑖1=𝑖2,...,𝑖𝑘−1=𝑖𝑘

=
1

2𝛾
(︀
𝑔
(𝑛)
1 (·, ·)⊗ . . .⊗ 𝜓𝑘−1(·), 𝜓1(·)⊗ 𝜓4(·)⊗ . . .⊗ 𝜓𝑘(·)

)︀
𝐿2(T𝛾)

, (4.92)

где 𝑋0,𝑛
𝑖1...𝑖𝑘

— коэффициенты разложения функции 𝑥
(𝑛)
0 (·) относительно базисной системы

{𝑞(𝑖1, ·)⊗ . . .⊗ 𝑞(𝑖𝑘, ·)}∞𝑖1,...,𝑖𝑘=0. Кроме того, коэффициенты разложения 𝑋1
𝑖1...𝑖𝑘

функции 𝑥1(·)
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выражаются следующим образом:

𝑋1
𝑖1...𝑖𝑘

= lim
𝑛→∞

𝑋0,𝑛
𝑖1...𝑖𝑘

,

поскольку из сходимости по норме следует слабая сходимость.
Формула (4.92) определяет ограниченный, а значит и непрерывный линейный функцио-

нал в пространстве 𝐿2(T
𝛾), который задается функцией 𝜓1(·)⊗ 𝜓4(·)⊗ . . .⊗ 𝜓𝑘(·). Поэтому,

переходя к пределу при 𝑛→∞, получаем
∞∑︁

𝑖′1,...,𝑖
′
𝛾=0

𝑋1
𝑖1...𝑖𝑘

⃒⃒⃒
𝑖1=𝑖2,...,𝑖𝑘−1=𝑖𝑘

=

=
1

2𝛾
(︀
𝑔1(·, ·)⊗ . . .⊗ 𝜓𝑘−1(·), 𝜓1(·)⊗ 𝜓4(·)⊗ . . .⊗ 𝜓𝑘(·)

)︀
𝐿2(T𝛾)

=

=
1

2𝛾
(︀
𝜓2(·)⊗ 𝜓3(·)⊗ . . .⊗ 𝜓𝑘−1(·), 𝜓1(·)⊗ 𝜓4(·)⊗ . . .⊗ 𝜓𝑘(·)

)︀
𝐿2(Δ1T𝛾)

,

или
∞∑︁

𝑖′1,...,𝑖
′
𝛾=0

𝑋1
𝑖1...𝑖𝑘

⃒⃒⃒
𝑖1=𝑖2,...,𝑖𝑘−1=𝑖𝑘

=

=
1

2𝛾
(︀
𝜓1(·)⊗ 𝜓4(·)⊗ 𝜓5(·)⊗ . . .⊗ 𝜓𝑘−1(·), 𝜓2(·)⊗ 𝜓3(·)⊗ 𝜓6(·)⊗ . . .⊗ 𝜓𝑘(·)

)︀
𝐿2(Δ1T𝛾)

,

где ∆1T
𝛾 = {(𝑡1, . . . , 𝑡𝛾) ∈ T𝛾 : 𝑡1 < 𝑡2}.

Если 𝑘 = 4, то 𝑥1(·) — это функция k𝜓(·), заданная формулой (4.24), с коэффициентами
разложения K𝜓

𝑖1...𝑖𝑘
, которые удовлетворяют соотношению (4.25), и ∆1T

𝛾 = ∆T𝛾. Если 𝑘 > 6,
то, используя функции вида 𝑥1(·), можно сколь угодно точно построить приближение к функ-
ции 𝑥2(𝑡1, . . . , 𝑡𝑘) = 𝑥1(𝑡1, . . . , 𝑡𝑘)1(𝑡5 − 𝑡4), 𝑥2(·) ∈ 𝐿2(T

𝑘). В качестве таких функций достаточно
взять следующие:

𝜓1(𝑡1)𝜓2(𝑡2)1(𝑡2 − 𝑡1)𝜓3(𝑡3)𝑞(𝑖, 𝑡4)1(𝑡4 − 𝑡3)𝑞(𝑗, 𝑡5)𝜓6(𝑡6)1(𝑡6 − 𝑡5)× . . .×

× 𝜓𝑘−1(𝑡𝑘−1)𝜓𝑘(𝑡𝑘)1(𝑡𝑘 − 𝑡𝑘−1) · 1(𝑡3 − 𝑡2), 𝑖, 𝑗 = 0, 1, 2, . . . ,
(4.93)

кроме того, обозначим 𝑔2(𝑡4, 𝑡5) = 𝜓4(𝑡4)𝜓5(𝑡5)1(𝑡5 − 𝑡4) и положим 𝑔2(·) = lim
𝑛→∞

𝑔
(𝑛)
2 (·), где

𝑔
(𝑛)
2 (·) =

𝑛∑︁
𝑖,𝑗=0

𝐺2
𝑖𝑗 𝑞(𝑖, ·)⊗ 𝑞(𝑗, ·), 𝐺2

𝑖𝑗 =
(︀
𝑞(𝑖, ·)⊗ 𝑞(𝑗, ·), 𝑔2(·)

)︀
𝐿2(T2)

.

Далее, 𝑥2(·) = lim
𝑛→∞

𝑥
(𝑛)
1 (·), где

𝑥
(𝑛)
1 (𝑡1, . . . , 𝑡𝑘) = 𝜓1(𝑡1)𝜓2(𝑡2)1(𝑡2 − 𝑡1)𝜓3(𝑡3)1(𝑡4 − 𝑡3)𝑔(𝑛)2 (𝑡4, 𝑡5)𝜓6(𝑡6)1(𝑡6 − 𝑡5)× . . .×

× 𝜓𝑘−1(𝑡𝑘−1)𝜓𝑘(𝑡𝑘)1(𝑡𝑘 − 𝑡𝑘−1),

и функции 𝑥(𝑛)1 (·) — это линейные комбинации функций вида (4.93), следовательно,
∞∑︁

𝑖′1,...,𝑖
′
𝛾=0

𝑋1,𝑛
𝑖1...𝑖𝑘

⃒⃒⃒
𝑖1=𝑖2,...,𝑖𝑘−1=𝑖𝑘

=

=
1

2𝛾
(︀
𝜓1(·)⊗ 𝑔(𝑛)2 (·, ·)⊗ . . .⊗ 𝜓𝑘−1(·), 𝜓2(·)⊗ 𝜓3(·)⊗ 𝜓6(·)⊗ . . .⊗ 𝜓𝑘(·)

)︀
𝐿2(Δ1T𝛾)

, (4.94)

где 𝑋1,𝑛
𝑖1...𝑖𝑘

— коэффициенты разложения функции 𝑥
(𝑛)
1 (·) относительно базисной системы

{𝑞(𝑖1, ·)⊗ . . .⊗ 𝑞(𝑖𝑘, ·)}∞𝑖1,...,𝑖𝑘=0, причем для коэффициентов разложения 𝑋2
𝑖1...𝑖𝑘

функции 𝑥2(·)
верно соотношение

𝑋2
𝑖1...𝑖𝑘

= lim
𝑛→∞

𝑋1,𝑛
𝑖1...𝑖𝑘

.
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Формула (4.94) определяет ограниченный, а значит и непрерывный линейный функцио-
нал в пространстве 𝐿2(∆1T

𝛾), который задается функцией 𝜓2(·)⊗ 𝜓3(·)⊗ 𝜓6(·)⊗ . . .⊗ 𝜓𝑘(·).
Поэтому, переходя к пределу при 𝑛→∞, находим

∞∑︁
𝑖′1,...,𝑖

′
𝛾=0

𝑋2
𝑖1...𝑖𝑘

⃒⃒⃒
𝑖1=𝑖2,...,𝑖𝑘−1=𝑖𝑘

=

=
1

2𝛾
(︀
𝜓1(·)⊗ 𝑔2(·, ·)⊗ . . .⊗ 𝜓𝑘−1(·), 𝜓2(·)⊗ 𝜓3(·)⊗ 𝜓6(·)⊗ . . .⊗ 𝜓𝑘(·)

)︀
𝐿2(Δ1T𝛾)

=

=
1

2𝛾
(︀
𝜓1(·)⊗ 𝜓3(·)⊗ 𝜓5(·)⊗ . . .⊗ 𝜓𝑘−1(·), 𝜓2(·)⊗ 𝜓4(·)⊗ 𝜓6(·)⊗ . . .⊗ 𝜓𝑘(·)

)︀
𝐿2(Δ2T𝛾)

,

где ∆2T
𝛾 = {(𝑡1, . . . , 𝑡𝛾) ∈ T𝛾 : 𝑡1 < 𝑡2 < 𝑡3}.

Если 𝑘 = 6, то 𝑥2(·) — это функция k𝜓(·) с коэффициентами разложения K𝜓
𝑖1...𝑖𝑘

и
∆2T

𝛾 = ∆T𝛾. Если 𝑘 > 8, то аналогичный шаг повторяется для функции 𝑥3(𝑡1, . . . , 𝑡𝑘) =

= 𝑥2(𝑡1, . . . , 𝑡𝑘)1(𝑡7 − 𝑡6), 𝑥3(·) ∈ 𝐿2(T
𝑘), и далее (общее число шагов равно 𝛾 − 1), пока не будет

получена функция

k𝜓(𝑡1, . . . , 𝑡𝑘) = 𝑥𝛾−1(𝑡1, . . . , 𝑡𝑘) = 𝑥𝛾−2(𝑡1, . . . , 𝑡𝑘)1(𝑡𝑘−1 − 𝑡𝑘−2).

Для ее коэффициентов разложения K𝜓
𝑖1...𝑖𝑘

= 𝑋𝛾−1
𝑖1...𝑖𝑘

имеем
∞∑︁

𝑖′1,...,𝑖
′
𝛾=0

K𝜓
𝑖1...𝑖𝑘

⃒⃒⃒
𝑖1=𝑖2,...,𝑖𝑘−1=𝑖𝑘

=
∞∑︁

𝑖′1,...,𝑖
′
𝛾=0

𝑋𝛾−1
𝑖1...𝑖𝑘

⃒⃒⃒
𝑖1=𝑖2,...,𝑖𝑘−1=𝑖𝑘

=

=
1

2𝛾
(︀
𝜓1(·)⊗ 𝜓3(·)⊗ . . .⊗ 𝜓𝑘−1(·), 𝜓2(·)⊗ 𝜓4(·)⊗ . . .⊗ 𝜓𝑘(·)

)︀
𝐿2(Δ𝛾−1T𝛾)

,

где ∆𝛾−1T
𝛾 = ∆T𝛾 = {(𝑡1, . . . , 𝑡𝛾) ∈ T𝛾 : 𝑡1 < . . . < 𝑡𝛾}.

Последнее равенство можно переписать в виде
∞∑︁

𝑖′1,...,𝑖
′
𝛾=0

K𝜓
𝑖1...𝑖𝑘

⃒⃒⃒
𝑖1=𝑖2,...,𝑖𝑘−1=𝑖𝑘

=

=
1

2𝛾

∫︁
T𝛾

𝜓1(𝜏1)𝜓2(𝜏1) . . . 𝜓𝑘−1(𝜏𝛾)𝜓𝑘(𝜏𝛾)1(𝜏2 − 𝜏1)1(𝜏3 − 𝜏2) . . . 1(𝜏𝛾 − 𝜏𝛾−1)𝑑𝜏1 . . . 𝑑𝜏𝛾,

так как

1(𝑡3 − 𝑡2)1(𝑡5 − 𝑡4) . . . 1(𝑡𝑘−1 − 𝑡𝑘−2)
⃒⃒⃒
𝜏1=𝑡1=𝑡2,...,𝜏𝛾=𝑡𝑘−1=𝑡𝑘

= 1(𝜏2 − 𝜏1)1(𝜏3 − 𝜏2) . . . 1(𝜏𝛾 − 𝜏𝛾−1).

Для случая, когда не все пары из набора 𝜛 образованы переменными с соседними индек-
сами или же все пары из набора 𝜛 образованы переменными, индексы у которых не являются
соседними, доказательство проводится аналогичным образом (см. п. 3 замечаний 4.4).

Пусть 𝐿 — множество величин 𝑙 таких, что пар (𝑙, 𝑙 + 1) нет среди пар (𝑖′𝑟, 𝑖
′′
𝑟) и (𝑖′′𝑟 , 𝑖

′
𝑟),

𝑟 = 1, . . . , 𝛾. Множество 𝐿 не является пустым. Максимально оно содержит 𝑘 − 1 элементов:
1, 2, . . . , 𝑘−1, когда все пары из набора 𝜛 образованы переменными, индексы у которых не яв-
ляются соседними. Обозначим элементы множества 𝐿 через 𝑙(1), . . . , 𝑙(|𝐿|), где |𝐿| — количество
этих элементов: |𝐿| > 𝛾.

В качестве функции 𝑥0(·) следует взять

𝑥0(𝑡1, . . . , 𝑡𝑘) =

𝛾∏︁
𝑟=1

𝜓𝑖′𝑟(𝑡
′
𝑟)𝜓𝑖′′𝑟 (𝑡′′𝑟)1(𝑡′′𝑟 − 𝑡′𝑟),

а далее последовательно рассмотреть функции

𝑥1(𝑡1, . . . , 𝑡𝑘) = 𝑥0(𝑡1, . . . , 𝑡𝑘)1(𝑡𝑙(1)+1 − 𝑡𝑙(1)), 𝑥2(𝑡1, . . . , 𝑡𝑘) = 𝑥1(𝑡1, . . . , 𝑡𝑘)1(𝑡𝑙(2)+1 − 𝑡𝑙(2)), . . . ,
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𝑥|𝐿|(𝑡1, . . . , 𝑡𝑘) = 𝑥|𝐿|−1(𝑡1, . . . , 𝑡𝑘)1(𝑡𝑙(|𝐿|)+1 − 𝑡𝑙(|𝐿|)),

где 𝑥|𝐿|(·) — это функция k𝜓(·).
Фактически, требуется сделать |𝐿| шагов, аналогичных шагам для случая, когда все пары

из набора 𝜛 образованы переменными с соседними индексами. Тогда
∞∑︁

𝑖′1,...,𝑖
′
𝛾=0

K𝜓
𝑖1...𝑖𝑘

⃒⃒⃒
𝑖′=𝑖′′

=
1

2𝛾

∫︁
T𝛾

𝜓𝑖′1(𝜏1)𝜓𝑖′′1 (𝜏1) . . . 𝜓𝑖′𝛾 (𝜏𝛾)𝜓𝑖′′𝛾 (𝜏𝛾)ℎ(𝜏1, . . . , 𝜏𝛾)𝑑𝜏1 . . . 𝑑𝜏𝛾,

где ℎ(·) — произведение единичных ступенчатых функций (1.28) при условии 𝑡′ = 𝑡′′:

1(𝑡2 − 𝑡1)1(𝑡3 − 𝑡2) . . . 1(𝑡𝑘 − 𝑡𝑘−1)
⃒⃒⃒
𝑡′=𝑡′′

,

которое равно нулю на множестве T𝛾, что связано с одним или несколькими множителями
вида 1(𝜏𝑟′ − 𝜏𝑟′′)1(𝜏𝑟′′ − 𝜏𝑟′), 𝑟′, 𝑟′′ ∈ {1, . . . , 𝛾}. Таким образом,

∞∑︁
𝑖′1,...,𝑖

′
𝛾=0

K𝜓
𝑖1...𝑖𝑘

⃒⃒⃒
𝑖′=𝑖′′

= 0.

Теорема 4.9 и замечание 4.5 позволяют получить результат, аналогичный теореме 4.6, но
для условия k𝜓(·) ∈ 𝐿tr(𝑗1...𝑗𝑘)

2 (T𝑘) вместо k𝜓(·) ∈ 𝐿𝑖 tr(𝑗1...𝑗𝑘)2 (T𝑘) при соответствующем выборе
значений 𝑗1, . . . , 𝑗𝑘.

Пример 4.11. Найти сумму числового ряда
∑︀∞

𝑖1,𝑖3=0K
𝑛1𝑛2𝑛3𝑛4
𝑖1𝑖1𝑖3𝑖3

, где K𝑛1𝑛2𝑛3𝑛4
𝑖1𝑖2𝑖3𝑖4

— коэффи-
циенты разложения (4.25) функции k𝑛1𝑛2𝑛3𝑛4(·) = k𝜓(·), заданной формулой (4.24) при 𝑘 = 4 с
дополнительным условием (4.26), если T = [0, 𝑇 ] и при произвольном выборе базисной системы
{𝑞(𝑖, ·)}∞𝑖=0 пространства 𝐿2(T).

� В данном случае

k𝑛1𝑛2𝑛3𝑛4(𝑡1, 𝑡2, 𝑡3, 𝑡4) = 𝑡𝑛1
1 𝑡𝑛2

2 𝑡𝑛3
3 𝑡𝑛4

4 1(𝑡2 − 𝑡1)1(𝑡3 − 𝑡2)1(𝑡4 − 𝑡3),

K𝑛1𝑛2𝑛3𝑛4
𝑖1𝑖2𝑖3𝑖4

=

∫︁
T

𝑞(𝑖4, 𝑡4)𝑡
𝑛4
4

∫︁ 𝑡4

0

𝑞(𝑖3, 𝑡3)𝑡
𝑛3
3

∫︁ 𝑡3

0

𝑞(𝑖2, 𝑡2)𝑡
𝑛2
2

∫︁ 𝑡2

0

𝑞(𝑖1, 𝑡1)𝑡
𝑛1
1 𝑑𝑡1𝑑𝑡2𝑑𝑡3𝑑𝑡4,

𝑖1, . . . , 𝑖𝑘 = 0, 1, 2, . . .

Согласно теореме 4.9 имеем
∞∑︁

𝑖1,𝑖3=0

K𝑛1𝑛2𝑛3𝑛4
𝑖1𝑖1𝑖3𝑖3

=
1

2𝑘/2

∫︁
T2

𝜏𝑛1
1 𝜏𝑛2

1 𝜏𝑛3
2 𝜏𝑛4

2 1(𝜏2 − 𝜏1)𝑑𝜏1𝑑𝜏2 =

=
1

4

∫︁ 𝑇

0

𝜏𝑛3+𝑛4
2

∫︁ 𝜏2

0

𝜏𝑛1+𝑛2
1 𝑑𝜏1𝑑𝜏2 =

1

4(𝑛1 + 𝑛2 + 1)

∫︁ 𝑇

0

𝜏𝑛1+𝑛2+𝑛3+𝑛4+1
2 𝑑𝜏2 =

=
𝑇 𝑛1+𝑛2+𝑛3+𝑛4+2

4(𝑛1 + 𝑛2 + 1)(𝑛1 + 𝑛2 + 𝑛3 + 𝑛4 + 2)
,

а в частном случае 𝑛1 = 𝑛2 = 𝑛3 = 𝑛4 = 0, когда k𝑛1𝑛2𝑛3𝑛4(·) = k(·) — функция (4.15),
∞∑︁

𝑖1,𝑖3=0

K𝑖1𝑖1𝑖3𝑖3 =
𝑇 2

8
.

Сравним этот результат с результатом суммирования повторных числовых рядов∑︀∞
𝑖1=0

∑︀∞
𝑖3=0K

𝑛1𝑛2𝑛3𝑛4
𝑖1𝑖1𝑖3𝑖3

и
∑︀∞

𝑖3=0

∑︀∞
𝑖1=0K

𝑛1𝑛2𝑛3𝑛4
𝑖1𝑖1𝑖3𝑖3

.
Возьмем за основу пример 4.10, согласно которому числовой ряд

∑︀∞
𝑖3=0 K

𝑛1𝑛2𝑛3𝑛4
𝑖1𝑖2𝑖3𝑖3

определяет
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коэффициенты разложения (1.42) функции двух переменных

𝑓1(𝑡, 𝜏) =
1

2(𝑛3 + 𝑛4 + 1)
𝑡𝑛2 (𝑇 𝑛3+𝑛4+1 − 𝑡𝑛3+𝑛4+1)𝜏𝑛1 1(𝑡− 𝜏),

а далее применим теорему 1.12 при условии 𝜙(𝑡) = 𝑡𝑛2 (𝑇 𝑛3+𝑛4+1 − 𝑡𝑛3+𝑛4+1) и 𝜓(𝑡) = 𝑡𝑛1 :
∞∑︁
𝑖1=0

∞∑︁
𝑖3=0

K𝑛1𝑛2𝑛3𝑛4
𝑖1𝑖1𝑖3𝑖3

=
1

2(𝑛3 + 𝑛4 + 1)

∞∑︁
𝑖1=0

∫︁
T

𝑞(𝑖1, 𝑡)𝑡
𝑛2 (𝑇 𝑛3+𝑛4+1−𝑡𝑛3+𝑛4+1)

∫︁ 𝑡

0

𝑞(𝑖1, 𝜏)𝜏𝑛1 𝑑𝜏 𝑑𝑡 =

=
1

4(𝑛3 + 𝑛4 + 1)

∫︁ 𝑇

0

𝑡𝑛1+𝑛2 (𝑇 𝑛3+𝑛4+1 − 𝑡𝑛3+𝑛4+1)𝑑𝑡 =

=
1

4(𝑛3 + 𝑛4 + 1)

∫︁ 𝑇

0

(𝑇 𝑛3+𝑛4+1 𝑡𝑛1+𝑛2 − 𝑡𝑛1+𝑛2+𝑛3+𝑛4+1)𝑑𝑡 =

=
𝑇 𝑛1+𝑛2+𝑛3+𝑛4+2

4(𝑛3 + 𝑛4 + 1)

(︂
1

𝑛1 + 𝑛2 + 1
− 1

𝑛1 + 𝑛2 + 𝑛3 + 𝑛4 + 2

)︂
=

=
𝑇 𝑛1+𝑛2+𝑛3+𝑛4+2

4(𝑛3 + 𝑛4 + 1)

𝑛1 + 𝑛2 + 𝑛3 + 𝑛4 + 2− 𝑛1 − 𝑛2 − 1

(𝑛1 + 𝑛2 + 1)(𝑛1 + 𝑛2 + 𝑛3 + 𝑛4 + 2)
=

𝑇 𝑛1+𝑛2+𝑛3+𝑛4+2

4(𝑛1 + 𝑛2 + 1)(𝑛1 + 𝑛2 + 𝑛3 + 𝑛4 + 2)
.

Пример 4.10 также дает возможность утверждать, что числовой ряд
∑︀∞

𝑖1=0K
𝑛1𝑛2𝑛3𝑛4
𝑖1𝑖1𝑖3𝑖4

опре-
деляет коэффициенты разложения (1.42) функции двух переменных

𝑓2(𝑡, 𝜏) =
1

2(𝑛1 + 𝑛2 + 1)
𝑡𝑛4 𝜏𝑛1+𝑛2+𝑛3+11(𝑡− 𝜏),

и из теоремы 1.12 при условии 𝜙(𝑡) = 𝑡𝑛4 и 𝜓(𝑡) = 𝑡𝑛1+𝑛2+𝑛3+1 следует, что
∞∑︁
𝑖3=0

∞∑︁
𝑖1=0

K𝑛1𝑛2𝑛3𝑛4
𝑖1𝑖1𝑖3𝑖3

=
1

2(𝑛1 + 𝑛2 + 1)

∞∑︁
𝑖3=0

∫︁
T

𝑞(𝑖3, 𝑡)𝑡
𝑛4

∫︁ 𝑡

0

𝑞(𝑖3, 𝜏)𝜏𝑛1+𝑛2+𝑛3+1𝑑𝜏 𝑑𝑡 =

=
1

4(𝑛1 + 𝑛2 + 1)

∫︁ 𝑇

0

𝑡𝑛1+𝑛2+𝑛3+𝑛4+1𝑑𝑡 =
𝑇 𝑛1+𝑛2+𝑛3+𝑛4+2

4(𝑛1 + 𝑛2 + 1)(𝑛1 + 𝑛2 + 𝑛3 + 𝑛4 + 2)
.

Таким образом,
∞∑︁

𝑖1,𝑖3=0

K𝑛1𝑛2𝑛3𝑛4
𝑖1𝑖1𝑖3𝑖3

=
∞∑︁
𝑖1=0

∞∑︁
𝑖3=0

K𝑛1𝑛2𝑛3𝑛4
𝑖1𝑖1𝑖3𝑖3

=
∞∑︁
𝑖3=0

∞∑︁
𝑖1=0

K𝑛1𝑛2𝑛3𝑛4
𝑖1𝑖1𝑖3𝑖3

,

что иллюстрирует абсолютную сходимость кратного числового ряда (см. п. 1 замечаний 4.4),
а значит и равенство его суммы суммам повторных числовых рядов [237,238].

В дополнение интересно рассмотреть общий случай и найти сумму числового ряда
∞∑︁

𝑖1,𝑖3,...,𝑖𝑘−1=0

K𝑛1𝑛2𝑛3𝑛4...𝑛𝑘−1𝑛𝑘

𝑖1𝑖1𝑖3𝑖3...𝑖𝑘−1𝑖𝑘−1
,

где K𝑛1𝑛2𝑛3𝑛4...𝑛𝑘−1𝑛𝑘

𝑖1𝑖1𝑖3𝑖3...𝑖𝑘−1𝑖𝑘−1
— коэффициенты разложения (4.25) функции k𝑛1...𝑛𝑘

(·) = k𝜓(·), заданной
формулой (4.24) при 𝑘 = 2𝛾, 𝛾 ∈ N, с тем же дополнительным условием.

Применяя теорему 4.9, находим
∞∑︁

𝑖1,𝑖3,...,𝑖𝑘−1=0

K𝑛1𝑛2𝑛3𝑛4...𝑛𝑘−1𝑛𝑘

𝑖1𝑖1𝑖3𝑖3...𝑖𝑘−1𝑖𝑘−1
=

1

2𝛾

∫︁
T𝛾

𝜏𝑛1
1 𝜏𝑛2

1 𝜏𝑛3
2 𝜏𝑛4

2 . . . 𝜏𝑛𝑘−1
𝛾 𝜏𝑛𝑘

𝛾 ×

× 1(𝜏2 − 𝜏1)1(𝜏3 − 𝜏2) . . . 1(𝜏𝛾 − 𝜏𝛾−1)𝑑𝜏1𝑑𝜏2 . . . 𝑑𝜏𝛾 =

=
1

2𝛾

∫︁ 𝑇

0

𝜏𝑛𝑘−1+𝑛𝑘
𝛾 . . .

∫︁ 𝜏3

0

𝜏𝑛3+𝑛4
2

∫︁ 𝜏2

0

𝜏𝑛1+𝑛2
1 𝑑𝜏1𝑑𝜏2 . . . 𝑑𝜏𝛾.

Далее остается последовательно проинтегрировать, а именно
∞∑︁

𝑖1,𝑖3,...,𝑖𝑘−1=0

K𝑛1𝑛2𝑛3𝑛4...𝑛𝑘−1𝑛𝑘

𝑖1𝑖1𝑖3𝑖3...𝑖𝑘−1𝑖𝑘−1
=
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=
1

2𝛾 (𝑛1 + 𝑛2 + 1)

∫︁ 𝑇

0

𝜏𝑛𝑘−1+𝑛𝑘
𝛾 . . .

∫︁ 𝜏4

0

𝜏𝑛5+𝑛6
3

∫︁ 𝜏3

0

𝜏𝑛1+𝑛2+𝑛3+𝑛4+1
2 𝑑𝜏2𝑑𝜏3 . . . 𝑑𝜏𝛾 =

=
1

2𝛾 (𝑛1 + 𝑛2 + 1)(𝑛1 + 𝑛2 + 𝑛3 + 𝑛4 + 2)
×

×
∫︁ 𝑇

0

𝜏𝑛𝑘−1+𝑛𝑘
𝛾 . . .

∫︁ 𝜏4

0

𝜏𝑛1+𝑛2+𝑛3+𝑛4+𝑛5+𝑛6+2
3 𝑑𝜏3𝑑𝜏4 . . . 𝑑𝜏𝛾 = . . . =

=
𝑇 𝑛1+...+𝑛𝑘+𝛾

2𝛾

𝛾∏︁
𝑗=1

(︂ 𝑗∑︁
𝑙=1

(𝑛2𝑙−1 + 𝑛2𝑙 + 1)

)︂−1

.

Для частного случая 𝑛1 = . . . = 𝑛𝑘 = 0, т.е. k𝑛1...𝑛𝑘
(·) = k(·), имеем

∞∑︁
𝑖1,𝑖3,...,𝑖𝑘−1=0

K𝑖1𝑖1𝑖3𝑖3...𝑖𝑘−1𝑖𝑘−1
=

𝑇 𝛾

2𝛾 𝛾!
. �

4.5. Приближенное представление функций многих переменных

Напомним, что в разд. 1.10 сформулированы задачи приближенного представления функ-
ций одной и двух переменных. Изложенные там результаты естественным образом обобщаются
для функций многих переменных.

Задача приближенного представления функции многих переменных 𝑓(·) ∈ 𝐿2(T
𝑘) в виде

частичной суммы ряда (4.3):

𝑓(𝑡1, . . . , 𝑡𝑘) ≈ 𝑓(𝑡1, . . . , 𝑡𝑘), (𝑡1, . . . , 𝑡𝑘) ∈ T𝑘,

𝑓(·) =

𝐿1−1∑︁
𝑖1=0

. . .

𝐿𝑘−1∑︁
𝑖𝑘=0

𝐹𝑖1...𝑖𝑘 𝑞(𝑖1, ·)⊗ . . .⊗ 𝑞(𝑖𝑘, ·), (4.95)

или задача аппроксимации функции, предполагает при заданных значениях 𝐿1, . . . , 𝐿𝑘 на-
хождение коэффициентов разложения 𝐹𝑖1...𝑖𝑘 по формуле (4.4), 𝑖1 = 0, 1, . . . , 𝐿1 − 1, . . . ,
𝑖𝑘 = 0, 1, . . . , 𝐿𝑘 − 1, и использование (4.95).

Для упрощения обозначений и формул остановимся на частном случае 𝐿 = 𝐿1 = . . . = 𝐿𝑘:

𝑓(·) =
𝐿−1∑︁

𝑖1,...,𝑖𝑘=0

𝐹𝑖1...𝑖𝑘 𝑞(𝑖1, ·)⊗ . . .⊗ 𝑞(𝑖𝑘, ·). (4.96)

Нетрудно видеть, что для элементов спектральной характеристики 𝐹 функции 𝑓(·) отно-
сительно базисной системы {𝑞(𝑖, ·)}∞𝑖=0 пространства 𝐿2(T) справедливо соотношение

𝐹𝑖1...𝑖𝑘 =

{︃
𝐹𝑖1...𝑖𝑘 , 𝑖1, . . . , 𝑖𝑘 = 0, 1, . . . , 𝐿− 1,

0 в остальных случаях,

поэтому ее достаточно представлять 𝑘-мерной матрицей-столбцом размеров 𝐿𝑘 × 1 — усечен-
ной спектральной характеристикой 𝐹 и обозначать 𝐹 , где величина 𝐿, как и ранее, называется
порядком усечения спектральных характеристик.

Формулу для погрешности аппроксимации функции многих переменных 𝑓(·) в смысле нор-
мы пространства 𝐿2(T

𝑘) приведем без вывода, она аналогична формулам (1.117) и (1.123):

𝜀𝑓 = ‖𝑓(·)− 𝑓(·)‖𝐿2(T𝑘) =
√︁
‖𝑓(·)‖2

𝐿2(T𝑘)
− ‖𝐹‖2, (4.97)
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где ‖ · ‖ — евклидова норма многомерной матрицы:

‖𝐹‖ =

{︂ 𝐿−1∑︁
𝑖1,...,𝑖𝑘=0

𝐹 2
𝑖1...𝑖𝑘

}︂ 1
2

.

Аналог формул (1.118) и (1.124) для погрешности аппроксимации функции многих пере-
менных:

𝜀𝑓 = ‖𝑓(·)− 𝑓(·)‖𝐿2(T𝑘) =
√︁
‖𝑓(·)‖2

𝐿2(T𝑘)
− ‖𝐹‖2 + ‖𝐹 − 𝐹‖2, (4.98)

где 𝐹 — усеченная спектральная характеристика функции 𝑓(·) при условии, что ее коэффи-
циенты разложения (4.4) найдены неточно. Спектральная характеристика с элементами 𝐹𝑖1...𝑖𝑘
соответствует функции

𝑓(·) =
𝐿−1∑︁

𝑖1,...,𝑖𝑘=0

𝐹𝑖1...𝑖𝑘 𝑞(𝑖1, ·)⊗ . . .⊗ 𝑞(𝑖𝑘, ·).

Для линейных функционалов (4.33) нетрудно указать формулы, аналогичные (1.119) и
(1.120).

Пример 4.12. Найти погрешности аппроксимации функции k𝑛1𝑛2(·), которая задается
формулой (4.24), если 𝑘 = 2, 𝜓𝑙(𝑡) = 𝑡𝑛𝑙 , 𝑛𝑙 ∈ {0, 1}, 𝑙 = 1, 2, 𝑛1 + 𝑛2 6 1, при ее приближенном
представлении в виде частичной суммы ряда (4.3), используя базисные системы (1.5)– (1.9),
T = [0, 1]. Порядки усечения спектральных характеристик: 𝐿 = 4, 8, . . . , 256.

� Если 𝑛1 = 𝑛2 = 0, то k00(𝑡1, 𝑡2) = k(𝑡1, 𝑡2) — функция вида (4.15). Погрешности аппрокси-
мации 𝜀k этой функции с помощью базисных систем (1.5)– (1.9) совпадают с погрешностями
аппроксимации единичной ступенчатой функции, найденными в примерах 1.21, 1.22 и пред-
ставленными в табл. 1.4 (в указанных примерах погрешность обозначена 𝜀𝑓 ).

Если 𝑛1 + 𝑛2 > 0, то

‖k𝑛1𝑛2(·)‖2𝐿2(T2) =

∫︁ 1

0

𝑡2𝑛2
2

∫︁ 𝑡2

0

𝑡2𝑛1
1 𝑑𝑡1𝑑𝑡2 =

∫︁ 1

0

𝑡2𝑛1+2𝑛2+1
2

2𝑛1 + 1
𝑑𝑡2 =

=
1

(2𝑛1 + 1)(2𝑛1 + 2𝑛2 + 2)
=

{︃
1/12, (𝑛1, 𝑛2) = (1, 0),

1/4, (𝑛1, 𝑛2) = (0, 1),

и, применяя формулу (4.97), получаем погрешности аппроксимации 𝜀k𝑛1𝑛2
функции k𝑛1𝑛2(·)

при заданных значениях 𝐿 и 𝑛1, 𝑛2 в предположении, что она приближенно представляется
в виде частичной суммы (4.96) — функции k̃𝑛1𝑛2(·). Соответствующая спектральная харак-
теристика K𝑛1𝑛2 усекается с порядком 𝐿, а ее элементы задаются формулами (4.31), (4.28) и
(4.29) для полиномов Лежандра (1.5), косинусоид (1.6) и тригонометрических функций (1.9)
соответственно. Для функций Уолша (1.7) и функции Хаара (1.8) они найдены в примере 1.8
(см. также пример 4.4). В примере 1.23, а именно в табл. 1.5 и 1.6, приведены погрешности
аппроксимации 𝜀k𝑛1𝑛2

(в примере 1.23 для них использованы обозначения 𝜀ℎ и 𝜀𝑚). Здесь огра-
ничимся только новыми результатами, которые соответствуют выбору полиномов Лежандра,
косинусоид и тригонометрических функций. Они перечислены в табл. 4.2 и 4.3.

Можно предложить другой вариант аппроксимации функции k𝑛1𝑛2(·), при котором коэф-
фициенты разложения вычисляются неточно с помощью формулы (4.56): K𝑛1𝑛2

.
= Ψ2𝑃

−1Ψ1,
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Таблица 4.2. Погрешности аппроксимации 𝜀k10

Базис 𝐿 = 4 𝐿 = 8 𝐿 = 16 𝐿 = 32 𝐿 = 64 𝐿 = 128 𝐿 = 256

{𝑃 (𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.107948 0.072753 0.050379 0.035273 0.024822 0.017510 0.012367
{𝐶(𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.109094 0.071501 0.048489 0.033483 0.023360 0.016394 0.011544
{𝐹 (𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.133178 0.092569 0.065198 0.046040 0.032531 0.022992 0.016252

Таблица 4.3. Погрешности аппроксимации 𝜀k01

Базис 𝐿 = 4 𝐿 = 8 𝐿 = 16 𝐿 = 32 𝐿 = 64 𝐿 = 128 𝐿 = 256

{𝑃 (𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.107948 0.072753 0.050379 0.035273 0.024822 0.017510 0.012367
{𝐶(𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.109969 0.071682 0.048523 0.033489 0.023361 0.016394 0.011544
{𝐹 (𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.194278 0.140646 0.101015 0.072035 0.051156 0.036250 0.025659

где

Ψ𝑙 =

{︃
𝐸, 𝑛𝑙 = 0,

𝐴, 𝑛𝑙 = 1,
𝑙 = 1, 2.

Неточность возникает из-за усечения спектральных характеристик 𝑃−1 и 𝐴 оператора ин-
тегрирования и оператора умножения на функцию 𝑎1(𝑡) = 𝑡 соответственно. Для разных ба-
зисных систем спектральные характеристики 𝐴 и 𝑃−1 приведены в разд. 1.5 и 1.6.

Формула для коэффициентов разложения здесь принимает вид

K𝑛1𝑛2
𝑖1𝑖2

=
𝐿−1∑︁

𝑗1,𝑗2=0

(Ψ2)𝑖2𝑗1𝑃
−1
𝑗1𝑗2

(Ψ1)𝑗2𝑖1 , 𝑖1, 𝑖2 = 0, 1, 2, . . .

При 𝑛1 = 1, 𝑛2 = 0 и 𝑛1 = 0, 𝑛2 = 1 получаем (см. также примеры 1.8 и 4.4)

K10 = 𝑃−1𝐴, K10
𝑖1𝑖2

=
𝐿−1∑︁
𝑗=0

𝑃−1
𝑖2𝑗
𝐴𝑗𝑖1 и K01 = 𝐴𝑃−1, K01

𝑖1𝑖2
=

𝐿−1∑︁
𝑗=0

𝐴𝑖2𝑗𝑃
−1
𝑗𝑖1
.

Принимая во внимание формулу (4.98), вычисляем погрешности аппроксимации 𝜀k𝑛1𝑛2

функции k𝑛1𝑛2(·) при заданных значениях 𝐿 и ее приближенном представлении частичной
суммой (4.96) — функцией k̄𝑛1𝑛2(·). Результаты представлены в табл. 4.4 и 4.5. Эти таблицы
полезно сравнить с табл. 1.5 и 1.7, где указаны такие же погрешности, но при выборе в ка-
честве базисной системы функций Уолша (1.7) или функций Хаара (1.8) (в примере 1.23 для
них использованы обозначения 𝜀ℎ и 𝜀𝑚).

Умножая данные из табл. 4.2– 4.5 на коэффициент 𝑇 𝑛1+𝑛2+1, получаем погрешности ап-
проксимации заданных функций при условии T = [0, 𝑇 ]. По этим же данным можно сделать
вывод о том, что 𝜀k𝑛1𝑛2

, 𝜀k𝑛1𝑛2
≈ 𝑐/𝐿𝛾, где 𝑐 > 0 — константа, зависящая от базисной системы,

𝛾 = 1/2 для всех используемых базисных систем. �

Пример 4.13. Найти погрешности аппроксимации функций k(·), которые задаются фор-
мулой (4.15) для 𝑘 = 3 и 𝑘 = 4, при их приближенном представлении в виде частичной суммы
ряда (4.3), используя базисные системы (1.5)– (1.9), T = [0, 1]. Порядки усечения спектраль-
ных характеристик: 𝐿 = 4, 8, . . . , 64.

� Для вычисления погрешностей аппроксимации требуется квадрат нормы функции
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Таблица 4.4. Погрешности аппроксимации 𝜀k10

Базис 𝐿 = 4 𝐿 = 8 𝐿 = 16 𝐿 = 32 𝐿 = 64 𝐿 = 128 𝐿 = 256

{𝑃 (𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.109109 0.073174 0.050531 0.035327 0.024842 0.017517 0.012370
{𝐶(𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.109995 0.071811 0.048597 0.033521 0.023373 0.016398 0.011545
{𝐹 (𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.138236 0.098190 0.070335 0.050281 0.035830 0.025466 0.018067

Таблица 4.5. Погрешности аппроксимации 𝜀k01

Базис 𝐿 = 4 𝐿 = 8 𝐿 = 16 𝐿 = 32 𝐿 = 64 𝐿 = 128 𝐿 = 256

{𝑃 (𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.109109 0.073174 0.050531 0.035327 0.024842 0.017517 0.012370
{𝐶(𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.110862 0.071991 0.048631 0.033527 0.023374 0.016399 0.011545
{𝐹 (𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.197780 0.144408 0.104404 0.074817 0.053315 0.037867 0.026845

k(·). Он определяется объемом симплекса, на котором функция принимает значение 1:
‖k(·)‖2

𝐿2(T𝑘)
= 1/𝑘!.

Рассмотрим два варианта аппроксимации заданной функции. В первом варианте предпо-
лагается, что элементы спектральной характеристики K функции k(·) найдены точно: относи-
тельно полиномов Лежандра (1.5) они определяются формулой (4.19), для косинусоид (1.6) и
тригонометрических функций (1.9) — формулами (4.22) и (4.23) соответственно, для функций
Уолша (1.7) и функций Хаара (1.8) — формулами (4.66) и (4.67) соответственно. Кроме того,
для 𝑘 = 3 при выборе полиномов Лежандра или косинусоид можно использовать результаты
примера 4.3.

По формуле (4.97) вычислим погрешности аппроксимации 𝜀k функции k(·) при заданных
значениях 𝐿 и 𝑘 в предположении, что она приближенно представляется в виде частичной
суммы (4.96) — функции k̃(·). Таким образом, спектральная характеристика K усекается с
порядком 𝐿. В табл. 4.6 и 4.7 указаны погрешности 𝜀k для значений 𝑘 = 3 и 𝑘 = 4.

Второй вариант аппроксимации предполагает использование формулы (4.51), которая при
подстановке усеченных спектральных характеристик 𝑃−1 оператора интегрирования и 𝑉 опе-
ратора умножения функций не обеспечивает точного вычисления элементов K𝑖1...𝑖𝑘 спектраль-
ной характеристики K. Для базисных систем (1.5)– (1.9) спектральные характеристики 𝑉 и
𝑃−1 приведены в разд. 1.5 и 1.6.

При 𝑘 = 3 имеем K .
= 𝑃−1𝑉 𝑃−1, где произведение понимается следующим образом:

K𝑖1𝑖2𝑖3 =
𝐿−1∑︁

𝑗1,𝑗2=0

𝑃−1
𝑖3𝑗1
𝑉𝑗1𝑗2𝑖2𝑃

−1
𝑗2𝑖1
, 𝑖1, 𝑖2, 𝑖3 = 0, 1, 2, . . . ,

а при 𝑘 = 4 можно записать, что K .
= 𝑃−1𝑉 𝑃−1𝑉 𝑃−1, где произведение понимается в смысле

формулы

K𝑖1𝑖2𝑖3𝑖4 =
𝐿−1∑︁

𝑗1,𝑗2,𝑗3,𝑗4=0

𝑃−1
𝑖4𝑗1
𝑉𝑗1𝑗2𝑖3𝑃

−1
𝑗2𝑗3

𝑉𝑗3𝑗4𝑖2𝑃
−1
𝑗4𝑖1
, 𝑖1, 𝑖2, 𝑖3, 𝑖4 = 0, 1, 2, . . .

Здесь применяется формула (4.98) для погрешности аппроксимации 𝜀k функции k(·) при
заданных значениях 𝐿 в предположении, что рассматриваемая функция приближенно пред-
ставляется в виде частичной суммы (4.96) — функции k̄(·), а ее коэффициенты разложения
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найдены неточно. В табл. 4.8 и 4.9 указаны соответствующие погрешности 𝜀k для значений
𝑘 = 3 и 𝑘 = 4.

Таблица 4.6. Погрешности аппроксимации 𝜀k (𝑘 = 3)

Базис 𝐿 = 4 𝐿 = 8 𝐿 = 16 𝐿 = 32 𝐿 = 64

{𝑃 (𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.190109 0.130185 0.090441 0.063312 0.044513
{𝐶(𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.184358 0.122700 0.083642 0.057881 0.040422
{𝑊̂ (𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.235702 0.171796 0.123252 0.087772 0.062283
{𝑋̂(𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.235702 0.171796 0.123252 0.087772 0.062283
{𝐹 (𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.224451 0.158624 0.112410 0.079586 0.056298

Таблица 4.7. Погрешности аппроксимации 𝜀k (𝑘 = 4)

Базис 𝐿 = 4 𝐿 = 8 𝐿 = 16 𝐿 = 32 𝐿 = 64

{𝑃 (𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.131048 0.091595 0.064002 0.044856 0.031531
{𝐶(𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.126541 0.086186 0.059119 0.040972 0.028615
{𝑊̂ (𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.152472 0.116243 0.085267 0.061392 0.043802
{𝑋̂(𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.152472 0.116243 0.085267 0.061392 0.043802
{𝐹 (𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.141857 0.102002 0.072588 0.051434 0.036379

Таблица 4.8. Погрешности аппроксимации 𝜀k (𝑘 = 3)

Базис 𝐿 = 4 𝐿 = 8 𝐿 = 16 𝐿 = 32 𝐿 = 64

{𝑃 (𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.192049 0.130907 0.090707 0.063408 0.044547
{𝐶(𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.186075 0.123357 0.083883 0.057968 0.040453
{𝑊̂ (𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.236621 0.172112 0.123362 0.087811 0.062296
{𝑋̂(𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.236621 0.172112 0.123362 0.087811 0.062296
{𝐹 (𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.229625 0.164331 0.117754 0.084134 0.059934

Таблица 4.9. Погрешности аппроксимации 𝜀k (𝑘 = 4)

Базис 𝐿 = 4 𝐿 = 8 𝐿 = 16 𝐿 = 32 𝐿 = 64

{𝑃 (𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.134048 0.092746 0.064435 0.045015 0.031588
{𝐶(𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.129159 0.087196 0.059495 0.041108 0.028664
{𝑊̂ (𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.153888 0.116709 0.085425 0.061447 0.043821
{𝑋̂(𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.153888 0.116709 0.085425 0.061447 0.043821
{𝐹 (𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.149448 0.110501 0.080556 0.058202 0.041777

Анализ данных из табл. 4.6– 4.9 позволяет сделать вывод о зависимости 𝜀k, 𝜀k ≈ 𝑐/𝐿𝛾, где
𝑐 > 0 — константа, связанная с базисной системой, 𝛾 = 1/2 для всех используемых базисных
систем. Минимальную погрешность обеспечивает выбор косинусоид в качестве базисной сис-
темы, а максимальную — функций Уолша или Хаара. По условию T = [0, 1], т.е. 𝑇 = 1, но
для произвольного 𝑇 > 0 найденные погрешности аппроксимации достаточно умножить на
коэффициент

√
𝑇 𝑘. �

Пример 4.14. Найти погрешности аппроксимации функции k𝑛1𝑛2𝑛3(·), которая задается
формулой (4.24), если 𝑘 = 3, 𝜓𝑙(𝑡) = 𝑡𝑛𝑙 , 𝑛𝑙 ∈ {0, 1}, 𝑙 = 1, 2, 3,

∑︀
𝑙 𝑛𝑙 > 0, при ее приближенном
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представлении в виде частичной суммы ряда (4.3), используя полиномы Лежандра (1.5), коси-
нусоиды (1.6) и тригонометрические функции (1.9), T = [0, 1]. Порядки усечения спектральных
характеристик: 𝐿 = 4, 8, . . . , 64.

� Чтобы вычислить погрешности аппроксимации, найдем квадрат нормы функции
k𝑛1𝑛2𝑛3(𝑡1, 𝑡2, 𝑡3) = 𝑡𝑛1

1 𝑡
𝑛2
2 𝑡

𝑛3
3 1(𝑡3 − 𝑡2)1(𝑡2 − 𝑡1):

‖k𝑛1𝑛2𝑛3(·)‖2𝐿2(T3) =

∫︁ 1

0

𝑡2𝑛3
3

∫︁ 𝑡3

0

𝑡2𝑛2
2

∫︁ 𝑡2

0

𝑡2𝑛1
1 𝑑𝑡1𝑑𝑡2𝑑𝑡3 =

=

∫︁ 1

0

𝑡2𝑛3
3

∫︁ 𝑡3

0

𝑡2𝑛1+2𝑛2+1
2

2𝑛1 + 1
𝑑𝑡2𝑑𝑡3 =

∫︁ 1

0

𝑡2𝑛1+2𝑛2+2𝑛3+2
3

(2𝑛1 + 1)(2𝑛1 + 2𝑛2 + 2)
𝑑𝑡3 =

=
1

(2𝑛1 + 1)(2𝑛1 + 2𝑛2 + 2)(2𝑛1 + 2𝑛2 + 2𝑛3 + 3)
=

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

1/60, (𝑛1, 𝑛2, 𝑛3) = (1, 0, 0),

1/20, (𝑛1, 𝑛2, 𝑛3) = (0, 1, 0),

1/10, (𝑛1, 𝑛2, 𝑛3) = (0, 0, 1),

1/126, (𝑛1, 𝑛2, 𝑛3) = (1, 1, 0),

1/84, (𝑛1, 𝑛2, 𝑛3) = (1, 0, 1),

1/28, (𝑛1, 𝑛2, 𝑛3) = (0, 1, 1),

1/162, (𝑛1, 𝑛2, 𝑛3) = (1, 1, 1).

Как и в примерах 4.12 и 4.13, сравним два варианта аппроксимации заданной функции. В
первом варианте предполагается, что элементы спектральной характеристики K𝑛1𝑛2𝑛3 функ-
ции k𝑛1𝑛2𝑛3(·) найдены точно: относительно полиномов Лежандра (1.5) они определяются фор-
мулой (4.31), для косинусоид (1.6) и тригонометрических функций (1.9) — формулами (4.28)
и (4.29) соответственно.

По формуле (4.97) вычислим погрешности аппроксимации 𝜀k𝑛1𝑛2𝑛3
функции k𝑛1𝑛2𝑛3(·) при

заданных значениях 𝐿 и 𝑛1, 𝑛2, 𝑛3 в предположении, что она приближенно представляется в
виде частичной суммы (4.96) — функции k̃𝑛1𝑛2𝑛3(·). Следовательно, спектральная характерис-
тика K𝑛1𝑛2𝑛3 усекается с порядком 𝐿.

При втором варианте аппроксимации нужно применить формулы (4.54) и (4.55), но они
при подстановке усеченных спектральных характеристик 𝑃−1 и 𝐴 оператора интегрирования
и оператора умножения на функцию 𝑎1(𝑡) = 𝑡 соответственно, а также спектральной харак-
теристики 𝑉 оператора умножения функций не обеспечивают точного вычисления элементов
K𝑛1𝑛2𝑛3
𝑖1𝑖2𝑖3

спектральной характеристики K𝑛1𝑛2𝑛3 . Для применяемых базисных систем спектраль-
ные характеристики 𝐴, 𝑉 и 𝑃−1 приведены в разд. 1.5 и 1.6. Тогда K𝑛1𝑛2𝑛3

.
= Ψ3𝑃

−1Ψ2𝑉 𝑃
−1Ψ1,

где

Ψ𝑙 =

{︃
𝐸, 𝑛𝑙 = 0,

𝐴, 𝑛𝑙 = 1,
𝑙 = 1, 2, 3,

т.е.

K𝑛1𝑛2𝑛3
𝑖1𝑖2𝑖3

=
𝐿−1∑︁

𝑗1,𝑗2,𝑗3,𝑗4,𝑗5=0

(Ψ3)𝑖3𝑗1𝑃
−1
𝑗1𝑗2

(Ψ2)𝑗2𝑗3𝑉𝑗3𝑗4𝑖2𝑃
−1
𝑗4𝑗5

(Ψ1)𝑗5𝑖1 , 𝑖1, 𝑖2, 𝑖3 = 0, 1, 2, . . . ,

однако эти формулы очевидным образом упрощаются, если хотя бы одно из значений 𝑛𝑙 равно
нулю (см. пример 4.12).
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При заданных значениях 𝐿 воспользуемся формулой (4.98) для вычисления погрешности
аппроксимации 𝜀k𝑛1𝑛2𝑛3

функции k𝑛1𝑛2𝑛3(·) при ее приближенном представлении частичной
суммой (4.96) — функцией k̄(𝑡1, 𝑡2, 𝑡3) (ее коэффициенты разложения определяются неточно).

В табл. 4.10 и 4.11 указаны соответствующие погрешности 𝜀k𝑛1𝑛2𝑛3
и 𝜀k𝑛1𝑛2𝑛3

. Данные из
табл. 4.10 и 4.11 показывают, что 𝜀k𝑛1𝑛2𝑛3

, 𝜀k𝑛1𝑛2𝑛3
≈ 𝑐/𝐿𝛾, где 𝑐 > 0 — константа, зависящая от

базисной системы, 𝛾 = 1/2 для всех используемых базисных систем. При выборе произволь-
ного 𝑇 > 0 указанные погрешности аппроксимации необходимо умножить на коэффициент
𝑇 𝑛1+𝑛2+𝑛3+1

√
𝑇 . �

Таблица 4.10. Погрешности аппроксимации 𝜀k𝑛1𝑛2𝑛3

(𝑛1, 𝑛2, 𝑛3) Базис 𝐿 = 4 𝐿 = 8 𝐿 = 16 𝐿 = 32 𝐿 = 64

{𝑃 (𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.077372 0.053379 0.037097 0.025940 0.018216
(1,0,0) {𝐶(𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.074485 0.050148 0.034248 0.023692 0.016533

{𝐹 (𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.081237 0.057144 0.040225 0.028342 0.019988
{𝑃 (𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.108393 0.073255 0.050690 0.035432 0.024896

(0,1,0) {𝐶(𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.107110 0.071480 0.048629 0.033575 0.023406
{𝐹 (𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.128759 0.091500 0.064922 0.045972 0.032517
{𝑃 (𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.133215 0.090289 0.062573 0.043786 0.030789

(0,0,1) {𝐶(𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.132934 0.087459 0.059384 0.041021 0.028619
{𝐹 (𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.173469 0.123668 0.088194 0.062663 0.044412
{𝑃 (𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.054151 0.036842 0.025483 0.017787 0.012481

(1,1,0) {𝐶(𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.054295 0.037037 0.025285 0.017440 0.012136
{𝐹 (𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.059995 0.043023 0.030483 0.021527 0.015193
{𝑃 (𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.062453 0.042370 0.029329 0.020491 0.014390

(1,0,1) {𝐶(𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.061743 0.041313 0.028123 0.019414 0.013529
{𝐹 (𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.069939 0.049708 0.035218 0.024902 0.017594
{𝑃 (𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.086385 0.057463 0.039600 0.027645 0.019418

(0,1,1) {𝐶(𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.089503 0.059224 0.040089 0.027584 0.019184
{𝐹 (𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.112312 0.080544 0.057460 0.040800 0.028896
{𝑃 (𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.046403 0.030984 0.021341 0.014880 0.010439

(1,1,1) {𝐶(𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.047786 0.032404 0.022047 0.015171 0.010540
{𝐹 (𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.054179 0.039165 0.027893 0.019750 0.013957

Пример 4.15. Найти погрешности аппроксимации функции k𝑛1𝑛2𝑛3𝑛4(·), которая задается
формулой (4.24), если 𝑘 = 4, 𝜓𝑙(𝑡) = 𝑡𝑛𝑙 , 𝑛𝑙 ∈ {0, 1}, 𝑙 = 1, 2, 3, 4,

∑︀
𝑙 𝑛𝑙 = 1, при ее приближен-

ном представлении в виде частичной суммы ряда (4.3), используя полиномы Лежандра (1.5),
косинусоиды (1.6) и тригонометрические функции (1.9), T = [0, 1]. Порядки усечения спект-
ральных характеристик: 𝐿 = 4, 8, . . . , 64.

� Квадрат нормы функции k𝑛1𝑛2𝑛3𝑛4(𝑡1, 𝑡2, 𝑡3, 𝑡4) = 𝑡𝑛1
1 𝑡

𝑛2
2 𝑡

𝑛3
3 𝑡

𝑛4
4 1(𝑡4 − 𝑡3)1(𝑡3 − 𝑡2)1(𝑡2 − 𝑡1)

для последующего вычисления погрешности аппроксимации:

‖k𝑛1𝑛2𝑛3𝑛4(·)‖2𝐿2(T3) =

∫︁ 1

0

𝑡2𝑛4
4

∫︁ 𝑡4

0

𝑡2𝑛3
3

∫︁ 𝑡3

0

𝑡2𝑛2
2

∫︁ 𝑡2

0

𝑡2𝑛1
1 𝑑𝑡1𝑑𝑡2𝑑𝑡3𝑑𝑡4 =
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Таблица 4.11. Погрешности аппроксимации 𝜀k𝑛1𝑛2𝑛3

(𝑛1, 𝑛2, 𝑛3) Базис 𝐿 = 4 𝐿 = 8 𝐿 = 16 𝐿 = 32 𝐿 = 64

{𝑃 (𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.080345 0.054480 0.037501 0.026086 0.018268
(1,0,0) {𝐶(𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.077071 0.051089 0.034589 0.023814 0.016577

{𝐹 (𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.090417 0.066716 0.048859 0.035484 0.025576
{𝑃 (𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.110260 0.073928 0.050934 0.035520 0.024927

(0,1,0) {𝐶(𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.108802 0.072077 0.048843 0.033651 0.023433
{𝐹 (𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.132478 0.095862 0.069072 0.049509 0.035336
{𝑃 (𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.134027 0.090606 0.062691 0.043829 0.030805

(0,0,1) {𝐶(𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.133742 0.087785 0.059507 0.041065 0.028635
{𝐹 (𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.176998 0.127939 0.092273 0.066132 0.047166
{𝑃 (𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.055625 0.037388 0.025684 0.017860 0.012507

(1,1,0) {𝐶(𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.055665 0.037549 0.025477 0.017510 0.012162
{𝐹 (𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.063384 0.047080 0.034346 0.024776 0.017746
{𝑃 (𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.063768 0.042873 0.029516 0.020559 0.014415

(1,0,1) {𝐶(𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.063085 0.041821 0.028314 0.019484 0.013554
{𝐹 (𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.074585 0.054887 0.040038 0.028940 0.020769
{𝑃 (𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.086951 0.057676 0.039679 0.027674 0.019428

(0,1,1) {𝐶(𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.090294 0.059528 0.040203 0.027625 0.019199
{𝐹 (𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.115001 0.083691 0.060426 0.043305 0.030880
{𝑃 (𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.046910 0.031188 0.021417 0.014908 0.010449

(1,1,1) {𝐶(𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.048518 0.032701 0.022165 0.015215 0.010557
{𝐹 (𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.056178 0.041625 0.030248 0.021739 0.015525

=
1

(2𝑛1+1)(2𝑛1+2𝑛2+2)(2𝑛1+2𝑛2+2𝑛3+3)(2𝑛1+2𝑛2+2𝑛3+2𝑛4+4)
=

=

⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
1/360, (𝑛1, 𝑛2, 𝑛3, 𝑛4) = (1, 0, 0, 0),

1/120, (𝑛1, 𝑛2, 𝑛3, 𝑛4) = (0, 1, 0, 0),

1/60, (𝑛1, 𝑛2, 𝑛3, 𝑛4) = (0, 0, 1, 0),

1/36, (𝑛1, 𝑛2, 𝑛3, 𝑛4) = (0, 0, 0, 1).

По аналогии с предыдущими примерами сравним два варианта аппроксимации заданной
функции. В первом варианте предполагается, что элементы спектральной характеристики
K𝑛1𝑛2𝑛3𝑛4 функции k𝑛1𝑛2𝑛3𝑛4(·) найдены точно: относительно полиномов Лежандра (1.5) они
определяются формулой (4.31), для косинусоид (1.6) и тригонометрических функций (1.9) —

формулами (4.28) и (4.29) соответственно.
Для второго варианта аппроксимации необходимо использовать формулы (4.54) и (4.55)

с учетом того, что при подстановке в них усеченных спектральных характеристик 𝑃−1 и 𝐴

оператора интегрирования и оператора умножения на функцию 𝑎1(𝑡) = 𝑡 соответственно, а
также спектральной характеристики 𝑉 оператора умножения функций, которые приведены в
разд. 1.5 и 1.6, при нахождении элементов K𝑛1𝑛2𝑛3𝑛4

𝑖1𝑖2𝑖3𝑖4
спектральной характеристики K𝑛1𝑛2𝑛3𝑛4
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возникает ошибка: K𝑛1𝑛2𝑛3𝑛4
.
= Ψ4𝑃

−1Ψ3𝑉 𝑃
−1Ψ2𝑉 𝑃

−1Ψ1, где

Ψ𝑙 =

{︃
𝐸, 𝑛𝑙 = 0,

𝐴, 𝑛𝑙 = 1,
𝑙 = 1, 2, 3, 4,

т.е.

K𝑛1𝑛2𝑛3𝑛4
𝑖1𝑖2𝑖3𝑖4

=
𝐿−1∑︁

𝑗1,𝑗2,𝑗3,𝑗4,𝑗5,𝑗6,𝑗7,𝑗8=0

(Ψ4)𝑖4𝑗1𝑃
−1
𝑗1𝑗2

(Ψ3)𝑗2𝑗3𝑉𝑗3𝑗4𝑖3𝑃
−1
𝑗4𝑗5

(Ψ2)𝑗5𝑗6𝑉𝑗6𝑗7𝑖2𝑃
−1
𝑗7𝑗8

(Ψ1)𝑗8𝑖1 , 𝑖1, 𝑖2, 𝑖3, 𝑖4 = 0, 1, 2, . . .

Громоздкость формул для представления спектральной характеристики K𝑛1𝑛2𝑛3𝑛4 и вы-
числения ее элементов K𝑛1𝑛2𝑛3𝑛4

𝑖1𝑖2𝑖3𝑖4
обусловлена универсальностью (произвольностью значений

𝑛1, 𝑛2, 𝑛3, 𝑛4 = 0, 1, 2, . . . , см. формулу (4.55)). Но в этом примере только одно из значений
𝑛1, 𝑛2, 𝑛3, 𝑛4 равно единице, а остальные значения нулевые, что позволяет упростить эти фор-
мулы. Например, пусть (𝑛1, 𝑛2, 𝑛3, 𝑛4) = (0, 1, 0, 0), тогда

K0100 .
= 𝑃−1𝑉 𝑃−1𝐴𝑉 𝑃−1, K0100

𝑖1𝑖2𝑖3𝑖4
=

𝐿−1∑︁
𝑗1,𝑗2,𝑗3,𝑗4,𝑗5=0

𝑃−1
𝑖4𝑗1
𝑉𝑗1𝑗2𝑖3𝑃

−1
𝑗2𝑗3

𝐴𝑗3𝑗4𝑉𝑗4𝑗5𝑖2𝑃
−1
𝑗5𝑖1
,

или пусть (𝑛1, 𝑛2, 𝑛3, 𝑛4) = (0, 0, 1, 0), следовательно,

K0010 .
= 𝑃−1𝐴𝑉 𝑃−1𝑉 𝑃−1, K0010

𝑖1𝑖2𝑖3𝑖4
=

𝐿−1∑︁
𝑗1,𝑗2,𝑗3,𝑗4,𝑗5=0

𝑃−1
𝑖4𝑗1
𝐴𝑗1𝑗2𝑉𝑗2𝑗3𝑖3𝑃

−1
𝑗3𝑗4

𝑉𝑗4𝑗5𝑖2𝑃
−1
𝑗5𝑖1
.

Далее применим формулы (4.97) и (4.98), чтобы найти погрешности аппроксимации
𝜀k𝑛1𝑛2𝑛3𝑛4

и 𝜀k𝑛1𝑛2𝑛3𝑛4
функции k𝑛1𝑛2𝑛3𝑛4(·) при заданных значениях 𝐿 и 𝑛1, 𝑛2, 𝑛3, 𝑛4, т.е. исполь-

зуются приближенные представления — функции k̃𝑛1𝑛2𝑛3𝑛4(·) и k̄𝑛1𝑛2𝑛3𝑛4(·). В обоих вариантах
спектральная характеристика K𝑛1𝑛2𝑛3𝑛4 усекается с порядком 𝐿, но для второго варианта ее
элементы определяются неточно.

В табл. 4.12 и 4.13 указаны соответствующие погрешности 𝜀k𝑛1𝑛2𝑛3𝑛4
и 𝜀k𝑛1𝑛2𝑛3𝑛4

. Данные из
этих таблиц показывают, что 𝜀k𝑛1𝑛2𝑛3𝑛4

, 𝜀k𝑛1𝑛2𝑛3𝑛4
≈ 𝑐/𝐿𝛾, где 𝑐 > 0 — константа, зависящая от

базисной системы, 𝛾 = 1/2 для всех используемых базисных систем. Погрешности для второго
варианта ожидаемо больше соответствующих погрешностей для первого варианта. Для произ-
вольного 𝑇 > 0, если T = [0, 𝑇 ], указанные погрешности аппроксимации необходимо умножить
на коэффициент 𝑇 𝑛1+𝑛2+𝑛3+𝑛4+2. �

Пример 4.16. Найти погрешности аппроксимации симметризованных функций k𝐽(·) =

= ⟨k(·)⟩𝐽 , где k(·) — функция (4.15), если

а) 𝑘 = 2, 𝐽 = (𝑗1𝑗2), 𝑗1 = 𝑗2; б) 𝑘 = 3, 𝐽 = (𝑗1𝑗2𝑗3), 𝑗1 = 𝑗3 ̸= 𝑗2;

в) 𝑘 = 4, 𝐽 = (𝑗1𝑗2𝑗3𝑗4), 𝑗1 = 𝑗2 ̸= 𝑗3 = 𝑗4,

при их приближенном представлении в виде частичных сумм ряда (4.3), используя ба-
зисные системы (1.5)– (1.9), T = [0, 1]. Порядки усечения спектральных характеристик:
𝐿 = 4, 8, . . . , 64.

� Рассмотрим случай 𝑘 = 2. Соответствующая симметризованная функция k𝐽(·) = ⟨k(·)⟩𝐽
найдена в примере 4.5: k𝐽(𝑡1, 𝑡2) ≡ 1/2.

Воспользуемся результатом примера 4.1, в котором получена спектральная характеристика
1⊗2 функции 𝑓(𝑡1, 𝑡2) ≡ 1. Тогда по свойству линейности (4.9) для спектральной характерис-
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Таблица 4.12. Погрешности аппроксимации 𝜀k𝑛1𝑛2𝑛3𝑛4

(𝑛1, 𝑛2, 𝑛3, 𝑛4) Базис 𝐿 = 4 𝐿 = 8 𝐿 = 16 𝐿 = 32 𝐿 = 64

{𝑃 (𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.040329 0.029153 0.020545 0.014423 0.010135
(1,0,0,0) {𝐶(𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.038707 0.027009 0.018662 0.012961 0.009056

{𝐹 (𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.040346 0.029200 0.020731 0.014643 0.010331
{𝑃 (𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.062935 0.044190 0.030858 0.021600 0.015167

(0,1,0,0) {𝐶(𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.060532 0.041696 0.028655 0.019849 0.013851
{𝐹 (𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.066162 0.047928 0.034141 0.024178 0.017089
{𝑃 (𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.081571 0.056316 0.039237 0.027488 0.019326

(0,0,1,0) {𝐶(𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.080335 0.054786 0.037541 0.025983 0.018129
{𝐹 (𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.090902 0.065758 0.046924 0.033292 0.023562
{𝑃 (𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.101732 0.070160 0.048848 0.034205 0.024041

(0,0,0,1) {𝐶(𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.099635 0.067212 0.045941 0.031790 0.022185
{𝐹 (𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.115337 0.083294 0.059516 0.042278 0.029946

Таблица 4.13. Погрешности аппроксимации 𝜀k𝑛1𝑛2𝑛3𝑛4

(𝑛1, 𝑛2, 𝑛3, 𝑛4) Базис 𝐿 = 4 𝐿 = 8 𝐿 = 16 𝐿 = 32 𝐿 = 64

{𝑃 (𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.043386 0.030312 0.020979 0.014582 0.010193
(1,0,0,0) {𝐶(𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.041226 0.027958 0.019010 0.013086 0.009100

{𝐹 (𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.048882 0.038508 0.029195 0.021651 0.015815
{𝑃 (𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.065760 0.045257 0.031256 0.021746 0.015220

(0,1,0,0) {𝐶(𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.063101 0.042639 0.029002 0.019975 0.013896
{𝐹 (𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.072422 0.054474 0.039998 0.028995 0.020845
{𝑃 (𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.083043 0.056879 0.039449 0.027566 0.019354

(0,0,1,0) {𝐶(𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.081629 0.055296 0.037734 0.026054 0.018154
{𝐹 (𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.093427 0.068369 0.049256 0.035196 0.025033
{𝑃 (𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.103272 0.070758 0.049074 0.034288 0.024072

(0,0,0,1) {𝐶(𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.101082 0.067787 0.046159 0.031870 0.022214
{𝐹 (𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.119657 0.088397 0.064405 0.046467 0.033296

тики K𝐽 функции k𝐽(·) имеем

K𝐽 =
1

2
· 1⊗ 1 =

1

2
·
[︀
[ 1 0 0 . . . ][ 0 0 0 . . . ][ 0 0 0 . . . ] . . .

]︀T
,

где 1 — спектральная характеристика функции 𝑓0(𝑡) ≡ 1 (см. разд. 1.1).
Вид этой спектральной характеристики указывает на то, что при любом порядке усечения

𝐿 представление в виде частичной суммы ряда (4.3) совпадает с функцией k𝐽(·) и в данном
случае погрешности аппроксимации равны нулю.

Перейдем к случаям 𝑘 = 3 и 𝑘 = 4. Для каждого из них рассмотрим два варианта аппрок-
симации заданной функции. Они описаны в примере 4.13, там же есть необходимые ссыл-
ки на формулы для точного и соотношения для приближенного нахождения спектральных
характеристик K функции k(·) относительно заданных базисных систем. Для соответствую-
щей симметризованной функции k𝐽(·) = ⟨k(·)⟩𝐽 спектральная характеристика задается в виде
K𝐽 = ⟨K⟩𝐽 (см. формулы (4.57) и (4.63), а также п. 3 замечаний 4.3).
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Пользуясь выражениями (4.58) и (4.62), находим квадраты норм функций k𝐽(·) для после-
дующего вычисления искомых погрешностей. При 𝑘 = 3

‖k𝐽(·)‖2𝐿2(T𝑘) =
‖k(·)‖2

𝐿2(T𝑘)

2
=

1

2 · 3!
=

1

12
,

так как 𝑀2
𝐽

= 2 согласно условию 𝑗1 = 𝑗3 ̸= 𝑗2, а при 𝑘 = 4

‖k𝐽(·)‖2𝐿2(T𝑘) =
‖k(·)‖2

𝐿2(T𝑘)

4
=

1

4 · 4!
=

1

96
,

поскольку 𝑀2
𝐽

= 4, что следует из условия 𝑗1 = 𝑗2 ̸= 𝑗3 = 𝑗4.
Далее применим формулы (4.97) и (4.98) для погрешностей аппроксимации 𝜀k𝐽 и 𝜀k𝐽 функ-

ции k𝐽(·) при заданных значениях 𝐿 и 𝑘, которая приближенно представляется в виде частич-
ных сумм вида (4.96) — функций k̃𝐽(·) и k̄𝐽(·). Результаты вычислений представлены в табл.
4.14– 4.17.

Таблица 4.14. Погрешности аппроксимации 𝜀k𝐽 (𝑘 = 3)

Базис 𝐿 = 4 𝐿 = 8 𝐿 = 16 𝐿 = 32 𝐿 = 64

{𝑃 (𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.135219 0.092815 0.064400 0.044991 0.031577
{𝐶(𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.130561 0.087176 0.059409 0.041064 0.028646
{𝑊̂ (𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.164042 0.120582 0.086840 0.061955 0.044002
{𝑋̂(𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.164042 0.120582 0.086840 0.061955 0.044002
{𝐹 (𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.155042 0.111203 0.079291 0.056263 0.039825

Таблица 4.15. Погрешности аппроксимации 𝜀k𝐽 (𝑘 = 4)

Базис 𝐿 = 4 𝐿 = 8 𝐿 = 16 𝐿 = 32 𝐿 = 64

{𝑃 (𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.040806 0.028314 0.019715 0.013787 0.009677
{𝐶(𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.036822 0.024733 0.016957 0.011773 0.008236
{𝑊̂ (𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.049135 0.035373 0.025257 0.017949 0.012725
{𝑋̂(𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.049135 0.035373 0.025257 0.017949 0.012725
{𝐹 (𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.052453 0.038286 0.027600 0.019715 0.014010

Таблица 4.16. Погрешности аппроксимации 𝜀k𝐽 (𝑘 = 3)

Базис 𝐿 = 4 𝐿 = 8 𝐿 = 16 𝐿 = 32 𝐿 = 64

{𝑃 (𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.137934 0.093826 0.064772 0.045127 0.031626
{𝐶(𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.132975 0.088099 0.059749 0.041187 0.028690
{𝑊̂ (𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.165359 0.121031 0.086996 0.062010 0.044021
{𝑋̂(𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.165359 0.121031 0.086996 0.062010 0.044021
{𝐹 (𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.162443 0.119202 0.086700 0.062532 0.044818

Таблица 4.17. Погрешности аппроксимации 𝜀k𝐽 (𝑘 = 4)

Базис 𝐿 = 4 𝐿 = 8 𝐿 = 16 𝐿 = 32 𝐿 = 64

{𝑃 (𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.045290 0.029838 0.020241 0.013970 0.009741
{𝐶(𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.041014 0.026165 0.017445 0.011940 0.008293
{𝑊̂ (𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.051822 0.036225 0.025540 0.018047 0.012759
{𝑋̂(𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.051822 0.036225 0.025540 0.018047 0.012759
{𝐹 (𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.060249 0.044968 0.033135 0.024142 0.017437
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Для случаев 𝑘 = 3 и 𝑘 = 4 данные из табл. 4.14– 4.17 свидетельствуют о зависимости
𝜀k𝐽 , 𝜀k𝐽 ≈ 𝑐/𝐿𝛾, где 𝑐 > 0 — константа, связанная с базисной системой, 𝛾 = 1/2 для всех ис-
пользуемых базисных систем. Минимальную погрешность обеспечивает выбор в качестве ба-
зисной системы косинусоид, а максимальную дают функции Уолша или Хаара (погрешности
для них одинаковы), если 𝑘 = 3, и тригонометрические функции, если 𝑘 = 4. Как и в примере
4.13, при выборе в качестве T отрезка [0, 𝑇 ] найденные погрешности аппроксимации следует
умножить на коэффициент

√
𝑇 𝑘. �

Общий вывод, который следует из вычислительных экспериментов, проведенных в приме-
рах 4.12– 4.16, состоит в том, что для функций (4.15) и (4.24) при условии 𝑘 = 2, 3, 4, а также
𝜓𝑙(𝑡) ≡ 1 или 𝜓𝑙(𝑡) = 𝑡, 𝑙 = 1, . . . , 𝑘, погрешности аппроксимации оцениваются величиной 𝑐/

√
𝐿,

где 𝑐 > 0 — константа, зависящая от базисной системы. Минимальную погрешность в боль-
шинстве случаев обеспечивает выбор в качестве базисной системы косинусоид (1.6), полиномы
Лежандра (1.5) дают близкий результат, а максимальная погрешность получается при выборе
функций Уолша (1.7) и функции Хаара (1.8) либо тригонометрических функций (1.9).

Применение формул (4.51) и (4.56) оправдано тем, что погрешность аппроксимации функ-
ций k(·) и k𝑛1...𝑛𝑘

(·) незначительно отличается от погрешности, которая возникает при точном
вычислении коэффициентов разложения этих функций, может быть, за исключением приме-
нения тригонометрических функций в качестве базисной системы. В большинстве рассмот-
ренных вариантов погрешности аппроксимации, которые отвечают формулам (4.51) и (4.56),
при выборе косинусоид меньше соответствующих погрешностей аппроксимации при точном
вычислении элементов спектральных характеристик K и K𝑛1...𝑛𝑘 функций k(·) и k𝑛1...𝑛𝑘

(·), если
выбираются полиномы Лежандра.

В заключение этого раздела отметим важное свойство полиномов Лежандра (1.5) в сравне-
нии с остальными базисными системами из разд. 1.1 в контексте спектральных представлений
(4.51) и (4.56). Первообразная полинома и произведение двух полиномов — это, очевидно, по-
линомы. Они представляются в виде линейных комбинаций полиномов Лежандра. Это озна-
чает, что элементы спектральных характеристик K и K𝑛1...𝑛𝑘 функций k(·) и k𝑛1...𝑛𝑘

(·) можно
вычислить точно, подставляя в формулы (4.51) и (4.56) усеченные спектральные характерис-
тики 𝑃−1 и 𝐴 оператора интегрирования и оператора умножения на функцию 𝑎1(𝑡) = 𝑡, а
также усеченную спектральную характеристику 𝑉 оператора умножения функций.

Рассмотрим задачу, в которой требуется определить достаточный порядок усечения 𝐿′

спектральных характеристик 𝑃−1, 𝐴 и 𝑉 относительно полиномов Лежандра для точно-
го нахождения элементов K𝑖1...𝑖𝑘 и K𝑛1...𝑛𝑘

𝑖1...𝑖𝑘
спектральных характеристик K и K𝑛1...𝑛𝑘 при

𝑖1, . . . , 𝑖𝑘 = 0, 1, . . . , 𝐿− 1.
Начнем с простейшего случая — спектральной характеристики K функции k(·) при 𝑘 = 2.

Согласно формуле (4.51) имеем K .
= 𝑃−1, где 𝑃−1 — спектральная характеристика оператора

интегрирования (см. разд. 1.6 и пример 4.4).
Прежде всего отметим, что спектральная характеристика полинома степени 𝐿− 1 — мак-

симальной степени согласно условию задачи — относительно полиномов Лежандра имеет не
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более 𝐿 ненулевых элементов и это элементы с индексами 0, 1, . . . , 𝐿− 1. Чтобы обеспечить
точное вычисление элементов спектральной характеристики первообразной полинома степе-
ни 𝐿− 1, а это полином степени 𝐿, с помощью свойства (1.86) спектрального преобразования
интегралов от функций одной переменной, достаточно ограничиться усечением спектраль-
ной характеристики 𝑃−1 до размеров (𝐿+ 1)× 𝐿. Но так как по условию задачи необходимо
определить точно только первые 𝐿 элементов, достаточно усечения 𝐿 по каждому измерению
(далее для наглядности также будем приводить подобные схемы):

𝐿←− 𝑃−1⏟ ⏞ 
𝐿×𝐿

𝐿←− .

Перейдем к случаю 𝑘 = 3. Формула (4.51) позволяет записать, что

K .
= 𝑃−1𝑉 𝑃−1, (4.99)

где 𝑉 — спектральная характеристика оператора умножения функций (см. разд. 1.5 и пример
4.13).

Сначала опишем вариант точного нахождения спектральной характеристики полинома, ко-
торый является результатом следующих линейных преобразований полинома степени 𝐿− 1:
интегрирование, умножение на полином Лежандра степени не более 𝐿− 1, интегрирование.
Как указано выше, для точного вычисления элементов спектральной характеристики пер-
вообразной полинома степени 𝐿− 1 достаточно ограничиться усечением правого множителя
𝑃−1 в формуле (4.99) до размеров (𝐿+ 1)× 𝐿. Умножение этой первообразной на полином
максимальной степени 𝐿− 1 дает полином степени 2𝐿− 1, что соответствует усечению про-
стых сечений спектральной характеристики 𝑉 до размеров 2𝐿× (𝐿+ 1)× 𝐿 (простое сечение,
полученное при фиксированном значении любого индекса на уровне 𝑙, представляет собой
спектральную характеристику оператора умножения на полином Лежандра степени 𝑙, а это
(2𝑙 − 1)-диагональная матрица, см. п. 3 замечаний 1.10 и пример 1.10). Еще одно интегрирова-
ние приводит к усечению левого множителя 𝑃−1 в формуле (4.99) до размеров (2𝐿+ 1)× 2𝐿.
Однако в результирующей спектральной характеристике точное вычисление требуется по усло-
вию задачи только для первых 𝐿 элементов, т.е. порядок усечения 2𝐿+ 1 завышен. Поскольку
𝑃−1 — это трехдиагональная матрица, для левого множителя достаточно усечения до разме-
ров 𝐿× (𝐿+ 1). Тогда для спектральной характеристики 𝑉 достаточно усечения до размеров
(𝐿+ 1)× (𝐿+ 1)× 𝐿:

𝐿←− 𝑃−1⏟ ⏞ 
𝐿×(𝐿+1)

𝐿+1
←−− 𝑉⏟ ⏞ 

(𝐿+1)×(𝐿+1)×𝐿

𝐿+1
←−− 𝑃−1⏟ ⏞ 

(𝐿+1)×𝐿

𝐿←− .

Далее случай 𝑘 = 4. Формула (4.51) для него принимает такой вид (см. пример 4.13):

K .
= 𝑃−1𝑉 𝑃−1𝑉 𝑃−1. (4.100)

В данной ситуации для точного вычисления спектральной характеристики полинома тре-
буется последовательно проинтегрировать, умножить на полином Лежандра степени не выше
𝐿− 1, снова проинтегрировать, опять умножить на полином Лежандра степени не выше 𝐿− 1

и еще раз проинтегрировать, выбирая в формуле (4.100) усечение спектральных характеристик
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до следующих размеров: (𝐿+ 1)× 𝐿 для правого множителя 𝑃−1, 2𝐿× (𝐿+ 1)× 𝐿 для право-
го множителя 𝑉 , (2𝐿+ 1)× 2𝐿 для центрального множителя 𝑃−1, 3𝐿× (2𝐿+ 1)× 𝐿 для лево-
го множителя 𝑉 и (3𝐿+ 1)× 3𝐿 для левого множителя 𝑃−1. Проводя такие же рассуждения об
уменьшении избыточного порядка усечения, как и при 𝑘 = 3, получаем соответствующие раз-
меры множителей в формуле (4.100): (𝐿+ 1)× 𝐿, 2𝐿× (𝐿+ 1)× 𝐿, 2𝐿× 2𝐿, 2𝐿× (𝐿+ 1)× 𝐿
и 𝐿× (𝐿+ 1):

𝐿←− 𝑃−1⏟ ⏞ 
𝐿×(𝐿+1)

𝐿+1
←−− 𝑉⏟ ⏞ 

(𝐿+1)×2𝐿×𝐿

2𝐿←− 𝑃−1⏟ ⏞ 
2𝐿×2𝐿

2𝐿←− 𝑉⏟ ⏞ 
2𝐿×(𝐿+1)×𝐿

𝐿+1
←−− 𝑃−1⏟ ⏞ 

(𝐿+1)×𝐿

𝐿←− .

В разд. 1.10 и 2.8, а также здесь для упрощения обозначений и формул используется усече-
ние спектральных характеристик до одного и того же размера по каждому измерению. Следуя
этому принципу и выбирая один порядок усечения для всех матриц, образующих спектраль-
ную характеристику K, получаем при 𝑘 = 2 порядок усечения 𝐿′ = 𝐿 для спектральной харак-
теристики 𝑃−1. Если 𝑘 = 3 или 𝑘 = 4, то достаточным порядками усечения спектральных ха-
рактеристик 𝑃−1 и 𝑉 являются 𝐿′ = 𝐿+ 1 или 𝐿′ = 2𝐿 соответственно. Аналогичные рассуж-
дения приводят к общей формуле для порядка усечения спектральных характеристик 𝑃−1 и 𝑉 :

𝐿′ = 𝐿

⌊︂
𝑘

2

⌋︂
+ 𝑘 (mod 2), 𝑘 > 2,

где ⌊ · ⌋ — целая часть числа.
Теперь рассмотрим представление спектральной характеристики K𝑛1𝑛2 функции k𝑛1𝑛2(·)

при 𝑘 = 2. Применим формулу (4.56), тогда K𝑛1𝑛2
.
= 𝐴𝑛2𝑃−1𝐴𝑛1 , где 𝐴 — спектральная ха-

рактеристика оператора умножения на функцию 𝑎1(𝑡) = 𝑡 (см. разд. 1.5, а также примеры
4.4 и 4.12). В этой части уже не будем подробно описывать вариант точного нахождения
спектральной характеристики полинома, который получается в результате последовательного
применения линейных преобразований к полиному степени 𝐿− 1.

К приведенным выше рассуждениям следует добавить, что для точного вычисления эле-
ментов спектральной характеристики полинома степени 𝐿− 1 с коэффициентом 𝑡, а это поли-
ном степени 𝐿, с помощью свойства (1.73) спектрального преобразования произведения функ-
ций одной переменной достаточно ограничиться усечением спектральной характеристики 𝐴 до
размеров (𝐿+ 1)× 𝐿. Здесь ключевым является то, что спектральная характеристика 𝐴, как
и спектральная характеристика 𝑃−1, является трехдиагональной матрицей, а спектральная
характеристика 𝐴𝑛 — это произведение 𝑛 спектральных характеристик 𝐴, 𝑛 ∈ N. Отсюда

𝐿←− 𝐴𝑛2⏟ ⏞ 
𝐿×(𝐿+𝑛2)

𝐿+𝑛2

←−−− 𝑃−1⏟ ⏞ 
(𝐿+𝑛2)×(𝐿+𝑛1)

𝐿+𝑛1

←−−− 𝐴𝑛1⏟ ⏞ 
(𝐿+𝑛1)×𝐿

𝐿←−,

т.е. для спектральных характеристик 𝐴𝑛2 , 𝑃−1 и 𝐴𝑛1 достаточно усечения до размеров
𝐿× (𝐿+ 𝑛2), (𝐿+ 𝑛2)× (𝐿+ 𝑛1) и (𝐿+ 𝑛1)× 𝐿 соответственно. В частном случае 𝑛 = 𝑛1 = 𝑛2:

𝐿←− 𝐴𝑛⏟ ⏞ 
𝐿×(𝐿+𝑛)

𝐿+𝑛
←−−− 𝑃−1⏟ ⏞ 

(𝐿+𝑛)×(𝐿+𝑛)

𝐿+𝑛
←−−− 𝐴𝑛⏟ ⏞ 

(𝐿+𝑛)×𝐿

𝐿←− .

Следующий шаг — случай 𝑘 = 3. Здесь согласно формуле (4.56) для спектральной харак-
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теристики K𝑛1𝑛2𝑛3 функции k𝑛1𝑛2𝑛3(·) справедливо соотношение (см. пример 4.14)

K𝑛1𝑛2𝑛3 .
= 𝐴𝑛3𝑃−1𝐴𝑛2𝑉 𝑃−1𝐴𝑛1 . (4.101)

Пропуская подробный анализ, делаем вывод, что в формуле (4.101) достаточно усече-
ния спектральных характеристик до следующих размеров: (𝐿+ 𝑛1)× 𝐿 для множителя 𝐴𝑛1 ,
(𝐿+ 𝑛1 + 1)× (𝐿+ 𝑛1) для правого множителя 𝑃−1, (𝐿+ 𝑛2 + 𝑛3 + 1)× (𝐿+ 𝑛1 + 1)× 𝐿 для
множителя 𝑉 , (𝐿+ 𝑛3 + 1)× (𝐿+ 𝑛2 + 𝑛3 + 1) для множителя 𝐴𝑛2 , (𝐿+ 𝑛3)× (𝐿+ 𝑛3 + 1) для
левого множителя 𝑃−1 и 𝐿× (𝐿+ 𝑛3) для множителя 𝐴𝑛3 :

𝐿←− 𝐴𝑛3⏟ ⏞ 
𝐿×(𝐿+𝑛3)

𝐿+𝑛3

←−−− 𝑃−1⏟ ⏞ 
(𝐿+𝑛3)×(𝐿+𝑛3+1)

𝐿+𝑛3+1
←−−−− 𝐴𝑛2⏟ ⏞ 

(𝐿+𝑛3+1)×(𝐿+𝑛2+𝑛3+1)

𝐿+𝑛2+𝑛3+1
←−−−−−−

𝐿+𝑛2+𝑛3+1
←−−−−−− 𝑉⏟ ⏞ 

(𝐿+𝑛2+𝑛3+1)×(𝐿+𝑛1+1)×𝐿

𝐿+𝑛1+1
←−−−− 𝑃−1⏟ ⏞ 

(𝐿+𝑛1+1)×(𝐿+𝑛1)

𝐿+𝑛1

←−−− 𝐴𝑛1⏟ ⏞ 
(𝐿+𝑛1)×𝐿

𝐿←− .

Наконец, опишем случай 𝑘 = 4. На основе формулы (4.56) получаем представление для
спектральной характеристики K𝑛1𝑛2𝑛3𝑛4 функции k𝑛1𝑛2𝑛3𝑛4(·) (см. пример 4.15):

K𝑛1𝑛2𝑛3𝑛4 .
= 𝐴𝑛4𝑃−1𝐴𝑛3𝑉 𝑃−1𝐴𝑛2𝑉 𝑃−1𝐴𝑛1 . (4.102)

Рассуждая подобным же образом, находим размеры усеченных спектральных характери-
стик в формуле (4.102): (𝐿+ 𝑛1)× 𝐿 для множителя 𝐴𝑛1 , (𝐿+ 𝑛1 + 1)× (𝐿+ 𝑛1) для право-
го множителя 𝑃−1, (2𝐿+ 𝑛1)× (𝐿+ 𝑛1 + 1)× 𝐿 для правого множителя 𝑉 , (2𝐿+ 𝑛1 + 𝑛2)×
× (2𝐿+ 𝑛1) для множителя 𝐴𝑛2 , (2𝐿+ 𝑛3 + 𝑛4)× (2𝐿+ 𝑛1 + 𝑛2) для центрального множи-
теля 𝑃−1, (𝐿+ 𝑛3 + 𝑛4 + 1)× (2𝐿+ 𝑛3 + 𝑛4)× 𝐿 для левого множителя 𝑉 , (𝐿+ 𝑛4 + 1)×
× (𝐿+ 𝑛3 + 𝑛4 + 1) для множителя 𝐴𝑛3 , (𝐿+ 𝑛4)× (𝐿+ 𝑛4 + 1) для левого множителя 𝑃−1 и
𝐿× (𝐿+ 𝑛4) для множителя 𝐴𝑛4 :

𝐿←− 𝐴𝑛4⏟ ⏞ 
𝐿×(𝐿+𝑛4)

𝐿+𝑛4

←−−− 𝑃−1⏟ ⏞ 
(𝐿+𝑛4)×(𝐿+𝑛4+1)

𝐿+𝑛4+1
←−−−− 𝐴𝑛3⏟ ⏞ 

(𝐿+𝑛4+1)×(𝐿+𝑛3+𝑛4+1)

𝐿+𝑛3+𝑛4+1
←−−−−−−

𝐿+𝑛3+𝑛4+1
←−−−−−− 𝑉⏟ ⏞ 

(𝐿+𝑛3+𝑛4+1)×(2𝐿+𝑛3+𝑛4)×𝐿

2𝐿+𝑛3+𝑛4

←−−−−−− 𝑃−1⏟ ⏞ 
(2𝐿+𝑛3+𝑛4)×(2𝐿+𝑛1+𝑛2)

2𝐿+𝑛1+𝑛2

←−−−−−− 𝐴𝑛2⏟ ⏞ 
(2𝐿+𝑛1+𝑛2)×(2𝐿+𝑛1)

2𝐿+𝑛1

←−−−−

2𝐿+𝑛1

←−−−− 𝑉⏟ ⏞ 
(2𝐿+𝑛1)×(𝐿+𝑛1+1)×𝐿

𝐿+𝑛1+1
←−−−− 𝑃−1⏟ ⏞ 

(𝐿+𝑛1+1)×(𝐿+𝑛1)

𝐿+𝑛1

←−−− 𝐴𝑛1⏟ ⏞ 
(𝐿+𝑛1)×𝐿

𝐿←− .

Таким образом, выбирая один порядок усечения для всех матриц, образующих спектраль-
ную характеристику K𝑛1...𝑛𝑘 , получаем при 𝑘 = 2 порядок усечения 𝐿′ = 𝐿+ max{𝑛1, 𝑛2} для
спектральных характеристик 𝑃−1 и 𝐴. Если 𝑘 = 3 или 𝑘 = 4, то достаточными порядками усе-
чения спектральных характеристик 𝑃−1, 𝐴 и 𝑉 являются 𝐿′ = 𝐿+ max{𝑛1, 𝑛2 + 𝑛3}+ 1 или
𝐿′ = 2𝐿+ max{𝑛1 + 𝑛2, 𝑛3 + 𝑛4} соответственно.

Остается предложить следующую общую формулу для порядка усечения спектральных
характеристик 𝑃−1, 𝐴 и 𝑉 :

𝐿′ = 𝐿

⌊︂
𝑘

2

⌋︂
+ max{𝑛1+. . .+𝑛⌊𝑘/2⌋, 𝑛⌊𝑘/2⌋+1+. . .+𝑛𝑘}+ 𝑘 (mod 2), 𝑘 > 2.

Отметим, что указанные порядки усечения 𝐿′ матриц 𝑃−1, 𝐴 и 𝑉 , необходимых для пред-
ставления спектральной характеристики K𝑛1...𝑛𝑘 , являются именно достаточными, но не обя-
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зательно минимальными. Например, при 𝑘 = 2 и max{𝑛1, 𝑛2} −min{𝑛1, 𝑛2} > 1 можно пред-
ложить «сбалансированный» вариант. Если 𝑛 = 𝑛1 < 𝑛2 (при условии 𝑛1 > 𝑛2 результат ана-
логичен), 𝑛1 + 𝑛2 — четное число и 𝑚 = (𝑛1 + 𝑛2)/2, то

𝐿←− 𝐴𝑛⏟ ⏞ 
𝐿×(𝐿+𝑛)

𝐿+𝑛
←−−− 𝐴⏟ ⏞ 

(𝐿+𝑛)×(𝐿+𝑛+1)

𝐿+𝑛+1
←−−−− · · ·

𝐿+𝑚
←−−− 𝐴⏟ ⏞ 

(𝐿+𝑚)×(𝐿+𝑚)

𝐿+𝑚
←−−− · · ·

𝐿+𝑛+1
←−−−− 𝑃−1⏟ ⏞ 

(𝐿+𝑛+1)×(𝐿+𝑛)

𝐿+𝑛
←−−− 𝐴𝑛⏟ ⏞ 

(𝐿+𝑛)×𝐿

𝐿←−,

а если 𝑛 = 𝑛1 < 𝑛2, 𝑛1 + 𝑛2 — нечетное число и 𝑚 = ⌊(𝑛1 + 𝑛2)/2⌋+ 1, то
𝐿←− 𝐴𝑛⏟ ⏞ 

𝐿×(𝐿+𝑛)

𝐿+𝑛
←−−− 𝐴⏟ ⏞ 

(𝐿+𝑛)×(𝐿+𝑛+1)

𝐿+𝑛+1
←−−−− · · ·

𝐿+𝑚−1
←−−−− 𝐴⏟ ⏞ 

(𝐿+𝑚−1)×(𝐿+𝑚)

𝐿+𝑚
←−−−

𝐿+𝑚
←−−− 𝐴⏟ ⏞ 

(𝐿+𝑚)×(𝐿+𝑚−1)

𝐿+𝑚−1
←−−−− · · ·

𝐿+𝑛+1
←−−−− 𝑃−1⏟ ⏞ 

(𝐿+𝑛+1)×(𝐿+𝑛)

𝐿+𝑛
←−−− 𝐴𝑛⏟ ⏞ 

(𝐿+𝑛)×𝐿

𝐿←−,

т.е. 𝐿′ = 𝐿+ ⌊(𝑛1 + 𝑛2 + 1)/2⌋.
Для «сбалансированного» варианта при 𝑘 = 4 достаточно положить 𝐿′ = 2𝐿+ ⌊(𝑛1 + 𝑛2 +

+𝑛3 + 𝑛4 + 1)/2⌋. Аналогичные формулы можно получить для четных значений 𝑘 > 4.
Например, при 𝑘 = 2 и 𝑛1 = 4, 𝑛2 = 1 приведенный выше вариант дает значение 𝐿′ =

= 𝐿+ max{4, 1} = 𝐿+ 4, а «сбалансированный» — 𝐿′ = 𝐿+ ⌊(4 + 1 + 1)/2⌋ = 𝐿+ 3, т.е. на
единицу меньше. При 𝑘 = 4 и 𝑛1 = 𝑛2 = 0, 𝑛3 = 2, 𝑛4 = 8 имеем 𝐿′ = 2𝐿+ max{0, 2 + 8} =

= 2𝐿+ 10 и 𝐿′ = 2𝐿+ ⌊(2 + 8 + 1)/2⌋ = 2𝐿+ 5, т.е. на пять единиц меньше.

Выводы по главе 4

1. Определены спектральные характеристики функций многих переменных, особое внима-
ние уделено функциям k(·) и k𝜓(·).

2. Разработаны методы расчета коэффициентов разложения функций k(·) и k𝜓(·) относи-
тельно полиномов Лежандра, косинусоид, функций Уолша и Хаара, тригонометриче-
ских функций, которые необходимы для статистического моделирования нелинейных
непрерывных стохастических систем.

3. Определены спектральные характеристики линейных функционалов, в качестве приме-
ров приведены линейные функционалы, определяемые функциями k(·) и k𝜓(·). Получе-
ны спектральные представления этих функционалов.

4. Рассмотрены симметризованные функции по части переменных или по всем переменным
и их спектральные характеристики. Определены пространства функций с дополнитель-
ными свойствами существования интегральных следов, которые совпадают с соответ-
ствующими матричными следами.

5. Доказаны теоремы о следах для коэффициентов разложения функций k(·) и k𝜓(·).

6. Проведен сравнительный анализ точности аппроксимации функций k(·) и k𝜓(·), которые
связаны с усечением спектральных характеристик, относительно различных базисных
систем.

Основные результаты опубликованы в работах [164,165,170,171,348].



ГЛАВА 5

КРАТНЫЕ И ПОВТОРНЫЕ СТОХАСТИЧЕСКИЕ ИНТЕГРАЛЫ

И ИХ СТАТИСТИЧЕСКОЕ МОДЕЛИРОВАНИЕ

5.1. Ортогональные системы случайных величин

Пусть (Ω,S,P) — полное вероятностное пространство [37,124], где Ω — пространство эле-
ментарных событий, S — 𝜎-алгебра его подмножеств, P — вероятностная мера (вероятность).

Случайная величина 𝜉 со значениями в R называется гильбертовой, если E𝜉2 <∞, где
E — математическое ожидание [37]. Гильбертовы случайные величины образуют гильберто-
во пространство ℒ2 = 𝐿2(Ω) — пространство квадратично интегрируемых функций 𝜉 : Ω→ R

по вероятностной мере P, в котором норма и скалярное произведение задаются формулами
‖𝜉‖ℒ2 = {E𝜉2} 1

2 , (𝜉, 𝜂)ℒ2 = E𝜉𝜂, где 𝜉, 𝜂 ∈ ℒ2. В частном случае для гауссовских случайных ве-
личин с конечным моментом второго порядка такое определение дано в п. 2 замечаний 2.3.
Там же был приведен пример ортонормированной в пространстве ℒ2 системы независимых
случайных величин {𝜁𝑖}∞𝑖=0, имеющих стандартное нормальное распределение: (𝜁𝑖, 𝜁𝑗)ℒ2 = 𝛿𝑖𝑗,
𝑖, 𝑗 = 0, 1, 2, . . ., где 𝛿𝑖𝑗 — символ Кронекера (1.4), но базисом ℒ2 такая система случайных ве-
личин не является. Более того, пространство ℒ2 несепарабельно и выделить в нем счетную
систему случайных величин, которую можно использовать для представления любого эле-
мента 𝜉 ∈ ℒ2, невозможно. Однако, ограничиваясь некоторым линейным подпространством
ℒ′

2 ⊂ ℒ2, можно рассматривать задачу представления случайной величины в виде ряда.

Теорема 5.1 (см. [21,69]). Пусть система случайных величин {𝜉𝑖}∞𝑖=0 образует базис ли-
нейного подпространства ℒ′

2 ⊂ ℒ2 (ℒ′
2 сепарабельно). Тогда любую случайную величину 𝜒 ∈ ℒ′

2

можно представить в виде ряда по элементам базисной системы {𝜉𝑖}∞𝑖=0:

𝜒 =
∞∑︁
𝑖=0

𝜒𝑖𝜉𝑖, (5.1)

где
𝜒𝑖 = (𝜉𝑖, 𝜒)ℒ2 = E𝜉𝑖𝜒, 𝑖 = 0, 1, 2, . . . (5.2)

Величины 𝜒𝑖 называются коэффициентами разложения случайной величины 𝜒.
Если поставить задачу представления случайной величины 𝜒 ∈ ℒ′

2 в виде ряда по случай-
ным величинам, образующим базисную систему {𝜉𝑖}∞𝑖=0, то ее решение будет состоять в опре-
делении коэффициентов разложения 𝜒𝑖 и использовании (5.1). Коэффициенты разложения
(5.2) задают случайную величину 𝜒 и их упорядоченную совокупность можно рассматривать
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как характеристику случайной величины 𝜒. Равенство (5.1) выполняется с вероятностью 1 и
понимается следующим образом:

lim
𝑛→∞

⃦⃦⃦⃦
𝜒−

𝑛∑︁
𝑖=0

𝜒𝑖𝜉

⃦⃦⃦⃦2

ℒ2

= 0, или l.i.m.
𝑛→∞

(︂
𝜒−

𝑛∑︁
𝑖=0

𝜒𝑖𝜉

)︂
= 0. (5.3)

Если ℒ′
2 = {𝒥𝑊

T 𝑓(·) : 𝑓(·) ∈ 𝐿2(T)} и 𝒥𝑊
T — линейный функционал, ставящий в соответ-

ствие функции 𝑓(·) ∈ 𝐿2(T) стохастический интеграл по отрезку T = [𝑡0, 𝑇 ] (см. разд. 2.3):

𝒥𝑊
T 𝑓(·) =

∫︁
T

𝑓(𝑡)𝑑𝑊 (𝑡),

где 𝑊 (·) — винеровский процесс, заданный на вероятностном пространстве (Ω,S,P), то мно-
жество случайных величин {𝜁𝑖}∞𝑖=0 — это ортонормированный базис подпространства ℒ′

2.
Если имеется неортогональная система случайных величин {𝜉𝑖}∞𝑖=0, то для нее можно при-

менить процесс ортогонализации Грама–Шмидта [69,123]. Далее рассмотрим вариант ортого-
нализации для некоторых систем случайных величин с помощью ортогональных полиномов.

Прежде чем продолжить основную тему этого раздела, напомним о базисных системах для
представления функций, заданных на неограниченных множествах.

Рассмотрим гильбертово пространство 𝐿𝜌2(X) квадратично интегрируемых функций одной
переменной 𝑓(·) : X→ R с весом 𝜌(𝑥) > 0, 𝑥 ∈ X, где X ⊆ R— неограниченное множество (см.
также п. 3 замечаний 1.2): ∫︁

X

𝜌(𝑥)𝑓 2(𝑥)𝑑𝑥 <∞.

Норма в пространстве 𝐿𝜌2(X) определяется выражением

‖𝑓(·)‖𝐿𝜌
2(X) =

{︂∫︁
X

𝜌(𝑥)𝑓 2(𝑥)𝑑𝑥

}︂ 1
2

, (5.4)

а скалярное произведение задается формулой(︀
𝑓(·), 𝑔(·)

)︀
𝐿𝜌
2(X)

=

∫︁
X

𝜌(𝑥)𝑓(𝑥)𝑔(𝑥)𝑑𝑥, (5.5)

где 𝑓(·), 𝑔(·) ∈ 𝐿𝜌2(X) [21, 69].
Функции 𝑓(·) и 𝑔(·) называются ортогональными с весом 𝜌(·), если их скалярное произ-

ведение равно нулю. Система попарно ортогональных функций {𝑝(𝑖, ·)}∞𝑖=0, принадлежащих
пространству 𝐿𝜌2(X), называется ортонормированной на множестве X, если(︀

𝑝(𝑖, ·), 𝑝(𝑗, ·)
)︀
𝐿𝜌
2(X)

= 𝛿𝑖𝑗, 𝑖, 𝑗 = 0, 1, 2, . . . , (5.6)

где 𝛿𝑖𝑗 — символ Кронекера (1.4).
Полная ортонормированная система функций называется базисом пространства 𝐿𝜌2(X), или

базисной системой.
Эти формулы и понятия, естественно, аналогичны приведенным в разд. 1.1, но здесь важны

новые примеры базисных систем [23,99,127,129,227].
1. Полиномы Эрмита:

𝐻̂𝑚,𝜎(𝑖, 𝑥) =
𝐻𝑚,𝜎
𝑖 (𝑥)√
𝑖!

, 𝑖 = 0, 1, 2, . . . , (5.7)

где ненормированные полиномы Эрмита имеют вид

𝐻𝑚,𝜎
𝑖 (𝑥) = 𝑖!

⌊𝑖/2⌋∑︁
𝑘=0

(−1)𝑘

𝑘!(𝑖− 2𝑘)!2𝑘

(︂
𝑥−𝑚
𝜎

)︂𝑖−2𝑘

, 𝑖 = 0, 1, 2, . . . , (5.8)
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а 𝑚 ∈ R и 𝜎 > 0 — числовые параметры, ⌊ · ⌋ — целая часть числа.
Полиномы (5.8) ортогональны, а полиномы (5.7) ортонормированы на множестве X = R

с весом 𝜌(𝑥) = (
√

2𝜋𝜎)−1e−(𝑥−𝑚)2/2𝜎2 , т.е. относительно плотности вероятности нормального
распределения с параметрами 𝑚 и 𝜎 [125].

2. Полиномы Лагерра:

𝐿̂𝛼(𝑖, 𝑥) =
𝐿𝛼𝑖 (𝑥)√︀

𝑖!Γ(𝛼 + 𝑖+ 1)
, 𝑖 = 0, 1, 2, . . . , (5.9)

где ненормированные полиномы Лагерра задаются формулой

𝐿𝛼𝑖 (𝑥) =
𝑖∑︁

𝑘=0

(−1)𝑘𝐶𝑘
𝑖 (𝛼 + 𝑖)[𝑖−𝑘]𝑥𝑘, (5.10)

а 𝛼 > −1 — параметр, Γ(·) — гамма-функция, (𝛼 + 𝑖)[𝑖−𝑘] — факториальный многочлен (убы-
вающий факториал), 𝐶𝑖

𝑘 — биномиальный коэффициент:

𝑧[𝑘] = 𝑧 (𝑧 − 1) . . . (𝑧 − 𝑘 + 1) =
Γ(𝑧 + 1)

Γ(𝑧 + 1− 𝑘)
, 𝐶𝑖

𝑘 =
𝑘!

𝑖!(𝑘 − 𝑖)!
.

Полиномы (5.10) ортогональны, а полиномы (5.9) ортонормированы на множестве X =

= [0,+∞) с весом 𝜌(𝑥) = 𝑥𝛼 e−𝑥.
Для полиномов Эрмита при 𝑚 = 0 и 𝜎 = 1 далее будем использовать обозначения 𝐻𝑖(·),

𝐻̂(𝑖, ·), а для полиномов Лагерра при 𝛼 = 0 — обозначения 𝐿𝑖(·), 𝐿̂(𝑖, ·).
С помощью полиномов Лагерра можно определить полиномы Эрмита:

𝐻2𝑖(𝑥) = (−1)𝑖2𝑖𝐿
−1/2
𝑖

(︂
𝑥2

2

)︂
, 𝐻2𝑖+1(𝑥) = (−1)𝑖2𝑖𝑥𝐿

1/2
𝑖

(︂
𝑥2

2

)︂
,

а также полиномы (𝜅 > 0 — дополнительный параметр)

𝐺𝛼,𝜅
𝑖 (𝑥) = (−𝜅)−𝑖𝐿𝛼𝑖 (𝜅𝑥), 𝑖 = 0, 1, 2, . . . (5.11)

Полиномы 𝐺𝛼,𝜅
𝑖 (·) ортогональны на множестве X = [0,+∞) с весом 𝜌(𝑥) = 𝜅𝛼+1𝑥𝛼×

× e−𝜅𝑥/Γ(𝛼 + 1), а полиномы

𝐺̂𝛼,𝜅(𝑖, 𝑥) =
𝜅𝑖𝐺𝛼,𝜅

𝑖 (𝑥)√︀
𝑖!(𝛼 + 𝑖)[𝑖]

, 𝑖 = 0, 1, 2, . . . , (5.12)

ортонормированы на множестве X = [0,+∞) с тем же весом, т.е. относительно плотности ве-
роятности гамма-распределения с параметрами 𝛼 и 𝜅 [125].

Общее свойство ортогональных полиномов 𝐻𝑖(·), 𝐿𝛼𝑖 (·) и 𝐺𝛼,𝜅
𝑖 (·) состоит в том, что их коэф-

фициенты разложения по мономам и коэффициенты разложения мономов по этим полиномам
либо совпадают, либо отличаются знаками:

𝐻𝑖(𝑥) =

⌊𝑖/2⌋∑︁
𝑘=0

(−1)𝑘ℎ𝑖−2𝑘
𝑘 𝑥𝑖−2𝑘, 𝑥𝑖 =

⌊𝑖/2⌋∑︁
𝑘=0

ℎ𝑖−2𝑘
𝑘 𝐻𝑖−2𝑘(𝑥), (5.13)

𝐿𝛼𝑖 (𝑥) =
𝑖∑︁

𝑘=0

𝑙𝑖𝑘𝑥
𝑘, 𝑥𝑖 =

𝑖∑︁
𝑘=0

𝑙𝑖𝑘𝐿
𝛼
𝑖 (𝑥), (5.14)

𝐺𝛼,𝜅
𝑖 (𝑥) =

𝑖∑︁
𝑘=0

(−1)𝑘−𝑖𝑠𝑖𝑘𝑥
𝑘, 𝑥𝑖 =

𝑖∑︁
𝑘=0

𝑠𝑖𝑘𝐺
𝛼,𝜅
𝑖 (𝑥), (5.15)

где
ℎ𝑖𝑘 =

𝑖!

𝑘!(𝑖− 2𝑘)!2𝑘
, 𝑙𝑖𝑘 = (−1)𝑘𝐶𝑘

𝑖 (𝛼 + 𝑖)[𝑖−𝑘], 𝑠𝑖𝑘 = 𝜅𝑘−𝑖𝐶𝑘
𝑖 (𝛼 + 𝑖)[𝑖−𝑘],
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а зависимость коэффициентов 𝑙𝑖𝑘 от 𝛼 и 𝑠𝑖𝑘 от 𝛼 и 𝜅 для краткости опущена.

Лемма 5.1. Пусть 𝜉 ∈ ℒ2 — непрерывная случайная величина со значениями в множе-
стве X ⊆ R, закон распределения которой задается плотностью вероятности 𝜌(·); {𝑝𝑖(·)}∞𝑖=0

— система функций, ортогональных с весом 𝜌(·) на множестве X. Тогда {𝑝𝑖(𝜉)}∞𝑖=0 — сис-
тема ортогональных случайных величин в пространстве ℒ2.

Доказательство. Так как случайная величина 𝜉 задается плотностью вероятности 𝜌(·),
можно записать(︀

𝑝𝑖(𝜉), 𝑝𝑗(𝜉)
)︀
ℒ2

= E𝑝𝑖(𝜉)𝑝𝑗(𝜉) =

∫︁
X

𝜌(𝑥)𝑝𝑖(𝑥)𝑝𝑗(𝑥)𝑑𝑥 =
(︀
𝑝𝑖(·), 𝑝𝑗(·)

)︀
𝐿𝜌
2(X)

= 𝛿𝑖𝑗 ‖𝑝𝑖(·)‖2𝐿𝜌
2(X),

где 𝛿𝑖𝑗 — символ Кронекера (1.4), т.е. {𝑝𝑖(𝜉)}∞𝑖=0 — система ортогональных случайных величин
в пространстве ℒ2, при этом ‖𝑝𝑖(𝜉)‖ℒ2 = ‖𝑝𝑖(·)‖𝐿𝜌

2(X). J

Например, если 𝜁 — случайная величина, имеющая нормальное распределение с парамет-
рами 𝑚 и 𝜎, то случайные величины {𝐻𝑚,𝜎

𝑖 (𝜁)}∞𝑖=0 ортогональны в пространстве ℒ2:(︀
𝐻𝑚,𝜎
𝑖 (𝜁), 𝐻𝑚,𝜎

𝑗 (𝜁)
)︀
ℒ2

= E𝐻𝑚,𝜎
𝑖 (𝜁)𝐻𝑚,𝜎

𝑗 (𝜁) = 𝛿𝑖𝑗 𝑖!,

кроме того, эти случайные величины имеют нулевое математическое ожидание при 𝑖 > 0:

E𝐻𝑚,𝜎
𝑖 (𝜁) = E𝐻𝑚,𝜎

𝑖 (𝜁)𝐻𝑚,𝜎
0 (𝜁) = 𝛿𝑖0 (𝐻𝑚,𝜎

0 (𝑥) ≡ 1).

Если 𝛾 — случайная величина, имеющая гамма-распределение с параметрами 𝛼 и 𝜅, то
случайные величины {𝐺𝛼,𝜅

𝑖 (𝛾)}∞𝑖=0 ортогональны в пространстве ℒ2:(︀
𝐺𝛼,𝜅
𝑖 (𝛾), 𝐺𝛼,𝜅

𝑗 (𝛾)
)︀
ℒ2

= E𝐺𝛼,𝜅
𝑖 (𝛾)𝐺𝛼,𝜅

𝑗 (𝛾) = 𝛿𝑖𝑗
𝑖!(𝛼 + 𝑖)[𝑖]

𝜅2𝑖
,

и аналогично эти случайные величины имеют нулевое математическое ожидание при 𝑖 > 0:

E𝐺𝛼,𝜅
𝑖 (𝛾) = E𝐺𝛼,𝜅

𝑖 (𝛾)𝐺𝛼,𝜅
0 (𝛾) = 𝛿𝑖0 (𝐺𝛼,𝜅

0 (𝑥) ≡ 1).

Лемма 5.1 обеспечивает разложение случайной величины 𝑓(𝜉), где 𝜉 ∈ ℒ2 — случайная
величина со значениями в множествеX ⊆ R, а 𝑓(·) — заданная неслучайная функция, которую
можно разложить по функциям {𝑝𝑖(·)}∞𝑖=0, ортогональным с весом 𝜌(·) на множестве X, по
ортогональным случайным величинам {𝑝𝑖(𝜉)}∞𝑖=0. Наиболее предпочтительный вариант, если
такие разложения конечны.

Например, если 𝜁 — случайная величина, имеющая стандартное нормальное распределе-
ние, то случайные величины 𝜁 𝑖, 𝑖 ∈ N, представляются следующим образом:

𝜁 𝑖 =

⌊𝑖/2⌋∑︁
𝑘=0

ℎ𝑖−2𝑘
𝑘 𝐻𝑖−2𝑘(𝜁),

а если 𝛾 — случайная величина, имеющая гамма-распределение с параметрами 𝛼 и 𝜅, то для
случайных величин 𝛾𝑖, 𝑖 ∈ N, получаем

𝛾𝑖 =
𝑖∑︁

𝑘=0

𝑠𝑖𝑘𝐺
𝛼,𝜅
𝑖 (𝛾).

Зам е ч а н и я 5.1.
1. Можно рассмотреть ограниченное множество X, например интервал или отрезок. В

частности, если 𝛼 — случайная величина, имеющая равномерное распределение на отрезке
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T = [0, 1], то случайные величины {𝑞(𝑖, 𝛼)}∞𝑖=0 ортогональны в пространстве ℒ2, где {𝑞(𝑖, ·)}∞𝑖=0

— это произвольная базисная система пространства 𝐿2(T), в том числе одна из базисных сис-
тем (1.5)– (1.9). Тогда 𝛼𝑛 =

∑︀𝑛
𝑖=0 𝐹

𝑛
𝑖 𝑃 (𝑖, 𝛼), где 𝐹 𝑛

𝑖 — элементы спектральной характеристики
𝐹 𝑛 функции 𝑓𝑛(𝑡) = 𝑡𝑛 относительно полиномов Лежандра (1.5), найденные в примере 1.2.

2. Согласно теореме 5.1 случайную величину 𝜒 ∈ ℒ′
2 можно представить в виде ряда (5.1).

Коэффициенты этого ряда (коэффициенты разложения 𝜒 относительно базисной системы
{𝜉𝑖}∞𝑖=0) определяются выражением (5.2), их упорядоченная совокупность задает случайную
величину 𝜒 и формирует спектральную характеристику случайной величины 𝜒:

S[𝜒] = 𝑋 = [𝜒0 𝜒1 𝜒2 . . . ]T,

где отображение S (спектральное преобразование) устанавливает соответствие между случай-
ной величиной и ее спектральной характеристикой. Тогда формула (5.1) задает отображение
S−1 — обратное спектральное преобразование.

В разд. 1.1 рассмотрена задача представления функции одной переменной в виде ря-
да при условии, что она определена на отрезке T = [𝑡0, 𝑇 ]. Аналогичную задачу можно
сформулировать для функций, заданных на множестве целых неотрицательных чисел, т.е.
𝑓(𝑛) : {0, 1, 2, . . . } → R.

Вводя дополнительное условие квадратичной суммируемости, а именно
∑︀∞

𝑛=0 𝑓
2(𝑛) <∞,

естественно отождествить такое множество функций с пространством ℓ2 квадратично сумми-
руемых последовательностей. Норма и скалярное произведение в нем задаются формулами
(1.22) и (1.23) соответственно, их уместно переписать в виде

‖𝑓(·)‖ℓ2 =

{︂ ∞∑︁
𝑛=0

𝑓 2(𝑛)

}︂ 1
2

,
(︀
𝑓(·), 𝑔(·)

)︀
ℓ2

=
∞∑︁
𝑛=0

𝑓(𝑛)𝑔(𝑛),

где 𝑓(·), 𝑔(·) ∈ ℓ2.
Вообще говоря, любое сепарабельное гильбертово пространство можно отождествить с про-

странством ℓ2 (все сепарабельные гильбертовы пространства изоморфны [69]). В данном слу-
чае функцию 𝑓(·) ∈ ℓ2 можно трактовать как последовательность, или бесконечную матрицу-
столбец, с элементами 𝐹𝑛 = 𝑓(𝑛), где 𝑛 = 0, 1, 2, . . . , и

𝐹 = [𝐹0 𝐹1 𝐹2 . . . ]T = [ 𝑓(0) 𝑓(1) 𝑓(2) . . . ]T ∈ ℓ2.

Функции 𝑓(·) и 𝑔(·) называются ортогональными, если их скалярное произведение равно
нулю. Система таких попарно ортогональных функций {𝑝𝑖(·)}∞𝑖=0 называется ортонормиро-
ванной на множестве {0, 1, 2, . . . }, если

(︀
𝑝𝑖(·), 𝑝𝑗(·)

)︀
ℓ2

= 𝛿𝑖𝑗, 𝑖, 𝑗 = 0, 1, 2, . . ., где 𝛿𝑖𝑗 — символ
Кронекера (1.4).

Простейшая базисная система, или полная ортонормированная система функций, про-
странства ℓ2 — это совокупность столбцов бесконечной единичной матрицы 𝐸, их возможно
задать с помощью функций 𝑒𝑖(𝑛) = 𝛿𝑖𝑛.

В более общем случае вводится гильбертово пространство ℓ𝜈2 квадратично суммируемых
последовательностей с весом 𝜈(𝑛) > 0:

∑︀∞
𝑛=0 𝜈(𝑛)𝑓 2(𝑛) <∞, норма и скалярное произведение



310

в котором задаются соотношениями

‖𝑓(·)‖ℓ𝜈2 =

{︂ ∞∑︁
𝑛=0

𝜈(𝑛)𝑓 2(𝑛)

}︂ 1
2

,
(︀
𝑓(·), 𝑔(·)

)︀
ℓ𝜈2

=
∞∑︁
𝑛=0

𝜈(𝑛)𝑓(𝑛)𝑔(𝑛),

где 𝑓(·), 𝑔(·) ∈ ℓ𝜈2. Для такого пространства понятия ортогональности и ортонормированности,
а также определение базисной системы вводятся аналогичным образом. В частности, для ор-
тонормированной системы имеем(︀

𝑝𝑖(·), 𝑝𝑗(·)
)︀
ℓ𝜈2

= 𝛿𝑖𝑗, 𝑖, 𝑗 = 0, 1, 2, . . .

В качества примера можно предложить полиномы Шарлье [23]:

𝑆𝜆𝑖 (𝑛) = 𝐿𝑛−𝑖𝑖 (𝜆), (5.16)

где 𝜆 > 0 — числовой параметр, а 𝐿𝑛−𝑖𝑖 (·) — полиномы Лагерра (5.10).
Полиномы 𝑆𝜆𝑖 (·) ортогональны на множестве {0, 1, 2, . . . } с весом 𝜈(𝑛) = e−𝜆𝜆𝑛/Γ(𝑛+ 1) =

= e−𝜆𝜆𝑛/𝑛!, где Γ(·) — гамма-функция:(︀
𝑆𝜆𝑖 (·), 𝑆𝜆𝑗 (·)

)︀
ℓ𝜈2

= 𝛿𝑖𝑗𝜆
𝑖𝑖!, 𝑖, 𝑗 = 0, 1, 2, . . . ,

а полиномы
𝑆𝜆(𝑖, 𝑛) =

𝑆𝜆𝑖 (𝑛)√
𝜆𝑖𝑖!

, 𝑖 = 0, 1, 2, . . . , (5.17)

ортонормированы на множестве {0, 1, 2, . . . } с тем же весом, т.е. относительно пуассоновского
распределения с параметром 𝜆 [124]. Для полиномов Шарлье при 𝜆 = 1 будем использовать
обозначения 𝑆𝑖(·), 𝑆(𝑖, ·).

Лемма 5.2. Пусть 𝜉 ∈ ℒ2 — дискретная случайная величина со значениями в множе-
стве {0, 1, 2, . . . }, закон распределения которой задается функцией 𝜈(·); {𝑝𝑖(·)}∞𝑖=0 — система
функций, ортогональных с весом 𝜈(·) на множестве {0, 1, 2, . . . }. Тогда {𝑝𝑖(𝜉)}∞𝑖=0 — система
ортогональных случайных величин в пространстве ℒ2.

Доказательство этой леммы аналогично доказательству леммы 5.1 и здесь не приводится.
Если 𝜂 — случайная величина, имеющая пуассоновское распределение с параметром 𝜆, то

случайные величины {𝑆𝜆𝑖 (𝜂)}∞𝑖=0 ортогональны в пространстве ℒ2:(︀
𝑆𝜆𝑖 (𝜂), 𝑆𝜆𝑗 (𝜂)

)︀
ℒ2

= E𝑆𝜆𝑖 (𝜂)𝑆𝜆𝑗 (𝜂) = 𝛿𝑖𝑗𝜆
𝑖𝑖!,

кроме того, эти случайные величины имеют нулевое математическое ожидание при 𝑖 > 0:

E𝑆𝜆𝑖 (𝜂) = E𝑆𝜆𝑖 (𝜂)𝑆𝜆0 (𝜂) = 𝛿𝑖0 (𝑆𝜆0 (𝑛) ≡ 1).

Пример 5.1. По результатам моделирования найти погрешности оценок математических
ожиданий и вторых начальных моментов следующих случайных величин:

а) 𝑃 (𝑖, 𝛼), где 𝑃 (𝑖, ·), 𝑖 = 0, 1, 2, 3, — полиномы Лежандра (1.5), 𝛼 — случайная величина,
имеющая равномерное распределение на отрезке T = [0, 1];

б) 𝐻𝑖(𝜁), где 𝐻𝑖(·), 𝑖 = 0, 1, 2, 3, — полиномы Эрмита (5.8) с параметрами 𝑚 = 0 и 𝜎 = 1, 𝜁
— случайная величина, имеющая стандартное нормальное распределение;

в) 𝑆𝑖(𝜂), где 𝑆𝑖(·), 𝑖 = 0, 1, 2, 3, — полиномы Шарлье (5.16) с параметром 𝜆 = 1, 𝜂 — случай-
ная величина, имеющая пуассоновское распределение с параметром 𝜆.
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� Полиномы Лежандра (1.5) образуют ортонормированную систему функций и случайный
вектор 𝑈 = [𝑃 (0, 𝛼) 𝑃 (1, 𝛼) 𝑃 (2, 𝛼) 𝑃 (3, 𝛼) ]T имеет математическое ожидание 𝑚𝑈 = E𝑈 = 1,
где 1 = [ 1 0 0 0 ]T, и матрицу вторых начальных моментов 𝐵𝑈 = E𝑈𝑈T = 𝐸4, где 𝐸4 — еди-
ничная матрица порядка 4.

Пусть 𝑀 — заданное натуральное число (объем выборки), 𝛼𝑘 — реализации случайной
величины 𝛼, 𝑘 = 1, 2, . . . ,𝑀 . Тогда оценки математического ожидания и второго начального
момента случайного вектора 𝑈 выражаются следующим образом:

𝑚̂𝑈 =
1

𝑀

𝑀∑︁
𝑘=1

𝑈𝑘, 𝐵̂𝑈 =
1

𝑀

𝑀∑︁
𝑘=1

𝑈𝑘 [𝑈𝑘]T, (5.18)

где 𝑈𝑘 = [𝑃 (0, 𝛼𝑘) 𝑃 (1, 𝛼𝑘) 𝑃 (2, 𝛼𝑘) 𝑃 (3, 𝛼𝑘) ]T.
Определим случайные векторы 𝑉 = [𝐻0(𝜁) 𝐻1(𝜁) 𝐻2(𝜁) 𝐻3(𝜁) ]T и 𝑊 = [𝑆0(𝜂) 𝑆1(𝜂) 𝑆2(𝜂)

𝑆3(𝜂) ]T. Аналогично, 𝑚𝑉 = E𝑉 = 1 и 𝑚𝑊 = E𝑊 = 1. Полиномы Эрмита (5.8) и полиномы
Шарлье (5.16) образуют ортогональные, но не ортонормированные системы функций. Поэтому
матрицы вторых начальных моментов для них являются диагональными, но не единичными:

𝐵𝑉 = E𝑉 𝑉 T =

𝐵𝑊 = E𝑊𝑊 T =

⎡⎢⎢⎢⎢⎣
0! 0 0 0

0 1! 0 0

0 0 2! 0

0 0 0 3!

⎤⎥⎥⎥⎥⎦ =

⎡⎢⎢⎢⎢⎣
1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 2 0

0 0 0 6

⎤⎥⎥⎥⎥⎦ .
Оценки этих характеристик задаются формулами, аналогичными (5.18), они формируются

на основе реализаций 𝜁𝑘 и 𝜂𝑘 случайных величин 𝜁 и 𝜂.
Погрешности оценок математических ожиданий и вторых начальных моментов при задан-

ном объеме выборки 𝑀 будем вычислять по формулам 𝜀𝑚 = ‖𝑚− 𝑚̂‖ и 𝜀𝐵 = ‖𝐵 − 𝐵̂‖, где
‖ · ‖ — евклидова норма вектора или матрицы.

Результаты моделирования приведены в табл. 5.1 для погрешностей оценок математиче-
ских ожиданий и в табл. 5.2 для погрешностей оценок вторых начальных моментов. Из этих
данных видно, что с ростом объема выборки погрешность уменьшается (это статистическая
погрешность, обусловленная конечностью выборки). �

Таблица 5.1. Погрешности оценки математических ожиданий 𝜀𝑚

Случайный вектор 𝑀 = 102 𝑀 = 104 𝑀 = 106 𝑀 = 108

𝑈 0.097067 0.016596 0.002057 0.000360
𝑉 0.226143 0.045360 0.002654 0.000192
𝑊 0.083066 0.038304 0.001603 0.000112

Таблица 5.2. Погрешности оценки вторых начальных моментов 𝜀𝐵

Случайный вектор 𝑀 = 102 𝑀 = 104 𝑀 = 106 𝑀 = 108

𝑈 0.575676 0.041418 0.004154 0.000550
𝑉 5.550937 0.350692 0.038556 0.001050
𝑊 3.428629 2.295529 0.192438 0.037418
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5.2. Кратные стохастические интегралы

Определим линейные операторы I𝒥𝑊 (𝑗1...𝑗𝑘)
T : 𝐿2(T

𝑘)→ ℒ2 и S𝒥𝑊 (𝑗1...𝑗𝑘)
T : 𝐿2(T

𝑘)→ ℒ2, ста-
вящие в соответствие функции 𝑓(·) ∈ 𝐿2(T

𝑘) кратные стохастические интегралы Ито и Стра-
тоновича соответственно по винеровским процессам (интегралы кратности 𝑘, T = [𝑡0, 𝑇 ]):

I𝒥𝑊 (𝑗1...𝑗𝑘)
T 𝑓(·) =

∫︁
T𝑘

𝑓(𝑡1, . . . , 𝑡𝑘)𝑑𝑊𝑗1(𝑡1) . . . 𝑑𝑊𝑗𝑘(𝑡𝑘), (5.19)

S𝒥𝑊 (𝑗1...𝑗𝑘)
T 𝑓(·) =

∫︁
T𝑘

𝑓(𝑡1, . . . , 𝑡𝑘) ∘ 𝑑𝑊𝑗1(𝑡1) ∘ . . . ∘ 𝑑𝑊𝑗𝑘(𝑡𝑘), (5.20)

где 𝑗1, . . . , 𝑗𝑘 = 1, 2, . . . , 𝑠; 𝑊1(·), . . . ,𝑊𝑠(·) — независимые стандартные винеровские процессы,
заданные на вероятностном пространстве (Ω,S,P).

Стохастические интегралы Ито и Стратоновича кратности 𝑘 = 1 от неслучайных функций,
рассмотренные в разд. 2.3, совпадают, но при 𝑘 > 2 это в общем случае не так.

Пусть {∆𝑖}𝑛𝑖=1 — это разбиение (2.22) отрезка T. Кроме того, 𝜒Ω(·) — характеристическая
функция множества Ω ⊆ T𝑘:

𝜒Ω(𝑡1, . . . , 𝑡𝑘) =

{︃
1, (𝑡1, . . . , 𝑡𝑘) ∈ Ω,

0, (𝑡1, . . . , 𝑡𝑘) /∈ Ω,

для которой верно соотношение 𝜒Δ𝑖1
×...×Δ𝑖𝑘

(𝑡1, . . . , 𝑡𝑘) = 𝜒Δ𝑖1
(𝑡1) . . . 𝜒Δ𝑖𝑘

(𝑡𝑘) с учетом определе-
ния (1.14).

Введем обозначение 𝑆(T𝑘) для множества элементарных функций:

𝑓(𝑡1, . . . , 𝑡𝑘) =
𝑛∑︁

𝑖1,...,𝑖𝑘=1

𝑎𝑖1...𝑖𝑘𝜒Δ𝑖1
×...×Δ𝑖𝑘

(𝑡1, . . . , 𝑡𝑘), 𝑎𝑖1...𝑖𝑘 ∈ R, (5.21)

и обозначение 𝑆(T𝑘) ⊂ 𝑆(T𝑘) для множества специальных элементарных функций [287], ко-
торые представляются формулой (5.21) при дополнительном условии 𝑎𝑖1...𝑖𝑘 = 0, если среди
значений 𝑖1, . . . , 𝑖𝑘 найдется два совпадающих: 𝑖𝑙 = 𝑖𝑚 для 𝑙,𝑚 ∈ {1, . . . , 𝑘}, 𝑙 ̸= 𝑚.

Кратным стохастическим интегралом Стратоновича от элементарной функции 𝑓(·) ∈ 𝑆(T𝑘)

назовем случайную величину

S𝒥𝑊 (𝑗1...𝑗𝑘)
T 𝑓(·) =

𝑛∑︁
𝑖1,...,𝑖𝑘=1

𝑎𝑖1...𝑖𝑘𝑊𝑗1(∆𝑖1) . . .𝑊𝑗𝑘(∆𝑖𝑘), (5.22)

где
𝑊𝑗(∆𝑖) = 𝒥𝑊 (𝑗)

T 𝜒Δ𝑖
(·) =

∫︁
T

𝜒Δ𝑖
(𝑡)𝑑𝑊𝑗(𝑡) = 𝑊𝑗(𝜗𝑖)−𝑊𝑗(𝜗𝑖−1),

а 𝜒Δ𝑖
(·) — индикатор множества (1.14).

Для измеримой функции 𝑓(·) определим кратный стохастический интеграл Стратоновича
относительно разбиения {∆𝑖}𝑛𝑖=1 как интеграл (5.22) от функции 𝑓{Δ𝑖}𝑛𝑖=1

(·) ∈ 𝑆(T𝑘), получен-
ной из 𝑓(·) с помощью усреднения [254,264,357]:

𝑓{Δ𝑖}𝑛𝑖=1
(𝑡1, . . . , 𝑡𝑘) =

1

mes ∆

∫︁
Δ

𝑓(𝜏1, . . . , 𝜏𝑘)𝑑𝜏1 . . . 𝑑𝜏𝑘, (𝑡1, . . . , 𝑡𝑘) ∈ ∆ = ∆𝑖1 × . . .×∆𝑖𝑘 ,

где mes ∆ — мера Лебега множества ∆ (см. также разд. 1.9 и 4.4). Будем обозначать такой
интеграл S𝒥𝑊 (𝑗1...𝑗𝑘)

{Δ𝑖}𝑛𝑖=1
𝑓(·).

Кратным стохастическим интегралом Стратоновича по винеровским процессам от функции
𝑓(·) ∈ 𝐿2(T

𝑘) назовем среднеквадратический предел последовательности случайных величин
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S𝒥𝑊 (𝑗1...𝑗𝑘)
{Δ𝑖}𝑛𝑖=1

𝑓(·) при условии max
16𝑖6𝑛

mes ∆𝑖 → 0 (𝑛→∞), если этот предел существует и не зависит
от выбора возрастающей последовательности разбиений {∆𝑖}𝑛𝑖=1 отрезка T:

S𝒥𝑊 (𝑗1...𝑗𝑘)
T 𝑓(·) = l.i.m.

𝑛→∞
S𝒥𝑊 (𝑗1...𝑗𝑘)

{Δ𝑖}𝑛𝑖=1
𝑓(·).

Для функции 𝑓(·) ∈ 𝑆(T𝑘) кратный стохастический интеграл Ито определяется следующим
образом [254,269,287,308]:

I𝒥𝑊 (𝑗1...𝑗𝑘)
T 𝑓(·) =

𝑛∑︁
𝑖1,...,𝑖𝑘=1

𝑎𝑖1...𝑖𝑘𝑊𝑗1(∆𝑖1) . . .𝑊𝑗𝑘(∆𝑖𝑘). (5.23)

Кратным стохастическим интегралом Ито по винеровским процессам от функции
𝑓(·) ∈ 𝐿2(T

𝑘) называется случайная величина
I𝒥𝑊 (𝑗1...𝑗𝑘)
T 𝑓(·) = l.i.m.

𝑛→∞
I𝒥𝑊 (𝑗1...𝑗𝑘)
T 𝑓 (𝑛)(·),

где последовательность специальных элементарных функций 𝑓 (𝑛)(·) сходится к функции 𝑓(·)
по норме пространства 𝐿2(T

𝑘) (множество 𝑆(T𝑘) плотно в 𝐿2(T
𝑘) [287]).

При 𝑘 > 1 в отличие от кратного стохастического интеграла Ито для интеграла Стратоно-
вича справедливо мультипликативное свойство [269]:

S𝒥𝑊 (𝑗1...𝑗𝑘)
T 𝑓(·) = S𝒥𝑊 (𝑗1)

T 𝑓1(·) . . . S𝒥𝑊 (𝑗𝑘)
T 𝑓𝑘(·) = I𝒥𝑊 (𝑗1)

T 𝑓1(·) . . . I𝒥𝑊 (𝑗𝑘)
T 𝑓𝑘(·), (5.24)

если 𝑓(·) = 𝑓1(·)⊗ . . .⊗ 𝑓𝑘(·), но при этом кратный стохастический интеграл Стратоновича
определен не для всех функций 𝑓(·) ∈ 𝐿2(T

𝑘).
Далее будем использовать обозначения из разд. 4.3 для симметризованных функций и их

спектральных характеристик, в том числе множества T/∼ и I/∼ всех классов эквивалентности
T𝑗 и I𝑗, 𝑗 ∈ 𝐽 = {𝑗1, . . . , 𝑗𝑘}, образованных переменными из множества T = {𝑡1, . . . , 𝑡𝑘} и индек-
сами из множества I = {𝑖1, . . . , 𝑖𝑘} в соответствии с заданным мультимножеством 𝐽 = (𝑗1 . . . 𝑗𝑘).
При конкретных значениях индексов 𝑖1, . . . , 𝑖𝑘 из классов эквивалентности I𝑗 получаются мно-
жества 𝐼𝑗, а также мультимножества 𝐼𝑗, или кортежи. Зависимость множеств 𝐼𝑗 и мультимно-
жеств 𝐼𝑗 от 𝑖1, . . . , 𝑖𝑘 не указывается для упрощения обозначений. Очевидно, что |𝐼𝑗| 6 #(𝑗, 𝐽),
|𝐼𝑗| = #(𝑗, 𝐽).

Лемма 5.3 (см. [162]) Пусть 𝑓(·) ∈ 𝐿2(T
𝑘) — функция, для которой существует крат-

ный интеграл Стратоновича, 𝑓𝐽(·) = ⟨𝑓(·)⟩𝐽 ∈ 𝐿
𝑠(𝑗1...𝑗𝑘)
2 (T𝑘) — соответствующая симметри-

зованная функция (4.57). Тогда кратные стохастические интегралы Стратоновича по вине-
ровским процессам от функций 𝑓(·) и 𝑓𝐽(·) совпадают:

S𝒥𝑊 (𝑗1...𝑗𝑘)
T 𝑓(·) = S𝒥𝑊 (𝑗1...𝑗𝑘)

T 𝑓𝐽(·). (5.25)

Лемма 5.4 (см. [161]) Пусть 𝑓(·) ∈ 𝐿2(T
𝑘), 𝑓𝐽(·) = ⟨𝑓(·)⟩𝐽 ∈ 𝐿

𝑠(𝑗1...𝑗𝑘)
2 (T𝑘) — соответ-

ствующая симметризованная функция (4.57). Тогда кратные стохастические интегралы
Ито по винеровским процессам от функций 𝑓(·) и 𝑓𝐽(·) совпадают:

I𝒥𝑊 (𝑗1...𝑗𝑘)
T 𝑓(·) = I𝒥𝑊 (𝑗1...𝑗𝑘)

T 𝑓𝐽(·). (5.26)

Линейные операторы I𝒥𝑊 (𝑗1...𝑗𝑘)
T и S𝒥𝑊 (𝑗1...𝑗𝑘)

T , ставящие в соответствие функции кратные
стохастические интегралы Ито и Стратоновича соответственно по винеровским процессам, —

это случайные линейные функционалы, которые можно трактовать как обобщенные случай-
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ные процессы. Спектральные характеристики для них определяются таким же образом, как
это было ранее сделано для стохастических интегралов кратности 𝑘 = 1 в разд. 2.3.

Пусть 𝒵 — случайный линейный функционал, заданный на пространстве основных функ-
ций 𝐷(T𝑘) (см. разд. 4.2), {𝑞(𝑖, ·)}∞𝑖=0 — базис пространства 𝐿2(T).

Бесконечная 𝑘-мерная случайная матрица-столбец 𝑍 = (𝑍𝑖1...𝑖𝑘) с элементами

𝑍𝑖1...𝑖𝑘 = 𝒵𝑞(𝑖1, ·)⊗ . . .⊗ 𝑞(𝑖𝑘, ·), 𝑖1, . . . , 𝑖𝑘 = 0, 1, 2, . . . , (5.27)

называется спектральной характеристикой случайного линейного функционала 𝒵.
По аналогии со случайными линейными функционалами, которые заданы на пространствах

𝐷(T) и 𝐷(T2) (см. разд. 2.2), отображение, ставящее в соответствие линейному функциона-
лу 𝒵 его спектральную характеристику 𝑍, будем называть спектральным преобразованием
и обозначать S. Для представления таких спектральных характеристик может применяться
табличная форма, описанная в п. 1 замечаний 4.1. Также полезно напомнить о корректности
определения спектральной характеристики линейного функционала в п. 1 замечаний 1.4.

Сформулируем теорему, которое по сути аналогично теореме 4.3 для неслучайных линей-
ных функционалов (см. также рассуждения в конце разд. 2.2).

Теорема 5.2. Пусть 𝒵 — случайный линейный функционал, определенный на простран-
стве 𝐿2(T

𝑘); 𝑓(·) ∈ 𝐿2(T
𝑘) — функция одной переменной; 𝑍 и 𝐹 — спектральные характерис-

тики функционала 𝒵 и функции 𝑓(·) соответственно, определенные относительно базисной
системы {𝑞(𝑖, ·)}∞𝑖=0. Тогда

𝒵𝑓(·) = 𝑍T𝐹 P-п.н. (5.28)

Спектральные характеристики, ассоциированные с кратными стохастическими интеграла-
ми будут представлены в следующих разделах.

5.3. Представление кратных стохастических интегралов Ито

В разд. 5.1 показано, что если 𝜁 — случайная величина, имеющая стандартное нормальное
распределение, то случайные величины {𝐻𝑖(𝜁)}∞𝑖=0 ортогональны в пространстве ℒ2:(︀

𝐻𝑖(𝜁), 𝐻𝑗(𝜁)
)︀
ℒ2

= E𝐻𝑖(𝜁)𝐻𝑗(𝜁) = 𝛿𝑖𝑗 𝑖!, E𝐻𝑖(𝜁) = E𝐻𝑖(𝜁)𝐻0(𝜁) = 𝛿𝑖0 (𝐻0(𝑥) ≡ 1), (5.29)

где {𝐻𝑖(·)}∞𝑖=0 — полиномы Эрмита (5.8) с параметрами 𝑚 = 0 и 𝜎 = 1.
Введем коммутативную бинарную операцию * для двух случайных величин 𝜉1, 𝜉2 ∈ ℒ2 вида

𝜉1 =
𝑀∏︁
𝑚=1

𝐻𝑖𝑚(𝜁𝑚), 𝜉2 =
𝑀∏︁
𝑚=1

𝐻𝑗𝑚(𝜁𝑚)

следующим образом (произведение Вика [45]):

𝜉1 * 𝜉2 =
𝑀∏︁
𝑚=1

𝐻𝑖𝑚+𝑗𝑚(𝜁𝑚), (5.30)

где 𝑀 > 1, 𝜁1, . . . , 𝜁𝑀 — независимые случайные величины, имеющие стандартное нормальное
распределение, 𝑖𝑚, 𝑗𝑚 ∈ {0, 1, 2, . . . }. В частности,

𝜁 = 𝐻1(𝜁), 𝜁 * 𝜁 = 𝐻2(𝜁) = 𝜁2 − 1,

𝜁 * 𝜁 * 𝜁 = 𝐻3(𝜁) = 𝜁3 − 3𝜁, 𝜁 * 𝜁 * 𝜁 * 𝜁 = 𝐻4(𝜁) = 𝜁4 − 6𝜁2 + 3 и т.д.
(5.31)
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Теорема 5.3. Пусть 𝑓(·) ∈ 𝐿2(T
𝑘) и {𝑞(𝑖, ·)}∞𝑖=0 — базисная система пространства 𝐿2(T).

Тогда
1) кратный стохастический интеграл Ито по винеровским процессам от функции 𝑓(·)

представляется в виде

I𝒥𝑊 (𝑗1...𝑗𝑘)
T 𝑓(·) =

∞∑︁
𝑖1,...,𝑖𝑘=0

𝐹𝑖1...𝑖𝑘𝜁
(𝑗1)
𝑖1
* . . . * 𝜁(𝑗𝑘)𝑖𝑘

, (5.32)

где 𝐹𝑖1...𝑖𝑘 — коэффициенты разложения (4.4) функции 𝑓(·) относительно базисной системы
{𝑞(𝑖1, ·)⊗ . . .⊗ 𝑞(𝑖𝑘, ·)}∞𝑖1,...,𝑖𝑘=0, 𝜁

(𝑗𝑙)
𝑖𝑙

— независимые случайные величины, имеющие стандарт-
ное нормальное распределение, 𝑖𝑙 = 0, 1, 2, . . . и 𝑙 = 1, . . . , 𝑘;

2) норма кратного стохастического интеграла Ито удовлетворяет соотношению

‖I𝒥𝑊 (𝑗1...𝑗𝑘)
T 𝑓(·)‖ℒ2 = 𝑀𝐽‖⟨𝑓(·)⟩𝐽‖𝐿2(T𝑘) 6𝑀𝐽‖𝑓(·)‖𝐿2(T𝑘), (5.33)

где величина 𝑀𝐽 определяется формулой (4.58), ⟨𝑓(·)⟩𝐽 — симметризованная функция (4.57).

Доказательство.
1. Пользуясь независимостью винеровских процессов 𝑊𝑗(·), 𝑗 ∈ 𝐽 , и результатом из [272,

287], записываем

I𝒥𝑊 (𝑗1...𝑗𝑘)
T 𝑞(𝑖1, ·)⊗ . . .⊗ 𝑞(𝑖𝑘, ·) =

∫︁
T𝑘

𝑞(𝑖1, 𝑡1) . . . 𝑞(𝑖𝑘, 𝑡𝑘)𝑑𝑊𝑗1(𝑡1) . . . 𝑑𝑊𝑗𝑘(𝑡𝑘) =

=
∏︁
𝑗∈𝐽

∫︁
T#(𝑗,𝐽)

∏︁
𝑛∈𝑁𝑗

𝑞(𝑖𝑛, 𝑡𝑛)𝑑𝑊𝑗(𝑡𝑛) =
∏︁
𝑗∈𝐽

∏︁
𝑖∈𝐼𝑗

𝐻#(𝑖,𝐼𝑗)(𝜁
(𝑗)
𝑖 ) = 𝜁

(𝑗1)
𝑖1
* . . . * 𝜁(𝑗𝑘)𝑖𝑘

, (5.34)

где #(𝑖, 𝐼𝑗) — кратность элемента 𝑖 в мультимножестве 𝐼𝑗.
Случайная величина 𝜁(𝑗1)𝑖1

* . . . * 𝜁(𝑗𝑘)𝑖𝑘
∈ ℒ2 образована произведениями независимых и цен-

трированных случайных величин вида (5.31), поэтому E𝜁
(𝑗1)
𝑖1
* . . . * 𝜁(𝑗𝑘)𝑖𝑘

= 0. Согласно (5.29)
получаем

‖𝜁(𝑗1)𝑖1
* . . . * 𝜁(𝑗𝑘)𝑖𝑘

‖2ℒ2
=

⃦⃦⃦⃦∏︁
𝑗∈𝐽

∏︁
𝑖∈𝐼𝑗

𝐻#(𝑖,𝐼𝑗)(𝜁
(𝑗)
𝑖 )

⃦⃦⃦⃦2

ℒ2

=
∏︁
𝑗∈𝐽

∏︁
𝑖∈𝐼𝑗

‖𝐻#(𝑖,𝐼𝑗)(𝜁
(𝑗)
𝑖 )‖2ℒ2

=
∏︁
𝑗∈𝐽

∏︁
𝑖∈𝐼𝑗

#(𝑖, 𝐼𝑗)!. (5.35)

2. Рассмотрим случай 𝑓(·) ∈ 𝐿𝑠(𝑗1...𝑗𝑘)2 (T𝑘) и положим

𝑓 (𝑛)(·) =
𝑛∑︁

𝑖1,...,𝑖𝑘=0

𝐹𝑖1...𝑖𝑘 𝑞(𝑖1, ·)⊗ . . .⊗ 𝑞(𝑖𝑘, ·), (5.36)

тогда, используя выражение (5.34), для любого натурального 𝑛 имеем

I𝒥𝑊 (𝑗1...𝑗𝑘)
T 𝑓 (𝑛)(·) = I𝒥𝑊 (𝑗1...𝑗𝑘)

T

𝑛∑︁
𝑖1,...,𝑖𝑘=0

𝐹𝑖1...𝑖𝑘 𝑞(𝑖1, ·)⊗ . . .⊗ 𝑞(𝑖𝑘, ·) =

=
𝑛∑︁

𝑖1,...,𝑖𝑘=0

𝐹𝑖1...𝑖𝑘
I𝒥𝑊 (𝑗1...𝑗𝑘)
T 𝑞(𝑖1, ·)⊗ . . .⊗ 𝑞(𝑖𝑘, ·) =

𝑛∑︁
𝑖1,...,𝑖𝑘=0

𝐹𝑖1...𝑖𝑘𝜁
(𝑗1)
𝑖1
* . . . * 𝜁(𝑗𝑘)𝑖𝑘

. (5.37)

Если значения 𝑗1, . . . , 𝑗𝑘 попарно различны, т.е. |𝐽 | = 𝑘, то оператор I𝒥𝑊 (𝑗1...𝑗𝑘)
T ставит в со-

ответствие каждому элементу 𝑞(𝑖1, ·)⊗ . . .⊗ 𝑞(𝑖𝑘, ·) элемент 𝜁(𝑗1)𝑖1
* . . . * 𝜁(𝑗𝑘)𝑖𝑘

= 𝜁
(𝑗1)
𝑖1

. . . 𝜁
(𝑗𝑘)
𝑖𝑘

с со-
хранением нормы и скалярного произведения:

‖I𝒥𝑊 (𝑗1...𝑗𝑘)
T 𝑞(𝑖1, ·)⊗ . . .⊗ 𝑞(𝑖𝑘, ·)‖𝐿2(T𝑘) = ‖𝜁(𝑗1)𝑖1

. . . 𝜁
(𝑗𝑘)
𝑖𝑘
‖ℒ2 = ‖𝑞(𝑖1, ·)⊗ . . .⊗ 𝑞(𝑖𝑘, ·)‖𝐿2(T𝑘) = 1,

поэтому ‖I𝒥𝑊 (𝑗1...𝑗𝑘)
T 𝑓 (𝑛)(·)‖ℒ2 = ‖𝑓 (𝑛)(·)‖𝐿2(T𝑘).
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Если среди значений 𝑗1, . . . , 𝑗𝑘 есть совпадающие, т.е. |𝐽 | < 𝑘, то оператор I𝒥𝑊 (𝑗1...𝑗𝑘)
T ставит

в соответствие множеству элементов, полученных из 𝑞(𝑖1, ·)⊗ . . .⊗ 𝑞(𝑖𝑘, ·) с помощью всех пе-
рестановок индексов в каждом классе эквивалентности I𝑗, 𝑗 ∈ 𝐽 , один элемент 𝜁(𝑗1)𝑖1

* . . . * 𝜁(𝑗𝑘)𝑖𝑘
,

поскольку такая перестановка индексов не меняет этот элемент (см. также лемму 5.4). Норма
и скалярное произведение в общем случае не сохраняются.

Величина 𝑁𝑖1...𝑖𝑘 = ‖𝜁(𝑗1)𝑖1
* . . . * 𝜁(𝑗𝑘)𝑖𝑘

‖2ℒ2
равна числу одинаковых коэффициентов разложе-

ния 𝐹𝑖1...𝑖𝑘 при всех перестановках индексов в каждом классе эквивалентности I𝑗, поскольку
число одинаковых коэффициентов разложения при всех перестановках индексов только в клас-
се эквивалентности I𝑗 равно

∏︀
𝑖∈𝐼𝑗 #(𝑖, 𝐼𝑗)!, а при всех перестановках индексов в каждом классе

эквивалентности I𝑗, 𝑗 ∈ 𝐽 , получаем правую часть формулы (5.35). Перестановка индексов в
каждом классе эквивалентности I𝑗 сохраняет значение 𝐹𝑖1...𝑖𝑘 , поэтому правая часть формулы
(5.36) образована слагаемыми вида

𝐹𝑖1...𝑖𝑘
𝑁𝑖1...𝑖𝑘

∑︁
(I/∼)

𝑞(𝑖1, ·)⊗ . . .⊗ 𝑞(𝑖𝑘, ·),

каждое из которых является суммой 𝑀2
𝐽
/𝑁𝑖1...𝑖𝑘 ортонормированных функций. Таким образом,⃦⃦⃦⃦

1

𝑁𝑖1...𝑖𝑘

∑︁
(I/∼)

𝑞(𝑖1, ·)⊗ . . .⊗ 𝑞(𝑖𝑘, ·)
⃦⃦⃦⃦2

𝐿2(T𝑘)

=
𝑀2

𝐽

𝑁𝑖1...𝑖𝑘

.

Далее,
1

𝑁𝑖1...𝑖𝑘

I𝒥𝑊 (𝑗1...𝑗𝑘)
T

∑︁
(I/∼)

𝑞(𝑖1, ·)⊗ . . .⊗ 𝑞(𝑖𝑘, ·) =
1

𝑁𝑖1...𝑖𝑘

∑︁
(I/∼)

I𝒥𝑊 (𝑗1...𝑗𝑘)
T 𝑞(𝑖1, ·)⊗ . . .⊗ 𝑞(𝑖𝑘, ·) =

=
1

𝑁𝑖1...𝑖𝑘

∑︁
(I/∼)

𝜁
(𝑗1)
𝑖1
* . . . * 𝜁(𝑗𝑘)𝑖𝑘

=
𝑀2

𝐽

𝑁𝑖1...𝑖𝑘

𝜁
(𝑗1)
𝑖1
* . . . * 𝜁(𝑗𝑘)𝑖𝑘

,

⃦⃦⃦⃦
𝑀2

𝐽

𝑁𝑖1...𝑖𝑘

𝜁
(𝑗1)
𝑖1
* . . . * 𝜁(𝑗𝑘)𝑖𝑘

⃦⃦⃦⃦2

ℒ2

=
𝑀4

𝐽

𝑁2
𝑖1...𝑖𝑘

‖𝜁(𝑗1)𝑖1
* . . . * 𝜁(𝑗𝑘)𝑖𝑘

‖2ℒ2
=

𝑀4
𝐽

𝑁𝑖1...𝑖𝑘

,

следовательно,⃦⃦⃦⃦
1

𝑁𝑖1...𝑖𝑘

I𝒥𝑊 (𝑗1...𝑗𝑘)
T

∑︁
(I/∼)

𝑞(𝑖1, ·)⊗ . . .⊗ 𝑞(𝑖𝑘, ·)
⃦⃦⃦⃦
ℒ2

= 𝑀𝐽

⃦⃦⃦⃦
1

𝑁𝑖1...𝑖𝑘

∑︁
(I/∼)

𝑞(𝑖1, ·)⊗ . . .⊗ 𝑞(𝑖𝑘, ·)
⃦⃦⃦⃦
𝐿2(T𝑘)

и
‖I𝒥𝑊 (𝑗1...𝑗𝑘)

T 𝑓 (𝑛)(·)‖ℒ2 = 𝑀𝐽‖𝑓
(𝑛)

𝐽
(·)‖𝐿2(T𝑘). (5.38)

Любую функцию 𝑓(·) ∈ 𝐿𝑠(𝑗1...𝑗𝑘)2 (T𝑘) можно сколь угодно точно приблизить функцией
𝑓 (𝑛)(·), линейный оператор I𝒥𝑊 (𝑗1...𝑗𝑘)

T ограничен на множестве функций 𝑓 (𝑛)(·), поэтому его
можно продолжить на линейное подпространство 𝐿𝑠(𝑗1...𝑗𝑘)2 (T𝑘), сохраняя непрерывность [52].
Переходя к пределу при 𝑛→∞ в соотношении (5.37), получаем разложение (5.32), а из ра-
венства (5.38) следует соотношение

‖I𝒥𝑊 (𝑗1...𝑗𝑘)
T 𝑓(·)‖ℒ2 = 𝑀𝐽‖𝑓(·)‖𝐿2(T𝑘). (5.39)

3. Пусть 𝑓(·) ∈ 𝐿2(T
𝑘), а 𝑓𝐽(·) = ⟨𝑓(·)⟩𝐽 ∈ 𝐿

𝑠(𝑗1...𝑗𝑘)
2 (T𝑘) — соответствующая симметризован-

ная функция (4.57). Согласно лемме 5.4 получаем

I𝒥𝑊 (𝑗1...𝑗𝑘)
T 𝑓(·) = I𝒥𝑊 (𝑗1...𝑗𝑘)

T 𝑓𝐽(·) =
∞∑︁

𝑖1,...,𝑖𝑘=0

𝐹𝑖1...𝑖𝑘𝜁
(𝑗1)
𝑖1
* . . . * 𝜁(𝑗𝑘)𝑖𝑘

,
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где 𝐹𝑖1...𝑖𝑘 — коэффициенты разложения (4.4) функции 𝑓𝐽(·) относительно базисной системы
{𝑞(𝑖1, ·)⊗ . . .⊗ 𝑞(𝑖𝑘, ·)}∞𝑖1,...,𝑖𝑘=0. Но из выражения (4.63) следует, что любые частичные суммы

рядов
∑︀∞

𝑖1,...,𝑖𝑘=0 𝐹𝑖1...𝑖𝑘𝜁
(𝑗1)
𝑖1
* . . . * 𝜁(𝑗𝑘)𝑖𝑘

и
∞∑︀

𝑖1,...,𝑖𝑘=0

𝐹𝑖1...𝑖𝑘𝜁
(𝑗1)
𝑖1
* . . . * 𝜁(𝑗𝑘)𝑖𝑘

совпадают, т.е. справедли-

во разложение (5.32) и равенство ‖I𝒥𝑊 (𝑗1...𝑗𝑘)
T 𝑓(·)‖ℒ2 = 𝑀𝐽‖𝑓𝐽(·)‖𝐿2(T𝑘), из которого с учетом

оценки (4.60) получаем соотношение (5.33). J

Рассмотрим представление кратного стохастического интеграла Ито по винеровским про-
цессам в виде ортогонального ряда. В правой части разложения (5.32) присутствуют случай-
ные величины 𝜁

(𝑗1)
𝑖1
* . . . * 𝜁(𝑗𝑘)𝑖𝑘

∈ ℒ2. Каждая из них имеет нулевое математическое ожидание,
а второй начальный момент определяется формулой (5.35). Более того, любые две случайные
величины 𝜁

(𝑗1)

𝑖′1
* . . . * 𝜁(𝑗𝑘)𝑖′𝑘

и 𝜁(𝑗1)𝑖′′1
* . . . * 𝜁(𝑗𝑘)𝑖′′𝑘

либо совпадают, либо ортогональны в пространстве
ℒ2. Совпадают эти случайные величины тогда и только тогда, когда (𝑖′1 . . . 𝑖

′
𝑘) = (𝑖′′1 . . . 𝑖

′′
𝑘) или

мультимножество (𝑖′′1 . . . 𝑖
′′
𝑘) получается из мультимножества (𝑖′1 . . . 𝑖

′
𝑘) в результате перестанов-

ки индексов в классах эквивалентности I𝑗, 𝑗 ∈ 𝐽 .
Следовательно, множество

Z𝐽 = Z(𝑗1...𝑗𝑘) = {𝜁(𝑗1)𝑖1
* . . . * 𝜁(𝑗𝑘)𝑖𝑘

}∞𝑖1,...,𝑖𝑘=0 (5.40)

состоит из попарно ортогональных случайных величин, а множество

Ẑ𝐽 = Ẑ(𝑗1...𝑗𝑘) =

{︂
𝜁
(𝑗1)
𝑖1
* . . . * 𝜁(𝑗𝑘)𝑖𝑘

‖𝜁(𝑗1)𝑖1
* . . . * 𝜁(𝑗𝑘)𝑖𝑘

‖ℒ2

}︂∞

𝑖1,...,𝑖𝑘=0

(5.41)

состоит из ортонормированных случайных величин, где норма определяется соотношением
(5.35), причем в множествах (5.40) и (5.41) все совпадающие элементы, которые отвечают
разным значениям индексов 𝑖1, . . . , 𝑖𝑘, считаются неразличимыми.

Множества (5.40) и (5.41) можно принять за ортогональный и ортонормированный базисы
линейного подпространства ℒ𝑊 (𝑗1...𝑗𝑘)

2 = {I𝒥𝑊 (𝑗1...𝑗𝑘)
T 𝑓(·) : 𝑓(·) ∈ 𝐿2(T

𝑘)} ⊂ ℒ2, причем величина
𝑀2

𝐽
соответствует максимуму нормы элементов ортогонального базиса (5.40), который дости-

гается при |𝐼𝑗| = 1 ∀ 𝑗 ∈ 𝐽 , т.е. на элементах вида 𝜁
(𝑗1)
𝑖1
* . . . * 𝜁(𝑗𝑘)𝑖𝑘

=
∏︀

𝑗∈𝐽 𝐻#(𝑗,𝐽)(𝜁
(𝑗)), где 𝜁(𝑗)

— любая случайная величина из множества {𝜁(𝑗)𝑖 }∞𝑖=0. Действительно, принимая во внимание
свойство (5.29), находим

max
𝑖1,...,𝑖𝑘

‖𝜁(𝑗1)𝑖1
* . . . * 𝜁(𝑗𝑘)𝑖𝑘

‖2ℒ2
=

⃦⃦⃦⃦∏︁
𝑗∈𝐽

𝐻#(𝑗,𝐽)(𝜁
(𝑗))

⃦⃦⃦⃦2

ℒ2

=
∏︁
𝑗∈𝐽

‖𝐻#(𝑗,𝐽)(𝜁
(𝑗))‖2ℒ2

=
∏︁
𝑗∈𝐽

(#(𝑗, 𝐽))! = 𝑀2
𝐽 .

Если значения 𝑗1, . . . , 𝑗𝑘 попарно различны, т.е. |𝐽 | = 𝑘, то(︀
𝜁
(𝑗1)
𝑖1

. . . 𝜁
(𝑗𝑘)
𝑖𝑘

, I𝒥𝑊 (𝑗1...𝑗𝑘)
T 𝑓(·)

)︀
ℒ2

= E(𝜁
(𝑗1)
𝑖1

. . . 𝜁
(𝑗𝑘)
𝑖𝑘

) I𝒥𝑊 (𝑗1...𝑗𝑘)
T 𝑓(·) = 𝐹𝑖1...𝑖𝑘 ,

где 𝐹𝑖1...𝑖𝑘 — коэффициенты разложения (4.4) функции 𝑓(·) относительно базисной системы
{𝑞(𝑖1, ·)⊗ . . .⊗ 𝑞(𝑖𝑘, ·)}∞𝑖1,...,𝑖𝑘=0. Если среди значений 𝑗1, . . . , 𝑗𝑘 есть совпадающие, т.е. |𝐽 | < 𝑘, то(︀

𝜁
(𝑗1)
𝑖1
* . . . * 𝜁(𝑗𝑘)𝑖𝑘

, I𝒥𝑊 (𝑗1...𝑗𝑘)
T 𝑓(·)

)︀
ℒ2

= E(𝜁
(𝑗1)
𝑖1
* . . . * 𝜁(𝑗𝑘)𝑖𝑘

) I𝒥𝑊 (𝑗1...𝑗𝑘)
T 𝑓(·) =

=
1

‖𝜁(𝑗1)𝑖1
* . . . * 𝜁(𝑗𝑘)𝑖𝑘

‖2ℒ2

∑︁
(I/∼)

𝐹𝑖1...𝑖𝑘 ‖𝜁
(𝑗1)
𝑖1
* . . . * 𝜁(𝑗𝑘)𝑖𝑘

‖2ℒ2
=

∑︁
(I/∼)

𝐹𝑖1...𝑖𝑘 ,

или
(︂

𝜁
(𝑗1)
𝑖1
* . . . * 𝜁(𝑗𝑘)𝑖𝑘

‖𝜁(𝑗1)𝑖1
* . . . * 𝜁(𝑗𝑘)𝑖𝑘

‖ℒ2

, I𝒥𝑊 (𝑗1...𝑗𝑘)
T 𝑓(·)

)︂
ℒ2

=
1

‖𝜁(𝑗1)𝑖1
* . . . * 𝜁(𝑗𝑘)𝑖𝑘

‖ℒ2

∑︁
(I/∼)

𝐹𝑖1...𝑖𝑘 ,
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где суммирование ведется по всем перестановкам индексов в каждом классе эквивалентности
I𝑗, 𝑗 ∈ 𝐽 .

Отсюда получаем разложение кратного стохастического интеграла Ито (5.19) по ортонор-
мированному базису (5.41):

I𝒥𝑊 (𝑗1...𝑗𝑘)
T 𝑓(·) =

∑︁
I𝑗(1)

. . .
∑︁
I𝑗(|𝐽|)

(︂
1

‖𝜁(𝑗1)𝑖1
* . . . * 𝜁(𝑗𝑘)𝑖𝑘

‖ℒ2

∑︁
(I/∼)

𝐹𝑖1...𝑖𝑘

)︂
𝜁
(𝑗1)
𝑖1
* . . . * 𝜁(𝑗𝑘)𝑖𝑘

‖𝜁(𝑗1)𝑖1
* . . . * 𝜁(𝑗𝑘)𝑖𝑘

‖ℒ2

=

=
∑︁
I𝑗(1)

. . .
∑︁
I𝑗(|𝐽|)

𝑀2
𝐽
𝐹𝑖1...𝑖𝑘

‖𝜁(𝑗1)𝑖1
* . . . * 𝜁(𝑗𝑘)𝑖𝑘

‖ℒ2

𝜁
(𝑗1)
𝑖1
* . . . * 𝜁(𝑗𝑘)𝑖𝑘

‖𝜁(𝑗1)𝑖1
* . . . * 𝜁(𝑗𝑘)𝑖𝑘

‖ℒ2

, (5.42)

причем для каждой суммы по индексам из класса эквивалентности I𝑗 = {𝑖(1), 𝑖(2), . . . , 𝑖(|I𝑗 |)}
суммирование осуществляется следующим образом:∑︁

I𝑗

=
∑︁

𝑖(1)6𝑖(2)6...6𝑖(|I𝑗 |)

=
∞∑︁

𝑖(1)=0

∞∑︁
𝑖(2)=𝑖(1)

. . .
∞∑︁

𝑖(|I𝑗 |)=𝑖(|I𝑗 |−1)

, (5.43)

либо иначе, но чтобы из каждого набора значений индексов 𝐼𝑗, 𝑗 ∈ 𝐽 = {𝑗(1), . . . , 𝑗(|𝐽 |)}, выбира-
лась только одна из перестановок. Переход к последнему равенству в формуле (5.42) основан
на выражении (4.63).

Тогда норма интеграла I𝒥𝑊 (𝑗1...𝑗𝑘)
T 𝑓(·) описывается формулой

‖I𝒥𝑊 (𝑗1...𝑗𝑘)
T 𝑓(·)‖ℒ2 =

{︂∑︁
I𝑗(1)

. . .
∑︁
I𝑗(|𝐽|)

1

‖𝜁(𝑗1)𝑖1
* . . . * 𝜁(𝑗𝑘)𝑖𝑘

‖2ℒ2

(︂∑︁
(I/∼)

𝐹𝑖1...𝑖𝑘

)︂2}︂ 1
2

=

=

{︂∑︁
I𝑗(1)

. . .
∑︁
I𝑗(|𝐽|)

(𝑀2
𝐽
𝐹𝑖1...𝑖𝑘)2

‖𝜁(𝑗1)𝑖1
* . . . * 𝜁(𝑗𝑘)𝑖𝑘

‖2ℒ2

}︂ 1
2

, (5.44)

где 𝐹𝑖1...𝑖𝑘 — коэффициенты разложения (4.4) функции 𝑓𝐽(·) = ⟨𝑓(·)⟩𝐽 относительно базисной
системы {𝑞(𝑖1, ·)⊗ . . .⊗ 𝑞(𝑖𝑘, ·)}∞𝑖1,...,𝑖𝑘=0.

Переходя к сумме по 𝑖1, . . . , 𝑖𝑘 = 0, 1, 2, . . . в формуле (5.44), получаем [161]:

‖I𝒥𝑊 (𝑗1...𝑗𝑘)
T 𝑓(·)‖ℒ2 = 𝑀𝐽

{︂ ∞∑︁
𝑖1,...,𝑖𝑘=0

𝐹 2
𝑖1...𝑖𝑘

}︂ 1
2

, (5.45)

т.е. соотношение (5.39) с учетом свойства (4.10) сохранения нормы.
Вернемся к понятиям случайных линейных функционалов и их спектральных характери-

стик, упомянутых в разд. 5.2. Рассмотрим линейный оператор I𝒥𝑊 (𝑗1...𝑗𝑘)
T , ставящий в соответ-

ствие функции 𝑓(·) ∈ 𝐿2(T
𝑘) кратный стохастический интеграл Ито по винеровским процессам

𝑊𝑗1(·), . . . ,𝑊𝑗𝑘(·) (см. формулу (5.19)) как пример случайного линейного функционала.
Применим определение спектральной характеристики случайного линейного функционала:

S[ I𝒥𝑊 (𝑗1...𝑗𝑘)
T ] = 𝒱~(𝑗1...𝑗𝑘), где элементы спектральной характеристики 𝒱~(𝑗1...𝑗𝑘) согласно выра-

жению (5.34) задаются соотношением

𝒱~(𝑗1...𝑗𝑘)𝑖1,...,𝑖𝑘
= I𝒥𝑊 (𝑗1...𝑗𝑘)

T 𝑞(𝑖1, ·)⊗ . . .⊗ 𝑞(𝑖𝑘, ·) = 𝜁
(𝑗1)
𝑖1
* . . . * 𝜁(𝑗𝑘)𝑖𝑘

, (5.46)

а 𝜁(𝑗𝑙)𝑖𝑙
— независимые случайные величины, имеющие стандартное нормальное распределение,

𝑖𝑙 = 0, 1, 2, . . . и 𝑙 = 1, . . . , 𝑘.
Можно предложить матричную запись 𝒱~(𝑗1...𝑗𝑘) = 𝒱𝑗1 ~ . . . ~ 𝒱𝑗𝑘 , где 𝒱1, . . . ,𝒱𝑠 — это
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спектральные характеристики (2.26) белых шумов 𝑉1(·), . . . , 𝑉𝑠(·), соответствующих винеров-
ским процессам 𝑊1(·), . . . ,𝑊𝑠(·) в смысле соотношения (2.27), а ~ — аналог тензорного про-
изведения, но относительно операции *, т.е. произведения Вика. Каждая спектральная харак-
теристика 𝒱𝑗 образована элементами 𝜁(𝑗)𝑖 , 𝑗 = 1, . . . , 𝑠. Очевидно, распределение спектральной
характеристики 𝒱~(𝑗1...𝑗𝑘) не зависит от выбора базисной системы {𝑞(𝑖, ·)}∞𝑖=0 (см. п. 1 замечаний
2.3).

Например (см. п. 1 замечаний 4.1), при 𝑘 = 2 и 𝑘 = 3 имеем

𝒱~(𝑗1𝑗2) = 𝒱𝑗1 ~ 𝒱𝑗2 =
[︀
[ 𝜁

(𝑗1)
0 * 𝜁(𝑗2)0 𝜁

(𝑗1)
0 * 𝜁(𝑗2)1 𝜁

(𝑗1)
0 * 𝜁(𝑗2)2 . . . ]

[ 𝜁
(𝑗1)
1 * 𝜁(𝑗2)0 𝜁

(𝑗1)
1 * 𝜁(𝑗2)1 𝜁

(𝑗1)
1 * 𝜁(𝑗2)2 . . . ]

[ 𝜁
(𝑗1)
2 * 𝜁(𝑗2)0 𝜁

(𝑗1)
2 * 𝜁(𝑗2)1 𝜁

(𝑗1)
2 * 𝜁(𝑗2)2 . . . ] . . .

]︀T
,

𝒱~(𝑗1𝑗2𝑗3) = 𝒱𝑗1 ~ 𝒱𝑗2 ~ 𝒱𝑗3 =

=
[︁[︀

[ 𝜁
(𝑗1)
0 * 𝜁(𝑗2)0 * 𝜁(𝑗3)0 𝜁

(𝑗1)
0 * 𝜁(𝑗2)0 * 𝜁(𝑗3)1 𝜁

(𝑗1)
0 * 𝜁(𝑗2)0 * 𝜁(𝑗3)2 . . . ]

[ 𝜁
(𝑗1)
0 * 𝜁(𝑗2)1 * 𝜁(𝑗3)0 𝜁

(𝑗1)
0 * 𝜁(𝑗2)1 * 𝜁(𝑗3)1 𝜁

(𝑗1)
0 * 𝜁(𝑗2)1 * 𝜁(𝑗3)2 . . . ]

[ 𝜁
(𝑗1)
0 * 𝜁(𝑗2)2 * 𝜁(𝑗3)0 𝜁

(𝑗1)
0 * 𝜁(𝑗2)2 * 𝜁(𝑗3)1 𝜁

(𝑗1)
0 * 𝜁(𝑗2)2 * 𝜁(𝑗3)2 . . . ] . . .

]︀[︀
[ 𝜁

(𝑗1)
1 * 𝜁(𝑗2)0 * 𝜁(𝑗3)0 𝜁

(𝑗1)
1 * 𝜁(𝑗2)0 * 𝜁(𝑗3)1 𝜁

(𝑗1)
1 * 𝜁(𝑗2)0 * 𝜁(𝑗3)2 . . . ]

[ 𝜁
(𝑗1)
1 * 𝜁(𝑗2)1 * 𝜁(𝑗3)0 𝜁

(𝑗1)
1 * 𝜁(𝑗2)1 * 𝜁(𝑗3)1 𝜁

(𝑗1)
1 * 𝜁(𝑗2)1 * 𝜁(𝑗3)2 . . . ]

[ 𝜁
(𝑗1)
1 * 𝜁(𝑗2)2 * 𝜁(𝑗3)0 𝜁

(𝑗1)
1 * 𝜁(𝑗2)2 * 𝜁(𝑗3)1 𝜁

(𝑗1)
1 * 𝜁(𝑗2)2 * 𝜁(𝑗3)2 . . . ] . . .

]︀[︀
[ 𝜁

(𝑗1)
2 * 𝜁(𝑗2)0 * 𝜁(𝑗3)0 𝜁

(𝑗1)
2 * 𝜁(𝑗2)0 * 𝜁(𝑗3)1 𝜁

(𝑗1)
2 * 𝜁(𝑗2)0 * 𝜁(𝑗3)2 . . . ]

[ 𝜁
(𝑗1)
2 * 𝜁(𝑗2)1 * 𝜁(𝑗3)0 𝜁

(𝑗1)
2 * 𝜁(𝑗2)1 * 𝜁(𝑗3)1 𝜁

(𝑗1)
2 * 𝜁(𝑗2)1 * 𝜁(𝑗3)2 . . . ]

[ 𝜁
(𝑗1)
2 * 𝜁(𝑗2)2 * 𝜁(𝑗3)0 𝜁

(𝑗1)
2 * 𝜁(𝑗2)2 * 𝜁(𝑗3)1 𝜁

(𝑗1)
2 * 𝜁(𝑗2)2 * 𝜁(𝑗3)2 . . . ] . . .

]︀
. . .

]︁T

.

Тогда значение функционала I𝒥𝑊 (𝑗1...𝑗𝑘)
T выражается в виде спектрального аналога форму-

лы (5.32):
I𝒥𝑊 (𝑗1...𝑗𝑘)
T 𝑓(·) = [𝒱~(𝑗1...𝑗𝑘)]T𝐹 = [𝒱𝑗1 ~ . . .~ 𝒱𝑗𝑘 ]T𝐹, 𝐹 = S

[︀
𝑓(·)

]︀
. (5.47)

З ам е ч а н и я 5.2.
1. Всевозможные произведения полиномов Эрмита {𝐻𝑙1(·)}∞𝑙1=0, . . . , {𝐻𝑙𝑘(·)}∞𝑙𝑘=0 образу-

ют ортогональную систему функций векторного аргумента 𝑥 = [𝑥1 . . . 𝑥𝑘 ]T в пространстве
𝐿𝜚2(R

𝑘) с весом 𝜚(𝑥) = 𝜌(𝑥1) . . . 𝜌(𝑥𝑘) [112, 125], а именно полиномы Эрмита {𝐻𝑙1...𝑙𝑘(·)}∞𝑙1,...,𝑙𝑘=0.
Правая часть формулы (5.34) — это значение такого полинома 𝐻𝑙1...𝑙𝑘(·) с векторным аргумен-
том 𝑥 = [ 𝜁

(𝑗1)
𝑖1

. . . 𝜁
(𝑗𝑘)
𝑖𝑘

]T при условии 𝑙1 + . . .+ 𝑙𝑘 = dim𝑥 = 𝑘, где индексы 𝑙1, . . . , 𝑙𝑘 — степени
полинома по координатам 𝑥1, . . . , 𝑥𝑘 соответственно — определяются элементами мультимно-
жеств 𝐼𝑗, 𝑗 ∈ 𝐽 , а часть индексов может быть нулевой, при этом

‖𝜁(𝑗1)𝑖1
* . . . * 𝜁(𝑗𝑘)𝑖𝑘

‖ℒ2 = ‖𝐻𝑙1...𝑙𝑘(·)‖𝐿𝜚
2(R

𝑘).

Если определить отношение эквивалентности ∼ для индексов из множества L = {𝑙1, . . . , 𝑙𝑘}
и обозначить через L/∼ множество всех классов эквивалентности L𝑗, 𝑗 ∈ 𝐽 , т.е. L𝑗 = {𝑙𝑛 :

𝑛 ∈ 𝑁𝑗}, то значения индексов в них определяются следующим образом. Если #(𝑖, 𝐼𝑗) = 1,
то соответствующий индекс из класса эквивалентности L𝑗 полагаем равным единице, если
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#(𝑖, 𝐼𝑗) > 1, т.е. среди элементов 𝐼𝑗 есть совпадающие, то в соответствующем подмножестве
индексов в L𝑗 любой из индексов полагается равным #(𝑖, 𝐼𝑗), а остальные — равными нулю.
Отметим, что множества I, T и L, а также их разбиения на классы эквивалентности отли-
чаются только обозначениями и соответствие между ними понимается именно с этой точки
зрения.

Записывая каждый такой полином Эрмита в развернутом виде как сумму мономов, из
формулы (5.32) можно получить представление кратных стохастических интегралов Ито, ис-
пользуемое в работе [308]. Действительно, при 𝑘 = 2, 3, 4 имеем

𝜁
(𝑗1)
𝑖1
* 𝜁(𝑗2)𝑖2

= 𝜁
(𝑗1)
𝑖1

𝜁
(𝑗2)
𝑖2
−∆12,

𝜁
(𝑗1)
𝑖1
* 𝜁(𝑗2)𝑖2

* 𝜁(𝑗3)𝑖3
= 𝜁

(𝑗1)
𝑖1

𝜁
(𝑗2)
𝑖2

𝜁
(𝑗3)
𝑖3
−∆12𝜁

(𝑗3)
𝑖3
−∆13𝜁

(𝑗2)
𝑖2
−∆23𝜁

(𝑗1)
𝑖1

,

𝜁
(𝑗1)
𝑖1
* 𝜁(𝑗2)𝑖2

* 𝜁(𝑗3)𝑖3
* 𝜁(𝑗4)𝑖4

= 𝜁
(𝑗1)
𝑖1

𝜁
(𝑗2)
𝑖2

𝜁
(𝑗3)
𝑖3

𝜁
(𝑗4)
𝑖4
−∆12𝜁

(𝑗3)
𝑖3

𝜁
(𝑗4)
𝑖4
−∆13𝜁

(𝑗2)
𝑖2

𝜁
(𝑗4)
𝑖4
−

−∆14𝜁
(𝑗2)
𝑖2

𝜁
(𝑗3)
𝑖3
−∆23𝜁

(𝑗1)
𝑖1

𝜁
(𝑗4)
𝑖4
−∆24𝜁

(𝑗1)
𝑖1

𝜁
(𝑗3)
𝑖3
−∆34𝜁

(𝑗1)
𝑖1

𝜁
(𝑗2)
𝑖2

+

+ ∆12∆34 + ∆13∆24 + ∆14∆23, ∆𝑙𝑚 = 𝛿𝑗𝑙𝑗𝑚𝛿𝑖𝑙𝑖𝑚 , 𝑙,𝑚 = 1, . . . , 𝑘,

тогда
∞∑︁

𝑖1,𝑖2=0

𝐹𝑖1𝑖2𝜁
(𝑗1)
𝑖1
* 𝜁(𝑗2)𝑖2

=
∞∑︁

𝑖1,𝑖2=0

𝐹𝑖1𝑖2𝜁
(𝑗1)
𝑖1

𝜁
(𝑗2)
𝑖2
− 𝛿𝑗1𝑗2

∞∑︁
𝑖1=0

𝐹𝑖1𝑖1 ,

∞∑︁
𝑖1,𝑖2,𝑖3=0

𝐹𝑖1𝑖2𝑖3𝜁
(𝑗1)
𝑖1
* 𝜁(𝑗2)𝑖2

* 𝜁(𝑗3)𝑖3
=

∞∑︁
𝑖1,𝑖2,𝑖3=0

𝐹𝑖1𝑖2𝑖3𝜁
(𝑗1)
𝑖1

𝜁
(𝑗2)
𝑖2

𝜁
(𝑗3)
𝑖3
−

− 𝛿𝑗1𝑗2
∞∑︁

𝑖1,𝑖3=0

𝐹𝑖1𝑖1𝑖3𝜁
(𝑗3)
𝑖3
− 𝛿𝑗1𝑗3

∞∑︁
𝑖1,𝑖2=0

𝐹𝑖1𝑖2𝑖1𝜁
(𝑗2)
𝑖2
− 𝛿𝑗2𝑗3

∞∑︁
𝑖1,𝑖2=0

𝐹𝑖1𝑖2𝑖2𝜁
(𝑗1)
𝑖1

,

∞∑︁
𝑖1,𝑖2,𝑖3,𝑖4=0

𝐹𝑖1𝑖2𝑖3𝑖4𝜁
(𝑗1)
𝑖1
* 𝜁(𝑗2)𝑖2

* 𝜁(𝑗3)𝑖3
* 𝜁(𝑗4)𝑖4

=
∞∑︁

𝑖1,𝑖2,𝑖3,𝑖4=0

𝐹𝑖1𝑖2𝑖3𝑖4𝜁
(𝑗1)
𝑖1

𝜁
(𝑗2)
𝑖2

𝜁
(𝑗3)
𝑖3

𝜁
(𝑗4)
𝑖4
−

− 𝛿𝑗1𝑗2
∞∑︁

𝑖1,𝑖3,𝑖4=0

𝐹𝑖1𝑖1𝑖3𝑖4𝜁
(𝑗3)
𝑖3

𝜁
(𝑗4)
𝑖4
− 𝛿𝑗1𝑗3

∞∑︁
𝑖1,𝑖2,𝑖4=0

𝐹𝑖1𝑖2𝑖1𝑖4𝜁
(𝑗2)
𝑖2

𝜁
(𝑗4)
𝑖4
−

− 𝛿𝑗1𝑗4
∞∑︁

𝑖1,𝑖2,𝑖3=0

𝐹𝑖1𝑖2𝑖3𝑖1𝜁
(𝑗2)
𝑖2

𝜁
(𝑗3)
𝑖3
− 𝛿𝑗2𝑗3

∞∑︁
𝑖1,𝑖2,𝑖4=0

𝐹𝑖1𝑖2𝑖2𝑖4𝜁
(𝑗1)
𝑖1

𝜁
(𝑗4)
𝑖4
−

− 𝛿𝑗2𝑗4
∞∑︁

𝑖1,𝑖2,𝑖3=0

𝐹𝑖1𝑖2𝑖3𝑖2𝜁
(𝑗1)
𝑖1

𝜁
(𝑗3)
𝑖3
− 𝛿𝑗3𝑗4

∞∑︁
𝑖1,𝑖2,𝑖3=0

𝐹𝑖1𝑖2𝑖3𝑖3𝜁
(𝑗1)
𝑖1

𝜁
(𝑗2)
𝑖2

+

+ 𝛿𝑗1𝑗2𝛿𝑗3𝑗4

∞∑︁
𝑖1,𝑖3=0

𝐹𝑖1𝑖1𝑖3𝑖3 + 𝛿𝑗1𝑗3𝛿𝑗2𝑗4

∞∑︁
𝑖1,𝑖2=0

𝐹𝑖1𝑖2𝑖1𝑖2 + 𝛿𝑗1𝑗4𝛿𝑗2𝑗3

∞∑︁
𝑖1,𝑖2=0

𝐹𝑖1𝑖2𝑖2𝑖1

при условии, что все ряды в правых частях записанных равенств являются сходящимися (как
числовые ряды или как ряды в пространстве ℒ2).

Для получения таких формул в общем случае требуется представить случайную вели-
чину 𝜁

(𝑗1)
𝑖1
* . . . * 𝜁(𝑗𝑘)𝑖𝑘

в виде линейной комбинации произведения 𝜁
(𝑗1)
𝑖1

. . . 𝜁
(𝑗𝑘)
𝑖𝑘

и всевозмож-
ных произведений элементов, выбранных из множества {𝜁(𝑗1)𝑖1

, . . . , 𝜁
(𝑗𝑘)
𝑖𝑘
}, причем выбираются

𝑘 − 2, 𝑘 − 4, . . . , 𝑘 − 2⌊𝑘/2⌋ элементов, т.е. 𝑘 − 2𝜈 элементов при 𝜈 = 1, . . . , ⌊𝑘/2⌋. Если 𝑘 — чет-
ное, то в этой линейной комбинации появится единица, отвечающая значению 𝜈 = 𝑘/2. Коэф-
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фициенты линейной комбинации состоят из произведений величин ∆𝑙𝑚, где индексы 𝑙,𝑚 отве-
чают всевозможным упорядоченным парам индексов (𝑖𝑙, 𝑗𝑙) = (𝑖𝑚, 𝑗𝑚), для которых случайные
величины 𝜁

(𝑗𝑙)
𝑖𝑙

и 𝜁
(𝑗𝑚)
𝑖𝑚

отсутствуют в соответствующем произведении, и коэффициента (−1)𝜈 .
Введем отношение эквивалентности ∼ для значений индексов из множества 𝐼 = (𝑖1 . . . 𝑖𝑘):

𝑖𝑙 ∼ 𝑖𝑚 ⇐⇒ 𝑖𝑙 = 𝑖𝑚 и 𝑗𝑙 = 𝑗𝑚, 𝑙,𝑚 = 1, . . . , 𝑘,

и обозначим через 𝐼/∼ множество всех классов эквивалентности 𝐼𝜇, где 𝜇 = 1, . . . ,𝑀 , 𝑀 6 𝑘

— число таких классов эквивалентности.
Число комбинаций выбора 𝜈𝜇 неупорядоченных пар (𝑖𝑙, 𝑖𝑚) из множества 𝐼𝜇 при усло-

вии |𝐼𝜇| > 2, а они дают коэффициент ∆𝑙𝑚 = 1 в представлении случайной величины
𝜁
(𝑗1)
𝑖1
* . . . * 𝜁(𝑗𝑘)𝑖𝑘

, совпадает с коэффициентом ℎ
(𝑖)
𝑖−2𝜈𝜇

полинома Эрмита (5.13) при 𝑖 = |𝐼𝜇| (см.
также разд. 4.4):

1

𝜈𝜇!

𝑖!

2!(𝑖− 2)!

(𝑖− 2)!

2!(𝑖− 4)!
. . .

(𝑖− 2(𝜈𝜇 − 1))!

2!(𝑖− 2𝜈𝜇)!

⃒⃒⃒
𝑖=|𝐼𝜇|

=
𝑖!

𝜈𝜇!(𝑖− 2𝜈𝜇)!2𝜈𝜇
= ℎ

(𝑖)
𝑖−2𝜈𝜇

⃒⃒⃒
𝑖=|𝐼𝜇|

.

Число комбинаций выбора 𝜈𝜇 таких пар из всех множеств 𝐼𝜇 определяется произведением
коэффициентов полиномов Эрмита (5.13) степеней |𝐼𝜇|:

𝑀∏︁
𝜇=1

ℎ
(𝑖)
𝑖−2𝜈𝜇

⃒⃒⃒
𝑖=|𝐼𝜇|

,

которые возникают при построении полиномов Эрмита {𝐻𝑙1...𝑙𝑘(𝑥)}∞𝑙1,...,𝑙𝑘=0 векторного аргумен-
та. Это произведение записано в соотношении (5.34).

2. Квадрат нормы случайной величины 𝜁
(𝑗1)
𝑖1
* . . . * 𝜁(𝑗𝑘)𝑖𝑘

, где 𝜁(𝑗𝑙)𝑖𝑙
— независимые случайные

величины, имеющие стандартное нормальное распределение, 𝑖𝑙 = 0, 1, 2, . . . и 𝑙 = 1, . . . , 𝑘 опре-
деляется формулой (5.35), но можно предложить другое выражение, использующее символы
Кронекера (1.4). В частности,

‖𝜁(𝑗1)𝑖1
* 𝜁(𝑗2)𝑖2

‖2ℒ2
= 1 + ∆12,

‖𝜁(𝑗1)𝑖1
* 𝜁(𝑗2)𝑖2

* 𝜁(𝑗3)𝑖3
‖2ℒ2

= 1 + ∆12 + ∆13 + ∆23 + 2∆12∆23,

‖𝜁(𝑗1)𝑖1
* 𝜁(𝑗2)𝑖2

* 𝜁(𝑗3)𝑖3
* 𝜁(𝑗4)𝑖4

‖2ℒ2
= 1 + ∆12 + ∆13 + ∆14 + ∆23 + ∆24 + ∆34 +

+ 2∆12∆23 + 2∆12∆24 + 2∆13∆34 + 2∆23∆34 + ∆12∆34 + ∆13∆24 + ∆14∆23 + 6∆12∆23∆34,

где ∆𝑙𝑚 = 𝛿𝑗𝑙𝑗𝑚𝛿𝑖𝑙𝑖𝑚 , 𝑙,𝑚 = 1, . . . , 𝑘, в чем достаточно убедиться непосредственной проверкой.
3. Для линейного подпространства 𝐿𝑠(𝑗1...𝑗𝑘)2 (T𝑘) можно определить норму

‖𝑓(·)‖
𝐿
𝑠(𝑗1...𝑗𝑘)
2 (T𝑘)

= ‖⟨𝑓(·)⟩𝐽‖𝐿2(T𝑘)

и рассматривать его как множество классов эквивалентности:

𝑓(·) ∼ 𝑔(·) ⇐⇒ ⟨𝑓(·)⟩𝐽 = ⟨𝑔(·)⟩𝐽 . (5.48)

С учетом леммы 5.4 пространство 𝐿𝑠(𝑗1...𝑗𝑘)2 (T𝑘) естественно принять за область определения
линейного оператора I𝒥𝑊 (𝑗1...𝑗𝑘)

T . Следовательно, линейный оператор I𝒥𝑊 (𝑗1...𝑗𝑘)
T устанавливает

взаимнооднозначное соответствие между линейными пространствами 𝐿𝑠(𝑗1...𝑗𝑘)2 (T𝑘) и ℒ𝑊 (𝑗1...𝑗𝑘)
2 .

Тогда для любой функции из класса 𝐿
𝑠(𝑗1...𝑗𝑘)
2 (T𝑘) справедливо разложение (5.32), в правой

части которого 𝐹𝑖1...𝑖𝑘 — коэффициенты разложения (4.4) любой функции 𝑓(·) из этого класса,
т.е. элемента пространства 𝐿2(T

𝑘).
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Если для линейного пространства 𝐿
𝑠(𝑗1...𝑗𝑘)
2 (T𝑘) определить норму следующим образом:

‖𝑓(·)‖
𝐿
𝑠(𝑗1...𝑗𝑘)
2 (T𝑘)

= 𝑀𝐽‖⟨𝑓(·)⟩𝐽‖𝐿2(T𝑘), то вместо формулы (5.33) получим ‖I𝒥𝑊 (𝑗1...𝑗𝑘)
T 𝑓(·)‖ℒ2 =

= ‖⟨𝑓(·)⟩𝐽‖𝐿2(T𝑘).

Пример 5.2. Представить стохастические интегралы Ито

а) I𝒥𝑊 (123)
T 𝑓(·), б) I𝒥𝑊 (212)

T 𝑓(·), в) I𝒥𝑊 (111)
T 𝑓(·)

кратности 𝑘 = 3 в виде ряда (5.32) и ортогонального разложения (5.42), где 𝑓(·) ∈ 𝐿2(T
3).

�Начнем с интеграла I𝒥𝑊 (123)
T 𝑓(·). В данном случае 𝑗1 = 1, 𝑗2 = 2 и 𝑗3 = 3, т.е. 𝐽 = {1, 2, 3} и

𝐽 = (123). Множество индексов I = {𝑖1, 𝑖2, 𝑖3} и множество переменных T = {𝑡1, 𝑡2, 𝑡3} разобьем
на классы эквивалентности:

I/∼ = {{𝑖1}⏟ ⏞ 
I1

, {𝑖2}⏟ ⏞ 
I2

, {𝑖3}⏟ ⏞ 
I3

}, T/∼ = {{𝑡1}⏟ ⏞ 
T1

, {𝑡2}⏟ ⏞ 
T2

, {𝑡3}⏟ ⏞ 
T3

},

#(1, 𝐽) = #(2, 𝐽) = #(3, 𝐽) = 1, 𝑀2
𝐽 = 1!1!1! = 1.

При заданных значениях 𝑖1, 𝑖2, 𝑖3 получаем 𝐼1 = 𝐼1 = {𝑖1}, 𝐼2 = 𝐼2 = {𝑖2}, 𝐼3 = 𝐼3 = {𝑖3}.
На основе соотношений (5.34) и (5.35) (см. также п. 1 и 2 замечаний 5.2) имеем

𝜁
(1)
𝑖1
* 𝜁(2)𝑖2

* 𝜁(3)𝑖3
= 𝜁

(1)
𝑖1
𝜁
(2)
𝑖2
𝜁
(3)
𝑖3

= 𝐻1,1,1(𝜁
(1)
𝑖1
, 𝜁

(2)
𝑖2
, 𝜁

(3)
𝑖3

), ‖𝜁(1)𝑖1
* 𝜁(2)𝑖2

* 𝜁(3)𝑖3
‖2ℒ2

= 1,

поэтому формулы (5.40) и (5.41) определяют ортонормированный базис:

Z(123) = Ẑ(123) = {𝜁(1)𝑖1
* 𝜁(2)𝑖2

* 𝜁(3)𝑖3
}∞𝑖1,𝑖2,𝑖3=0 = {𝜁(1)𝑖1

𝜁
(2)
𝑖2
𝜁
(3)
𝑖3
}∞𝑖1,𝑖2,𝑖3=0.

Функция 𝑓𝐽(·) совпадает с функцией 𝑓(·) и далее для представления интеграла I𝒥𝑊 (123)
T 𝑓(·)

не рассматривается.
Пусть 𝐹𝑖1𝑖2𝑖3 — коэффициенты разложения (4.4) функции 𝑓(·), а 𝜁

(1)
𝑖1

, 𝜁
(2)
𝑖2

и 𝜁
(3)
𝑖3

— независимые случайные величины, имеющие стандартное нормальное распределение,
𝑖1, 𝑖2, 𝑖3 = 0, 1, 2, . . . Отсюда находим представление кратного стохастического интеграла Ито
I𝒥𝑊 (123)
T 𝑓(·) в виде ряда (5.32), который и является ортогональным разложением (5.42):

I𝒥𝑊 (123)
T 𝑓(·) =

∞∑︁
𝑖1,𝑖2,𝑖3=0

𝐹𝑖1𝑖2𝑖3𝜁
(1)
𝑖1
* 𝜁(2)𝑖2

* 𝜁(3)𝑖3
=

∞∑︁
𝑖1,𝑖2,𝑖3=0

𝐹𝑖1𝑖2𝑖3𝜁
(1)
𝑖1
𝜁
(2)
𝑖2
𝜁
(3)
𝑖3
,

а его норма определяется формулами (5.33) и (5.44):

‖I𝒥𝑊 (123)
T 𝑓(·)‖ℒ2 =

{︂ ∞∑︁
𝑖1,𝑖2,𝑖3=0

𝐹 2
𝑖1𝑖2𝑖3

}︂ 1
2

= ‖𝑓(·)‖𝐿2(T3).

Перейдем к интегралу I𝒥𝑊 (212)
T 𝑓(·). В данном случае 𝑗1 = 𝑗3 = 2 и 𝑗2 = 1, т.е. 𝐽 = {1, 2} и

𝐽 = (212). Множество индексов I = {𝑖1, 𝑖2, 𝑖3} и множество переменных T = {𝑡1, 𝑡2, 𝑡3} разобьем
на классы эквивалентности:

I/∼ = {{𝑖2}⏟ ⏞ 
I1

, {𝑖1, 𝑖3}⏟  ⏞  
I2

}, T/∼ = {{𝑡2}⏟ ⏞ 
T1

, {𝑡1, 𝑡3}⏟  ⏞  
T2

},

#(1, 𝐽) = 1, #(2, 𝐽) = 2, 𝑀2
𝐽 = 1!2! = 2.

При заданных значениях 𝑖1, 𝑖2, 𝑖3 получаем 𝐼1 = 𝐼1 = {𝑖2}, а также 𝐼2 = {𝑖1, 𝑖3} при 𝑖1 ̸= 𝑖3 и
𝐼2 = {𝑖1} при 𝑖1 = 𝑖3, 𝐼2 = (𝑖1𝑖3).
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На основе соотношений (5.34) и (5.35) (см. также п. 1 и 2 замечаний 5.2) находим

𝜁
(2)
𝑖1
* 𝜁(1)𝑖2

* 𝜁(2)𝑖3
=

{︃
𝜁
(2)
𝑖1
𝜁
(1)
𝑖2
𝜁
(2)
𝑖3

= 𝐻1,1,1(𝜁
(2)
𝑖1
, 𝜁

(1)
𝑖2
, 𝜁

(2)
𝑖3

), 𝑖1 ̸= 𝑖3,

𝐻2(𝜁
(2)
𝑖1

)𝜁
(1)
𝑖2

= 𝐻2,1,0(𝜁
(2)
𝑖1
, 𝜁

(1)
𝑖2
, 𝜁

(2)
𝑖3

), 𝑖1 = 𝑖3,

‖𝜁(2)𝑖1
* 𝜁(1)𝑖2

* 𝜁(2)𝑖3
‖2ℒ2

=

{︃
1, 𝑖1 ̸= 𝑖3,

2, 𝑖1 = 𝑖3,
или ‖𝜁(2)𝑖1

* 𝜁(1)𝑖2
* 𝜁(2)𝑖3

‖2ℒ2
= 1 + 𝛿𝑖1𝑖3 ,

следовательно, ортогональный и ортонормированный базисы (5.40) и (5.41) имеют вид

Z(212) = {𝜁(2)𝑖1
* 𝜁(1)𝑖2

* 𝜁(2)𝑖3
}∞𝑖1,𝑖2,𝑖3=0,

Ẑ(212) =

{︂
𝜁
(2)
𝑖1
* 𝜁(1)𝑖2

* 𝜁(2)𝑖3

‖𝜁(2)𝑖1
* 𝜁(1)𝑖2

* 𝜁(2)𝑖3
‖ℒ2

}︂∞

𝑖1,𝑖2,𝑖3=0

=

{︂
𝜁
(2)
𝑖1
* 𝜁(1)𝑖2

* 𝜁(2)𝑖3√︀
1 + 𝛿𝑖1𝑖3

}︂∞

𝑖1,𝑖2,𝑖3=0

.

Симметризованная функция 𝑓𝐽(·) согласно (4.57) определяется следующим образом:

𝑓𝐽(𝑡1, 𝑡2, 𝑡3) =
1

𝑀2
𝐽

∑︁
(T/∼)

𝑓(𝑡1, 𝑡2, 𝑡3) =
1

2

(︀
𝑓(𝑡1, 𝑡2, 𝑡3) + 𝑓(𝑡3, 𝑡2, 𝑡1)

)︀
.

Пусть 𝐹𝑖1𝑖2𝑖3 и 𝐹𝑖1𝑖2𝑖3 — коэффициенты разложения (4.3) и (4.63) функций 𝑓(·) и 𝑓𝐽(·) соот-
ветственно:

𝐹𝑖1𝑖2𝑖3 =
𝐹𝑖1𝑖2𝑖3 + 𝐹𝑖3𝑖2𝑖1

2
, 𝑖1, 𝑖2, 𝑖3 = 0, 1, 2, . . . ,

и 𝜁
(2)
𝑖1

и 𝜁
(1)
𝑖2

— независимые случайные величины, имеющие стандартное нормальное распре-
деление, 𝑖1, 𝑖2 = 0, 1, 2, . . . Тогда получаем представление кратного стохастического интеграла
Ито I𝒥𝑊 (212)

T 𝑓(·) в виде ряда (5.32) и ортогонального разложения (5.42):

I𝒥𝑊 (212)
T 𝑓(·) =

∞∑︁
𝑖1,𝑖2,𝑖3=0

𝐹𝑖1𝑖2𝑖3𝜁
(2)
𝑖1
* 𝜁(1)𝑖2

* 𝜁(2)𝑖3
=

=
∞∑︁
𝑖1=0

∞∑︁
𝑖2=0

∞∑︁
𝑖3=𝑖1

𝐹𝑖1𝑖2𝑖3 + 𝐹𝑖3𝑖2𝑖1

‖𝜁(2)𝑖1
* 𝜁(1)𝑖2

* 𝜁(2)𝑖3
‖ℒ2

𝜁
(2)
𝑖1
* 𝜁(1)𝑖2

* 𝜁(2)𝑖3

‖𝜁(2)𝑖1
* 𝜁(1)𝑖2

* 𝜁(2)𝑖3
‖ℒ2

=

=
∞∑︁
𝑖1=0

∞∑︁
𝑖2=0

∞∑︁
𝑖3=𝑖1

𝐹𝑖1𝑖2𝑖3 + 𝐹𝑖3𝑖2𝑖1
1 + 𝛿𝑖1𝑖3

𝜁
(2)
𝑖1
* 𝜁(1)𝑖2

* 𝜁(2)𝑖3
.

Аналогичные представления для интеграла Ито I𝒥𝑊 (212)
T 𝑓(·) могут быть записаны с помо-

щью коэффициентов разложения 𝐹𝑖1𝑖2𝑖3 :

I𝒥𝑊 (212)
T 𝑓(·) =

∞∑︁
𝑖1,𝑖2,𝑖3=0

𝐹𝑖1𝑖2𝑖3𝜁
(2)
𝑖1
* 𝜁(1)𝑖2

* 𝜁(2)𝑖3
=

=
∞∑︁
𝑖1=0

∞∑︁
𝑖2=0

∞∑︁
𝑖3=𝑖1

2𝐹𝑖1𝑖2𝑖3

‖𝜁(2)𝑖1
* 𝜁(1)𝑖2

* 𝜁(2)𝑖3
‖ℒ2

𝜁
(2)
𝑖1
* 𝜁(1)𝑖2

* 𝜁(2)𝑖3

‖𝜁(2)𝑖1
* 𝜁(1)𝑖2

* 𝜁(2)𝑖3
‖ℒ2

=

=
∞∑︁
𝑖1=0

∞∑︁
𝑖2=0

∞∑︁
𝑖3=𝑖1

2𝐹𝑖1𝑖2𝑖3
1 + 𝛿𝑖1𝑖3

𝜁
(2)
𝑖1
* 𝜁(1)𝑖2

* 𝜁(2)𝑖3
.

Переходя к форме записи из [308], получаем

I𝒥𝑊 (212)
T 𝑓(·) =

∞∑︁
𝑖1,𝑖2,𝑖3=0

𝐹𝑖1𝑖2𝑖3𝜁
(2)
𝑖1
𝜁
(1)
𝑖2
𝜁
(2)
𝑖3
−

∞∑︁
𝑖1,𝑖2=0

𝐹𝑖1𝑖2𝑖1𝜁
(1)
𝑖2

и согласно формулам (5.33) и (5.44) для нормы интеграла I𝒥𝑊 (212)
T 𝑓(·) имеем

‖I𝒥𝑊 (212)
T 𝑓(·)‖ℒ2 =

{︂ ∞∑︁
𝑖1=0

∞∑︁
𝑖2=0

∞∑︁
𝑖3=𝑖1

(𝐹𝑖1𝑖2𝑖3 + 𝐹𝑖3𝑖2𝑖1)
2

1 + 𝛿𝑖1𝑖3

}︂ 1
2

=

{︂
2

∞∑︁
𝑖1,𝑖2,𝑖3=0

𝐹 2
𝑖1𝑖2𝑖3

}︂ 1
2

=
√

2 ‖𝑓𝐽(·)‖𝐿2(T3).



324

Все приведенные разложения справедливы и для кратного стохастического интеграла Ито
I𝒥𝑊 (212)
T 𝑓𝐽(·), так как I𝒥𝑊 (212)

T 𝑓(·) = I𝒥𝑊 (212)
T 𝑓𝐽(·) (см. лемму 5.4).

Наконец, рассмотрим интеграл I𝒥𝑊 (111)
T 𝑓(·). Здесь 𝑗1 = 𝑗2 = 𝑗3 = 1, т.е. 𝐽 = {1} и 𝐽 = (111).

Множество индексов I = {𝑖1, 𝑖2, 𝑖3} и множество переменных T = {𝑡1, 𝑡2, 𝑡3} совпадают с клас-
сами эквивалентности, т.е. фактор-множества состоят из одного элемента (см. пример 4.6):

I/∼ = {𝑖1, 𝑖2, 𝑖3}⏟  ⏞  
I1

, T/∼ = {𝑡1, 𝑡2, 𝑡3}⏟  ⏞  
T1

, #(1, 𝐽) = 3, 𝑀2
𝐽 = 3! = 6.

При заданных значениях 𝑖1, 𝑖2, 𝑖3 получаем 𝐼1 = {𝑖1, 𝑖2, 𝑖3} при попарно различных 𝑖1, 𝑖2, 𝑖3,
𝐼1 = {𝑖1, 𝑖3} при 𝑖1 = 𝑖2 ̸= 𝑖3, 𝐼1 = {𝑖1, 𝑖2} при 𝑖1 = 𝑖3 ̸= 𝑖2, 𝐼1 = {𝑖1, 𝑖2} при 𝑖1 ̸= 𝑖2 = 𝑖3, 𝐼1 = {𝑖1}
при 𝑖1 = 𝑖2 = 𝑖3, 𝐼1 = (𝑖1𝑖2𝑖3).

Соотношения (5.34) и (5.35) (см. также п. 1 и 2 замечаний 5.2) позволяют записать

𝜁
(1)
𝑖1
* 𝜁(1)𝑖2

* 𝜁(1)𝑖3
=

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝜁
(1)
𝑖1
𝜁
(1)
𝑖2
𝜁
(1)
𝑖3

= 𝐻1,1,1(𝜁
(1)
𝑖1
, 𝜁

(1)
𝑖2
, 𝜁

(1)
𝑖3

), 𝑖1, 𝑖2, 𝑖3 попарно различны,
𝐻2(𝜁

(1)
𝑖1

)𝜁
(1)
𝑖3

= 𝐻2,0,1(𝜁
(1)
𝑖1
, 𝜁

(1)
𝑖2
, 𝜁

(1)
𝑖3

), 𝑖1 = 𝑖2 ̸= 𝑖3,

𝐻2(𝜁
(1)
𝑖1

)𝜁
(1)
𝑖2

= 𝐻2,1,0(𝜁
(1)
𝑖1
, 𝜁

(1)
𝑖2
, 𝜁

(1)
𝑖3

), 𝑖1 = 𝑖3 ̸= 𝑖2,

𝜁
(1)
𝑖1
𝐻2(𝜁

(1)
𝑖2

) = 𝐻1,2,0(𝜁
(1)
𝑖1
, 𝜁

(1)
𝑖2
, 𝜁

(1)
𝑖3

), 𝑖1 ̸= 𝑖2 = 𝑖3,

𝐻3(𝜁
(1)
𝑖1

) = 𝐻3,0,0(𝜁
(1)
𝑖1
, 𝜁

(1)
𝑖2
, 𝜁

(1)
𝑖3

), 𝑖1 = 𝑖2 = 𝑖3,

‖𝜁(1)𝑖1
* 𝜁(1)𝑖2

* 𝜁(1)𝑖3
‖2ℒ2

=

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
1, 𝑖1, 𝑖2, 𝑖3 попарно различны,
2, 𝑖1 = 𝑖2 ̸= 𝑖3 или 𝑖1 = 𝑖3 ̸= 𝑖2 или 𝑖1 ̸= 𝑖2 = 𝑖3,

6, 𝑖1 = 𝑖2 = 𝑖3,

или ‖𝜁(1)𝑖1
* 𝜁(1)𝑖2

* 𝜁(1)𝑖3
‖2ℒ2

= 1 + 𝛿𝑖1𝑖2 + 𝛿𝑖1𝑖3 + 𝛿𝑖2𝑖3 + 2𝛿𝑖1𝑖2𝛿𝑖2𝑖3 ,

следовательно, ортогональный и ортонормированный базисы (5.40) и (5.41) представляются в
форме

Z(111) = {𝜁(1)𝑖1
* 𝜁(1)𝑖2

* 𝜁(1)𝑖3
}∞𝑖1,𝑖2,𝑖3=0,

Ẑ(111) =

{︂
𝜁
(1)
𝑖1
* 𝜁(1)𝑖2

* 𝜁(1)𝑖3

‖𝜁(1)𝑖1
* 𝜁(1)𝑖2

* 𝜁(1)𝑖3
‖ℒ2

}︂∞

𝑖1,𝑖2,𝑖3=0

=

{︂
𝜁
(1)
𝑖1
* 𝜁(1)𝑖2

* 𝜁(1)𝑖3√︀
1 + 𝛿𝑖1𝑖2 + 𝛿𝑖1𝑖3 + 𝛿𝑖2𝑖3 + 2𝛿𝑖1𝑖2𝛿𝑖2𝑖3

}︂∞

𝑖1,𝑖2,𝑖3=0

.

Симметризованная функция 𝑓𝐽(·) согласно (4.57) задается в виде

𝑓𝐽(𝑡1, 𝑡2, 𝑡3) =
1

𝑀2
𝐽

∑︁
(T/∼)

𝑓(𝑡1, 𝑡2, 𝑡3) =
1

6

(︀
𝑓(𝑡1, 𝑡2, 𝑡3) + 𝑓(𝑡2, 𝑡1, 𝑡3) +

+ 𝑓(𝑡3, 𝑡2, 𝑡1) + 𝑓(𝑡1, 𝑡3, 𝑡2) + 𝑓(𝑡2, 𝑡3, 𝑡1) + 𝑓(𝑡3, 𝑡1, 𝑡2)
)︀
.

Пусть 𝐹𝑖1𝑖2𝑖3 и 𝐹𝑖1𝑖2𝑖3 — коэффициенты разложения (4.3) и (4.63) функций 𝑓(·) и 𝑓𝐽(·) соот-
ветственно:

𝐹𝑖1𝑖2𝑖3 =
𝐹𝑖1𝑖2𝑖3 + 𝐹𝑖2𝑖1𝑖3 + 𝐹𝑖3𝑖2𝑖1 + 𝐹𝑖1𝑖3𝑖2 + 𝐹𝑖2𝑖3𝑖1 + 𝐹𝑖3𝑖1𝑖2

6
, 𝑖1, 𝑖2, 𝑖3 = 0, 1, 2, . . . ,

а 𝜁
(1)
𝑖1

— независимые случайные величины, имеющие стандартное нормальное распределе-
ние, 𝑖1 = 0, 1, 2, . . . Тогда находим представление кратного стохастического интеграла Ито
I𝒥𝑊 (111)
T 𝑓(·) в виде ряда (5.32) и ортогонального разложения (5.42):

I𝒥𝑊 (111)
T 𝑓(·) =

∞∑︁
𝑖1,𝑖2,𝑖3=0

𝐹𝑖1𝑖2𝑖3𝜁
(1)
𝑖1
* 𝜁(1)𝑖2

* 𝜁(1)𝑖3
=
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=
∞∑︁
𝑖1=0

∞∑︁
𝑖2=𝑖1

∞∑︁
𝑖3=𝑖2

𝐹𝑖1𝑖2𝑖3 + 𝐹𝑖2𝑖1𝑖3 + 𝐹𝑖3𝑖2𝑖1 + 𝐹𝑖1𝑖3𝑖2 + 𝐹𝑖2𝑖3𝑖1 + 𝐹𝑖3𝑖1𝑖2

‖𝜁(1)𝑖1
* 𝜁(1)𝑖2

* 𝜁(1)𝑖3
‖ℒ2

𝜁
(1)
𝑖1
* 𝜁(1)𝑖2

* 𝜁(1)𝑖3

‖𝜁(1)𝑖1
* 𝜁(1)𝑖2

* 𝜁(1)𝑖3
‖ℒ2

=

=
∞∑︁
𝑖1=0

∞∑︁
𝑖2=𝑖1

∞∑︁
𝑖3=𝑖2

𝐹𝑖1𝑖2𝑖3 + 𝐹𝑖2𝑖1𝑖3 + 𝐹𝑖3𝑖2𝑖1 + 𝐹𝑖1𝑖3𝑖2 + 𝐹𝑖2𝑖3𝑖1 + 𝐹𝑖3𝑖1𝑖2
1 + 𝛿𝑖1𝑖2 + 𝛿𝑖1𝑖3 + 𝛿𝑖2𝑖3 + 2𝛿𝑖1𝑖2𝛿𝑖2𝑖3

𝜁
(1)
𝑖1
* 𝜁(1)𝑖2

* 𝜁(1)𝑖3
.

Аналогичные представления для интеграла I𝒥𝑊 (111)
T 𝑓(·) могут быть записаны с помощью

коэффициентов разложения 𝐹𝑖1𝑖2𝑖3 :

I𝒥𝑊 (111)
T 𝑓(·) =

∞∑︁
𝑖1,𝑖2,𝑖3=0

𝐹𝑖1𝑖2𝑖3𝜁
(1)
𝑖1
* 𝜁(1)𝑖2

* 𝜁(1)𝑖3
=

=
∞∑︁
𝑖1=0

∞∑︁
𝑖2=𝑖1

∞∑︁
𝑖3=𝑖2

6𝐹𝑖1𝑖2𝑖3

‖𝜁(1)𝑖1
* 𝜁(1)𝑖2

* 𝜁(1)𝑖3
‖ℒ2

𝜁
(1)
𝑖1
* 𝜁(1)𝑖2

* 𝜁(1)𝑖3

‖𝜁(1)𝑖1
* 𝜁(1)𝑖2

* 𝜁(1)𝑖3
‖ℒ2

=

=
∞∑︁
𝑖1=0

∞∑︁
𝑖2=𝑖1

∞∑︁
𝑖3=𝑖2

6𝐹𝑖1𝑖2𝑖3
1 + 𝛿𝑖1𝑖2 + 𝛿𝑖1𝑖3 + 𝛿𝑖2𝑖3 + 2𝛿𝑖1𝑖2𝛿𝑖2𝑖3

𝜁
(1)
𝑖1
* 𝜁(1)𝑖2

* 𝜁(1)𝑖3
.

Если использовать форму записи из [308], то

I𝒥𝑊 (111)
T 𝑓(·) =

∞∑︁
𝑖1,𝑖2,𝑖3=0

𝐹𝑖1𝑖2𝑖3𝜁
(1)
𝑖1
𝜁
(1)
𝑖2
𝜁
(1)
𝑖3
−

∞∑︁
𝑖1,𝑖3=0

𝐹𝑖1𝑖1𝑖3𝜁
(1)
𝑖3
−

∞∑︁
𝑖1,𝑖2=0

𝐹𝑖1𝑖2𝑖1𝜁
(1)
𝑖2
−

∞∑︁
𝑖1,𝑖2=0

𝐹𝑖1𝑖2𝑖2𝜁
(1)
𝑖1
.

В заключительной части воспользуемся формулами (5.33) и (5.44) для нормы интеграла
I𝒥𝑊 (111)
T 𝑓(·):

‖I𝒥𝑊 (111)
T 𝑓(·)‖ℒ2 =

{︂ ∞∑︁
𝑖1=0

∞∑︁
𝑖2=𝑖1

∞∑︁
𝑖3=𝑖2

(𝐹𝑖1𝑖2𝑖3 + 𝐹𝑖2𝑖1𝑖3 + 𝐹𝑖3𝑖2𝑖1 + 𝐹𝑖1𝑖3𝑖2 + 𝐹𝑖2𝑖3𝑖1 + 𝐹𝑖3𝑖1𝑖2)
2

1 + 𝛿𝑖1𝑖2 + 𝛿𝑖1𝑖3 + 𝛿𝑖2𝑖3 + 2𝛿𝑖1𝑖2𝛿𝑖2𝑖3

}︂ 1
2

=

=

{︂
6

∞∑︁
𝑖1,𝑖2,𝑖3=0

𝐹 2
𝑖1𝑖2𝑖3

}︂ 1
2

=
√

6 ‖𝑓𝐽(·)‖𝐿2(T3).

Как и для интеграла I𝒥𝑊 (212)
T 𝑓(·), все приведенные разложения справедливы для кратного

стохастического интеграла Ито I𝒥𝑊 (111)
T 𝑓𝐽(·), так как I𝒥𝑊 (111)

T 𝑓(·) = I𝒥𝑊 (111)
T 𝑓𝐽(·) (см. лемму

5.4). �

5.4. Представление кратных стохастических интегралов Стратоновича

Согласно теореме 5.3 (см. также п. 3 замечаний 5.2) кратный стохастический интеграл Ито
(5.19) существует для произвольной функции из пространства 𝐿2(T

𝑘), он представляется в ви-
де разложения (5.32). Для кратного стохастического интеграла Стратоновича (5.20) ситуация
сложнее.

Проиллюстрируем это на примере интеграла кратности 𝑘 = 2. Пусть 𝑓(·) ∈ 𝐿2(T
2) и, сле-

довательно, для этой функции справедливо представление в виде ряда (4.3):

𝑓(·) =
∞∑︁

𝑖1,𝑖2=0

𝐹𝑖1𝑖2 𝑞(𝑖1, ·)⊗ 𝑞(𝑖2, ·),

где 𝐹𝑖1𝑖2 — коэффициенты разложения (4.4) по функциям базисной системы
{𝑞(𝑖1, ·)⊗ 𝑞(𝑖2, ·)}∞𝑖1,𝑖2=0. Применим формально линейный оператор S𝒥𝑊 (𝑗1𝑗2)

T к левой и
правой частям последнего равенства, принимая во внимание мультипликативное свойство
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(5.24) и соотношение (2.37):

S𝒥𝑊 (𝑗1𝑗2)
T 𝑓(·) = S𝒥𝑊 (𝑗1𝑗2)

T

∞∑︁
𝑖1,𝑖2=0

𝐹𝑖1𝑖2 𝑞(𝑖1, ·)⊗ 𝑞(𝑖2, ·) =
∞∑︁

𝑖1,𝑖2=0

𝐹𝑖1𝑖2
S𝒥𝑊 (𝑗1𝑗2)
T 𝑞(𝑖1, ·)⊗ 𝑞(𝑖2, ·) =

=
∞∑︁

𝑖1,𝑖2=0

𝐹𝑖1𝑖2
S𝒥𝑊 (𝑗1)
T 𝑞(𝑖1, ·) S𝒥𝑊 (𝑗2)

T 𝑞(𝑖2, ·) =
∞∑︁

𝑖1,𝑖2=0

𝐹𝑖1𝑖2 𝜁
(𝑗1)
𝑖1

𝜁
(𝑗2)
𝑖2

,

где 𝜁(𝑗1)𝑖1
и 𝜁

(𝑗2)
𝑖2

— независимые случайные величины, имеющие стандартное нормальное рас-
пределение.

Если 𝑗1 ̸= 𝑗2, то этот интеграл совпадает с кратным стохастическим интегралом Ито
I𝒥𝑊 (𝑗1𝑗2)
T , который определен для всех функций из пространства 𝐿2(T

2). Если 𝑗1 = 𝑗2, то для
правой части можно записать

∞∑︁
𝑖1,𝑖2=0

𝐹𝑖1𝑖2 𝜁
(𝑗1)
𝑖1

𝜁
(𝑗1)
𝑖2

=
∞∑︁

𝑖1,𝑖2=0

𝐹𝑖1𝑖2 𝜁
(𝑗1)
𝑖1
* 𝜁(𝑗1)𝑖2

+
∞∑︁
𝑖1=0

𝐹𝑖1𝑖1 ,

так как 𝜁(𝑗1)𝑖1
𝜁
(𝑗1)
𝑖2

= 𝜁
(𝑗1)
𝑖1
* 𝜁(𝑗1)𝑖2

+ 𝛿𝑖1𝑖2 (см. п. 1 замечаний 5.2), следовательно,

S𝒥𝑊 (𝑗1𝑗2)
T 𝑓(·) = I𝒥𝑊 (𝑗1𝑗2)

T 𝑓(·) + 𝛿𝑗1𝑗2

∞∑︁
𝑖=0

𝐹𝑖𝑖.

Но из условия 𝑓(·) ∈ 𝐿2(T
2) не следует сходимость числового ряда в правой части последнего

равенства, а тем более его абсолютная сходимость (и вообще корректность последнего равен-
ства). В случае условной сходимости его сумма зависит от выбора базисной системы (см. п. 2
замечаний 1.14).

Аналогичные рассуждения можно привести и для интегралов кратности 𝑘 > 2. Из них
важно сделать следующий вывод: кратный стохастический интеграл Стратоновича определен
не для всех функций из пространства 𝐿2(T

𝑘), т.е. область его определения необходимо сузить.
Для этого обратимся к разд. 4.4, в котором введены необходимые далее обозначения, и возьмем
за основу линейные подпространства 𝐿tr(𝑗1...𝑗𝑘)

2 (T𝑘) и 𝐿𝑠 tr(𝑗1...𝑗𝑘)2 (T𝑘).
Первое из указанных пространств образовано функциями 𝑓(·) ∈ 𝐿2(T

𝑘), коэффициенты
разложения (4.4) которых вне зависимости от выбора базисной системы {𝑞(𝑖, ·)}∞𝑖=0 удовле-
творяют условию (4.75). Более того, при 0 < 𝑛 < 𝑘 соответствующие свертки коэффициентов
разложения образуют коэффициенты разложения функций 𝐿2(T

𝑛) — интегральных следов
tr𝜛 𝑓(·), а при 𝑛 = 0 свертка коэффициентов разложения дает константу — интегральный
след tr𝜛 𝑓(·). Здесь все варианты значений 𝑛 задаются множеством 𝐽 = {𝑗1, . . . , 𝑗𝑘} и мульти-
множеством 𝐽 = (𝑗1 . . . 𝑗𝑘), которые, в свою очередь, определяют множества (T/∼)⟨𝜈(1),...,𝜈(|𝐽|)⟩

и (I/∼)⟨𝜈(1),...,𝜈(|𝐽|)⟩.
Второе из указанных пространств состоит из симметризованных функций 𝑓𝐽(·) ∈

∈ 𝐿tr(𝑗1...𝑗𝑘)
2 (T𝑘), определенных формулой (4.57). Для них коэффициенты разложения (4.63)

вне зависимости от выбора базисной системы {𝑞(𝑖, ·)}∞𝑖=0 удовлетворяют условию (4.78) и сверт-
ки коэффициентов разложения образуют коэффициенты разложения соответствующих инте-
гральных следов tr𝜛 𝑓𝐽(·), обозначенных 𝑓⟨𝜈(1),...,𝜈(|𝐽|)⟩(·) (см. разд. 4.4). Для таких интегральных
следов определены кратные стохастические интегралы Ито

I𝒥 𝐽⟨𝜈(1),...,𝜈(|𝐽|)⟩
T 𝑓𝐽,⟨𝜈(1),...,𝜈(|𝐽|)⟩(·),
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где 𝐽⟨𝜈(1), . . . , 𝜈(|𝐽 |)⟩ — мультимножество, полученное из 𝐽 после исключения элементов
𝑗𝑙1 , 𝑗𝑚1 , . . . , 𝑗𝑙𝛾 , 𝑗𝑚𝛾 , соответствующих множеству переменных 𝜛̄ (см. формулу (4.69)) и

I𝒥 ∅
T 𝑓⟨𝜈(1),...,𝜈(|𝐽|)⟩ = 𝑓⟨𝜈(1),...,𝜈(|𝐽|)⟩ = const.

Далее основное внимание сосредоточим на пространстве 𝐿𝑠 tr(𝑗1...𝑗𝑘)2 (T𝑘). Определим норму
функции 𝑓𝐽(·) ∈ 𝐿𝑠 tr(𝑗1...𝑗𝑘)2 (T𝑘) следующим образом:

‖𝑓𝐽(·)‖
𝐿
𝑠 tr(𝑗1...𝑗𝑘)
2 (T𝑘)

=

⌊#(𝑗(1),𝐽)/2⌋∑︁
𝜈(1)=0

. . .

⌊#(𝑗(|𝐽|),𝐽)/2⌋∑︁
𝜈(|𝐽|)=0

𝑟⟨𝜈(1),...,𝜈(|𝐽|)⟩‖𝑓𝐽,⟨𝜈(1),...,𝜈(|𝐽|)⟩(·)‖𝐿2(T
𝑘−2(𝜈(1)+...+𝜈(|𝐽|)))

, (5.49)

где величины 𝑟⟨𝜈(1),...,𝜈(|𝐽|)⟩ задаются формулой (4.70), полагая

‖𝑓𝐽,⟨𝜈(1),...,𝜈(|𝐽|)⟩‖𝐿2(T0) = |𝑓𝐽,⟨𝜈(1),...,𝜈(|𝐽|)⟩|

при условии 𝑘 − 2(𝜈(1) + . . .+ 𝜈(|𝐽 |)) = 0.
Обозначим линейное пространство, которое определяется как пополнение пространства

симметризованных функций 𝐿
𝑠 tr(𝑗1...𝑗𝑘)
2 (T𝑘) по норме (5.49) через 𝐿

𝑠tr(𝑗1...𝑗𝑘)
2 (T𝑘). Тогда если

𝑓(·) ∈ 𝐿tr(𝑗1...𝑗𝑘)
2 (T𝑘), то 𝑓𝐽(·) ∈ 𝐿𝑠tr(𝑗1...𝑗𝑘)2 (T𝑘). А если значения 𝑗1, . . . , 𝑗𝑘 попарно различны, т.е.

|𝐽 | = 𝑘, то пространства 𝐿𝑠tr(𝑗1...𝑗𝑘)2 (T𝑘) и 𝐿𝑠(𝑗1...𝑗𝑘)2 (T𝑘) совпадают.
В общем случае можно задать норму функции 𝑓(·) ∈ 𝐿tr(𝑗1...𝑗𝑘)

2 (T𝑘) в виде

‖𝑓(·)‖
𝐿
tr(𝑗1...𝑗𝑘)
2 (T𝑘)

=

⌊#(𝑗(1),𝐽)/2⌋∑︁
𝜈(1)=0

. . .

⌊#(𝑗(|𝐽|),𝐽)/2⌋∑︁
𝜈(|𝐽|)=0

∑︁
𝜛∈(T/∼)

⟨𝜈(1),...,𝜈(|𝐽|)⟩

‖ tr𝜛 𝑓(·)‖
𝐿2(T

𝑘−2(𝜈(1)+...+𝜈(|𝐽|)))
, (5.50)

полагая ‖ tr𝜛 𝑓(·)‖𝐿2(T0) = | tr𝜛 𝑓(·)| при условии 𝑘 − 2(𝜈(1) + . . .+ 𝜈(|𝐽 |)) = 0 (см. формулы
(4.69) и (4.71)). А затем определить линейное пространство 𝐿tr(𝑗1...𝑗𝑘)

2 (T𝑘) как пополнение про-
странства функций 𝑓(·) ∈ 𝐿tr(𝑗1...𝑗𝑘)

2 (T𝑘) по норме (5.50), причем если значения 𝑗1, . . . , 𝑗𝑘 попар-
но различны, т.е. |𝐽 | = 𝑘, то пространства 𝐿tr(𝑗1...𝑗𝑘)

2 (T𝑘) и 𝐿2(T
𝑘) совпадают.

Сделаем дополнительные пояснения. Например, пусть 𝑘 = 3, 𝐽 = (212), 𝑓(·) ∈ 𝐿2(T
3) и

𝑓(·) =
∞∑︁

𝑖1,𝑖2,𝑖3=0

𝐹𝑖1𝑖2𝑖3 𝑞(𝑖1, ·)⊗ 𝑞(𝑖2, ·)⊗ 𝑞(𝑖3, ·), 𝑓 (𝑛)(·) =
𝑛∑︁

𝑖1,𝑖2,𝑖3=0

𝐹𝑖1𝑖2𝑖3 𝑞(𝑖1, ·)⊗ 𝑞(𝑖2, ·)⊗ 𝑞(𝑖3, ·),

где 𝐹𝑖1𝑖2𝑖3 — коэффициенты разложения (4.4) функции 𝑓(·).
Отметим, что в этом и последующих примерах интегральные следы понимаются в соот-

ветствии с формулами (4.73) или (4.74), но без явного применения усредняющего оператора.
Тогда условие 𝑓(·) ∈ 𝐿tr(212)

2 (T3) в частности означает, что не только

lim
𝑛→∞

‖𝑓(·)− 𝑓 (𝑛)(·)‖𝐿2(T3) = 0,

но и lim
𝑛→∞

‖ tr𝜛 𝑓(·)− tr𝜛 𝑓
(𝑛)(·)‖𝐿2(T) = 0, 𝜛 =

(︀
(𝑡1, 𝑡3)

)︀
, где

tr𝜛 𝑓(·) =

∫︁
T

𝑓(𝜏, ·, 𝜏)𝑑𝜏 =
∞∑︁
𝑖2=0

(︂ ∞∑︁
𝑖1=0

𝐹𝑖1𝑖2𝑖1

)︂
𝑞(𝑖2, ·), tr𝜛 𝑓

(𝑛)(·) =
𝑛∑︁

𝑖2=0

(︂ 𝑛∑︁
𝑖1=0

𝐹𝑖1𝑖2𝑖1

)︂
𝑞(𝑖2, ·).

Для другого примера выберем (см. также пример 4.6) 𝑘 = 4, 𝐽 = (1122), 𝑓(·) ∈ 𝐿2(T
4) и

𝑓(·) =
∞∑︁

𝑖1,𝑖2,𝑖3,𝑖4=0

𝐹𝑖1𝑖2𝑖3𝑖4 𝑞(𝑖1, ·)⊗ 𝑞(𝑖2, ·)⊗ 𝑞(𝑖3, ·)⊗ 𝑞(𝑖4, ·),

𝑓 (𝑛)(·) =
𝑛∑︁

𝑖1,𝑖2,𝑖3,𝑖4=0

𝐹𝑖1𝑖2𝑖3𝑖4 𝑞(𝑖1, ·)⊗ 𝑞(𝑖2, ·)⊗ 𝑞(𝑖3, ·)⊗ 𝑞(𝑖4, ·),
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где 𝐹𝑖1𝑖2𝑖3𝑖4 — коэффициенты разложения (4.4) функции 𝑓(·).
Согласно условию 𝑓(·) ∈ 𝐿tr(1122)

2 (T4) имеем

lim
𝑛→∞

‖𝑓(·)− 𝑓 (𝑛)(·)‖𝐿2(T4) = 0 и lim
𝑛→∞

‖ tr𝜛 𝑓(·)− tr𝜛 𝑓
(𝑛)(·)‖𝐿2(T2) = 0

для двух вариантов:

tr𝜛 𝑓(·) =

∫︁
T

𝑓(𝜏, 𝜏, ·, ·)𝑑𝜏 =
∞∑︁

𝑖3,𝑖4=0

(︂ ∞∑︁
𝑖1=0

𝐹𝑖1𝑖1𝑖3𝑖4

)︂
𝑞(𝑖3, ·)⊗ 𝑞(𝑖4, ·),

tr𝜛 𝑓
(𝑛)(·) =

𝑛∑︁
𝑖3,𝑖4=0

(︂ 𝑛∑︁
𝑖1=0

𝐹𝑖1𝑖1𝑖3𝑖4

)︂
𝑞(𝑖3, ·)⊗ 𝑞(𝑖4, ·), 𝜛 =

(︀
(𝑡1, 𝑡2)

)︀
;

tr𝜛 𝑓(·) =

∫︁
T

𝑓(·, ·, 𝜏, 𝜏)𝑑𝜏 =
∞∑︁

𝑖1,𝑖2=0

(︂ ∞∑︁
𝑖3=0

𝐹𝑖1𝑖2𝑖3𝑖3

)︂
𝑞(𝑖1, ·)⊗ 𝑞(𝑖2, ·),

tr𝜛 𝑓
(𝑛)(·) =

𝑛∑︁
𝑖1,𝑖2=0

(︂ 𝑛∑︁
𝑖3=0

𝐹𝑖1𝑖2𝑖3𝑖3

)︂
𝑞(𝑖1, ·)⊗ 𝑞(𝑖2, ·), 𝜛 =

(︀
(𝑡3, 𝑡4)

)︀
,

а также lim
𝑛→∞

| tr𝜛 𝑓(·)− tr𝜛 𝑓
(𝑛)(·)| = 0, 𝜛 =

(︀
(𝑡1, 𝑡2), (𝑡3, 𝑡4)

)︀
, где

tr𝜛 𝑓(·) =

∫︁
T

𝑓(𝜏1, 𝜏1, 𝜏2, 𝜏2)𝑑𝜏1𝑑𝜏2 =
∞∑︁

𝑖1,𝑖3=0

𝐹𝑖1𝑖1𝑖3𝑖3 , tr𝜛 𝑓
(𝑛)(·) =

𝑛∑︁
𝑖1,𝑖3=0

𝐹𝑖1𝑖1𝑖3𝑖3 .

Теорема 5.4. Пусть функция 𝑓(·) такая, что соответствующая симметризованная
функция (4.57) удовлетворяет условию 𝑓𝐽(·) = ⟨𝑓(·)⟩𝐽 ∈ 𝐿

𝑠tr(𝑗1...𝑗𝑘)
2 (T𝑘), и {𝑞(𝑖, ·)}∞𝑖=0 — базис-

ная система пространства 𝐿2(T). Тогда
1) кратный стохастический интеграл Стратоновича по винеровским процессам от функ-

ции 𝑓(·) представляется в виде

S𝒥𝑊 (𝑗1...𝑗𝑘)
T 𝑓(·) =

∞∑︁
𝑖1,...,𝑖𝑘=0

𝐹𝑖1...𝑖𝑘𝜁
(𝑗1)
𝑖1

. . . 𝜁
(𝑗𝑘)
𝑖𝑘

, (5.51)

где 𝐹𝑖1...𝑖𝑘 — коэффициенты разложения (4.4) функции 𝑓(·) относительно базисной системы
{𝑞(𝑖1, ·)⊗ . . .⊗ 𝑞(𝑖𝑘, ·)}∞𝑖1,...,𝑖𝑘=0, 𝜁

(𝑗𝑙)
𝑖𝑙

— независимые случайные величины, имеющие стандарт-
ное нормальное распределение, 𝑖𝑙 = 0, 1, 2, . . . и 𝑙 = 1, . . . , 𝑘;

2) справедливо разложение

S𝒥𝑊 (𝑗1...𝑗𝑘)
T 𝑓(·) =

⌊#(𝑗(1),𝐽)/2⌋∑︁
𝜈(1)=0

. . .

⌊#(𝑗(|𝐽|),𝐽)/2⌋∑︁
𝜈(|𝐽|)=0

𝑟⟨𝜈(1),...,𝜈(|𝐽|)⟩
I𝒥 𝐽⟨𝜈(1),...,𝜈(|𝐽|)⟩
T 𝑓𝐽,⟨𝜈(1),...,𝜈(|𝐽|)⟩(·) (5.52)

и

‖S𝒥𝑊 (𝑗1...𝑗𝑘)
T 𝑓(·)‖2ℒ2

=

⌊#(𝑗(1),𝐽)/2⌋∑︁
𝜈(1)=0

. . .

⌊#(𝑗(|𝐽|),𝐽)/2⌋∑︁
𝜈(|𝐽|)=0

𝑟2⟨𝜈(1),...,𝜈(|𝐽|)⟩‖
I𝒥 𝐽⟨𝜈(1),...,𝜈(|𝐽|)⟩
T 𝑓𝐽,⟨𝜈(1),...,𝜈(|𝐽|)⟩(·)‖

2
ℒ2
, (5.53)

где величины 𝑟⟨𝜈(1),...,𝜈(|𝐽|)⟩ определяются формулой (4.70).

Доказательство.
1. Для кратного стохастического интеграла Стратоновича выполняется мультипликативное

свойство (5.24), поэтому
S𝒥𝑊 (𝑗1...𝑗𝑘)
T 𝑞(𝑖1, ·)⊗ . . .⊗ 𝑞(𝑖𝑘, ·) = S𝒥𝑊 (𝑗1)

T 𝑞(𝑖1, ·) . . . S𝒥𝑊 (𝑗𝑘)
T 𝑞(𝑖𝑘, ·) =

= I𝒥𝑊 (𝑗1)
T 𝑞(𝑖1, ·) . . . I𝒥𝑊 (𝑗𝑘)

T 𝑞(𝑖𝑘, ·) = 𝜁
(𝑗1)
𝑖1

. . . 𝜁
(𝑗𝑘)
𝑖𝑘

. (5.54)
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Случайная величина 𝜁
(𝑗1)
𝑖1

. . . 𝜁
(𝑗𝑘)
𝑖𝑘
∈ ℒ2 образована произведениями натуральных степеней

независимых случайных величин:

𝜁
(𝑗1)
𝑖1

. . . 𝜁
(𝑗𝑘)
𝑖𝑘

=
∏︁
𝑗∈𝐽

∏︁
𝑖∈𝐼𝑗

(𝜁
(𝑗)
𝑖 )#(𝑖,𝐼𝑗), (5.55)

а множество X*𝐽 = X*(𝑗1...𝑗𝑘) = {𝜁(𝑗1)𝑖1
. . . 𝜁

(𝑗𝑘)
𝑖𝑘
}∞𝑖1,...,𝑖𝑘=0 состоит из линейно независимых случай-

ных величин (совпадающие элементы, отвечающие разным значениям индексов 𝑖1, . . . , 𝑖𝑘, счи-
таются неразличимыми).

Если значения 𝑗1, . . . , 𝑗𝑘 попарно различны, т.е. |𝐽 | = 𝑘, то множество X*𝐽 совпадает с ор-
тогональным базисом Z𝐽 и ортонормированным базисом Ẑ𝐽 (см. формулы (5.40) и (5.41)).
Кратные стохастические интегралы Ито и Стратоновича в этом случае равны:

I𝒥𝑊 (𝑗1...𝑗𝑘)
T 𝑓(·) = S𝒥𝑊 (𝑗1...𝑗𝑘)

T 𝑓(·) P-п.н.,

а разложения (5.32) и (5.51) идентичны.
Если среди значений 𝑗1, . . . , 𝑗𝑘 есть совпадающие, то только часть элементов множества

X*𝐽 принадлежит Z𝐽 . Остальная часть может быть ортогонализована — это множество эле-
ментов 𝜁(𝑗1)𝑖1

. . . 𝜁
(𝑗𝑘)
𝑖𝑘

, для которых есть хотя бы одно совпадение значений индексов в одном из
мультимножеств 𝐼𝑗, 𝑗 ∈ 𝐽 .

2. Рассмотрим случай 𝑓(·) ∈ 𝐿𝑠(𝑗1...𝑗𝑘)2 (T𝑘) и положим

𝑓 (𝑛)(·) =
𝑛∑︁

𝑖1,...,𝑖𝑘=0

𝐹𝑖1...𝑖𝑘 𝑞(𝑖1, ·)⊗ . . .⊗ 𝑞(𝑖𝑘, ·), (5.56)

тогда, используя выражение (5.54), для любого натурального 𝑛 имеем

S𝒥𝑊 (𝑗1...𝑗𝑘)
T 𝑓 (𝑛)(·) = S𝒥𝑊 (𝑗1...𝑗𝑘)

T

𝑛∑︁
𝑖1,...,𝑖𝑘=0

𝐹𝑖1...𝑖𝑘 𝑞(𝑖1, ·)⊗ . . .⊗ 𝑞(𝑖𝑘, ·) =

=
𝑛∑︁

𝑖1,...,𝑖𝑘=0

𝐹𝑖1...𝑖𝑘
S𝒥𝑊 (𝑗1...𝑗𝑘)
T 𝑞(𝑖1, ·)⊗ . . .⊗ 𝑞(𝑖𝑘, ·) =

𝑛∑︁
𝑖1,...,𝑖𝑘=0

𝐹𝑖1...𝑖𝑘𝜁
(𝑗1)
𝑖1

. . . 𝜁
(𝑗𝑘)
𝑖𝑘

. (5.57)

Любой полином 𝑝(·) можно разложить по полиномам Эрмита {𝐻𝑖(·)}∞𝑖=0 и максимальная
степень полинома Эрмита в разложении, очевидно, совпадает со степенью полинома 𝑝(·). В
частности, справедливо представление (5.13) для монома 𝑥𝑖. Таким образом, ортогонализация
неортогональной части множества случайных величин X*𝐽 сводится к разложению мономов∏︁

𝑗∈𝐽

∏︁
𝑖∈𝐼𝑗

(𝑥
(𝑗)
𝑖 )#(𝑖,𝐼𝑗)

по полиномам Эрмита векторного аргумента 𝑥 размера dim𝑥 = 𝑘, 𝑘 − 2, 𝑘 − 4, . . . , 𝑘 − 2⌊𝑘/2⌋
на основе формулы (5.13). Степень этих полиномов совпадает с dim𝑥. Для элементов
𝜁
(𝑗1)
𝑖1

. . . 𝜁
(𝑗𝑘)
𝑖𝑘

это означает разложение по ортогональным случайным величинам, включающим
𝜁
(𝑗1)
𝑖1
* . . . * 𝜁(𝑗𝑘)𝑖𝑘

.
Множество ортогональных случайных величин Z*𝐽 для представления кратного стохасти-

ческого интеграла Стратоновича S𝒥𝑊 (𝑗1...𝑗𝑘)
T 𝑓 (𝑛)(·) включает ортогональный базис Z𝐽 и ор-

тогональные базисы для представления кратных стохастических интегралов Ито, кратность
которых меньше 𝑘: 𝑘 − 2, 𝑘 − 4, . . . , 𝑘 − 2⌊𝑘/2⌋ > 0. Все коэффициенты разложения кратного
стохастического интеграла Стратоновича по этому базису выражаются через коэффициен-
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ты разложения 𝐹𝑖1...𝑖𝑘 функции 𝑓(·). Если его математическое ожидание отлично от нуля, то
множество Z*𝐽 включает единицу, а соответствующим коэффициентом разложения кратного
стохастического интеграла Стратоновича будет это математическое ожидание. Следовательно,
множество Z*𝐽 можно определить в виде

Z*𝐽 = Z*(𝑗1...𝑗𝑘) =

⌊#(𝑗(1),𝐽)/2⌋⋃︁
𝜈(1)=0

. . .

⌊#(𝑗(|𝐽|),𝐽)/2⌋⋃︁
𝜈(|𝐽|)=0

Z𝐽⟨𝜈(1),...,𝜈(|𝐽|)⟩, (5.58)

полагая Z∅ = {1}.
Коэффициенты разложения кратного стохастического интеграла Стратоновича

S𝒥𝑊 (𝑗1...𝑗𝑘)
T 𝑓 (𝑛)(·) относительно множества ортогональных случайных величин Z𝐽⟨𝜈(1),...,𝜈(|𝐽|)⟩

образовано свертками коэффициентов разложения 𝐹𝑖1...𝑖𝑘 :
𝑛∑︁

𝑖𝑙1 ,...,𝑖𝑙𝛾=0

𝐹𝑖1...𝑖𝑘

⃒⃒⃒
𝑖′=𝑖′′

,

каждая из которых связана с некоторым элементом 𝜚 ∈ (I/∼)⟨𝜈(1),...,𝜈(|𝐽|)⟩ согласно (4.71), а их
общее число равно 𝑟⟨𝜈(1),...,𝜈(|𝐽|)⟩ для каждого набора значений 𝜈(1), . . . , 𝜈(|𝐽 |) (см. формулу (4.70)).
Такой свертке соответствует интегральный след tr𝜛 𝑓

(𝑛)(·), заданный формулой (4.73).
Коэффициенты разложения 𝐹𝑖1...𝑖𝑘 не меняются при перестановке индексов в каждом клас-

се эквивалентности I𝑗, а функция 𝑓 (𝑛)(·) не меняется при перестановке переменных в каж-
дом классе эквивалентности T𝑗. Поэтому достаточно произвольно выбрать один элемент
𝜚 ∈ (I/∼)⟨𝜈(1),...,𝜈(|𝐽|)⟩ и записать коэффициенты разложения

𝑟⟨𝜈(1),...,𝜈(|𝐽|)⟩

𝑛∑︁
𝑖𝑙1 ,...,𝑖𝑙𝛾=0

𝐹𝑖1...𝑖𝑘

⃒⃒⃒
𝑖′=𝑖′′

кратного стохастического интеграла Стратоновича S𝒥𝑊 (𝑗1...𝑗𝑘)
T 𝑓 (𝑛)(·), соответствующие инте-

гральному следу
𝑟⟨𝜈(1),...,𝜈(|𝐽|)⟩𝑓

(𝑛)
⟨𝜈(1),...,𝜈(|𝐽|)⟩

(·).

В результате кратный стохастический интеграл Стратоновича представляется в виде сум-
мы кратных стохастических интегралов Ито и своего математического ожидания. При этом
кратные стохастические интегралы Ито соответствуют базисным системам из правой части
формулы (5.58):

S𝒥𝑊 (𝑗1...𝑗𝑘)
T 𝑓 (𝑛)(·) =

⌊#(𝑗(1),𝐽)/2⌋∑︁
𝜈(1)=0

. . .

⌊#(𝑗(|𝐽|),𝐽)/2⌋∑︁
𝜈(|𝐽|)=0

𝑟⟨𝜈(1),...,𝜈(|𝐽|)⟩
I𝒥 𝐽⟨𝜈(1),...,𝜈(|𝐽|)⟩
T 𝑓

(𝑛)
⟨𝜈(1),...,𝜈(|𝐽|)⟩

(·), (5.59)

где для 𝜈(1) = . . . = 𝜈(|𝐽 |) = 0 I𝒥 𝐽
T𝑓

(𝑛)
⟨𝜈(1),...,𝜈(|𝐽|)⟩

(·) = I𝒥𝑊 (𝑗1...𝑗𝑘)
T 𝑓 (𝑛)(·), а остальные стохастические

интегралы Ито имеют кратности меньше 𝑘: 𝑘 − 2, 𝑘 − 4, . . . , 𝑘 − 2⌊𝑘/2⌋ > 0.
Следовательно, линейный оператор S𝒥𝑊 (𝑗1...𝑗𝑘)

T представляется в виде конечной суммы ли-
нейных операторов. Один из них — линейный оператор I𝒥𝑊 (𝑗1...𝑗𝑘)

T , а остальные операторы
ставят в соответствие функции 𝑓 (𝑛)(·) кратные стохастические интегралы Ито от интеграль-
ных следов вида (4.73).

Все кратные стохастические интегралы Ито в правой части соотношения (5.59) ортогональ-
ны в пространстве ℒ2, так как они представляются ортогональными разложениями по разным
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подмножествам множества Z*𝐽 , поэтому справедлива формула

‖S𝒥𝑊 (𝑗1...𝑗𝑘)
T 𝑓 (𝑛)(·)‖2ℒ2

=

⌊#(𝑗(1),𝐽)/2⌋∑︁
𝜈(1)=0

. . .

⌊#(𝑗(|𝐽|),𝐽)/2⌋∑︁
𝜈(|𝐽|)=0

𝑟2⟨𝜈(1),...,𝜈(|𝐽|)⟩‖
I𝒥 𝐽⟨𝜈(1),...,𝜈(|𝐽|)⟩
T 𝑓

(𝑛)
⟨𝜈(1),...,𝜈(|𝐽|)⟩

(·)‖2ℒ2
. (5.60)

С учетом соотношения (5.33), а именно

‖I𝒥 𝐽⟨𝜈(1),...,𝜈(|𝐽|)⟩
T 𝑓

(𝑛)
⟨𝜈(1),...,𝜈(|𝐽|)⟩

(·)‖ℒ2 =

= 𝑀𝐽⟨𝜈(1),...,𝜈(|𝐽|)⟩‖𝑓
(𝑛)
⟨𝜈(1),...,𝜈(|𝐽|)⟩

(·)‖𝐿2(T𝑘−2𝛾) 6𝑀𝐽‖𝑓
(𝑛)
⟨𝜈(1),...,𝜈(|𝐽|)⟩

(·)‖𝐿2(T𝑘−2𝛾),

так как при 𝛾 > 0

𝑀2
𝐽⟨𝜈(1),...,𝜈(|𝐽|)⟩ = 𝑀2

𝐽

∏︁
𝑗∈𝐽

(𝑖− 2𝜈𝑗)!

𝑖!

⃒⃒⃒
𝑖=#(𝑗,𝐽)

=
∏︁
𝑗∈𝐽

(𝑖− 2𝜈𝑗)!
⃒⃒⃒
𝑖=#(𝑗,𝐽)

< 𝑀2
𝐽 ,

и с учетом определения нормы (5.49) имеем

‖S𝒥𝑊 (𝑗1...𝑗𝑘)
T 𝑓 (𝑛)(·)‖ℒ2 =

{︂⌊#(𝑗(1),𝐽)/2⌋∑︁
𝜈(1)=0

. . .

⌊#(𝑗(|𝐽|),𝐽)/2⌋∑︁
𝜈(|𝐽|)=0

𝑟2⟨𝜈(1),...,𝜈(|𝐽|)⟩‖
I𝒥 𝐽⟨𝜈(1),...,𝜈(|𝐽|)⟩
T 𝑓

(𝑛)
⟨𝜈(1),...,𝜈(|𝐽|)⟩

(·)‖2ℒ2

}︂ 1
2

6

6

⌊#(𝑗(1),𝐽)/2⌋∑︁
𝜈(1)=0

. . .

⌊#(𝑗(|𝐽|),𝐽)/2⌋∑︁
𝜈(|𝐽|)=0

𝑟⟨𝜈(1),...,𝜈(|𝐽|)⟩‖
I𝒥 𝐽⟨𝜈(1),...,𝜈(|𝐽|)⟩
T 𝑓

(𝑛)
⟨𝜈(1),...,𝜈(|𝐽|)⟩

(·)‖ℒ2 6

6𝑀𝐽

⌊#(𝑗(1),𝐽)/2⌋∑︁
𝜈(1)=0

. . .

⌊#(𝑗(|𝐽|),𝐽)/2⌋∑︁
𝜈(|𝐽|)=0

𝑟⟨𝜈(1),...,𝜈(|𝐽|)⟩‖𝑓
(𝑛)
⟨𝜈(1),...,𝜈(|𝐽|)⟩

(·)‖
𝐿2(T

𝑘−2(𝜈(1)+...+𝜈(|𝐽|)))
= 𝑀𝐽‖𝑓 (𝑛)(·)‖

𝐿
𝑠 tr(𝑗1...𝑗𝑘)
2 (T𝑘)

.

Равенство в последней формуле: ‖S𝒥𝑊 (𝑗1...𝑗𝑘)
T 𝑓 (𝑛)(·)‖ℒ2 = 𝑀𝐽‖𝑓 (𝑛)(·)‖

𝐿
𝑠 tr(𝑗1...𝑗𝑘)
2 (T𝑘)

, достигает-
ся, если все интегральные следы в правой части соотношения (5.59) тождественно равны нулю.

Любую симметризованную функцию 𝑓(·) ∈ 𝐿𝑠tr(𝑗1...𝑗𝑘)2 (T𝑘) можно сколь угодно точно при-
близить функцией 𝑓 (𝑛)(·), линейный оператор S𝒥𝑊 (𝑗1...𝑗𝑘)

T ограничен на множестве функций
𝑓 (𝑛)(·), поэтому его можно продолжить на линейное пространство 𝐿

𝑠tr(𝑗1...𝑗𝑘)
2 (T𝑘), сохраняя

непрерывность [52]. Переходя к пределу при 𝑛→∞ в соотношении (5.57), получаем разло-
жение (5.51), а из (5.59) и (5.60) следует разложение (5.52) и равенство (5.53).

3. Пусть функция 𝑓(·) ∈ 𝐿2(T
𝑘) такая, что 𝑓𝐽(·) ∈ 𝐿𝑠tr(𝑗1...𝑗𝑘)2 (T𝑘). Согласно лемме 5.3

S𝒥𝑊 (𝑗1...𝑗𝑘)
T 𝑓(·) = S𝒥𝑊 (𝑗1...𝑗𝑘)

T 𝑓𝐽(·) =
∞∑︁

𝑖1,...,𝑖𝑘=0

𝐹𝑖1...𝑖𝑘𝜁
(𝑗1)
𝑖1

. . . 𝜁
(𝑗𝑘)
𝑖𝑘

,

где 𝐹𝑖1...𝑖𝑘 — коэффициенты разложения (4.4) функции 𝑓𝐽(·) = ⟨𝑓(·)⟩𝐽 относительно базисной
системы {𝑞(𝑖1, ·)⊗ . . .⊗ 𝑞(𝑖𝑘, ·)}∞𝑖1,...,𝑖𝑘=0. Но из выражения (4.63) следует, что любые частичные
суммы рядов

∑︀∞
𝑖1,...,𝑖𝑘=0 𝐹𝑖1...𝑖𝑘𝜁

(𝑗1)
𝑖1

. . . 𝜁
(𝑗𝑘)
𝑖𝑘

и
∑︀∞

𝑖1,...,𝑖𝑘=0 𝐹𝑖1...𝑖𝑘𝜁
(𝑗1)
𝑖1

. . . 𝜁
(𝑗𝑘)
𝑖𝑘

совпадают, т.е. справед-
ливо разложение (5.51) и равенство (5.53). J

Линейный оператор S𝒥𝑊 (𝑗1...𝑗𝑘)
T , который ставит в соответствие функции 𝑓(·) ∈ 𝐿2(T

𝑘) крат-
ный стохастический интеграл Стратоновича по винеровским процессам 𝑊𝑗1(·), . . . ,𝑊𝑗𝑘(·) (см.
формулу (5.20)) можно рассматривать как пример случайного линейного функционала.

Спектральная характеристика этого случайного линейного функционала определяется сле-
дующим образом: S[S𝒥𝑊 (𝑗1...𝑗𝑘)

T ] = 𝒱⊗(𝑗1...𝑗𝑘). Элементы спектральной характеристики 𝒱⊗(𝑗1...𝑗𝑘)

задаются формулой (5.54):

𝒱⊗(𝑗1...𝑗𝑘)
𝑖1...𝑖𝑘

= S𝒥𝑊 (𝑗1...𝑗𝑘)
T 𝑞(𝑖1, ·)⊗ . . .⊗ 𝑞(𝑖𝑘, ·) = 𝜁

(𝑗1)
𝑖1

. . . 𝜁
(𝑗𝑘)
𝑖𝑘

, (5.61)
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в которой 𝜁
(𝑗𝑙)
𝑖𝑙

— независимые случайные величины, имеющие стандартное нормальное рас-
пределение, 𝑖𝑙 = 0, 1, 2, . . . и 𝑙 = 1, . . . , 𝑠.

Используя матричную форму записи, получаем 𝒱⊗(𝑗1...𝑗𝑘) = 𝒱𝑗1 ⊗ . . .⊗ 𝒱𝑗𝑘 , где 𝒱1, . . . ,𝒱𝑠 —

это спектральные характеристики (2.26) белых шумов 𝑉1(·), . . . , 𝑉𝑠(·), соответствующих ви-
неровским процессам 𝑊1(·), . . . ,𝑊𝑠(·) в смысле соотношения (2.27), а ⊗ означает тензорное
произведение. Спектральные характеристики 𝒱𝑗 образованы элементами 𝜁(𝑗)𝑖 , 𝑙 = 1, . . . , 𝑘.

В качестве примера приведем спектральные характеристики 𝒱⊗(𝑗1...𝑗𝑘), полагая 𝑘 = 2 и
𝑘 = 3. Тогда (см. п. 1 замечаний 4.1)

𝒱⊗(𝑗1𝑗2) = 𝒱𝑗1 ⊗ 𝒱𝑗2 =
[︀
[ 𝜁

(𝑗1)
0 𝜁

(𝑗2)
0 𝜁

(𝑗1)
0 𝜁

(𝑗2)
1 𝜁

(𝑗1)
0 𝜁

(𝑗2)
2 . . . ]

[ 𝜁
(𝑗1)
1 𝜁

(𝑗2)
0 𝜁

(𝑗1)
1 𝜁

(𝑗2)
1 𝜁

(𝑗1)
1 𝜁

(𝑗2)
2 . . . ]

[ 𝜁
(𝑗1)
2 𝜁

(𝑗2)
0 𝜁

(𝑗1)
2 𝜁

(𝑗2)
1 𝜁

(𝑗1)
2 𝜁

(𝑗2)
2 . . . ] . . .

]︀T
,

𝒱⊗(𝑗1𝑗2𝑗3) = 𝒱𝑗1 ⊗ 𝒱𝑗2 ⊗ 𝒱𝑗3 =

=
[︁[︀

[ 𝜁
(𝑗1)
0 𝜁

(𝑗2)
0 𝜁

(𝑗3)
0 𝜁

(𝑗1)
0 𝜁

(𝑗2)
0 𝜁

(𝑗3)
1 𝜁

(𝑗1)
0 𝜁

(𝑗2)
0 𝜁

(𝑗3)
2 . . . ]

[ 𝜁
(𝑗1)
0 𝜁

(𝑗2)
1 𝜁

(𝑗3)
0 𝜁

(𝑗1)
0 𝜁

(𝑗2)
1 𝜁

(𝑗3)
1 𝜁

(𝑗1)
0 𝜁

(𝑗2)
1 𝜁

(𝑗3)
2 . . . ]

[ 𝜁
(𝑗1)
0 𝜁

(𝑗2)
2 𝜁

(𝑗3)
0 𝜁

(𝑗1)
0 𝜁

(𝑗2)
2 𝜁

(𝑗3)
1 𝜁

(𝑗1)
0 𝜁

(𝑗2)
2 𝜁

(𝑗3)
2 . . . ] . . .

]︀[︀
[ 𝜁

(𝑗1)
1 𝜁

(𝑗2)
0 𝜁

(𝑗3)
0 𝜁

(𝑗1)
1 𝜁

(𝑗2)
0 𝜁

(𝑗3)
1 𝜁

(𝑗1)
1 𝜁

(𝑗2)
0 𝜁

(𝑗3)
2 . . . ]

[ 𝜁
(𝑗1)
1 𝜁

(𝑗2)
1 𝜁

(𝑗3)
0 𝜁

(𝑗1)
1 𝜁

(𝑗2)
1 𝜁

(𝑗3)
1 𝜁

(𝑗1)
1 𝜁

(𝑗2)
1 𝜁

(𝑗3)
2 . . . ]

[ 𝜁
(𝑗1)
1 𝜁

(𝑗2)
2 𝜁

(𝑗3)
0 𝜁

(𝑗1)
1 𝜁

(𝑗2)
2 𝜁

(𝑗3)
1 𝜁

(𝑗1)
1 𝜁

(𝑗2)
2 𝜁

(𝑗3)
2 . . . ] . . .

]︀[︀
[ 𝜁

(𝑗1)
2 𝜁

(𝑗2)
0 𝜁

(𝑗3)
0 𝜁

(𝑗1)
2 𝜁

(𝑗2)
0 𝜁

(𝑗3)
1 𝜁

(𝑗1)
2 𝜁

(𝑗2)
0 𝜁

(𝑗3)
2 . . . ]

[ 𝜁
(𝑗1)
2 𝜁

(𝑗2)
1 𝜁

(𝑗3)
0 𝜁

(𝑗1)
2 𝜁

(𝑗2)
1 𝜁

(𝑗3)
1 𝜁

(𝑗1)
2 𝜁

(𝑗2)
1 𝜁

(𝑗3)
2 . . . ]

[ 𝜁
(𝑗1)
2 𝜁

(𝑗2)
2 𝜁

(𝑗3)
0 𝜁

(𝑗1)
2 𝜁

(𝑗2)
2 𝜁

(𝑗3)
1 𝜁

(𝑗1)
2 𝜁

(𝑗2)
2 𝜁

(𝑗3)
2 . . . ] . . .

]︀
. . .

]︁T

.

Далее запишем спектральный аналог формулы (5.51) для значения функционала
S𝒥𝑊 (𝑗1...𝑗𝑘)
T :

S𝒥𝑊 (𝑗1...𝑗𝑘)
T 𝑓(·) = [𝒱⊗(𝑗1...𝑗𝑘)]T𝐹 = [𝒱𝑗1 ⊗ . . .⊗ 𝒱𝑗𝑘 ]T𝐹, 𝐹 = S

[︀
𝑓(·)

]︀
. (5.62)

З ам е ч а н и я 5.3.
1. Множество случайных величин (5.58) образует ортогональный базис линейного подпро-

странства ℒ*𝑊 (𝑗1...𝑗𝑘)
2 = {S𝒥𝑊 (𝑗1...𝑗𝑘)

T 𝑓(·) : 𝑓(·) ∈ 𝐿𝑠tr(𝑗1...𝑗𝑘)2 (T𝑘)} ⊂ ℒ2. Соответствующий ортонор-
мированный базис получается в результате нормировки (см. п. 2 замечаний 5.2).

2. Поскольку E𝜁2𝑖 = (−1)𝑖𝐻2𝑖(0) = (2𝑖− 1)!!, из выражения (5.55) находим

‖𝜁(𝑗1)𝑖1
. . . 𝜁

(𝑗𝑘)
𝑖𝑘
‖2ℒ2

=

⃦⃦⃦⃦∏︁
𝑗∈𝐽

∏︁
𝑖∈𝐼𝑗

(𝜁
(𝑗)
𝑖 )#(𝑖,𝐼𝑗)

⃦⃦⃦⃦2

ℒ2

=
∏︁
𝑗∈𝐽

∏︁
𝑖∈𝐼𝑗

‖(𝜁(𝑗)𝑖 )#(𝑖,𝐼𝑗)‖2ℒ2
=

∏︁
𝑗∈𝐽

∏︁
𝑖∈𝐼𝑗

(2#(𝑖, 𝐼𝑗)− 1)!!.

Максимум нормы элементов из Z*𝐽 достигается при |𝐼𝑗| = 1 ∀ 𝑗 ∈ 𝐽 , т.е. на элементах вида
𝜁
(𝑗1)
𝑖1

. . . 𝜁
(𝑗𝑘)
𝑖𝑘

=
∏︀

𝑗∈𝐽 (𝜁(𝑗))#(𝑗,𝐽), где 𝜁(𝑗) — любая случайная величина из множества {𝜁(𝑗)𝑖 }∞𝑖=0,
следовательно,

max
𝑖1,...,𝑖𝑘

‖𝜁(𝑗1)𝑖1
. . . 𝜁

(𝑗𝑘)
𝑖𝑘
‖2ℒ2

=

⃦⃦⃦⃦∏︁
𝑗∈𝐽

(𝜁(𝑗))#(𝑗,𝐽)

⃦⃦⃦⃦2

ℒ2

=
∏︁
𝑗∈𝐽

‖(𝜁(𝑗))#(𝑗,𝐽)‖2ℒ2
=

∏︁
𝑗∈𝐽

(2#(𝑗, 𝐽)− 1)!! = 𝑀*2
𝐽 .



333

3. В теореме 5.4 правые части разложения (5.51) и равенства (5.53) содержат интеграль-
ные следы симметризованных функций (4.57). Однако это не является принципиальным огра-
ничением и связано с тем, что для симметризованных функций более кратко записываются
требуемые условия, в частности норма (5.49), и основной результат — разложение кратного
стохастического интеграла Стратоновича в сумму его математического ожидания и кратных
стохастических интегралов Ито.

Приведем поясняющий пример. Для интегралов кратности 𝑘 = 3 и 𝑗1 = 𝑗2 = 𝑗3 при выборе
функции 𝑓(·) ∈ 𝐿tr(𝑗1𝑗2𝑗3)

2 (T3) возникает необходимость рассматривать три интегральных следа∫︁
T

𝑓(𝑡1, 𝑡2, 𝑡3)
⃒⃒⃒
𝑡1=𝑡2

𝑑𝑡1 =

∫︁
T

𝑓(𝑡1, 𝑡1, 𝑡3)𝑑𝑡1,

∫︁
T

𝑓(𝑡1, 𝑡2, 𝑡3)
⃒⃒⃒
𝑡1=𝑡3

𝑑𝑡1 =

∫︁
T

𝑓(𝑡1, 𝑡2, 𝑡1)𝑑𝑡1,∫︁
T

𝑓(𝑡1, 𝑡2, 𝑡3)
⃒⃒⃒
𝑡2=𝑡3

𝑑𝑡2 =

∫︁
T

𝑓(𝑡1, 𝑡2, 𝑡2)𝑑𝑡2

или интегральный след ∫︁
T

(︀
𝑓(𝜏, 𝜏, 𝑡) + 𝑓(𝜏, 𝑡, 𝜏) + 𝑓(𝑡, 𝜏, 𝜏)

)︀
𝑑𝜏 .

Для симметризованной функции 𝑓𝐽(·) = ⟨𝑓(·)⟩𝐽 ∈ 𝐿
𝑠tr(𝑗1𝑗2𝑗3)
2 (T3) достаточно взять только

один интегральный след относительно любой пары переменных из множества T = {𝑡1, 𝑡2, 𝑡3}.
В этом смысле симметризация эффективна, если хотя бы для одного класса эквивалентности
T𝑗 или I𝑗 выполнено условие |T𝑗| = |I𝑗| > 2, 𝑗 ∈ 𝐽 .

В общем случае вместо формулы (5.52) получаем

S𝒥𝑊 (𝑗1...𝑗𝑘)
T 𝑓(·) =

⌊#(𝑗(1),𝐽)/2⌋∑︁
𝜈(1)=0

. . .

⌊#(𝑗(|𝐽|),𝐽)/2⌋∑︁
𝜈(|𝐽|)=0

I𝒥 𝐽⟨𝜈(1),...,𝜈(|𝐽|)⟩
T

∑︁
𝜛∈(T/∼)

⟨𝜈(1),...,𝜈(|𝐽|)⟩

tr𝜛 𝑓(·),

где использованы обозначения (4.69) и (4.73). Соответствующим образом записывается и фор-
мула для нормы кратного стохастического интеграла Стратоновича — аналог формулы (5.53):

‖S𝒥𝑊 (𝑗1...𝑗𝑘)
T 𝑓(·)‖2ℒ2

=

⌊#(𝑗(1),𝐽)/2⌋∑︁
𝜈(1)=0

. . .

⌊#(𝑗(|𝐽|),𝐽)/2⌋∑︁
𝜈(|𝐽|)=0

‖I𝒥 𝐽⟨𝜈(1),...,𝜈(|𝐽|)⟩
T

∑︁
𝜛∈(T/∼)

⟨𝜈(1),...,𝜈(|𝐽|)⟩

tr𝜛 𝑓(·)‖2ℒ2
.

Доказательство проводится так же, как и доказательство теоремы 5.4.
4. Для линейного пространства 𝐿𝑠tr(𝑗1...𝑗𝑘)2 (T𝑘) можно определить норму

‖𝑓(·)‖
𝐿
𝑠 tr(𝑗1...𝑗𝑘)
2 (T𝑘)

=

⌊#(𝑗(1),𝐽)/2⌋∑︁
𝜈(1)=0

. . .

⌊#(𝑗(|𝐽|),𝐽)/2⌋∑︁
𝜈(|𝐽|)=0

𝑟⟨𝜈(1),...,𝜈(|𝐽|)⟩‖⟨𝑓⟨𝜈(1),...,𝜈(|𝐽|)⟩(·)⟩𝐽‖𝐿2(T
𝑘−2(𝜈(1)+...+𝜈(|𝐽|)))

вместо нормы (5.49) и рассматривать это пространство как множество классов эквивалентно-
сти (5.48) (см. п. 3 замечаний 5.2).

Принимая во внимание лемму 5.3, делаем вывод, что пространство 𝐿
𝑠tr(𝑗1...𝑗𝑘)
2 (T𝑘) удоб-

но взять за область определения линейного оператора S𝒥𝑊 (𝑗1...𝑗𝑘)
T . Линейный оператор

S𝒥𝑊 (𝑗1...𝑗𝑘)
T устанавливает взаимнооднозначное соответствие между линейными пространства-

ми 𝐿𝑠tr(𝑗1...𝑗𝑘)2 (T𝑘) и ℒ*𝑊 (𝑗1...𝑗𝑘)
2 . Тогда для любой функции из класса 𝐿𝑠tr(𝑗1...𝑗𝑘)2 (T𝑘) справедливо

разложение (5.51), в правой части которого 𝐹𝑖1...𝑖𝑘 — коэффициенты разложения (4.4) любой
функции 𝑓(·) из этого класса, т.е. элемента пространства 𝐿2(T

𝑘). Если необходимо рассматри-
вать кратные стохастические интегралы для всех вариантов равенств или неравенств в разных
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комбинациях значений 𝑗1, . . . , 𝑗𝑘, то достаточно ограничиться пространством 𝐿
𝑠tr(𝑗1...𝑗𝑘)
2 (T𝑘) при

условии 𝑗1 = . . . = 𝑗𝑘.
Если для линейного пространства 𝐿𝑠tr(𝑗1...𝑗𝑘)2 (T𝑘) определить норму в виде

‖𝑓𝐽(·)‖
𝐿
𝑠 tr(𝑗1...𝑗𝑘)
2 (T𝑘)

= 𝑀𝐽

{︂⌊#(𝑗(1),𝐽)/2⌋∑︁
𝜈(1)=0

. . .

⌊#(𝑗(|𝐽|),𝐽)/2⌋∑︁
𝜈(|𝐽|)=0

𝑟2⟨𝜈(1),...,𝜈(|𝐽|)⟩‖𝑓𝐽,⟨𝜈(1),...,𝜈(|𝐽|)
(·)‖2

𝐿2(T
𝑘−2(𝜈(1)+...+𝜈(|𝐽|)))

}︂ 1
2

,

где

𝑟⟨𝜈(1),...,𝜈(|𝐽|)⟩ = 𝑟⟨𝜈(1),...,𝜈(|𝐽|)⟩
𝑀𝐽⟨𝜈(1),...,𝜈(|𝐽|)⟩

𝑀𝐽

=
∏︁
𝑗∈𝐽

√
𝑖!

𝜈𝑗!
√︀

(𝑖− 2𝜈𝑗)!2𝜈𝑗

⃒⃒⃒
𝑖=#(𝑗,𝐽)

,

то в дополнение к формуле (5.53) получим ‖S𝒥𝑊 (𝑗1...𝑗𝑘)
T 𝑓(·)‖ℒ2 = ‖𝑓𝐽(·)‖

𝐿
𝑠 tr(𝑗1...𝑗𝑘)
2 (T𝑘)

.
5. В другом виде разложения (5.51) и (5.52) можно записать, опираясь на основной резуль-

тат из [305]: представление кратного стохастического интеграла Ито в виде суммы кратных
стохастических интегралов Стратоновича и детерминированной величины. Для этого требу-
ется в соотношениях из п. 1 замечаний 5.2 формально поменять местами произведение Вика
и обычное произведение случайных величин, а все разности заменить на суммы.

Так, на основе соотношений

𝜁
(𝑗1)
𝑖1

𝜁
(𝑗2)
𝑖2

= 𝜁
(𝑗1)
𝑖1
* 𝜁(𝑗2)𝑖2

+ ∆12,

𝜁
(𝑗1)
𝑖1

𝜁
(𝑗2)
𝑖2

𝜁
(𝑗3)
𝑖3

= 𝜁
(𝑗1)
𝑖1
* 𝜁(𝑗2)𝑖2

* 𝜁(𝑗3)𝑖3
+ ∆12𝜁

(𝑗3)
𝑖3

+ ∆13𝜁
(𝑗2)
𝑖2

+ ∆23𝜁
(𝑗1)
𝑖1

,

𝜁
(𝑗1)
𝑖1

𝜁
(𝑗2)
𝑖2

𝜁
(𝑗3)
𝑖3

𝜁
(𝑗4)
𝑖4

= 𝜁
(𝑗1)
𝑖1
* 𝜁(𝑗2)𝑖2

* 𝜁(𝑗3)𝑖3
* 𝜁(𝑗4)𝑖4

+ ∆12𝜁
(𝑗3)
𝑖3
* 𝜁(𝑗4)𝑖4

+ ∆13𝜁
(𝑗2)
𝑖2
* 𝜁(𝑗4)𝑖4

+

+ ∆14𝜁
(𝑗2)
𝑖2
* 𝜁(𝑗3)𝑖3

+ ∆23𝜁
(𝑗1)
𝑖1
* 𝜁(𝑗4)𝑖4

+ ∆24𝜁
(𝑗1)
𝑖1
* 𝜁(𝑗3)𝑖3

+ ∆34𝜁
(𝑗1)
𝑖1
* 𝜁(𝑗2)𝑖2

+

+ ∆12∆34 + ∆13∆24 + ∆14∆23, ∆𝑙𝑚 = 𝛿𝑗𝑙𝑗𝑚𝛿𝑖𝑙𝑖𝑚 , 𝑙,𝑚 = 1, . . . , 𝑘,

при 𝑘 = 2, 3, 4 находим
∞∑︁

𝑖1,𝑖2=0

𝐹𝑖1𝑖2𝜁
(𝑗1)
𝑖1

𝜁
(𝑗2)
𝑖2

=
∞∑︁

𝑖1,𝑖2=0

𝐹𝑖1𝑖2𝜁
(𝑗1)
𝑖1
* 𝜁(𝑗2)𝑖2

+ 𝛿𝑗1𝑗2

∞∑︁
𝑖1=0

𝐹𝑖1𝑖1 ,

∞∑︁
𝑖1,𝑖2,𝑖3=0

𝐹𝑖1𝑖2𝑖3𝜁
(𝑗1)
𝑖1

𝜁
(𝑗2)
𝑖2

𝜁
(𝑗3)
𝑖3

=
∞∑︁

𝑖1,𝑖2,𝑖3=0

𝐹𝑖1𝑖2𝑖3𝜁
(𝑗1)
𝑖1
* 𝜁(𝑗2)𝑖2

* 𝜁(𝑗3)𝑖3
+

+ 𝛿𝑗1𝑗2

∞∑︁
𝑖1,𝑖3=0

𝐹𝑖1𝑖1𝑖3𝜁
(𝑗3)
𝑖3

+ 𝛿𝑗1𝑗3

∞∑︁
𝑖1,𝑖2=0

𝐹𝑖1𝑖2𝑖1𝜁
(𝑗2)
𝑖2

+ 𝛿𝑗2𝑗3

∞∑︁
𝑖1,𝑖2=0

𝐹𝑖1𝑖2𝑖2𝜁
(𝑗1)
𝑖1

,

∞∑︁
𝑖1,𝑖2,𝑖3,𝑖4=0

𝐹𝑖1𝑖2𝑖3𝑖4𝜁
(𝑗1)
𝑖1

𝜁
(𝑗2)
𝑖2

𝜁
(𝑗3)
𝑖3

𝜁
(𝑗4)
𝑖4

=
∞∑︁

𝑖1,𝑖2,𝑖3,𝑖4=0

𝐹𝑖1𝑖2𝑖3𝑖4𝜁
(𝑗1)
𝑖1
* 𝜁(𝑗2)𝑖2

* 𝜁(𝑗3)𝑖3
* 𝜁(𝑗4)𝑖4

+

+ 𝛿𝑗1𝑗2

∞∑︁
𝑖1,𝑖3,𝑖4=0

𝐹𝑖1𝑖1𝑖3𝑖4𝜁
(𝑗3)
𝑖3
* 𝜁(𝑗4)𝑖4

+ 𝛿𝑗1𝑗3

∞∑︁
𝑖1,𝑖2,𝑖4=0

𝐹𝑖1𝑖2𝑖1𝑖4𝜁
(𝑗2)
𝑖2
* 𝜁(𝑗4)𝑖4

+

+ 𝛿𝑗1𝑗4

∞∑︁
𝑖1,𝑖2,𝑖3=0

𝐹𝑖1𝑖2𝑖3𝑖1𝜁
(𝑗2)
𝑖2
* 𝜁(𝑗3)𝑖3

+ 𝛿𝑗2𝑗3

∞∑︁
𝑖1,𝑖2,𝑖4=0

𝐹𝑖1𝑖2𝑖2𝑖4𝜁
(𝑗1)
𝑖1
* 𝜁(𝑗4)𝑖4

+

+ 𝛿𝑗2𝑗4

∞∑︁
𝑖1,𝑖2,𝑖3=0

𝐹𝑖1𝑖2𝑖3𝑖2𝜁
(𝑗1)
𝑖1
* 𝜁(𝑗3)𝑖3

+ 𝛿𝑗3𝑗4

∞∑︁
𝑖1,𝑖2,𝑖3=0

𝐹𝑖1𝑖2𝑖3𝑖3𝜁
(𝑗1)
𝑖1
* 𝜁(𝑗2)𝑖2

+

+ 𝛿𝑗1𝑗2𝛿𝑗3𝑗4

∞∑︁
𝑖1,𝑖3=0

𝐹𝑖1𝑖1𝑖3𝑖3 + 𝛿𝑗1𝑗3𝛿𝑗2𝑗4

∞∑︁
𝑖1,𝑖2=0

𝐹𝑖1𝑖2𝑖1𝑖2 + 𝛿𝑗1𝑗4𝛿𝑗2𝑗3

∞∑︁
𝑖1,𝑖2=0

𝐹𝑖1𝑖2𝑖2𝑖1 .
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Структура записанных соотношений повторяет структуру соотношений из п. 1 замечаний
5.2 и это неудивительно, поскольку в их основе лежит формула (5.13). Здесь уместно говорить
о принципе двойственности представления кратных стохастических интегралов Ито и Страто-
новича, а именно можно записать разложение кратного стохастического интеграла Ито в виде
суммы кратных стохастических интегралов Стратоновича и, возможно, константы:

I𝒥𝑊 (𝑗1...𝑗𝑘)
T 𝑓(·) =

⌊#(𝑗(1),𝐽)/2⌋∑︁
𝜈(1)=0

. . .

⌊#(𝑗(|𝐽|),𝐽)/2⌋∑︁
𝜈(|𝐽|)=0

𝑟*⟨𝜈(1),...,𝜈(|𝐽|)⟩
S𝒥 𝐽⟨𝜈(1),...,𝜈(|𝐽|)⟩
T 𝑓𝐽,⟨𝜈(1),...,𝜈(|𝐽|)⟩(·), (5.63)

где 𝑟*⟨𝜈(1),...,𝜈(|𝐽|)⟩ = (−1)𝜈(1)+...+𝜈(|𝐽|) · 𝑟⟨𝜈(1),...,𝜈(|𝐽|)⟩,
S𝒥 ∅
T 𝑓⟨𝜈(1),...,𝜈(|𝐽|)⟩ = 𝑓⟨𝜈(1),...,𝜈(|𝐽|)⟩ = const, а осталь-

ные обозначения введены в начале этого раздела.
6. Если значения 𝑗1, . . . , 𝑗𝑘 совпадают, т.е. |𝐽 | = 1, то формула (5.52) дает разложение Ху–

Мейера для кратных стохастических интегралов Стратоновича [254,264,269,282,357].
Действительно, при условии |𝐽 | = 1, или #(𝑗, 𝐽) = 𝑘, формула (5.52) записывается следу-

ющим образом:

S𝒥𝑊 (𝑗1...𝑗𝑘)
T 𝑓(·) =

⌊𝑘/2⌋∑︁
𝜈=0

𝑟⟨𝜈⟩
I𝒥 𝐽⟨𝜈⟩
T 𝑓⟨𝜈⟩(·), (5.64)

где 𝑟⟨𝜈⟩ = ℎ
(𝑘)
𝑘−2𝜈 = 𝑘!/(𝜈!(𝑘 − 2𝜈)!2𝜈) и

𝑓⟨0⟩(𝑡1, . . . , 𝑡𝑘) = 𝑓(𝑡1, . . . , 𝑡𝑘) или 𝑓⟨0⟩(𝑡1, . . . , 𝑡𝑘) = 𝑓𝐽(𝑡1, . . . , 𝑡𝑘),

𝑓⟨1⟩(𝑡1, . . . , 𝑡𝑘−2) =

∫︁
T

𝑓𝐽(𝑡1, . . . , 𝑡𝑘−1, 𝑡𝑘−1)𝑑𝑡𝑘−1,

𝑓⟨2⟩(𝑡1, . . . , 𝑡𝑘−4) =

∫︁
T2

𝑓𝐽(𝑡1, . . . , 𝑡𝑘−3, 𝑡𝑘−3, 𝑡𝑘−1, 𝑡𝑘−1)𝑑𝑡𝑘−3𝑑𝑡𝑘−1, . . .

Если 𝑘 — нечетное, то

𝑓⟨⌊𝑘/2⌋⟩(𝑡1) =

∫︁
T⌊𝑘/2⌋

𝑓𝐽(𝑡1, 𝑡2, 𝑡2, . . . , 𝑡𝑘−3, 𝑡𝑘−3, 𝑡𝑘−1, 𝑡𝑘−1)𝑑𝑡2 . . . 𝑑𝑡𝑘−3𝑑𝑡𝑘−1,

а если 𝑘 — четное, то

𝑓⟨𝑘/2⟩ =

∫︁
T𝑘/2

𝑓𝐽(𝑡1, 𝑡1, . . . , 𝑡𝑘−3, 𝑡𝑘−3, 𝑡𝑘−1, 𝑡𝑘−1)𝑑𝑡1 . . . 𝑑𝑡𝑘−3𝑑𝑡𝑘−1 = const.

7. В статье [172] показано, что при выборе функций Уолша и Хаара в качестве базисной
системы {𝑞(𝑖, ·)}∞𝑖=0 пространства 𝐿2(T) для доказательства среднеквадратической сходимости
подпоследовательности частичных сумм разложения (5.51), которая формируется вполне есте-
ственным для указанных базисных систем образом, не требуется явного выполнения каких-
либо дополнительных условий, кроме условия существования кратного стохастического инте-
грала Стратоновича согласно определению из [264,269].

8. Правая часть формулы (5.51) определяет кратный стохастический интеграл Огавы по
винеровским процессам [264,333]:

O𝒥𝑊 (𝑗1...𝑗𝑘)
T 𝑓(·) =

∫︁
T𝑘

𝑓(𝑡1, . . . , 𝑡𝑘) ◇ 𝑑𝑊𝑗1(𝑡1) ◇ . . . ◇ 𝑑𝑊𝑗𝑘(𝑡𝑘) =

=
∞∑︁

𝑖1,...,𝑖𝑘=0

𝐹𝑖1...𝑖𝑘

∫︁
T

𝑞(𝑖1, 𝑡1)𝑑𝑊𝑗1(𝑡1) . . .

∫︁
T

𝑞(𝑖𝑘, 𝑡𝑘)𝑑𝑊𝑗𝑘(𝑡𝑘),

где 𝐹𝑖1...𝑖𝑘 — коэффициенты разложения (4.4) функции 𝑓(·) относительно базисной системы
{𝑞(𝑖1, ·)⊗ . . .⊗ 𝑞(𝑖𝑘, ·)}∞𝑖1,...,𝑖𝑘=0, 𝑖𝑙 = 0, 1, 2, . . . и 𝑙 = 1, . . . , 𝑘. И если он существует и не зависит
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от выбора базисной системы {𝑞(𝑖, ·)}∞𝑖=0, то он совпадает с соответствующим кратным стоха-
стическим интегралом Стратоновича, при этом справедливо разложение (5.52).

Пример 5.3. Представить стохастический интеграл Стратоновича S𝒥𝑊 (212)
T 𝑓(·) кратности

𝑘 = 3 в виде ортогонального разложения, 𝑓(·) ∈ 𝐿tr(212)
2 (T3).

� В данном случае 𝑗1 = 𝑗3 = 2 и 𝑗2 = 1, т.е. 𝐽 = {1, 2} и 𝐽 = (212). Множество переменных
T = {𝑡1, 𝑡2, 𝑡3} и множество индексов I = {𝑖1, 𝑖2, 𝑖3} разобьем на классы эквивалентности:

T/∼ = {{𝑡2}⏟ ⏞ 
T1

, {𝑡1, 𝑡3}⏟  ⏞  
T2

}, I/∼ = {{𝑖2}⏟ ⏞ 
I1

, {𝑖1, 𝑖3}⏟  ⏞  
I2

}, #(1, 𝐽) = 1, #(2, 𝐽) = 2, 𝑀2
𝐽 = 1!2! = 2.

Следовательно,

𝜁
(2)
𝑖1
𝜁
(1)
𝑖2
𝜁
(2)
𝑖3

=

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
(𝜁

(2)
𝑖1

)2𝜁
(1)
𝑖2

= ((𝜁
(2)
𝑖1

)2 − 1)𝜁
(1)
𝑖2

+ 𝜁
(1)
𝑖2

=

= 𝐻2,1,0(𝜁
(2)
𝑖1
, 𝜁

(1)
𝑖2
, 𝜁

(2)
𝑖3

) +𝐻0,1,0(𝜁
(2)
𝑖1
, 𝜁

(1)
𝑖2
, 𝜁

(2)
𝑖3

), 𝑖1 = 𝑖3,

𝜁
(2)
𝑖1
𝜁
(1)
𝑖2
𝜁
(2)
𝑖3

= 𝐻1,1,1(𝜁
(2)
𝑖1
, 𝜁

(1)
𝑖2
, 𝜁

(2)
𝑖3

), 𝑖1 ̸= 𝑖3,

‖𝜁(2)𝑖1
𝜁
(1)
𝑖2
𝜁
(2)
𝑖3
‖2ℒ2

=

{︃
3, 𝑖1 = 𝑖3,

1, 𝑖1 ̸= 𝑖3,
или ‖𝜁(2)𝑖1

𝜁
(1)
𝑖2
𝜁
(2)
𝑖3
‖2ℒ2

= 1 + 2𝛿𝑖1𝑖3 ,

Z*(212) = Z(212) ∪ Z(1) = {𝜁(2)𝑖1
* 𝜁(1)𝑖2

* 𝜁(2)𝑖3
, 𝜁

(1)
𝑖2
}∞𝑖1,𝑖2,𝑖3=0, Ẑ*(212) =

{︂
𝜁
(2)
𝑖1
* 𝜁(1)𝑖2

* 𝜁(2)𝑖3√︀
1 + 𝛿𝑖1𝑖3

, 𝜁
(1)
𝑖2

}︂∞

𝑖1,𝑖2,𝑖3=0

,

где 𝜁(2)𝑖1
и 𝜁(1)𝑖2

— независимые случайные величины, имеющие стандартное нормальное распре-
деление, 𝑖1, 𝑖2 = 0, 1, 2, . . .

В представленных соотношениях использовано обозначение полиномов Эрмита
{𝐻𝑙1...𝑙𝑘(·)}∞𝑙1,...,𝑙𝑘=0 векторного аргумента 𝑥 = [𝑥1 . . . 𝑥𝑘 ]T, образованных всевозможными
произведениями полиномов Эрмита {𝐻𝑙1(·)}∞𝑙1=0, . . . , {𝐻𝑙𝑘(·)}∞𝑙𝑘=0 (см. п. 1 замечаний 5.2).

Далее вместе с рядом (5.51) и разложением (5.52) (см. также п. 3 замечаний 5.3) записано
представление кратного стохастического интеграла Ито в виде разложения по ортонормиро-
ванному базису (5.41), которое как для общего случая, так и для ортогонального базиса Z(212)

и интеграла I𝒥𝑊 (212)
T 𝑓(·) приведено в примере 5.2.

Пусть 𝐹𝑖1𝑖2𝑖3 — коэффициенты разложения (4.4) функции 𝑓(·). Тогда

S𝒥𝑊 (212)
T 𝑓(·) =

∞∑︁
𝑖1,𝑖2,𝑖3=0

𝐹𝑖1𝑖2𝑖3 𝜁
(2)
𝑖1
𝜁
(1)
𝑖2
𝜁
(2)
𝑖3

=
∞∑︁

𝑖1,𝑖2,𝑖3=0

𝐹𝑖1𝑖2𝑖3 𝜁
(2)
𝑖1
* 𝜁(1)𝑖2

* 𝜁(2)𝑖3
+

∞∑︁
𝑖1,𝑖2=0

𝐹𝑖1𝑖2𝑖1𝜁
(1)
𝑖2

=

=
∞∑︁
𝑖1=0

∞∑︁
𝑖2=0

∞∑︁
𝑖3=𝑖1

𝐹𝑖1𝑖2𝑖3 + 𝐹𝑖3𝑖2𝑖1

‖𝜁(2)𝑖1
* 𝜁(1)𝑖2

* 𝜁(2)𝑖3
‖ℒ2

𝜁
(2)
𝑖1
𝜁
(1)
𝑖2
𝜁
(2)
𝑖3

‖𝜁(2)𝑖1
* 𝜁(1)𝑖2

* 𝜁(2)𝑖3
‖ℒ2

+
∞∑︁
𝑖2=0

(︂ ∞∑︁
𝑖1=0

𝐹𝑖1𝑖2𝑖1

)︂
𝜁
(1)
𝑖2
,

‖S𝒥𝑊 (212)
T 𝑓(·)‖ℒ2 =

⃦⃦⃦⃦ ∞∑︁
𝑖1,𝑖2,𝑖3=0

𝐹𝑖1𝑖2𝑖3 𝜁
(2)
𝑖1
𝜁
(1)
𝑖2
𝜁
(2)
𝑖3

⃦⃦⃦⃦
ℒ2

=

=

{︂ ∞∑︁
𝑖1=0

∞∑︁
𝑖2=0

∞∑︁
𝑖3=𝑖1

(𝐹𝑖1𝑖2𝑖3 + 𝐹𝑖3𝑖2𝑖1)
2

‖𝜁(2)𝑖1
* 𝜁(1)𝑖2

* 𝜁(2)𝑖3
‖2ℒ2

+
∞∑︁
𝑖2=0

(︂ ∞∑︁
𝑖1=0

𝐹𝑖1𝑖2𝑖1

)︂2}︂ 1
2

,

или S𝒥𝑊 (212)
T 𝑓(·) =

∞∑︁
𝑖1,𝑖2,𝑖3=0

𝐹𝑖1𝑖2𝑖3 𝜁
(2)
𝑖1
𝜁
(1)
𝑖2
𝜁
(2)
𝑖3

=

=
∞∑︁
𝑖1=0

∞∑︁
𝑖2=0

∞∑︁
𝑖3=𝑖1

𝐹𝑖1𝑖2𝑖3 + 𝐹𝑖3𝑖2𝑖1
1 + 𝛿𝑖1𝑖3

𝜁
(2)
𝑖1
* 𝜁(1)𝑖2

* 𝜁(2)𝑖3
+

∞∑︁
𝑖2=0

(︂ ∞∑︁
𝑖1=0

𝐹𝑖1𝑖2𝑖1

)︂
𝜁
(1)
𝑖2

=
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=
1

2

∞∑︁
𝑖1,𝑖2,𝑖3=0

(𝐹𝑖1𝑖2𝑖3 + 𝐹𝑖3𝑖2𝑖1) 𝜁
(2)
𝑖1
* 𝜁(1)𝑖2

* 𝜁(2)𝑖3
+

∞∑︁
𝑖2=0

(︂ ∞∑︁
𝑖1=0

𝐹𝑖1𝑖2𝑖1

)︂
𝜁
(1)
𝑖2
,

‖S𝒥𝑊 (212)
T 𝑓(·)‖ℒ2 =

⃦⃦⃦⃦ ∞∑︁
𝑖1,𝑖2,𝑖3=0

𝐹𝑖1𝑖2𝑖3𝜁
(2)
𝑖1
𝜁
(1)
𝑖2
𝜁
(2)
𝑖3

⃦⃦⃦⃦
ℒ2

=

=

{︂ ∞∑︁
𝑖1=0

∞∑︁
𝑖2=0

∞∑︁
𝑖3=𝑖1

(𝐹𝑖1𝑖2𝑖3 + 𝐹𝑖3𝑖2𝑖1)
2

1 + 𝛿𝑖1𝑖3
+

∞∑︁
𝑖2=0

(︂ ∞∑︁
𝑖1=0

𝐹𝑖1𝑖2𝑖1

)︂2}︂ 1
2

=

=

{︂
1

2

∞∑︁
𝑖1,𝑖2,𝑖3=0

(𝐹𝑖1𝑖2𝑖3 + 𝐹𝑖3𝑖2𝑖1)
2 +

∞∑︁
𝑖2=0

(︂ ∞∑︁
𝑖1=0

𝐹𝑖1𝑖2𝑖1

)︂2}︂ 1
2

. �

Пример 5.4. Представить стохастический интеграл Стратоновича S𝒥𝑊 (1122)
T 𝑓(·) кратно-

сти 𝑘 = 4 как сумму кратных стохастических интегралов Ито, а также в виде ортогонального
разложения, 𝑓(·) ∈ 𝐿tr(1122)

2 (T4).

� В данном случае 𝑗1 = 𝑗2 = 1 и 𝑗3 = 𝑗4 = 2, т.е. 𝐽 = {1, 2} и 𝐽 = (1122). Множество пере-
менных T = {𝑡1, 𝑡2, 𝑡3, 𝑡4} и множество индексов I = {𝑖1, 𝑖2, 𝑖3, 𝑖4} разобьем на классы эквива-
лентности (см. пример 4.6):

T/∼ = {{𝑡1, 𝑡2}⏟  ⏞  
T1

, {𝑡3, 𝑡4}⏟  ⏞  
T2

}, I/∼ = {{𝑖1, 𝑖2}⏟  ⏞  
I1

, {𝑖3, 𝑖4}⏟  ⏞  
I2

}, #(1, 𝐽) = #(2, 𝐽) = 2, 𝑀2
𝐽 = 2!2! = 4.

Симметризованная функция 𝑓𝐽(·) согласно формуле (4.57) имеет вид

𝑓𝐽(𝑡1, 𝑡2, 𝑡3, 𝑡4) =
1

𝑀2
𝐽

∑︁
T/∼

𝑓(𝑡1, 𝑡2, 𝑡3, 𝑡4) =

=
1

4

(︀
𝑓(𝑡1, 𝑡2, 𝑡3, 𝑡4) + 𝑓(𝑡2, 𝑡1, 𝑡3, 𝑡4) + 𝑓(𝑡1, 𝑡2, 𝑡4, 𝑡3) + 𝑓(𝑡2, 𝑡1, 𝑡4, 𝑡3)

)︀
и пусть 𝐹𝑖1𝑖2𝑖3𝑖4 — ее коэффициенты разложения (4.63). Кроме того, 𝜁(𝑗𝑙)𝑖𝑙

— независимые случай-
ные величины, имеющие стандартное нормальное распределение, 𝑖𝑙 = 0, 1, 2, . . . и 𝑙 = 1, 2, 3, 4.

Поскольку ⌊#(1, 𝐽)/2⌋ = ⌊#(2, 𝐽)/2⌋ = 1 и 𝑘 − 2(⌊#(1, 𝐽)/2⌋+ ⌊#(2, 𝐽)/2⌋) = 0, следует за-
писать три кратных стохастических интеграла Ито, которые соответствуют всем парам
(𝜈(1), 𝜈(2)) при 𝜈(1) = 0, 1 и 𝜈(2) = 0, 1 за исключением 𝜈(1) = 𝜈(2) = 1, а также константу, соот-
ветствующую значениям 𝜈(1) = 𝜈(2) = 1, — математическое ожидание кратного стохастического
интеграла Стратоновича.

При 𝜈(1) = 𝜈(2) = 0 имеем стохастический интеграл Ито кратности 𝑘 = 4: I𝒥𝑊 (1122)
T 𝑓(·) =

= I𝒥𝑊 (1122)
T 𝑓𝐽(·), система ортогональных случайных величин для его представления — это

Z(1122) = {𝜁(1)𝑖1
* 𝜁(1)𝑖2

* 𝜁(2)𝑖3
* 𝜁(2)𝑖4

}∞𝑖1,𝑖2,𝑖3,𝑖4=0.
Рассмотрим случай 𝜈(1) = 1, 𝜈(2) = 0: 𝐽⟨1,0⟩ = (22). Определим функцию

𝑓⟨1,0⟩(𝑡3, 𝑡4) =

∫︁
T

𝑓𝐽(𝑡1, 𝑡2, 𝑡3, 𝑡4)
⃒⃒⃒
𝑡1=𝑡2

𝑑𝑡1 =

∫︁
T

𝑓𝐽(𝑡1, 𝑡1, 𝑡3, 𝑡4)𝑑𝑡1,

для которой получаем стохастический интеграл Ито кратности 𝑘 = 2: I𝒥𝑊 (22)
T 𝑓⟨1,0⟩(·), систе-

ма ортогональных случайных величин для его представления — это Z(22) = {𝜁(2)𝑖3
* 𝜁(2)𝑖4

}∞𝑖3,𝑖4=0.
В итоговом представлении этот интеграл будет с коэффициентом

𝑟⟨1,0⟩ = ℎ
(𝑖)
𝑖−2

⃒⃒⃒
𝑖=2

=
2!

1!(2− 2)!2
= 1,
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а коэффициенты разложения функции 𝑓⟨1,0⟩(·) вычисляются следующим образом:

𝐹
⟨1,0⟩
𝑖3𝑖4

=
∞∑︁
𝑖1=0

𝐹𝑖1𝑖2𝑖3𝑖4

⃒⃒⃒
𝑖1=𝑖2

=
∞∑︁
𝑖1=0

𝐹𝑖1𝑖1𝑖3𝑖4 .

Далее случай 𝜈(1) = 0, 𝜈(2) = 1: 𝐽⟨0,1⟩ = (11). Определим функцию

𝑓⟨0,1⟩(𝑡1, 𝑡2) =

∫︁
T

𝑓𝐽(𝑡1, 𝑡2, 𝑡3, 𝑡4)
⃒⃒⃒
𝑡3=𝑡4

𝑑𝑡3 =

∫︁
T

𝑓𝐽(𝑡1, 𝑡2, 𝑡3, 𝑡3)𝑑𝑡3,

для нее записываем стохастический интеграл Ито кратности 𝑘 = 2: I𝒥𝑊 (11)
T 𝑓⟨0,1⟩(·), система ор-

тогональных случайных величин для его представления — это Z(11) = {𝜁(1)𝑖1
* 𝜁(1)𝑖2

}∞𝑖1,𝑖2=0. В ито-
говом представлении этот интеграл будет с коэффициентом

𝑟⟨0,1⟩ = ℎ
(𝑖)
𝑖−2

⃒⃒⃒
𝑖=2

=
2!

1!(2− 2)!2
= 1,

а коэффициенты разложения функции 𝑓⟨0,1⟩(·) вычисляются по формуле

𝐹
⟨0,1⟩
𝑖1𝑖2

=
∞∑︁
𝑖3=0

𝐹𝑖1𝑖2𝑖3𝑖4

⃒⃒⃒
𝑖3=𝑖4

=
∞∑︁
𝑖3=0

𝐹𝑖1𝑖2𝑖3𝑖3 .

Наконец, случай 𝜈(1) = 𝜈(2) = 1: 𝐽⟨1,1⟩ = ∅. Определим константу

𝑓⟨1,1⟩ =

∫︁
T2

𝑓𝐽(𝑡1, 𝑡2, 𝑡3, 𝑡4)
⃒⃒⃒
𝑡1=𝑡2,𝑡3=𝑡4

𝑑𝑡1𝑑𝑡3 =

∫︁
T2

𝑓𝐽(𝑡1, 𝑡1, 𝑡3, 𝑡3)𝑑𝑡1𝑑𝑡3,

которая в итоговом представлении будет с коэффициентом

𝑟⟨1,1⟩ = ℎ
(𝑖)
𝑖−2

⃒⃒⃒
𝑖=2
ℎ
(𝑖)
𝑖−2

⃒⃒⃒
𝑖=2

= 1

и ее можно представить следующим образом:

𝐹 ⟨1,1⟩ =
∞∑︁

𝑖1,𝑖3=0

𝐹𝑖1𝑖2𝑖3𝑖4

⃒⃒⃒
𝑖1=𝑖2,𝑖3=𝑖4

=
∞∑︁

𝑖1,𝑖3=0

𝐹𝑖1𝑖1𝑖3𝑖3 .

Следовательно, по теореме 5.4 имеем
S𝒥𝑊 (1122)
T 𝑓(·) = I𝒥𝑊 (1122)

T 𝑓(·) + I𝒥𝑊 (22)
T 𝑓⟨1,0⟩(·) + I𝒥𝑊 (11)

T 𝑓⟨0,1⟩(·) + 𝑓⟨1,1⟩,

где 𝑓⟨1,1⟩ = 𝐹 ⟨1,1⟩ = ES𝒥𝑊 (1122)
T 𝑓(·).

Ортогональный базис Z*𝐽 = Z*(1122) для представления кратных стохастических интегралов
Стратоновича определяется в форме

Z*(1122) = Z(1122) ∪ Z(22) ∪ Z(11) ∪ {1} = {𝜁(1)𝑖1
* 𝜁(1)𝑖2

* 𝜁(2)𝑖3
* 𝜁(2)𝑖4

, 𝜁
(2)
𝑖3
* 𝜁(2)𝑖4

, 𝜁
(1)
𝑖1
* 𝜁(1)𝑖2

, 1}∞𝑖1,𝑖2,𝑖3,𝑖4=0,

и ортогональное разложение интеграла S𝒥𝑊 (1122)
T 𝑓(·) имеет вид

S𝒥𝑊 (1122)
T 𝑓(·) =

∞∑︁
𝑖1,𝑖2,𝑖3,𝑖4=0

𝐹𝑖1𝑖2𝑖3𝑖4 𝜁
(1)
𝑖1
* 𝜁(1)𝑖2

* 𝜁(2)𝑖3
* 𝜁(2)𝑖4

+

+
∞∑︁

𝑖3,𝑖4=0

𝐹
⟨1,0⟩
𝑖3𝑖4

𝜁
(2)
𝑖3
* 𝜁(2)𝑖4

+
∞∑︁

𝑖1,𝑖2=0

𝐹
⟨0,1⟩
𝑖1𝑖2

𝜁
(1)
𝑖1
* 𝜁(1)𝑖2

+ 𝐹 ⟨1,1⟩ =

=
∞∑︁
𝑖1=0

∞∑︁
𝑖2=𝑖1

∞∑︁
𝑖3=0

∞∑︁
𝑖4=𝑖3

4𝐹𝑖1𝑖2𝑖3𝑖4

‖𝜁(1)𝑖1
* 𝜁(1)𝑖2

* 𝜁(2)𝑖3
* 𝜁(2)𝑖4

‖ℒ2

𝜁
(1)
𝑖1
* 𝜁(1)𝑖2

* 𝜁(2)𝑖3
* 𝜁(2)𝑖4

‖𝜁(1)𝑖1
* 𝜁(1)𝑖2

* 𝜁(2)𝑖3
* 𝜁(2)𝑖4

‖ℒ2

+

+
∞∑︁
𝑖3=0

∞∑︁
𝑖4=𝑖3

2𝐹
⟨1,0⟩
𝑖3𝑖4

‖𝜁(2)𝑖3
* 𝜁(2)𝑖4

‖ℒ2

𝜁
(2)
𝑖3
* 𝜁(2)𝑖4

‖𝜁(2)𝑖3
* 𝜁(2)𝑖4

‖ℒ2

+
∞∑︁
𝑖1=0

∞∑︁
𝑖2=𝑖1

2𝐹
⟨0,1⟩
𝑖1𝑖2

‖𝜁(1)𝑖1
* 𝜁(1)𝑖2

‖ℒ2

𝜁
(1)
𝑖1
* 𝜁(1)𝑖2

‖𝜁(1)𝑖1
* 𝜁(1)𝑖2

‖ℒ2

+ 𝐹 ⟨1,1⟩

с учетом результатов, изложенных в этом разделе для кратных стохастических интегралов
Ито. �
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5.5. Повторные стохастические интегралы

Все приведенные выше формулы для кратных стохастических интегралов Ито и Страто-
новича по винеровским процессам справедливы для повторных стохастических интегралов,
в частности для интегралов вида∫︁
T

. . .

∫︁ 𝑡3

𝑡0

∫︁ 𝑡2

𝑡0

𝑓(𝑡1, . . . , 𝑡𝑘)𝑑𝑊𝑗1(𝑡1) . . . 𝑑𝑊𝑗𝑘(𝑡𝑘) =

∫︁
T𝑘

𝑓(𝑡1, . . . , 𝑡𝑘)𝑑𝑊𝑗1(𝑡1) . . . 𝑑𝑊𝑗𝑘(𝑡𝑘),∫︁
T

. . .

∫︁ 𝑡3

𝑡0

∫︁ 𝑡2

𝑡0

𝑓(𝑡1, . . . , 𝑡𝑘) ∘ 𝑑𝑊𝑗1(𝑡1) ∘ . . . ∘ 𝑑𝑊𝑗𝑘(𝑡𝑘) =

∫︁
T𝑘

𝑓(𝑡1, . . . , 𝑡𝑘) ∘ 𝑑𝑊𝑗1(𝑡1) ∘ . . . ∘ 𝑑𝑊𝑗𝑘(𝑡𝑘),

где

𝑓(𝑡1, . . . , 𝑡𝑘) = k(𝑡1, . . . , 𝑡𝑘)𝑓(𝑡1, . . . , 𝑡𝑘) =

{︃
𝑓(𝑡1, . . . , 𝑡𝑘), 𝑡1 < . . . < 𝑡𝑘,

0 в остальных случаях,

а функция k(·) определяется формулой (4.15). Повторные стохастические интегралы Ито и
Стратоновича могут рассматриваться как соответствующие кратные стохастические интегра-
лы при переходе от функции 𝑓(·) к симметризованной функции 𝑓𝐽(·) по формуле (4.57).

Область определения повторного стохастического интеграла Ито — это пространство
𝐿2(T

𝑘), а для повторного стохастического интеграла Стратоновича по винеровским процес-
сам в качестве области определения естественнее взять пространство 𝐿

𝑖 tr(𝑗1...𝑗𝑘)
2 (T𝑘) вместо

𝐿
tr(𝑗1...𝑗𝑘)
2 (T𝑘). Например, согласно теореме 4.6 функция (4.24) принадлежит пространству

𝐿
𝑖 tr(𝑗1...𝑗𝑘)
2 (T𝑘) для любых 𝑗1, . . . , 𝑗𝑘 = 1, 2, . . . , 𝑠.

Для функций, удовлетворяющих условию (4.61), справедливо равенство (4.62). Это означа-
ет, что для повторных стохастических интегралов Ито по винеровким процессам выполняется
свойство изометрии (см. также формулу (2.41)):

E
(︀
I𝒥𝑊 (𝑗1...𝑗𝑘)
T 𝑓(·)

)︀2
= ‖I𝒥𝑊 (𝑗1...𝑗𝑘)

T 𝑓(·)‖2ℒ2
= ‖𝑓(·)‖2𝐿2(T𝑘) =

∞∑︁
𝑖1,...,𝑖𝑘=0

𝐹 2
𝑖1...𝑖𝑘

, (5.65)

где 𝐹𝑖1...𝑖𝑘 — коэффициенты разложения (4.4) функции 𝑓(·) по функциям базисной системы
{𝑞(𝑖1, ·)⊗ . . .⊗ 𝑞(𝑖𝑘, ·)}∞𝑖1,...,𝑖𝑘=0 пространства 𝐿2(T

𝑘):

𝐹𝑖1...𝑖𝑘 =
(︀
𝑞(𝑖1, ·)⊗ . . .⊗ 𝑞(𝑖𝑘, ·), 𝑓(·)

)︀
𝐿2(T𝑘)

=

∫︁
T𝑘

𝑞(𝑖1, 𝑡1) . . . 𝑞(𝑖𝑘, 𝑡𝑘)𝑓(𝑡1, . . . , 𝑡𝑘)𝑑𝑡1 . . . 𝑑𝑡𝑘 =

=

∫︁
T

. . .

∫︁ 𝑡3

𝑡0

∫︁ 𝑡2

𝑡0

𝑞(𝑖1, 𝑡1) . . . 𝑞(𝑖𝑘, 𝑡𝑘)𝑓(𝑡1, . . . , 𝑡𝑘)𝑑𝑡1 . . . 𝑑𝑡𝑘.

Пример 5.5. Найти повторные стохастические интегралы Ито и Стратоновича∫︁
T

. . .

∫︁ 𝑡3

0

∫︁ 𝑡2

0

𝑑𝑊 (𝑡1) . . . 𝑑𝑊 (𝑡𝑘),

∫︁
T

. . .

∫︁ 𝑡3

0

∫︁ 𝑡2

0

𝑑𝑊 (𝑡1) ∘ . . . ∘ 𝑑𝑊 (𝑡𝑘),

где 𝑊 (·) — винеровский процесс, используя спектральную форму математического описания
и базисные систем (1.5)– (1.9), заданные на отрезке T = [0, 𝑇 ].

� Отметим, что

I𝒥𝑊 (𝑗1...𝑗𝑘)
T k(·) =

∫︁
T

. . .

∫︁ 𝑡3

0

∫︁ 𝑡2

0

𝑑𝑊𝑗1(𝑡1) . . . 𝑑𝑊𝑗𝑘(𝑡𝑘),

S𝒥𝑊 (𝑗1...𝑗𝑘)
T k(·) =

∫︁
T

. . .

∫︁ 𝑡3

0

∫︁ 𝑡2

0

𝑑𝑊𝑗1(𝑡1) ∘ . . . ∘ 𝑑𝑊𝑗𝑘(𝑡𝑘)
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при условии 𝑗1 = . . . = 𝑗𝑘 и 𝑊 (·) = 𝑊𝑗1(·) = . . . = 𝑊𝑗𝑘(·), функция k(·) задается формулой
(4.15).

В данном примере множество 𝐽 состоит из одного элемента 𝑗1: |𝐽 | = 1, поэтому из фор-
мулы (4.58) получаем 𝑀2

𝐽
= 𝑘!. Таким образом, функция k𝐽(·) = ⟨k(·)⟩𝐽 , полученная из k(·) с

помощью симметризации (4.57) — это функция, значения которой отличаются от константы
1/𝑘! на множестве нулевой меры и, следовательно, в пространстве 𝐿2(T

𝑘) можно положить
k𝐽(𝑡1, . . . , 𝑡𝑘) ≡ 1/𝑘!.

В примере 4.1 представлена спектральная характеристика 1⊗𝑘 функции 𝑓(𝑡1, . . . , 𝑡𝑘) ≡ 1

относительно базисных систем (1.5)– (1.9), заданных на отрезке T = [0, 𝑇 ]. С учетом свойства
линейности (4.9) делаем вывод, что среди коэффициентов разложения (4.4) функции k𝐽(·) есть
только один ненулевой элемент: K̃0...0 =

√
𝑇 𝑘/𝑘!, поэтому согласно формулам (5.25) и (5.51)

(или (5.62)) находим

S𝒥𝑊 (𝑗1...𝑗𝑘)
T k(·) =

1√
𝑘!

∞∑︁
𝑖1,...,𝑖𝑘=0

K̃𝑖1...𝑖𝑘 𝜁𝑖1 . . . 𝜁𝑖𝑘 =

√
𝑇 𝑘

𝑘!
𝜁0 . . . 𝜁0 =

√
𝑇 𝑘

𝑘!
𝜁𝑘0 ,

где {𝜁𝑖}∞𝑖=0 — независимые случайные величины, имеющие стандартное нормальное распреде-
ление (очевидно, здесь достаточно одной случайной величины 𝜁0).

Применяя формулы (5.26) и (5.32) (или (5.47)), можно записать

I𝒥𝑊 (𝑗1...𝑗𝑘)
T k(·) =

∞∑︁
𝑖1,...,𝑖𝑘=0

K̃𝑖1...𝑖𝑘 𝜁𝑖1 * . . . * 𝜁𝑖𝑘 =

√
𝑇 𝑘

𝑘!
𝜁0 * . . . * 𝜁0 =

√
𝑇 𝑘

𝑘!
𝐻𝑘(𝜁0),

где 𝐻𝑘(·) — полином Эрмита (5.8).
Рассматриваемые повторные стохастические интегралы Ито и Стратоновича представля-

ются в виде [77,300]

I𝒥𝑊 (𝑗1...𝑗𝑘)
T k(·) =

√
𝑇 𝑘

𝑘!
𝐻𝑘(𝜁0) =

√
𝑇 𝑘

⌊𝑘/2⌋∑︁
𝑖=0

(−1)𝑖𝜁𝑘−2𝑖
0

𝑖!(𝑘 − 2𝑖)!2𝑖
,

S𝒥𝑊 (𝑗1...𝑗𝑘)
T k(·) =

√
𝑇 𝑘

𝑘!
(𝜁0)

𝑘 =
√
𝑇 𝑘

⌊𝑘/2⌋∑︁
𝑖=0

𝐻𝑘−2𝑖(𝜁0)

𝑖!(𝑘 − 2𝑖)!2𝑖
,

причем последнее соотношение — это разложение Ху–Мейера (5.64) (см. п. 6 замечаний 5.3,
а также разд. 2.3 и пример 2.12). �

5.6. Моменты типовых повторных стохастических интегралов

В этом разделе найдем первые два момента повторных стохастических интегралов Ито и
Стратоновича (математическое ожидание и второй начальный момент) по винеровским про-
цессам от функции k(·), заданной формулой (4.15). Кратность 𝑘 интегралов Ито предполага-
ется произвольной: 𝑘 = 2, 3, 4, . . . , а для интегралов Стратоновича остановимся на значениях
𝑘 = 2, 3, 4. Не ограничивая общности рассуждений, далее будем предполагать, что 𝑡0 = 0 и
𝑇 = 1, т.е. T = [0, 1].

Одно из основных свойств кратных стохастических интегралов Ито (повторные интегралы
здесь рассматриваются как частный случай кратных) состоит в том, что их математические
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ожидания равны нулю для произвольной функции 𝑓(·) ∈ 𝐿2(T
𝑘) [287]. Для функции (4.15)

второй начальный момент кратного стохастического интеграла совпадает с квадратом нормы
этой функции, т.е. для функции k(·) это объем симплекса в пространстве R𝑛, на котором она
принимает значение 1 (см. разд. 5.5):

‖k(·)‖2𝐿2(T𝑘) = mes
{︀

(𝑡1, . . . , 𝑡𝑘) ∈ T𝑘 : k(𝑡1, . . . , 𝑡𝑘) = 1
}︀

=
1

𝑘!
,

следовательно,
E I𝒥𝑊 (𝑗1...𝑗𝑘)

T k(·) = 0, E
(︀
I𝒥𝑊 (𝑗1...𝑗𝑘)
T k(·)

)︀2
=

1

𝑘!
(5.66)

при любых значениях 𝑗1, . . . , 𝑗𝑘 = 1, 2, . . . , 𝑠.
Для кратных стохастических интегралов Стратоновича вычисление первых двух момен-

тов сложнее. Результат зависит не только от кратности 𝑘, но и от значений 𝑗1, . . . , 𝑗𝑘 (от их
равенств или неравенств в разных комбинациях), кроме того, в общем случае математиче-
ское ожидание интеграла Стратоновича не равно нулю. Рассмотрим различные варианты при
𝑘 = 2, 3, 4, опираясь на теоремы 5.3 и 5.4.

Кратность 𝑘 = 2

Пусть k(𝑡1, 𝑡2) = 1(𝑡2 − 𝑡1) — функция, заданная формулой (4.15). При 𝑗1 ̸= 𝑗2 кратные сто-
хастические интегралы Ито и Стратоновича совпадают:

S𝒥𝑊 (𝑗1𝑗2)
T k(·) = I𝒥𝑊 (𝑗1𝑗2)

T k(·),

ES𝒥𝑊 (𝑗1𝑗2)
T k(·) = E I𝒥𝑊 (𝑗1𝑗2)

T k(·) = 0, E
(︀
S𝒥𝑊 (𝑗1𝑗2)
T k(·)

)︀2
= E

(︀
I𝒥𝑊 (𝑗1𝑗2)
T k(·)

)︀2
=

1

2!
=

1

2
.

Далее рассмотрим случай 𝑗1 = 𝑗2. Соответствующая симметризованная функция k𝐽(·) для
k(·) (см. формулу (4.57)) отличается от непрерывной функции 𝑓(𝑡1, 𝑡2) ≡ 1/2 на множестве
нулевой меры и, следовательно, в пространстве 𝐿2(T

2) можно положить k𝐽(𝑡1, 𝑡2) ≡ 1/2 (см.
пример 4.5):

‖k𝐽(·)‖2𝐿2(T2) =
‖k(·)‖2𝐿2(T2)

𝑀2
𝐽

=
1

4
(𝑀2

𝐽 = 2).

Используя теорему 5.4, при 𝑗1 = 𝑗2 находим (см. также формулу Ху –Мейера (5.64))
S𝒥𝑊 (𝑗1𝑗1)
T k(·) = I𝒥𝑊 (𝑗1𝑗1)

T k(·) + k⟨1⟩,

где

k⟨1⟩ =

∫︁ 1

0

k𝐽(𝑡1, 𝑡1)𝑑𝑡1 =
1

2

∫︁ 1

0

𝑑𝑡1 =
1

2
,

следовательно,

ES𝒥𝑊 (𝑗1𝑗1)
T k(·) = k⟨1⟩ =

1

2
, E

(︀
S𝒥𝑊 (𝑗1𝑗1)
T k(·)

)︀2
= E

(︀
I𝒥𝑊 (𝑗1𝑗1)
T k(·)

)︀2
+ k2

⟨1⟩ =
1

2
+

1

4
=

3

4
.

Зам е ч а н и е 5.4. Если понимать интегральный след k⟨1⟩ в смысле формул (4.73) или
(4.74), то не имеет значения, каким образом функция k𝐽(·) определена на множестве нуле-
вой меры 𝐷 = {(𝑡, 𝑡) ∈ T2}. Величина k⟨1⟩ зависит от значений функции k𝐽(·) в окрестности
точек множества 𝐷, т.е. ∫︁ 1

0

k𝐽(𝑡1, 𝑡1)𝑑𝑡1 =
1

2
,
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если

k𝐽(𝑡1, 𝑡2) ≡
1

2
или k𝐽(𝑡1, 𝑡2) =

1(𝑡2 − 𝑡1) + 1(𝑡1 − 𝑡2)
2

=

{︃
1/2, 𝑡1 ̸= 𝑡2,

0, 𝑡1 = 𝑡2,

более того, такой же результат будет и для исходной функции k(·):∫︁ 1

0

k(𝑡1, 𝑡1)𝑑𝑡1 =
1

2
,

а также для любой функции k(·) из класса эквивалентности ⟨k(·)⟩𝐽 (см. п. 3 замечаний 5.2 и
формулу (5.48)).

Если понимать интегральный след в обычном смысле (для поточечно определенных функ-
ций), то вместо функции k(·) для стохастического интеграла Стратоновича кратности 𝑘 = 2 в
книге [305] предложено использовать функцию

k*(𝑡1, 𝑡2) = 1(𝑡2 − 𝑡1) +
(𝑡1 = 𝑡2)

2
=

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
1, 𝑡1 < 𝑡2,

1/2, 𝑡1 = 𝑡2,

0, 𝑡1 > 𝑡2,

∫︁ 1

0

k*(𝑡1, 𝑡1)𝑑𝑡1 =
1

2
,

где (𝑡1 = 𝑡2) = 1 при 𝑡1 = 𝑡2 и (𝑡1 = 𝑡2) = 0 при 𝑡1 ̸= 𝑡2.
Аналогичные замечания справедливы и для кратности 𝑘 > 2, но они далее не приводятся.

Все интегральные следы понимаются согласно формулам (4.73) или (4.74) без явного приме-
нения усредняющего оператора для упрощения записи.

Кратность 𝑘 = 3

Пусть k(𝑡1, 𝑡2, 𝑡3) = 1(𝑡2 − 𝑡1)1(𝑡3 − 𝑡2) — функция, заданная формулой (4.15). Когда зна-
чения 𝑗1, 𝑗2, 𝑗3 попарно различны, кратные стохастические интегралы Ито и Стратоновича
совпадают (см. пример 5.3):

S𝒥𝑊 (𝑗1𝑗2𝑗3)
T k(·) = I𝒥𝑊 (𝑗1𝑗2𝑗3)

T k(·),

ES𝒥𝑊 (𝑗1𝑗2𝑗3)
T k(·) = E I𝒥𝑊 (𝑗1𝑗2𝑗3)

T k(·) = 0, E
(︀
S𝒥𝑊 (𝑗1𝑗2𝑗3)
T k(·)

)︀2
= E

(︀
I𝒥𝑊 (𝑗1𝑗2𝑗3)
T k(·)

)︀2
=

1

3!
=

1

6
.

Далее рассмотрим случай 𝑗1 = 𝑗2 ̸= 𝑗3. Соответствующая симметризованная функция k𝐽(·)
для k(·) имеет вид

k𝐽(𝑡1, 𝑡2, 𝑡3) =
1(𝑡2 − 𝑡1)1(𝑡3 − 𝑡2) + 1(𝑡1 − 𝑡2)1(𝑡3 − 𝑡1)

2
=

1(𝑡3 −max{𝑡1, 𝑡2})
2

,

k𝐽(𝑡1, 𝑡2, 𝑡3)
⃒⃒⃒
𝑡1=𝑡2

=
1(𝑡3 − 𝑡1)

2
, ‖k𝐽(·)‖2𝐿2(T3) =

‖k(·)‖2𝐿2(T3)

𝑀2
𝐽

=
1

12
(𝑀2

𝐽 = 2).

По теореме 5.4 получаем
S𝒥𝑊 (𝑗1𝑗1𝑗3)
T k(·) = I𝒥𝑊 (𝑗1𝑗1𝑗3)

T k(·) + I𝒥𝑊 (𝑗3)
T k⟨1⟩(·),

где

k⟨1⟩(𝑡3) =

∫︁ 1

0

k𝐽(𝑡1, 𝑡1, 𝑡3)𝑑𝑡1 =

∫︁ 1

0

1(𝑡3 − 𝑡1)
2

𝑑𝑡1 =
1

2

∫︁ 𝑡3

0

𝑑𝑡1 =
𝑡3
2
,

E I𝒥𝑊 (𝑗3)
T k⟨1⟩(·) = 0, E

(︀
I𝒥𝑊 (𝑗3)
T k⟨1⟩(·)

)︀2
= ‖k⟨1⟩(·)‖2𝐿2(T)

=

∫︁ 1

0

(︂
𝑡3
2

)︂2

𝑑𝑡3 =
1

12
,
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следовательно,

ES𝒥𝑊 (𝑗1𝑗1𝑗3)
T k(·) = 0,

E
(︀
S𝒥𝑊 (𝑗1𝑗1𝑗3)
T k(·)

)︀2
= E

(︀
I𝒥𝑊 (𝑗1𝑗1𝑗3)
T k(·)

)︀2
+ E

(︀
I𝒥𝑊 (𝑗3)
T k⟨1⟩(·)

)︀2
=

1

6
+

1

12
=

1

4
.

Перейдем к случаю 𝑗1 = 𝑗3 ̸= 𝑗2. Соответствующая симметризованная функция k𝐽(·):

k𝐽(𝑡1, 𝑡2, 𝑡3) =
1(𝑡2 − 𝑡1)1(𝑡3 − 𝑡2) + 1(𝑡2 − 𝑡3)1(𝑡1 − 𝑡2)

2
=

(1(𝑡2 − 𝑡1)− 1(𝑡2 − 𝑡3))2

2
,

k𝐽(𝑡1, 𝑡2, 𝑡3)
⃒⃒⃒
𝑡1=𝑡3
≡ 0, ‖k𝐽(·)‖2𝐿2(T3) =

‖k(·)‖2𝐿2(T3)

𝑀2
𝐽

=
1

12
(𝑀2

𝐽 = 2),

так как

1(𝑡2 − 𝑡1)1(𝑡3 − 𝑡2) + 1(𝑡2 − 𝑡3)1(𝑡1 − 𝑡2) = 1(𝑡2 − 𝑡1)
(︀
1− 1(𝑡2 − 𝑡3)

)︀
+ 1(𝑡2 − 𝑡3)

(︀
1− 1(𝑡2 − 𝑡1)

)︀
=

= 1(𝑡2 − 𝑡1)− 2 · 1(𝑡2 − 𝑡1)1(𝑡2 − 𝑡3)
)︀

+ 1(𝑡2 − 𝑡3) =

=
(︀
1(𝑡2 − 𝑡1)

)︀2 − 2 · 1(𝑡2 − 𝑡1)1(𝑡2 − 𝑡3)
)︀

+
(︀
1(𝑡2 − 𝑡3)

)︀2
.

Согласно теореме 5.4 (см. также пример 5.3)
S𝒥𝑊 (𝑗1𝑗2𝑗1)
T k(·) = I𝒥𝑊 (𝑗1𝑗2𝑗1)

T k(·) + I𝒥𝑊 (𝑗2)
T k⟨1⟩(·),

где

k⟨1⟩(𝑡2) =

∫︁ 1

0

k𝐽(𝑡1, 𝑡2, 𝑡1)𝑑𝑡1 ≡ 0,

т.е.
S𝒥𝑊 (𝑗1𝑗2𝑗1)
T k(·) = I𝒥𝑊 (𝑗1𝑗2𝑗1)

T k(·), ES𝒥𝑊 (𝑗1𝑗2𝑗1)
T k(·) = 0, E

(︀
S𝒥𝑊 (𝑗1𝑗2𝑗1)
T k(·)

)︀2
=

1

6
.

Следующий вариант 𝑗1 ̸= 𝑗2 = 𝑗3. Соответствующая симметризованная функция k𝐽(·):

k𝐽(𝑡1, 𝑡2, 𝑡3) =
1(𝑡2 − 𝑡1)1(𝑡3 − 𝑡2) + 1(𝑡3 − 𝑡1)1(𝑡2 − 𝑡3)

2
=

1(min{𝑡2, 𝑡3} − 𝑡1)
2

,

k𝐽(𝑡1, 𝑡2, 𝑡3)
⃒⃒⃒
𝑡2=𝑡3

=
1(𝑡2 − 𝑡1)

2
, ‖k𝐽(·)‖2𝐿2(T3) =

‖k(·)‖2𝐿2(T3)

𝑀2
𝐽

=
1

12
(𝑀2

𝐽 = 2).

Из теоремы 5.4 следует, что
S𝒥𝑊 (𝑗1𝑗2𝑗2)
T k(·) = I𝒥𝑊 (𝑗1𝑗2𝑗2)

T k(·) + I𝒥𝑊 (𝑗1)
T k⟨1⟩(·),

где

k⟨1⟩(𝑡1) =

∫︁ 1

0

k𝐽(𝑡1, 𝑡2, 𝑡2)𝑑𝑡2 =

∫︁ 1

0

1(𝑡2 − 𝑡1)
2

𝑑𝑡2 =
1

2

∫︁ 1

𝑡1

𝑑𝑡2 =
1− 𝑡1

2
,

E I𝒥𝑊 (𝑗1)
T k⟨1⟩(·) = 0, E

(︀
I𝒥𝑊 (𝑗1)
T k⟨1⟩(·)

)︀2
= ‖k⟨1⟩(·)‖2𝐿2(T)

=

∫︁ 1

0

(︂
1− 𝑡1

2

)︂2

𝑑𝑡1 =
1

12
,

следовательно,

ES𝒥𝑊 (𝑗1𝑗2𝑗2)
T k(·) = 0,

E
(︀
S𝒥𝑊 (𝑗1𝑗2𝑗2)
T k(·)

)︀2
= E

(︀
I𝒥𝑊 (𝑗1𝑗2𝑗2)
T k(·)

)︀2
+ E

(︀
I𝒥𝑊 (𝑗1)
T k⟨1⟩(·)

)︀2
=

1

6
+

1

12
=

1

4
.

Наконец, рассмотрим случай 𝑗1 = 𝑗2 = 𝑗3. Доопределяя по непрерывности, получаем сим-
метризованную функцию k𝐽(𝑡1, 𝑡2, 𝑡3) ≡ 1/6:

‖k𝐽(·)‖2𝐿2(T3) =
‖k(·)‖2𝐿2(T3)

𝑀2
𝐽

=
1

36
(𝑀2

𝐽 = 6).
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Далее воспользуемся теоремой 5.4 (см. также формулу Ху –Мейера (5.64) и пример 5.3):
S𝒥𝑊 (𝑗1𝑗1𝑗1)
T k(·) = I𝒥𝑊 (𝑗1𝑗1𝑗1)

T k(·) + 3 I𝒥𝑊 (𝑗1)
T k⟨1⟩(·),

где

k⟨1⟩(𝑡3) =

∫︁ 1

0

k𝐽(𝑡1, 𝑡1, 𝑡3)𝑑𝑡1 ≡
1

6
,

E I𝒥𝑊 (𝑗1)
T k⟨1⟩(·) = 0, E

(︀
I𝒥𝑊 (𝑗1)
T k⟨1⟩(·)

)︀2
= ‖k⟨1⟩(·)‖2𝐿2(T)

=

∫︁ 1

0

(︂
1

6

)︂2

𝑑𝑡3 =
1

36
,

следовательно,

ES𝒥𝑊 (𝑗1𝑗1𝑗1)
T k(·) = 0,

E
(︀
S𝒥𝑊 (𝑗1𝑗1𝑗1)
T k(·)

)︀2
= E

(︀
I𝒥𝑊 (𝑗1𝑗1𝑗1)
T k(·)

)︀2
+ 9E

(︀
I𝒥𝑊 (𝑗1)
T k⟨1⟩(·)

)︀2
=

1

6
+

9

36
=

5

12
.

Кратность 𝑘 = 4

Пусть k(𝑡1, 𝑡2, 𝑡3, 𝑡4) = 1(𝑡2 − 𝑡1)1(𝑡3 − 𝑡2)1(𝑡4 − 𝑡3) — функция, заданная формулой (4.15).
Для попарно различных значений 𝑗1, 𝑗2, 𝑗3, 𝑗4 кратные стохастические интегралы Ито и Стра-
тоновича совпадают:

S𝒥𝑊 (𝑗1𝑗2𝑗3𝑗4)
T k(·) = I𝒥𝑊 (𝑗1𝑗2𝑗3𝑗4)

T k(·),

ES𝒥𝑊 (𝑗1𝑗2𝑗3𝑗4)
T k(·) = E I𝒥𝑊 (𝑗1𝑗2𝑗3𝑗4)

T k(·) = 0,

E
(︀
S𝒥𝑊 (𝑗1𝑗2𝑗3𝑗4)
T k(·)

)︀2
= E

(︀
I𝒥𝑊 (𝑗1𝑗2𝑗3𝑗4)
T k(·)

)︀2
=

1

4!
=

1

24
.

Пусть 𝑗1 = 𝑗2, a 𝑗2, 𝑗3, 𝑗4 попарно различны. Соответствующая симметризованная функция
k𝐽(·) для k(·) записывается в форме

k𝐽(𝑡1, 𝑡2, 𝑡3, 𝑡4) =
1(𝑡2 − 𝑡1)1(𝑡3 − 𝑡2)1(𝑡4 − 𝑡3) + 1(𝑡1 − 𝑡2)1(𝑡3 − 𝑡1)1(𝑡4 − 𝑡3)

2
=

=
(1(𝑡2 − 𝑡1)1(𝑡3 − 𝑡2) + 1(𝑡1 − 𝑡2)1(𝑡3 − 𝑡1))1(𝑡4 − 𝑡3)

2
=

1(𝑡3 −max{𝑡1, 𝑡2})1(𝑡4 − 𝑡3)
2

,

k𝐽(𝑡1, 𝑡2, 𝑡3, 𝑡4)
⃒⃒⃒
𝑡1=𝑡2

=
1(𝑡3 − 𝑡1)1(𝑡4 − 𝑡3)

2
, ‖k𝐽(·)‖2𝐿2(T4) =

‖k(·)‖2𝐿2(T4)

𝑀2
𝐽

=
1

48
(𝑀2

𝐽 = 2).

Теорема 5.4 дает следующее разложение:
S𝒥𝑊 (𝑗1𝑗1𝑗3𝑗4)
T k(·) = I𝒥𝑊 (𝑗1𝑗1𝑗3𝑗4)

T k(·) + I𝒥𝑊 (𝑗3𝑗4)
T k⟨1⟩(·),

где

k⟨1⟩(𝑡3, 𝑡4) =

∫︁ 1

0

k𝐽(𝑡1, 𝑡1, 𝑡3, 𝑡4)𝑑𝑡1 =

∫︁ 1

0

1(𝑡3 − 𝑡1)1(𝑡4 − 𝑡3)
2

𝑑𝑡1 =
𝑡31(𝑡4 − 𝑡3)

2
,

E I𝒥𝑊 (𝑗3𝑗4)
T k⟨1⟩(·) = 0, E

(︀
I𝒥𝑊 (𝑗3𝑗4)
T k⟨1⟩(·)

)︀2
= ‖k⟨1⟩(·)‖2𝐿2(T2) =

∫︁ 1

0

∫︁ 1

0

(︂
𝑡31(𝑡4 − 𝑡3)

2

)︂2

𝑑𝑡3𝑑𝑡4 =
1

48
,

следовательно,

ES𝒥𝑊 (𝑗1𝑗1𝑗3𝑗4)
T k(·) = 0,

E
(︀
S𝒥𝑊 (𝑗1𝑗1𝑗3𝑗4)
T k(·)

)︀2
= E

(︀
I𝒥𝑊 (𝑗1𝑗1𝑗3𝑗4)
T k(·)

)︀2
+ E

(︀
I𝒥𝑊 (𝑗3𝑗4)
T k⟨1⟩(·)

)︀2
=

1

24
+

1

48
=

1

16
.

Пусть 𝑗2 = 𝑗3, a 𝑗1, 𝑗2, 𝑗4 попарно различны. Соответствующая симметризованная функция
k𝐽(·):

k𝐽(𝑡1, 𝑡2, 𝑡3, 𝑡4) =
1(𝑡2 − 𝑡1)1(𝑡3 − 𝑡2)1(𝑡4 − 𝑡3) + 1(𝑡3 − 𝑡1)1(𝑡2 − 𝑡3)1(𝑡4 − 𝑡2)

2
=
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=
1(min{𝑡2, 𝑡3} − 𝑡1)1(𝑡4 −max{𝑡2, 𝑡3})

2
,

k𝐽(𝑡1, 𝑡2, 𝑡3, 𝑡4)
⃒⃒⃒
𝑡2=𝑡3

=
1(𝑡2 − 𝑡1)1(𝑡4 − 𝑡2)

2
, ‖k𝐽(·)‖2𝐿2(T4) =

‖k(·)‖2𝐿2(T4)

𝑀2
𝐽

=
1

48
(𝑀2

𝐽 = 2).

Применяем теорему 5.4:
S𝒥𝑊 (𝑗1𝑗2𝑗2𝑗4)
T k(·) = I𝒥𝑊 (𝑗1𝑗2𝑗2𝑗4)

T k(·) + I𝒥𝑊 (𝑗1𝑗4)
T k⟨1⟩(·),

где

k⟨1⟩(𝑡1, 𝑡4) =

∫︁ 1

0

k𝐽(𝑡1, 𝑡2, 𝑡2, 𝑡4)𝑑𝑡2 =

∫︁ 1

0

1(𝑡2 − 𝑡1)1(𝑡4 − 𝑡2)
2

𝑑𝑡2 =
(𝑡4 − 𝑡1)1(𝑡4 − 𝑡1)

2
,

E I𝒥𝑊 (𝑗1𝑗4)
T k⟨1⟩(·) = 0,

E
(︀
I𝒥𝑊 (𝑗1𝑗4)
T k⟨1⟩(·)

)︀2
= ‖k⟨1⟩(·)‖2𝐿2(T2) =

∫︁ 1

0

∫︁ 1

0

(︂
(𝑡4 − 𝑡1)1(𝑡4 − 𝑡1)

2

)︂2

𝑑𝑡1𝑑𝑡4 =
1

48
,

следовательно,

ES𝒥𝑊 (𝑗1𝑗2𝑗2𝑗4)
T k(·) = 0,

E
(︀
S𝒥𝑊 (𝑗1𝑗2𝑗2𝑗4)
T k(·)

)︀2
= E

(︀
I𝒥𝑊 (𝑗1𝑗2𝑗2𝑗4)
T k(·)

)︀2
+ E

(︀
I𝒥𝑊 (𝑗1𝑗4)
T k⟨1⟩(·)

)︀2
=

1

24
+

1

48
=

1

16
.

Пусть 𝑗3 = 𝑗4, a 𝑗1, 𝑗2, 𝑗3 попарно различны. Соответствующая симметризованная функция
k𝐽(·):

k𝐽(𝑡1, 𝑡2, 𝑡3, 𝑡4) =
1(𝑡2 − 𝑡1)1(𝑡3 − 𝑡2)1(𝑡4 − 𝑡3) + 1(𝑡2 − 𝑡1)1(𝑡4 − 𝑡2)1(𝑡3 − 𝑡4)

2
=

=
1(𝑡2 − 𝑡1)

(︀
1(𝑡3 − 𝑡2)1(𝑡4 − 𝑡3) + 1(𝑡4 − 𝑡2)1(𝑡3 − 𝑡4)

)︀
2

=
1(𝑡2 − 𝑡1)1(min{𝑡3, 𝑡4} − 𝑡2)

2
,

k𝐽(𝑡1, 𝑡2, 𝑡3, 𝑡4)
⃒⃒⃒
𝑡3=𝑡4

=
1(𝑡2 − 𝑡1)1(𝑡3 − 𝑡2)

2
, ‖k𝐽(·)‖2𝐿2(T4) =

‖k(·)‖2𝐿2(T4)

𝑀2
𝐽

=
1

48
(𝑀2

𝐽 = 2).

Согласно теореме 5.4
S𝒥𝑊 (𝑗1𝑗2𝑗3𝑗3)
T k(·) = I𝒥𝑊 (𝑗1𝑗2𝑗3𝑗3)

T k(·) + I𝒥𝑊 (𝑗1𝑗2)
T k⟨1⟩(·),

где

k⟨1⟩(𝑡1, 𝑡2) =

∫︁ 1

0

k𝐽(𝑡1, 𝑡2, 𝑡3, 𝑡3)𝑑𝑡3 =

∫︁ 1

0

1(𝑡2 − 𝑡1)1(𝑡3 − 𝑡2)
2

𝑑𝑡3 =
(1− 𝑡2)1(𝑡2 − 𝑡1)

2
,

E I𝒥𝑊 (𝑗1𝑗2)
T k⟨1⟩(·) = 0,

E
(︀
I𝒥𝑊 (𝑗1𝑗2)
T k⟨1⟩(·)

)︀2
= ‖k⟨1⟩(·)‖2𝐿2(T2) =

∫︁ 1

0

∫︁ 1

0

(︂
(1− 𝑡2)1(𝑡2 − 𝑡1)

2

)︂2

𝑑𝑡1𝑑𝑡2 =
1

48
,

следовательно,

ES𝒥𝑊 (𝑗1𝑗2𝑗3𝑗3)
T k(·) = 0,

E
(︀
S𝒥𝑊 (𝑗1𝑗2𝑗3𝑗3)
T k(·)

)︀2
= E

(︀
I𝒥𝑊 (𝑗1𝑗2𝑗3𝑗3)
T k(·)

)︀2
+ E

(︀
I𝒥𝑊 (𝑗1𝑗2)
T k⟨1⟩(·)

)︀2
=

1

24
+

1

48
=

1

16
.

Далее рассмотрим вариант 𝑗1 = 𝑗2 ̸= 𝑗3 = 𝑗4. Соответствующая симметризованная функция
k𝐽(·):

k𝐽(𝑡1, 𝑡2, 𝑡3, 𝑡4) =
1(𝑡2 − 𝑡1)1(𝑡3 − 𝑡2)1(𝑡4 − 𝑡3) + 1(𝑡1 − 𝑡2)1(𝑡3 − 𝑡1)1(𝑡4 − 𝑡3)

4
+

+
1(𝑡2 − 𝑡1)1(𝑡4 − 𝑡2)1(𝑡3 − 𝑡4) + 1(𝑡1 − 𝑡2)1(𝑡4 − 𝑡1)1(𝑡3 − 𝑡4)

4
=

=
1(𝑡3 −max{𝑡1, 𝑡2})1(𝑡4 − 𝑡3) + 1(𝑡2 − 𝑡1)1(min{𝑡3, 𝑡4} − 𝑡2)

4
=

1(min{𝑡3, 𝑡4} −max{𝑡1, 𝑡2})
4

,
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k𝐽(𝑡1, 𝑡2, 𝑡3, 𝑡4)
⃒⃒⃒
𝑡1=𝑡2

=
1(min{𝑡3, 𝑡4} − 𝑡1)

4
, k𝐽(𝑡1, 𝑡2, 𝑡3, 𝑡4)

⃒⃒⃒
𝑡3=𝑡4

=
1(𝑡3 −max{𝑡1, 𝑡2})

4
,

k𝐽(𝑡1, 𝑡2, 𝑡3, 𝑡4)
⃒⃒⃒
𝑡1=𝑡2,𝑡3=𝑡4

=
1(𝑡3 − 𝑡1)

4
, ‖k𝐽(·)‖2𝐿2(T4) =

‖k(·)‖2𝐿2(T4)

𝑀2
𝐽

=
1

96
(𝑀2

𝐽 = 4).

Из теоремы 5.4 получаем (см. пример 5.4)
S𝒥𝑊 (𝑗1𝑗1𝑗3𝑗3)
T k(·) = I𝒥𝑊 (𝑗1𝑗1𝑗3𝑗3)

T k(·) + I𝒥𝑊 (𝑗3𝑗3)
T k⟨1,0⟩(·) + I𝒥𝑊 (𝑗1𝑗1)

T k⟨0,1⟩(·) + k⟨1,1⟩,

где

k⟨1,0⟩(𝑡3, 𝑡4) =

∫︁ 1

0

k𝐽(𝑡1, 𝑡1, 𝑡3, 𝑡4)𝑑𝑡1 =

∫︁ 1

0

1(min{𝑡3, 𝑡4} − 𝑡1)
4

𝑑𝑡1 =
min{𝑡3, 𝑡4}

4
,

k⟨0,1⟩(𝑡1, 𝑡2) =

∫︁ 1

0

k𝐽(𝑡1, 𝑡2, 𝑡3, 𝑡3)𝑑𝑡3 =

∫︁ 1

0

1(𝑡3 −max{𝑡1, 𝑡2})
4

𝑑𝑡3 =
1−max{𝑡1, 𝑡2}

4
,

k⟨1,1⟩ =

∫︁ 1

0

∫︁ 1

0

k𝐽(𝑡1, 𝑡1, 𝑡3, 𝑡3)𝑑𝑡1𝑑𝑡3 =

∫︁ 1

0

∫︁ 1

0

1(𝑡3 − 𝑡1)
4

𝑑𝑡1𝑑𝑡3 =
1

8
,

E I𝒥𝑊 (𝑗3𝑗3)
T k⟨1,0⟩(·) = E I𝒥𝑊 (𝑗1𝑗1)

T k⟨0,1⟩(·) = 0,

E
(︀
I𝒥𝑊 (𝑗3𝑗3)
T k⟨1,0⟩(·)

)︀2
= 𝑀2

(𝑗3𝑗3)⏟  ⏞  
2

‖k⟨1,0⟩(·)‖2𝐿2(T2) = 2

∫︁ 1

0

∫︁ 1

0

(︂
min{𝑡3, 𝑡4}

4

)︂2

𝑑𝑡3𝑑𝑡4 =
1

48
,

E
(︀
I𝒥𝑊 (𝑗1𝑗1)
T k⟨0,1⟩(·)

)︀2
= 𝑀2

(𝑗1𝑗1)⏟  ⏞  
2

‖k⟨0,1⟩(·)‖2𝐿2(T2) = 2

∫︁ 1

0

∫︁ 1

0

(︂
1−max{𝑡1, 𝑡2}

4

)︂2

𝑑𝑡1𝑑𝑡2 =
1

48
,

следовательно,

ES𝒥𝑊 (𝑗1𝑗1𝑗3𝑗3)
T k(·) = k⟨1,1⟩ =

1

8
,

E
(︀
S𝒥𝑊 (𝑗1𝑗1𝑗3𝑗3)
T k(·)

)︀2
= E

(︀
I𝒥𝑊 (𝑗1𝑗1𝑗3𝑗3)
T k(·)

)︀2
+ E

(︀
I𝒥𝑊 (𝑗3𝑗3)
T k⟨1,0⟩(·)

)︀2
+

+ E
(︀
I𝒥𝑊 (𝑗1𝑗1)
T k⟨0,1⟩(·)

)︀2
+ k2

⟨1,1⟩ =
1

24
+

1

48
+

1

48
+

1

64
=

19

192
.

Отметим, что согласно лемме 5.4 вместо функции k⟨1,0⟩(𝑡3, 𝑡4) = min{𝑡3, 𝑡4}/4 можно взять
функции

k′
⟨1,0⟩(𝑡3, 𝑡4) =

𝑡31(𝑡4 − 𝑡3)
2

или k′′
⟨1,0⟩(𝑡3, 𝑡4) =

𝑡41(𝑡3 − 𝑡4)
2

,

так как ⟨k′
⟨1,0⟩(·)⟩𝐽 = ⟨k′′

⟨1,0⟩(·)⟩𝐽 = k⟨1,0⟩(·). Аналогично для функции
k⟨0,1⟩(𝑡1, 𝑡2) = (1−max{𝑡1, 𝑡2})/4:

k′
⟨0,1⟩(𝑡1, 𝑡2) =

(1− 𝑡2)1(𝑡2 − 𝑡1)
2

или k′′
⟨0,1⟩(𝑡1, 𝑡2) =

(1− 𝑡1)1(𝑡1 − 𝑡2)
2

,

поскольку ⟨k′
⟨0,1⟩(·)⟩𝐽 = ⟨k′′

⟨0,1⟩(·)⟩𝐽 = k⟨0,1⟩(·).
Пусть 𝑗1 = 𝑗2 = 𝑗3 ̸= 𝑗4. Соответствующая симметризованная функция k𝐽(·):

k𝐽(𝑡1, 𝑡2, 𝑡3, 𝑡4) =
1(𝑡2 − 𝑡1)1(𝑡3 − 𝑡2)1(𝑡4 − 𝑡3) + 1(𝑡1 − 𝑡2)1(𝑡3 − 𝑡1)1(𝑡4 − 𝑡3)

6
+

+
1(𝑡2 − 𝑡3)1(𝑡1 − 𝑡2)1(𝑡4 − 𝑡1) + 1(𝑡3 − 𝑡1)1(𝑡2 − 𝑡3)1(𝑡4 − 𝑡2)

6
+

+
1(𝑡3 − 𝑡2)1(𝑡1 − 𝑡3)1(𝑡4 − 𝑡1) + 1(𝑡1 − 𝑡3)1(𝑡2 − 𝑡1)1(𝑡4 − 𝑡2)

6
=

=
1(𝑡3 −max{𝑡1, 𝑡2})1(𝑡4 − 𝑡3) + 1(𝑡2 −max{𝑡1, 𝑡3})1(𝑡4 − 𝑡2)

6
+

1(𝑡1 −max{𝑡2, 𝑡3})1(𝑡4 − 𝑡1)
6

.

k𝐽(𝑡1, 𝑡2, 𝑡3, 𝑡4)
⃒⃒⃒
𝑡1=𝑡2

=
1(𝑡3 − 𝑡1)1(𝑡4 − 𝑡3) + 1(𝑡1 − 𝑡3)1(𝑡4 − 𝑡1)

6
=

1(𝑡4 −max{𝑡1, 𝑡3})
6

,
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‖k𝐽(·)‖2𝐿2(T4) =
‖k(·)‖2𝐿2(T4)

𝑀2
𝐽

=
1

144
(𝑀2

𝐽 = 6).

Согласно теореме 5.4
S𝒥𝑊 (𝑗1𝑗1𝑗1𝑗4)
T k(·) = I𝒥𝑊 (𝑗1𝑗1𝑗1𝑗4)

T k(·) + 3 I𝒥𝑊 (𝑗1𝑗4)
T k⟨1⟩(·),

где

k⟨1⟩(𝑡3, 𝑡4) =

∫︁ 1

0

k𝐽(𝑡1, 𝑡1, 𝑡3, 𝑡4)𝑑𝑡1 =

∫︁ 1

0

1(𝑡4 −max{𝑡1, 𝑡3})
6

𝑑𝑡1 =
𝑡41(𝑡4 − 𝑡3)

6
,

E I𝒥𝑊 (𝑗3𝑗4)
T k⟨1⟩(·) = 0,

E
(︀
I𝒥𝑊 (𝑗3𝑗4)
T k⟨1⟩(·)

)︀2
= ‖k⟨1⟩(·)‖2𝐿2(T2) =

∫︁ 1

0

∫︁ 1

0

(︂
𝑡41(𝑡4 − 𝑡3)

6

)︂2

𝑑𝑡3𝑑𝑡4 =
1

144
,

следовательно,

ES𝒥𝑊 (𝑗1𝑗1𝑗1𝑗4)
T k(·) = 0,

E
(︀
S𝒥𝑊 (𝑗1𝑗1𝑗1𝑗4)
T k(·)

)︀2
= E

(︀
I𝒥𝑊 (𝑗1𝑗1𝑗1𝑗4)
T k(·)

)︀2
+ 9E

(︀
I𝒥𝑊 (𝑗1𝑗4)
T k⟨1⟩(·)

)︀2
=

1

24
+

9

144
=

5

48
.

Пусть 𝑗1 ̸= 𝑗2 = 𝑗3 = 𝑗4. Соответствующая симметризованная функция k𝐽(·):

k𝐽(𝑡1, 𝑡2, 𝑡3, 𝑡4) =
1(𝑡2 − 𝑡1)1(𝑡3 − 𝑡2)1(𝑡4 − 𝑡3) + 1(𝑡3 − 𝑡1)1(𝑡2 − 𝑡3)1(𝑡4 − 𝑡2)

6
+

+
1(𝑡4 − 𝑡1)1(𝑡3 − 𝑡4)1(𝑡2 − 𝑡3) + 1(𝑡2 − 𝑡1)1(𝑡4 − 𝑡2)1(𝑡3 − 𝑡4)

6
+

+
1(𝑡3 − 𝑡1)1(𝑡4 − 𝑡3)1(𝑡2 − 𝑡4) + 1(𝑡4 − 𝑡1)1(𝑡2 − 𝑡4)1(𝑡3 − 𝑡2)

6
=

=
1(𝑡2 − 𝑡1)1(min{𝑡3, 𝑡4} − 𝑡2) + 1(𝑡3 − 𝑡1)1(min{𝑡2, 𝑡4} − 𝑡3)

6
+

1(𝑡4 − 𝑡1)1(min{𝑡2, 𝑡3} − 𝑡4)
6

.

k𝐽(𝑡1, 𝑡2, 𝑡3, 𝑡4)
⃒⃒⃒
𝑡2=𝑡3

=
1(𝑡2 − 𝑡1)1(𝑡4 − 𝑡2) + 1(𝑡4 − 𝑡1)1(𝑡2 − 𝑡4)

6
=

1(min{𝑡2, 𝑡4} − 𝑡1)
6

,

‖k𝐽(·)‖2𝐿2(T4) =
‖k(·)‖2𝐿2(T4)

𝑀2
𝐽

=
1

144
(𝑀2

𝐽 = 6).

По теореме 5.4 имеем
S𝒥𝑊 (𝑗1𝑗2𝑗2𝑗2)
T k(·) = I𝒥𝑊 (𝑗1𝑗2𝑗2𝑗2)

T k(·) + 3 I𝒥𝑊 (𝑗1𝑗2)
T k⟨1⟩(·),

где

k⟨1⟩(𝑡1, 𝑡4) =

∫︁ 1

0

k𝐽(𝑡1, 𝑡2, 𝑡2, 𝑡4)𝑑𝑡2 =

∫︁ 1

0

1(min{𝑡2, 𝑡4} − 𝑡1)
6

𝑑𝑡2 =
(1− 𝑡1)1(𝑡4 − 𝑡1)

6
,

E I𝒥𝑊 (𝑗1𝑗4)
T k⟨1⟩(·) = 0,

E
(︀
I𝒥𝑊 (𝑗1𝑗4)
T k⟨1⟩(·)

)︀2
= ‖k⟨1⟩(·)‖2𝐿2(T2) =

∫︁ 1

0

∫︁ 1

0

(︂
(1− 𝑡1)1(𝑡4 − 𝑡1)

6

)︂2

𝑑𝑡1𝑑𝑡4 =
1

144
,

следовательно,

ES𝒥𝑊 (𝑗1𝑗2𝑗2𝑗2)
T k(·) = 0,

E
(︀
S𝒥𝑊 (𝑗1𝑗2𝑗2𝑗2)
T k(·)

)︀2
= E

(︀
I𝒥𝑊 (𝑗1𝑗2𝑗2𝑗2)
T k(·)

)︀2
+ 9E

(︀
I𝒥𝑊 (𝑗1𝑗2)
T k⟨1⟩(·)

)︀2
=

1

24
+

9

144
=

5

48
.

Наконец, перейдем к случаю 𝑗1 = 𝑗2 = 𝑗3 = 𝑗4. Доопределяя по непрерывности, получаем
симметризованную функцию k𝐽(𝑡1, 𝑡2, 𝑡3, 𝑡4) ≡ 1/24:

‖k𝐽(·)‖2𝐿2(T4) =
‖k(·)‖2𝐿2(T4)

𝑀2
𝐽

=
1

576
(𝑀2

𝐽 = 24).
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Далее применим теорему 5.4 (см. также формулу Ху –Мейера (5.64)):
S𝒥𝑊 (𝑗1𝑗1𝑗1𝑗1)
T k(·) = I𝒥𝑊 (𝑗1𝑗1𝑗1𝑗1)

T k(·) + 6 I𝒥𝑊 (𝑗1𝑗1)
T k⟨1⟩(·) + 3k⟨2⟩,

где

k⟨1⟩(𝑡3, 𝑡4) =

∫︁ 1

0

∫︁ 1

0

k𝐽(𝑡1, 𝑡1, 𝑡3, 𝑡4)𝑑𝑡1 ≡
1

24
, k⟨2⟩ =

∫︁ 1

0

∫︁ 1

0

k𝐽(𝑡1, 𝑡1, 𝑡3, 𝑡3)𝑑𝑡1𝑑𝑡3 =
1

24
,

E I𝒥𝑊 (𝑗3𝑗3)
T k⟨1⟩(·) = 0, E

(︀
I𝒥𝑊 (𝑗3𝑗3)
T k⟨1⟩(·)

)︀2
= 𝑀2

(𝑗3𝑗3)⏟  ⏞  
2

‖k⟨1⟩(·)‖2𝐿2(T2) = 2

∫︁ 1

0

∫︁ 1

0

(︂
1

24

)︂2

𝑑𝑡3𝑑𝑡4 =
2

576
,

следовательно,

ES𝒥𝑊 (𝑗1𝑗1𝑗1𝑗1)
T k(·) = 3k⟨2⟩ =

1

8
, E

(︀
S𝒥𝑊 (𝑗1𝑗1𝑗1𝑗1)
T k(·)

)︀2
= E

(︀
I𝒥𝑊 (𝑗1𝑗1𝑗1𝑗1)
T k(·)

)︀2
+

+ 36E
(︀
I𝒥𝑊 (𝑗1𝑗1)
T k⟨1⟩(·)

)︀2
+ 9k2

⟨2⟩ =
1

24
+

72

576
+

9

576
=

35

192
.

Для остальных вариантов значений 𝑗1, 𝑗2, 𝑗3, 𝑗4 кратные стохастические интегралы Ито и
Стратоновича совпадают, как и для попарно различных 𝑗1, 𝑗2, 𝑗3, 𝑗4.

Во всех рассмотренных вариантах выполняется равенство ‖k(·)‖𝐿2(T𝑘) = ‖ tr𝜛 k(·)‖𝐿2(T𝑘−2𝛾),
в правой части которого использованы обозначения из разд. 4.4, в частности формулы (4.69),
(4.73) и (4.74).

Подчеркнем, что полученные выше результаты соответствуют условию T = [0, 1], т.е. 𝑇 = 1.
Для произвольного 𝑇 > 0 указанные в табл. 5.3 и 5.4 величины достаточно умножить на коэф-
фициент

√
𝑇 𝑘 для математического ожидания и на коэффициент 𝑇 𝑘 для второго начального

момента. Это можно доказать, применяя свойство самоподобия винеровского процесса [87,239].
Для отрезка T = [𝑡0, 𝑇 ] соответствующие коэффициенты равны

√︀
(𝑇 − 𝑡0)𝑘 и (𝑇 − 𝑡0)𝑘.

Проиллюстрируем методику нахождения первых двух моментов повторных стохастических
интегралов Ито и Стратоновича от линейных комбинаций функции k𝜓(·), заданных формулой
(4.24) с дополнительным условием (4.26), следующим примером.

Пример 5.6. Найти первые два момента повторных стохастических интегралов Страто-
новича S𝒥𝑊 (𝑗1𝑗2)

T k10(·), S𝒥𝑊 (𝑗1𝑗2)
T

(︀
k01(·)− k10(·)

)︀
, S𝒥𝑊 (𝑗1𝑗2)

T

(︀
𝑇 k(·)− k01(·)

)︀
, кратности 𝑘 = 2 при

условии T = [0, 𝑇 ], т.е. 𝑡0 = 0, где

k10(𝑡1, 𝑡2) = 𝑡11(𝑡2 − 𝑡1), k01(𝑡1, 𝑡2) = 𝑡21(𝑡2 − 𝑡1), k(𝑡1, 𝑡2) = 1(𝑡2 − 𝑡1).

� Сначала рассмотрим интеграл S𝒥𝑊 (𝑗1𝑗2)
T k10(·). При 𝑗1 ̸= 𝑗2 он совпадает с повторным

стохастическим интегралом Ито I𝒥𝑊 (𝑗1𝑗2)
T k10(·), следовательно,

ES𝒥𝑊 (𝑗1𝑗2)
T k10(·) = E I𝒥𝑊 (𝑗1𝑗2)

T k10(·) = 0,

E
(︀
S𝒥𝑊 (𝑗1𝑗2)
T k10(·)

)︀2
= E

(︀
I𝒥𝑊 (𝑗1𝑗2)
T k10(·)

)︀2
= ‖k10(·)‖2𝐿2(T2) =

=

∫︁ 𝑇

0

∫︁ 𝑇

0

𝑡211(𝑡2 − 𝑡1)𝑑𝑡1𝑑𝑡2 =

∫︁ 𝑇

0

∫︁ 𝑡2

0

𝑡21𝑑𝑡1𝑑𝑡2 =
1

3

∫︁ 𝑇

0

𝑡32𝑑𝑡2 =
𝑇 4

12
.

При 𝑗1 = 𝑗2 симметризованная функция k10𝐽(·) для k10(·) получена в примере 4.5 (см. также
табл. 4.1): k10𝐽(𝑡1, 𝑡2) = min{𝑡1, 𝑡2}/2, и согласно теореме 5.4 при 𝑗1 = 𝑗2, а также формуле Ху –
Мейера (5.64) имеем

S𝒥𝑊 (𝑗1𝑗1)
T k10(·) = I𝒥𝑊 (𝑗1𝑗1)

T k10(·) + k10⟨1⟩,



349

Таблица 5.3. Моменты повторных стохастических интегралов Ито

Кратность EI𝒥𝑊 (𝑗1...𝑗𝑘)
T k(·) E

(︀
I𝒥𝑊 (𝑗1...𝑗𝑘)
T k(·)

)︀2
𝑘 = 2 0 1/2

𝑘 = 3 0 1/6

𝑘 = 4 0 1/24

Таблица 5.4. Моменты повторных стохастических интегралов Стратоновича

Кратность ES𝒥𝑊 (𝑗1...𝑗𝑘)
T k(·) E

(︀
S𝒥𝑊 (𝑗1...𝑗𝑘)
T k(·)

)︀2
𝑘 = 2

𝑗1 ̸= 𝑗2 0 1/2
𝑗1 = 𝑗2 1/2 3/4

𝑘 = 3

𝑗1, 𝑗2, 𝑗3 различны 0 1/6
𝑗1 = 𝑗2 ̸= 𝑗3 0 1/4
𝑗1 = 𝑗3 ̸= 𝑗2 0 1/6
𝑗1 ̸= 𝑗2 = 𝑗3 0 1/4
𝑗1 = 𝑗2 = 𝑗3 0 5/12

𝑘 = 4

𝑗1, 𝑗2, 𝑗3, 𝑗4 различны 0 1/24
𝑗1 = 𝑗2; 𝑗2, 𝑗3, 𝑗4 различны 0 1/16
𝑗2 = 𝑗3; 𝑗1, 𝑗2, 𝑗4 различны 0 1/16
𝑗3 = 𝑗4; 𝑗1, 𝑗2, 𝑗3 различны 0 1/16

𝑗1 = 𝑗2 ̸= 𝑗3 = 𝑗4 1/8 19/192
𝑗1 = 𝑗2 = 𝑗3 ̸= 𝑗4 0 5/48
𝑗1 ̸= 𝑗2 = 𝑗3 = 𝑗4 0 5/48
𝑗1 = 𝑗2 = 𝑗3 = 𝑗4 1/8 35/192

в остальных случаях 0 1/24

где

k10⟨1⟩ =

∫︁
T

k10𝐽(𝑡1, 𝑡1)𝑑𝑡1 =
1

2

∫︁ 𝑇

0

𝑡1𝑑𝑡1 =
𝑇 2

4
,

поэтому

ES𝒥𝑊 (𝑗1𝑗1)
T k10(·) = k10⟨1⟩ =

𝑇 2

4
,

E
(︀
S𝒥𝑊 (𝑗1𝑗1)
T k10(·)

)︀2
= E

(︀
I𝒥𝑊 (𝑗1𝑗1)
T k10(·)

)︀2
+ k10

2
⟨1⟩ =

𝑇 4

12
+
𝑇 4

16
=

7𝑇 4

48
.

Перейдем к интегралу S𝒥𝑊 (𝑗1𝑗2)
T (k01(·)− k10(·)). Этот интеграл совпадает с повторным сто-

хастическим интегралом Ито I𝒥𝑊 (𝑗1𝑗2)
T (k01(·)− k10(·)) вне зависимости от равенства или нера-

венства величин 𝑗1 и 𝑗2. При 𝑗1 ̸= 𝑗2 такой вывод очевиден, а при 𝑗1 = 𝑗2 достаточно указать
на то, что k01𝐽(·)− k10𝐽(·) = min{𝑡1 − 𝑡2, 𝑡2 − 𝑡1}/2 (см. табл. 4.1) и, таким образом, на основе
теоремы 5.4 при 𝑗1 = 𝑗2 или формулы Ху –Мейера (5.64) имеем

S𝒥𝑊 (𝑗1𝑗1)
T

(︀
k01(·)− k10(·)

)︀
= I𝒥𝑊 (𝑗1𝑗1)

T

(︀
k01(·)− k10(·)

)︀
+ (k01 − k10)⟨1⟩,
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где

(k01 − k10)⟨1⟩ =

∫︁
T

(︀
k01(𝑡1, 𝑡1)− k10(𝑡1, 𝑡1)

)︀
𝑑𝑡1 =

∫︁ 𝑇

0

0 · 𝑑𝑡1 = 0,

т.е.

ES𝒥𝑊 (𝑗1𝑗1)
T

(︀
k01(·)− k10(·)

)︀
= E I𝒥𝑊 (𝑗1𝑗1)

T

(︀
k01(·)− k10(·)

)︀
= 0,

E
(︀
S𝒥𝑊 (𝑗1𝑗1)
T

(︀
k01(·)− k10(·)

)︀)︀2
= E

(︀
I𝒥𝑊 (𝑗1𝑗1)
T

(︀
k01(·)− k10(·)

)︀)︀2
= ‖k01(·)− k10(·)‖2𝐿2(T2) =

=

∫︁ 𝑇

0

∫︁ 𝑇

0

(𝑡2 − 𝑡1)21(𝑡2 − 𝑡1)𝑑𝑡1𝑑𝑡2 =

∫︁ 𝑇

0

∫︁ 𝑡2

0

(𝑡2 − 𝑡1)2𝑑𝑡1𝑑𝑡2 =
1

3

∫︁ 𝑇

0

𝑡32𝑑𝑡2 =
𝑇 4

12
.

Далее найдем первые два момента интеграла S𝒥𝑊 (𝑗1𝑗2)
T (𝑇 k(·)− k01(·)). При 𝑗1 ̸= 𝑗2 этот

интеграл не отличается от повторного стохастического интеграла Ито I𝒥𝑊 (𝑗1𝑗2)
T (𝑇 k(·)− k01(·)).

Это означает, что

ES𝒥𝑊 (𝑗1𝑗2)
T

(︀
𝑇 k(·)− k01(·)

)︀
= E I𝒥𝑊 (𝑗1𝑗2)

T

(︀
𝑇 k(·)− k01(·)

)︀
= 0,

E
(︀
S𝒥𝑊 (𝑗1𝑗2)
T

(︀
𝑇 k(·)− k01(·)

)︀)︀2
= E

(︀
I𝒥𝑊 (𝑗1𝑗2)
T

(︀
𝑇 k(·)− k01(·)

)︀)︀2
=

= ‖𝑇 k(·)− k01(·)‖2𝐿2(T2) =

∫︁ 𝑇

0

∫︁ 𝑇

0

(𝑇 − 𝑡2)21(𝑡2 − 𝑡1)𝑑𝑡1𝑑𝑡2 =

=

∫︁ 𝑇

0

∫︁ 𝑡2

0

(𝑇 − 𝑡2)2𝑑𝑡1𝑑𝑡2 =

∫︁ 𝑇

0

𝑡2 (𝑇 − 𝑡2)2 𝑑𝑡2 =
𝑇 4

12
.

При 𝑗1 = 𝑗2 симметризованную функцию 𝑇 k𝐽(·)− k01𝐽(·) для 𝑇 k(·)− k01(·) можно найти
в табл. 4.1: 𝑇 − k01𝐽(𝑡1, 𝑡2) = min{𝑇 − 𝑡1, 𝑇 − 𝑡2}/2. Применяя теорему 5.4 при 𝑗1 = 𝑗2 (тот же
результат обеспечивает формула Ху –Мейера (5.64)), находим

S𝒥𝑊 (𝑗1𝑗1)
T

(︀
𝑇 k(·)− k01(·)

)︀
= I𝒥𝑊 (𝑗1𝑗1)

T

(︀
𝑇 k(·)− k01(·)

)︀
+ (𝑇 k(·)− k01)⟨1⟩,

где

(𝑇 k− k01)⟨1⟩ =

∫︁
T

(︀
𝑇 k(𝑡1, 𝑡1)− k01(𝑡1, 𝑡1)

)︀
𝑑𝑡1 =

1

2

∫︁ 𝑇

0

(𝑇 − 𝑡1)𝑑𝑡1 =
𝑇 2

4
,

т.е.

ES𝒥𝑊 (𝑗1𝑗1)
T

(︀
𝑇 k(·)− k01(·)

)︀
= (𝑇 k− k01)⟨1⟩ =

𝑇 2

4
, E

(︀
S𝒥𝑊 (𝑗1𝑗1)
T

(︀
𝑇 k(·)− k01(·)

)︀)︀2
=

= E
(︀
I𝒥𝑊 (𝑗1𝑗1)
T

(︀
𝑇 k(·)− k01(·)

)︀)︀2
+ (𝑇 k− k01)

2
⟨1⟩ =

𝑇 4

12
+
𝑇 4

16
=

7𝑇 4

48
. �

5.7. Приближенное представление кратных стохастических интегралов

В этом разделе обратимся к задаче приближенного представления кратных и повторных
стохастических интегралов Ито и Стратоновича, т.е. к задаче аппроксимации стохастических
интегралов.

Начнем с аппроксимации кратных стохастических интегралов Ито (5.19) по винеровским
процессам, которые определены в разд. 5.2.

Предположим, что 𝑓(·) ∈ 𝐿2(T
𝑘) и выполняется приближенное равенство (4.95). Согласно

теореме 5.3 справедливо разложение (5.32) и тогда

I𝒥𝑊 (𝑗1...𝑗𝑘)
T 𝑓(·) ≈ I𝒥𝑊 (𝑗1...𝑗𝑘)

T 𝑓(·) =

𝐿1−1∑︁
𝑖1=0

. . .

𝐿𝑘−1∑︁
𝑖𝑘=0

𝐹𝑖1...𝑖𝑘𝜁
(𝑗1)
𝑖1
* . . . * 𝜁(𝑗𝑘)𝑖𝑘

, (5.67)
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где величины 𝐿1, . . . , 𝐿𝑘 заданы, 𝐹𝑖1...𝑖𝑘 — коэффициенты разложения (4.4), образующие
спектральную характеристику 𝐹 функции 𝑓(·) относительно базисной системы {𝑞(𝑖, ·)}∞𝑖=0,
𝜁
(𝑗𝑙)
𝑖𝑙

— независимые случайные величины, имеющие стандартное нормальное распределение,
𝑙 = 1, . . . , 𝑘.

В частном случае достаточно положить 𝐿 = 𝐿1 = . . . = 𝐿𝑘, т.е.

I𝒥𝑊 (𝑗1...𝑗𝑘)
T 𝑓(·) =

𝐿−1∑︁
𝑖1,...,𝑖𝑘=0

𝐹𝑖1...𝑖𝑘𝜁
(𝑗1)
𝑖1
* . . . * 𝜁(𝑗𝑘)𝑖𝑘

(5.68)

и среднеквадратическая погрешность аппроксимации кратного стохастического интеграла Ито
определяется точно по формуле (5.33):

I𝜀
𝑊 (𝑗1...𝑗𝑘)
𝑓 = E

(︀
I𝒥𝑊 (𝑗1...𝑗𝑘)
T 𝑓(·)− I𝒥𝑊 (𝑗1...𝑗𝑘)

T 𝑓(·)
)︀2

= E
(︀
I𝒥𝑊 (𝑗1...𝑗𝑘)
T

(︀
𝑓(·)− 𝑓(·)

)︀)︀2
=

= 𝑀2
𝐽 ‖⟨𝑓(·)− 𝑓(·)⟩𝐽‖2𝐿2(T𝑘) = 𝑀2

𝐽 ‖⟨𝑓(·)⟩𝐽 − ⟨𝑓(·)⟩𝐽‖2𝐿2(T𝑘),

где ⟨ · ⟩𝐽 — симметризующий оператор, определенный в разд. 4.3.
Пусть 𝑓𝐽(·) = ⟨𝑓(·)⟩𝐽 и 𝑓𝐽(·) = ⟨𝑓(·)⟩𝐽 — соответствующие симметризованные функции

(4.57), а 𝐹𝑖1...𝑖𝑘 — коэффициенты разложения (4.4) функции 𝑓𝐽(·), образующие спектральную
характеристику 𝐹𝐽 относительно базисной системы {𝑞(𝑖, ·)}∞𝑖=0. Здесь уместно напомнить (см.
разд. 4.3), что коэффициенты разложения 𝐹𝑖1...𝑖𝑘 зависят от мультимножества 𝐽 = (𝑗1 . . . 𝑗𝑘) и
эта зависимость не указана для упрощения обозначений, а величины 𝐹𝑖1...𝑖𝑘 и 𝐹𝑖1...𝑖𝑘 связаны
соотношением (4.63). Усеченную с порядком 𝐿 спектральную характеристику функции 𝑓𝐽(·)
обозначим через 𝐹𝐽 .

Тогда, используя формулу (4.97), находим
I𝜀
𝑊 (𝑗1...𝑗𝑘)
𝑓 = 𝑀2

𝐽

(︀
‖𝑓𝐽(·)‖2𝐿2(T𝑘) − ‖𝐹𝐽‖

2
)︀
, (5.69)

где ‖ · ‖ — евклидова норма многомерной матрицы (см. разд. 4.5):

‖𝐹𝐽‖ =

{︂ 𝐿−1∑︁
𝑖1,...,𝑖𝑘=0

𝐹 2
𝑖1...𝑖𝑘

}︂ 1
2

.

На основе неравенства (4.60) можно предложить следующую оценку среднеквадратической
погрешности аппроксимации кратного стохастического интеграла Ито:

I𝜀
𝑊 (𝑗1...𝑗𝑘)
𝑓 6𝑀2

𝐽

(︀
‖𝑓(·)‖2𝐿2(T𝑘) − ‖𝐹‖

2
)︀
6 𝑘!

(︀
‖𝑓(·)‖2𝐿2(T𝑘) − ‖𝐹‖

2
)︀
,

где 𝐹 — усеченная спектральная характеристика функции 𝑓(·). В этой оценке правая часть
не зависит от значений 𝑗1, . . . , 𝑗𝑘.

Если функция 𝑓(·) удовлетворяет условию (4.61), т.е. I𝒥𝑊 (𝑗1...𝑗𝑘)
T 𝑓(·) — повторный стохасти-

ческий интеграл Ито, то справедливо равенство (4.62), следовательно,
I𝜀
𝑊 (𝑗1...𝑗𝑘)
𝑓 = ‖𝑓(·)‖2𝐿2(T𝑘) −𝑀

2
𝐽‖𝐹𝐽‖

2,

при этом 𝑀𝐽 ‖𝐹𝐽‖ ≠ ‖𝐹‖, но

lim
𝐿→∞

𝑀𝐽 ‖𝐹𝐽‖ = lim
𝐿→∞

‖𝐹‖ и ‖𝐹𝐽‖ = ‖𝑓𝐽(·)‖𝐿2(T𝑘) 6 ‖𝑓(·)‖𝐿2(T𝑘) = ‖𝐹‖.

Отсюда можно сделать вывод, что для повторных стохастических интегралов максималь-
ная погрешность аппроксимации соответствует минимальному значению величины𝑀2

𝐽
, а имен-

но 𝑀2
𝐽

= 1 (см. формулы (4.58) и (4.59)), когда значения 𝑗1, . . . , 𝑗𝑘 попарно различны. В рабо-
те [77] этот факт установлен по результатам вычислений для конкретных базисных систем.
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Возможна ситуация, когда коэффициенты разложения (4.4) функции 𝑓(·) найдены неточно,
тогда при использовании формулы (4.63) неточно будут найдены и коэффициенты разложения
симметризованной функции 𝑓𝐽(·). Введем для них обозначения 𝐹𝑖1...𝑖𝑘 и ¯̃𝐹𝑖1...𝑖𝑘 , а усеченные
спектральные характеристики обозначим 𝐹 и 𝐹𝐽 . При обратном спектральном преобразовании
(4.5) по ним можно найти соответствующие функции 𝑓(·) и 𝑓𝐽(·) = ⟨𝑓(·)⟩𝐽 .

Далее остается применить формулу (4.98) для среднеквадратической погрешности аппрок-
симации:

I𝜀
𝑊 (𝑗1...𝑗𝑘)
𝑓 = E

(︀
I𝒥𝑊 (𝑗1...𝑗𝑘)
T 𝑓(·)− I𝒥𝑊 (𝑗1...𝑗𝑘)

T 𝑓(·)
)︀2

= 𝑀2
𝐽 ‖⟨𝑓(·)⟩𝐽 − ⟨𝑓(·)⟩𝐽‖2𝐿2(T𝑘),

следовательно,
I𝜀
𝑊 (𝑗1...𝑗𝑘)
𝑓 = 𝑀2

𝐽

(︀
‖𝑓𝐽(·)‖2𝐿2(T𝑘) − ‖𝐹𝐽‖

2 + ‖𝐹𝐽 − 𝐹𝐽‖2
)︀
. (5.70)

Также справедлива следующая оценка среднеквадратической погрешности аппроксимации:
I𝜀
𝑊 (𝑗1...𝑗𝑘)
𝑓 6𝑀2

𝐽

(︀
‖𝑓(·)‖2𝐿2(T𝑘) − ‖𝐹‖

2 + ‖𝐹 − 𝐹‖2
)︀
6 𝑘!

(︀
‖𝑓(·)‖2𝐿2(T𝑘) − ‖𝐹‖

2 + ‖𝐹 − 𝐹‖2
)︀
,

а для функций 𝑓(·) вида (4.61) находим
I𝜀
𝑊 (𝑗1...𝑗𝑘)
𝑓 = ‖𝑓(·)‖2𝐿2(T𝑘) −𝑀

2
𝐽

(︀
‖𝐹‖2 − ‖𝐹 − 𝐹‖2

)︀
.

Зам е ч а н и е 5.5.
Формулы (5.69) и (5.70) могут принимать различный вид, если записывать их непосред-

ственно через элементы спектральных характеристик 𝐹 и 𝐹𝐽 функций 𝑓(·) и 𝑓𝐽(·) соответ-
ственно. Это связано с выбором представления кратного стохастического интеграла Ито в
виде ряда (5.32) или ортогонального разложения (5.42).

Далее приведем выражения для среднеквадратических погрешностей аппроксимации крат-
ных стохастических интегралов Ито, полученные из формулы (5.69) для кратностей 𝑘 = 2, 3, 4

с учетом значений 𝑗1, . . . , 𝑗𝑘 (их равенств или неравенств в разных комбинациях).

Кратность 𝑘 = 2

Пусть 𝑓(·) ∈ 𝐿2(T
2) и 𝑓𝐽(·) = ⟨𝑓(·)⟩𝐽 ∈ 𝐿

𝑠(𝑗1𝑗2)
2 (T2) — соответствующая симметризованная

функция (4.57), 𝐽 = (𝑗1𝑗2), а 𝐹𝑖1𝑖2 и 𝐹𝑖1𝑖2 — их коэффициенты разложения (4.4) и (4.63) соот-
ветственно, 𝑖1, 𝑖2 = 0, 1, 2, . . . Тогда из формулы (5.69) находим

𝑗1 ̸= 𝑗2 (𝑀2
𝐽 = 1) : I𝜀

𝑊 (𝑗1𝑗2)
𝑓 = ‖𝑓𝐽(·)‖2𝐿2(T2) −

𝐿−1∑︁
𝑖1,𝑖2=0

𝐹 2
𝑖1𝑖2
,

𝑓𝐽(𝑡1, 𝑡2) = 𝑓(𝑡1, 𝑡2), 𝐹𝑖1𝑖2 = 𝐹𝑖1𝑖2 ;

𝑗1 = 𝑗2 (𝑀2
𝐽 = 2) : I𝜀

𝑊 (𝑗1𝑗1)
𝑓 = 2

(︂
‖𝑓𝐽(·)‖2𝐿2(T2) −

𝐿−1∑︁
𝑖1,𝑖2=0

𝐹 2
𝑖1𝑖2

)︂
,

𝑓𝐽(𝑡1, 𝑡2) =
𝑓(𝑡1, 𝑡2) + 𝑓(𝑡2, 𝑡1)

2
, 𝐹𝑖1𝑖2 =

𝐹𝑖1𝑖2 + 𝐹𝑖2𝑖1
2

.

Используя ортогональное разложение (5.42), можно записать

𝑗1 = 𝑗2 : I𝜀
𝑊 (𝑗1𝑗1)
𝑓 = 2‖𝑓𝐽(·)‖2𝐿2(T2) −

𝐿−1∑︁
𝑖1=0

𝐿−1∑︁
𝑖2=𝑖1

(𝐹𝑖1𝑖2 + 𝐹𝑖2𝑖1)
2

1 + 𝛿𝑖1𝑖2
= 2‖𝑓𝐽(·)‖2𝐿2(T2) −

𝐿−1∑︁
𝑖1=0

𝐿−1∑︁
𝑖2=𝑖1

(2𝐹𝑖1𝑖2)
2

1 + 𝛿𝑖1𝑖2
.
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Возможны другие эквивалентные формы записи. Например, так как

2
𝐿−1∑︁
𝑖1,𝑖2=0

𝐹 2
𝑖1𝑖2

=
1

2

𝐿−1∑︁
𝑖1,𝑖2=0

(𝐹𝑖1𝑖2 + 𝐹𝑖2𝑖1)
2 =

1

2

𝐿−1∑︁
𝑖1,𝑖2=0

(𝐹 2
𝑖1𝑖2

+ 𝐹 2
𝑖2𝑖1

) +

+
𝐿−1∑︁
𝑖1,𝑖2=0

𝐹𝑖1𝑖2𝐹𝑖2𝑖1 =
𝐿−1∑︁
𝑖1,𝑖2=0

(𝐹 2
𝑖1𝑖2

+ 𝐹𝑖1𝑖2𝐹𝑖2𝑖1)

или
𝐿−1∑︁
𝑖1=0

𝐿−1∑︁
𝑖2=𝑖1

(𝐹𝑖1𝑖2 + 𝐹𝑖2𝑖1)
2

1 + 𝛿𝑖1𝑖2
=

𝐿−1∑︁
𝑖1=0

𝐿−1∑︁
𝑖2>𝑖1

(𝐹𝑖1𝑖2 + 𝐹𝑖2𝑖1)
2 + 2

𝐿−1∑︁
𝑖1=0

𝐹 2
𝑖1𝑖1

=

=
𝐿−1∑︁
𝑖1=0

𝐿−1∑︁
𝑖2>𝑖1

(𝐹 2
𝑖1𝑖2

+ 2𝐹𝑖1𝑖2𝐹𝑖2𝑖1 + 𝐹 2
𝑖2𝑖1

) + 2
𝐿−1∑︁
𝑖1=0

𝐹 2
𝑖1𝑖1

=

=
𝐿−1∑︁
𝑖1=0

𝐿−1∑︁
𝑖2=0
𝑖2 ̸=𝑖1

(𝐹 2
𝑖1𝑖2

+ 𝐹𝑖1𝑖2𝐹𝑖2𝑖1) + 2
𝐿−1∑︁
𝑖1=0

𝐹 2
𝑖1𝑖1

=
𝐿−1∑︁
𝑖1,𝑖2=0

(𝐹 2
𝑖1𝑖2

+ 𝐹𝑖1𝑖2𝐹𝑖2𝑖1),

для функций с условием (4.61) и учетом равенства (4.62) находим

𝑗1 = 𝑗2 : I𝜀
𝑊 (𝑗1𝑗1)
𝑓 = ‖𝑓(·)‖2𝐿2(T2) −

𝐿−1∑︁
𝑖1,𝑖2=0

(𝐹 2
𝑖1𝑖2

+ 𝐹𝑖1𝑖2𝐹𝑖2𝑖1)

и именно такое выражение получено в работе [77] для среднеквадратической погрешности
аппроксимации повторного стохастического интеграла Ито.

Кратность 𝑘 = 3

Пусть 𝑓(·) ∈ 𝐿2(T
3) и 𝑓𝐽(·) = ⟨𝑓(·)⟩𝐽 ∈ 𝐿

𝑠(𝑗1𝑗2𝑗3)
2 (T3) — соответствующая симметризованная

функция (4.57), 𝐽 = (𝑗1𝑗2𝑗3), а 𝐹𝑖1𝑖2𝑖3 и 𝐹𝑖1𝑖2𝑖3 — их коэффициенты разложения (4.4) и (4.63)
соответственно, 𝑖1, 𝑖2, 𝑖3 = 0, 1, 2, . . . Согласно формуле (5.69) получаем

𝑗1, 𝑗2, 𝑗3 попарно различны (𝑀2
𝐽 = 1) :

I𝜀
𝑊 (𝑗1𝑗2𝑗3)
𝑓 = ‖𝑓𝐽(·)‖2𝐿2(T3) −

𝐿−1∑︁
𝑖1,𝑖2,𝑖3=0

𝐹 2
𝑖1𝑖2𝑖3

,

𝑓𝐽(𝑡1, 𝑡2, 𝑡3) = 𝑓(𝑡1, 𝑡2, 𝑡3), 𝐹𝑖1𝑖2𝑖3 = 𝐹𝑖1𝑖2𝑖3 ;

𝑗1 = 𝑗2 ̸= 𝑗3 (𝑀2
𝐽 = 2) : I𝜀

𝑊 (𝑗1𝑗1𝑗3)
𝑓 = 2

(︂
‖𝑓𝐽(·)‖2𝐿2(T3) −

𝐿−1∑︁
𝑖1,𝑖2,𝑖3=0

𝐹 2
𝑖1𝑖2𝑖3

)︂
,

𝑓𝐽(𝑡1, 𝑡2, 𝑡3) =
𝑓(𝑡1, 𝑡2, 𝑡3) + 𝑓(𝑡2, 𝑡1, 𝑡3)

2
, 𝐹𝑖1𝑖2𝑖3 =

𝐹𝑖1𝑖2𝑖3 + 𝐹𝑖2𝑖1𝑖3
2

;

𝑗1 = 𝑗3 ̸= 𝑗2 (𝑀2
𝐽 = 2) : I𝜀

𝑊 (𝑗1𝑗2𝑗1)
𝑓 = 2

(︂
‖𝑓𝐽(·)‖2𝐿2(T3) −

𝐿−1∑︁
𝑖1,𝑖2,𝑖3=0

𝐹 2
𝑖1𝑖2𝑖3

)︂
,

𝑓𝐽(𝑡1, 𝑡2, 𝑡3) =
𝑓(𝑡1, 𝑡2, 𝑡3) + 𝑓(𝑡3, 𝑡2, 𝑡1)

2
, 𝐹𝑖1𝑖2𝑖3 =

𝐹𝑖1𝑖2𝑖3 + 𝐹𝑖3𝑖2𝑖1
2

;

𝑗1 ̸= 𝑗2 = 𝑗3 (𝑀2
𝐽 = 2) : I𝜀

𝑊 (𝑗1𝑗2𝑗2)
𝑓 = 2

(︂
‖𝑓𝐽(·)‖2𝐿2(T3) −

𝐿−1∑︁
𝑖1,𝑖2,𝑖3=0

𝐹 2
𝑖1𝑖2𝑖3

)︂
,

𝑓𝐽(𝑡1, 𝑡2, 𝑡3) =
𝑓(𝑡1, 𝑡2, 𝑡3) + 𝑓(𝑡1, 𝑡3, 𝑡2)

2
, 𝐹𝑖1𝑖2𝑖3 =

𝐹𝑖1𝑖2𝑖3 + 𝐹𝑖1𝑖3𝑖2
2

;
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𝑗1 = 𝑗2 = 𝑗3 (𝑀2
𝐽 = 6) : I𝜀

𝑊 (𝑗1𝑗1𝑗1)
𝑓 = 6

(︂
‖𝑓𝐽(·)‖2𝐿2(T3) −

𝐿−1∑︁
𝑖1,𝑖2,𝑖3=0

𝐹 2
𝑖1𝑖2𝑖3

)︂
,

𝑓𝐽(𝑡1, 𝑡2, 𝑡3) =
1

6

(︀
𝑓(𝑡1, 𝑡2, 𝑡3) + 𝑓(𝑡2, 𝑡1, 𝑡3) + 𝑓(𝑡3, 𝑡2, 𝑡1) +

+ 𝑓(𝑡1, 𝑡3, 𝑡2) + 𝑓(𝑡2, 𝑡3, 𝑡1) + 𝑓(𝑡3, 𝑡1, 𝑡2)
)︀
,

𝐹𝑖1𝑖2𝑖3 =
𝐹𝑖1𝑖2𝑖3 + 𝐹𝑖2𝑖1𝑖3 + 𝐹𝑖3𝑖2𝑖1 + 𝐹𝑖1𝑖3𝑖2 + 𝐹𝑖2𝑖3𝑖1 + 𝐹𝑖3𝑖1𝑖2

6
.

На основе ортогонального разложения (5.42) получаем другую форму записи для средне-
квадратических погрешностей аппроксимации кратных стохастических интегралов Ито:

𝑗1 = 𝑗2 ̸= 𝑗3 : I𝜀
𝑊 (𝑗1𝑗1𝑗3)
𝑓 = 2‖𝑓𝐽(·)‖2𝐿2(T3) −

𝐿−1∑︁
𝑖1,𝑖3=0

𝐿−1∑︁
𝑖2=𝑖1

(𝐹𝑖1𝑖2𝑖3 + 𝐹𝑖2𝑖1𝑖3)
2

1 + 𝛿𝑖1𝑖2
=

= 2‖𝑓𝐽(·)‖2𝐿2(T3) −
𝐿−1∑︁
𝑖1,𝑖3=0

𝐿−1∑︁
𝑖2=𝑖1

(2𝐹𝑖1𝑖2𝑖3)
2

1 + 𝛿𝑖1𝑖2
,

𝑗1 = 𝑗3 ̸= 𝑗2 : I𝜀
𝑊 (𝑗1𝑗2𝑗1)
𝑓 = 2‖𝑓𝐽(·)‖2𝐿2(T3) −

𝐿−1∑︁
𝑖1,𝑖2=0

𝐿−1∑︁
𝑖3=𝑖1

(𝐹𝑖1𝑖2𝑖3 + 𝐹𝑖3𝑖2𝑖1)
2

1 + 𝛿𝑖1𝑖3
=

= 2‖𝑓𝐽(·)‖2𝐿2(T3) −
𝐿−1∑︁
𝑖1,𝑖2=0

𝐿−1∑︁
𝑖3=𝑖1

(2𝐹𝑖1𝑖2𝑖3)
2

1 + 𝛿𝑖1𝑖3
,

𝑗1 ̸= 𝑗2 = 𝑗3 : I𝜀
𝑊 (𝑗1𝑗2𝑗2)
𝑓 = 2‖𝑓𝐽(·)‖2𝐿2(T3) −

𝐿−1∑︁
𝑖1,𝑖2=0

𝐿−1∑︁
𝑖3=𝑖2

(𝐹𝑖1𝑖2𝑖3 + 𝐹𝑖1𝑖3𝑖2)
2

1 + 𝛿𝑖2𝑖3
=

= 2‖𝑓𝐽(·)‖2𝐿2(T3) −
𝐿−1∑︁
𝑖1,𝑖3=0

𝐿−1∑︁
𝑖3=𝑖2

(2𝐹𝑖1𝑖2𝑖3)
2

1 + 𝛿𝑖2𝑖3
,

𝑗1 = 𝑗2 = 𝑗3 : I𝜀
𝑊 (𝑗1𝑗1𝑗1)
𝑓 = 6‖𝑓𝐽(·)‖2𝐿2(T3) −

−
𝐿−1∑︁
𝑖1=0

𝐿−1∑︁
𝑖2=𝑖1

𝐿−1∑︁
𝑖3=𝑖2

(𝐹𝑖1𝑖2𝑖3 + 𝐹𝑖2𝑖1𝑖3 + 𝐹𝑖3𝑖2𝑖1 + 𝐹𝑖1𝑖3𝑖2 + 𝐹𝑖2𝑖3𝑖1 + 𝐹𝑖3𝑖1𝑖2)
2

1 + 𝛿𝑖1𝑖2 + 𝛿𝑖2𝑖3 + 𝛿𝑖1𝑖3 + 2𝛿𝑖1𝑖2𝛿𝑖2𝑖3
=

= 6‖𝑓𝐽(·)‖2𝐿2(T3) −
𝐿−1∑︁
𝑖1=0

𝐿−1∑︁
𝑖2=𝑖1

𝐿−1∑︁
𝑖3=𝑖2

(6𝐹𝑖1𝑖2𝑖3)
2

1 + 𝛿𝑖1𝑖2 + 𝛿𝑖2𝑖3 + 𝛿𝑖1𝑖3 + 2𝛿𝑖1𝑖2𝛿𝑖2𝑖3
,

где коэффициенты разложения 𝐹𝑖1𝑖2𝑖3 в правых частях записанных равенств зависят от значе-
ний 𝑗1, 𝑗2, 𝑗3 (их равенств или неравенств).

Приведенные выражения можно преобразовать. Например, так как при условии 𝑗1 = 𝑗3 ̸= 𝑗2

(см. описанный выше случай 𝑘 = 2)

2
𝐿−1∑︁
𝑖1,𝑖3=0

𝐹 2
𝑖1𝑖2𝑖3

=
𝐿−1∑︁
𝑖1=0

𝐿−1∑︁
𝑖3=𝑖1

(𝐹𝑖1𝑖2𝑖3 + 𝐹𝑖3𝑖2𝑖1)
2

1 + 𝛿𝑖1𝑖3
=

𝐿−1∑︁
𝑖1,𝑖3=0

(𝐹 2
𝑖1𝑖2𝑖3

+ 𝐹𝑖1𝑖2𝑖3𝐹𝑖3𝑖2𝑖1),

для функции с условием (4.61) получаем выражение

𝑗1 = 𝑗3 ̸= 𝑗2 : I𝜀
𝑊 (𝑗1𝑗2𝑗1)
𝑓 = ‖𝑓(·)‖2𝐿2(T3) −

𝐿−1∑︁
𝑖1,𝑖3=0

(𝐹 2
𝑖1𝑖2𝑖3

+ 𝐹𝑖1𝑖2𝑖3𝐹𝑖3𝑖2𝑖1)

из работы [77] для вычисления среднеквадратической погрешности аппроксимации повторных
стохастических интегралов Ито. Варианты 𝑗1 = 𝑗2 ̸= 𝑗3 и 𝑗1 ̸= 𝑗2 = 𝑗3 аналогичны.
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Кратность 𝑘 = 4

Пусть 𝑓(·) ∈ 𝐿2(T
4) и 𝑓𝐽(·) = ⟨𝑓(·)⟩𝐽 ∈ 𝐿

𝑠(𝑗1𝑗2𝑗3𝑗4)
2 (T4) — соответствующая симметризован-

ная функция (4.57), 𝐽 = (𝑗1𝑗2𝑗3𝑗4), а 𝐹𝑖1𝑖2𝑖3𝑖4 и 𝐹𝑖1𝑖2𝑖3𝑖4 — их коэффициенты разложения (4.4)
и (4.63) соответственно, 𝑖1, 𝑖2, 𝑖3, 𝑖4 = 0, 1, 2, . . . Применим формулу (5.69) и укажем частные
случаи, ограничиваясь только перечисленными в табл. 5.4 вариантами значений 𝑗1, 𝑗2, 𝑗3, 𝑗4:

𝑗1, 𝑗2, 𝑗3, 𝑗4 попарно различны (𝑀2
𝐽 = 1) :

I𝜀
𝑊 (𝑗1𝑗2𝑗3𝑗4)
𝑓 = ‖𝑓𝐽(·)‖2𝐿2(T4) −

𝐿−1∑︁
𝑖1,𝑖2,𝑖3,𝑖4=0

𝐹 2
𝑖1𝑖2𝑖3𝑖4

,

𝑓𝐽(𝑡1, 𝑡2, 𝑡3, 𝑡4) = 𝑓(𝑡1, 𝑡2, 𝑡3, 𝑡4), 𝐹𝑖1𝑖2𝑖3𝑖4 = 𝐹𝑖1𝑖2𝑖3𝑖4 ;

𝑗1 = 𝑗2; 𝑗2, 𝑗3, 𝑗4 различны (𝑀2
𝐽 = 2) :

I𝜀
𝑊 (𝑗1𝑗1𝑗3𝑗4)
𝑓 = 2

(︂
‖𝑓𝐽(·)‖2𝐿2(T4) −

𝐿−1∑︁
𝑖1,𝑖2,𝑖3,𝑖4=0

𝐹 2
𝑖1𝑖2𝑖3𝑖4

)︂
,

𝑓𝐽(𝑡1, 𝑡2, 𝑡3, 𝑡4) =
𝑓(𝑡1, 𝑡2, 𝑡3, 𝑡4) + 𝑓(𝑡2, 𝑡1, 𝑡3, 𝑡4)

2
, 𝐹𝑖1𝑖2𝑖3𝑖4 =

𝐹𝑖1𝑖2𝑖3𝑖4 + 𝐹𝑖2𝑖1𝑖3𝑖4
2

;

𝑗2 = 𝑗3; 𝑗1, 𝑗2, 𝑗4 различны (𝑀2
𝐽 = 2) :

I𝜀
𝑊 (𝑗1𝑗2𝑗2𝑗4)
𝑓 = 2

(︂
‖𝑓𝐽(·)‖2𝐿2(T4) −

𝐿−1∑︁
𝑖1,𝑖2,𝑖3,𝑖4=0

𝐹 2
𝑖1𝑖2𝑖3𝑖4

)︂
,

𝑓𝐽(𝑡1, 𝑡2, 𝑡3, 𝑡4) =
𝑓(𝑡1, 𝑡2, 𝑡3, 𝑡4) + 𝑓(𝑡1, 𝑡3, 𝑡2, 𝑡4)

2
, 𝐹𝑖1𝑖2𝑖3𝑖4 =

𝐹𝑖1𝑖2𝑖3𝑖4 + 𝐹𝑖1𝑖3𝑖2𝑖4
2

;

𝑗3 = 𝑗4; 𝑗1, 𝑗2, 𝑗3 различны (𝑀2
𝐽 = 2) :

I𝜀
𝑊 (𝑗1𝑗2𝑗3𝑗3)
𝑓 = 2

(︂
‖𝑓𝐽(·)‖2𝐿2(T4) −

𝐿−1∑︁
𝑖1,𝑖2,𝑖3,𝑖4=0

𝐹 2
𝑖1𝑖2𝑖3𝑖4

)︂
,

𝑓𝐽(𝑡1, 𝑡2, 𝑡3, 𝑡4) =
𝑓(𝑡1, 𝑡2, 𝑡3, 𝑡4) + 𝑓(𝑡1, 𝑡2, 𝑡4, 𝑡3)

2
, 𝐹𝑖1𝑖2𝑖3𝑖4 =

𝐹𝑖1𝑖2𝑖3𝑖4 + 𝐹𝑖1𝑖2𝑖4𝑖3
2

;

𝑗1 = 𝑗2 ̸= 𝑗3 = 𝑗4 (𝑀2
𝐽 = 4) :

I𝜀
𝑊 (𝑗1𝑗1𝑗3𝑗3)
𝑓 = 4

(︂
‖𝑓𝐽(·)‖2𝐿2(T4) −

𝐿−1∑︁
𝑖1,𝑖2,𝑖3,𝑖4=0

𝐹 2
𝑖1𝑖2𝑖3𝑖4

)︂
,

𝑓𝐽(𝑡1, 𝑡2, 𝑡3, 𝑡4) =
1

4

(︀
𝑓(𝑡1, 𝑡2, 𝑡3, 𝑡4) + 𝑓(𝑡2, 𝑡1, 𝑡3, 𝑡4) + 𝑓(𝑡1, 𝑡2, 𝑡4, 𝑡3) + 𝑓(𝑡2, 𝑡1, 𝑡4, 𝑡3)

)︀
,

𝐹𝑖1𝑖2𝑖3𝑖4 =
𝐹𝑖1𝑖2𝑖3𝑖4 + 𝐹𝑖2𝑖1𝑖3𝑖4 + 𝐹𝑖1𝑖2𝑖4𝑖3 + 𝐹𝑖2𝑖1𝑖4𝑖3

4
;

𝑗1 = 𝑗2 = 𝑗3 ̸= 𝑗4 (𝑀2
𝐽 = 6) :

I𝜀
𝑊 (𝑗1𝑗1𝑗1𝑗4)
𝑓 = 6

(︂
‖𝑓𝐽(·)‖2𝐿2(T4) −

𝐿−1∑︁
𝑖1,𝑖2,𝑖3,𝑖4=0

𝐹 2
𝑖1𝑖2𝑖3𝑖4

)︂
,

𝑓𝐽(𝑡1, 𝑡2, 𝑡3, 𝑡4) =
1

6

(︀
𝑓(𝑡1, 𝑡2, 𝑡3, 𝑡4) + 𝑓(𝑡2, 𝑡1, 𝑡3, 𝑡4) + 𝑓(𝑡3, 𝑡2, 𝑡1, 𝑡4) +

+ 𝑓(𝑡1, 𝑡3, 𝑡2, 𝑡4) + 𝑓(𝑡2, 𝑡3, 𝑡1, 𝑡4) + 𝑓(𝑡3, 𝑡1, 𝑡2, 𝑡4)
)︀
,

𝐹𝑖1𝑖2𝑖3𝑖4 =
𝐹𝑖1𝑖2𝑖3𝑖4 + 𝐹𝑖2𝑖1𝑖3𝑖4 + 𝐹𝑖3𝑖2𝑖1𝑖4 + 𝐹𝑖1𝑖3𝑖2𝑖4 + 𝐹𝑖2𝑖3𝑖1𝑖4 + 𝐹𝑖3𝑖1𝑖2𝑖4

6
;
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𝑗1 ̸= 𝑗2 = 𝑗3 = 𝑗4 (𝑀2
𝐽 = 6) :

I𝜀
𝑊 (𝑗1𝑗2𝑗2𝑗2)
𝑓 = 6

(︂
‖𝑓𝐽(·)‖2𝐿2(T4) −

𝐿−1∑︁
𝑖1,𝑖2,𝑖3,𝑖4=0

𝐹 2
𝑖1𝑖2𝑖3𝑖4

)︂
,

𝑓𝐽(𝑡1, 𝑡2, 𝑡3, 𝑡4) =
1

6

(︀
𝑓(𝑡1, 𝑡2, 𝑡3, 𝑡4) + 𝑓(𝑡1, 𝑡3, 𝑡2, 𝑡4) + 𝑓(𝑡1, 𝑡4, 𝑡3, 𝑡2) +

+ 𝑓(𝑡1, 𝑡2, 𝑡4, 𝑡3) + 𝑓(𝑡1, 𝑡3, 𝑡4, 𝑡2) + 𝑓(𝑡1, 𝑡4, 𝑡2, 𝑡3)
)︀
,

𝐹𝑖1𝑖2𝑖3𝑖4 =
𝐹𝑖1𝑖2𝑖3𝑖4 + 𝐹𝑖1𝑖3𝑖2𝑖4 + 𝐹𝑖1𝑖4𝑖3𝑖2 + 𝐹𝑖1𝑖2𝑖4𝑖3 + 𝐹𝑖1𝑖3𝑖4𝑖2 + 𝐹𝑖1𝑖4𝑖2𝑖3

6
;

𝑗1 = 𝑗2 = 𝑗3 = 𝑗4 (𝑀2
𝐽 = 24) :

I𝜀
𝑊 (𝑗1𝑗1𝑗1𝑗1)
𝑓 = 24

(︂
‖𝑓𝐽(·)‖2𝐿2(T4) −

𝐿−1∑︁
𝑖1,𝑖2,𝑖3,𝑖4=0

𝐹 2
𝑖1𝑖2𝑖3𝑖4

)︂
,

𝑓𝐽(𝑡1, 𝑡2, 𝑡3, 𝑡4) =
1

24

(︀
𝑓(𝑡1, 𝑡2, 𝑡3, 𝑡4) + 𝑓(𝑡2, 𝑡1, 𝑡3, 𝑡4) + 𝑓(𝑡3, 𝑡2, 𝑡1, 𝑡4) + 𝑓(𝑡4, 𝑡2, 𝑡3, 𝑡1) +

+ 𝑓(𝑡1, 𝑡3, 𝑡2, 𝑡4) + 𝑓(𝑡2, 𝑡3, 𝑡1, 𝑡4) + 𝑓(𝑡3, 𝑡1, 𝑡2, 𝑡4) + 𝑓(𝑡4, 𝑡3, 𝑡2, 𝑡1) +

+ 𝑓(𝑡1, 𝑡4, 𝑡3, 𝑡2) + 𝑓(𝑡2, 𝑡4, 𝑡3, 𝑡1) + 𝑓(𝑡3, 𝑡4, 𝑡1, 𝑡2) + 𝑓(𝑡4, 𝑡1, 𝑡3, 𝑡2) +

+ 𝑓(𝑡1, 𝑡2, 𝑡4, 𝑡3) + 𝑓(𝑡2, 𝑡1, 𝑡4, 𝑡3) + 𝑓(𝑡3, 𝑡2, 𝑡4, 𝑡1) + 𝑓(𝑡4, 𝑡2, 𝑡1, 𝑡3) +

+ 𝑓(𝑡1, 𝑡3, 𝑡4, 𝑡2) + 𝑓(𝑡2, 𝑡3, 𝑡4, 𝑡1) + 𝑓(𝑡3, 𝑡1, 𝑡4, 𝑡2) + 𝑓(𝑡4, 𝑡3, 𝑡1, 𝑡2) +

+ 𝑓(𝑡1, 𝑡4, 𝑡2, 𝑡3) + 𝑓(𝑡2, 𝑡4, 𝑡1, 𝑡3) + 𝑓(𝑡3, 𝑡4, 𝑡2, 𝑡1) + 𝑓(𝑡4, 𝑡1, 𝑡2, 𝑡3)
)︀
,

𝐹𝑖1𝑖2𝑖3𝑖4 =
1

6
(𝐹𝑖1𝑖2𝑖3𝑖4 + 𝐹𝑖2𝑖1𝑖3𝑖4 + 𝐹𝑖3𝑖2𝑖1𝑖4 + 𝐹𝑖4𝑖2𝑖3𝑖1 + 𝐹𝑖1𝑖3𝑖2𝑖4 + 𝐹𝑖2𝑖3𝑖1𝑖4 + 𝐹𝑖3𝑖1𝑖2𝑖4 + 𝐹𝑖4𝑖3𝑖2𝑖1 +

+ 𝐹𝑖1𝑖4𝑖3𝑖2 + 𝐹𝑖2𝑖4𝑖3𝑖1 + 𝐹𝑖3𝑖4𝑖1𝑖2 + 𝐹𝑖4𝑖1𝑖3𝑖2 + 𝐹𝑖1𝑖2𝑖4𝑖3 + 𝐹𝑖2𝑖1𝑖4𝑖3 + 𝐹𝑖3𝑖2𝑖4𝑖1 + 𝐹𝑖4𝑖2𝑖1𝑖3 +

+ 𝐹𝑖1𝑖3𝑖4𝑖2 + 𝐹𝑖2𝑖3𝑖4𝑖1 + 𝐹𝑖3𝑖1𝑖4𝑖2 + 𝐹𝑖4𝑖3𝑖1𝑖2 + 𝐹𝑖1𝑖4𝑖2𝑖3 + 𝐹𝑖2𝑖4𝑖1𝑖3 + 𝐹𝑖3𝑖4𝑖2𝑖1 + 𝐹𝑖4𝑖1𝑖2𝑖3).

Ортогональное разложение (5.42) дает возможность представить среднеквадратическую
погрешность аппроксимации кратных стохастических интегралов Ито иначе, а именно

𝑗1 = 𝑗2; 𝑗2, 𝑗3, 𝑗4 различны :

I𝜀
𝑊 (𝑗1𝑗1𝑗3𝑗4)
𝑓 = 2‖𝑓𝐽(·)‖2𝐿2(T4) −

𝐿−1∑︁
𝑖1,𝑖3,𝑖4=0

𝐿−1∑︁
𝑖2=𝑖1

(𝐹𝑖1𝑖2𝑖3𝑖4 + 𝐹𝑖2𝑖1𝑖3𝑖4)
2

1 + 𝛿𝑖1𝑖2
=

= 2‖𝑓𝐽(·)‖2𝐿2(T4) −
𝐿−1∑︁

𝑖1,𝑖3,𝑖4=0

𝐿−1∑︁
𝑖2=𝑖1

(2𝐹𝑖1𝑖2𝑖3𝑖4)
2

1 + 𝛿𝑖1𝑖2
,

𝑗2 = 𝑗3; 𝑗1, 𝑗2, 𝑗4 различны :

I𝜀
𝑊 (𝑗1𝑗2𝑗2𝑗4)
𝑓 = 2‖𝑓𝐽(·)‖2𝐿2(T4) −

𝐿−1∑︁
𝑖1,𝑖2,𝑖4=0

𝐿−1∑︁
𝑖3=𝑖2

(𝐹𝑖1𝑖2𝑖3𝑖4 + 𝐹𝑖1𝑖3𝑖2𝑖4)
2

1 + 𝛿𝑖2𝑖3
=

= 2‖𝑓𝐽(·)‖2𝐿2(T4) −
𝐿−1∑︁

𝑖1,𝑖2,𝑖4=0

𝐿−1∑︁
𝑖3=𝑖2

(2𝐹𝑖1𝑖2𝑖3𝑖4)
2

1 + 𝛿𝑖2𝑖3
,

𝑗3 = 𝑗4; 𝑗1, 𝑗2, 𝑗3 различны :

I𝜀
𝑊 (𝑗1𝑗2𝑗3𝑗3)
𝑓 = 2‖𝑓𝐽(·)‖2𝐿2(T4) −

𝐿−1∑︁
𝑖1,𝑖2,𝑖3=0

𝐿−1∑︁
𝑖4=𝑖3

(𝐹𝑖1𝑖2𝑖3𝑖4 + 𝐹𝑖1𝑖2𝑖4𝑖3)
2

1 + 𝛿𝑖3𝑖4
=
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= 2‖𝑓𝐽(·)‖2𝐿2(T4) −
𝐿−1∑︁

𝑖1,𝑖2,𝑖3=0

𝐿−1∑︁
𝑖4=𝑖3

(2𝐹𝑖1𝑖2𝑖3𝑖4)
2

1 + 𝛿𝑖3𝑖4
,

𝑗1 = 𝑗2 ̸= 𝑗3 = 𝑗4 :

I𝜀
𝑊 (𝑗1𝑗1𝑗3𝑗3)
𝑓 = 4‖𝑓𝐽(·)‖2𝐿2(T4) −

𝐿−1∑︁
𝑖1,𝑖3=0

𝐿−1∑︁
𝑖2=𝑖1

𝐿−1∑︁
𝑖4=𝑖3

(𝐹𝑖1𝑖2𝑖3𝑖4 + 𝐹𝑖2𝑖1𝑖3𝑖4 + 𝐹𝑖1𝑖2𝑖4𝑖3 + 𝐹𝑖2𝑖1𝑖4𝑖3)
2

(1 + 𝛿𝑖1𝑖2)(1 + 𝛿𝑖3𝑖4)
=

= 4‖𝑓𝐽(·)‖2𝐿2(T4) −
𝐿−1∑︁
𝑖1,𝑖3=0

𝐿−1∑︁
𝑖2=𝑖1

𝐿−1∑︁
𝑖4=𝑖3

(4𝐹𝑖1𝑖2𝑖3𝑖4)
2

(1 + 𝛿𝑖1𝑖2)(1 + 𝛿𝑖3𝑖4)
,

𝑗1 = 𝑗2 = 𝑗3 ̸= 𝑗4 :

I𝜀
𝑊 (𝑗1𝑗1𝑗1𝑗4)
𝑓 = 6‖𝑓𝐽(·)‖2𝐿2(T4) −

𝐿−1∑︁
𝑖1,𝑖4=0

𝐿−1∑︁
𝑖2=𝑖1

𝐿−1∑︁
𝑖3=𝑖2

(6𝐹𝑖1𝑖2𝑖3𝑖4)
2

1 + 𝛿𝑖1𝑖2 + 𝛿𝑖2𝑖3 + 𝛿𝑖1𝑖3 + 2𝛿𝑖1𝑖2𝛿𝑖2𝑖3
,

𝑗1 ̸= 𝑗2 = 𝑗3 = 𝑗4 :

I𝜀
𝑊 (𝑗1𝑗2𝑗2𝑗2)
𝑓 = 6‖𝑓𝐽(·)‖2𝐿2(T4) −

𝐿−1∑︁
𝑖1,𝑖2=0

𝐿−1∑︁
𝑖3=𝑖2

𝐿−1∑︁
𝑖4=𝑖3

(6𝐹𝑖1𝑖2𝑖3𝑖4)
2

1 + 𝛿𝑖2𝑖3 + 𝛿𝑖3𝑖4 + 𝛿𝑖2𝑖4 + 2𝛿𝑖2𝑖3𝛿𝑖3𝑖4
,

𝑗1 = 𝑗2 = 𝑗3 = 𝑗4 :

I𝜀
𝑊 (𝑗1𝑗1𝑗1𝑗1)
𝑓 = 24‖𝑓𝐽(·)‖2𝐿2(T4) −

𝐿−1∑︁
𝑖1=0

𝐿−1∑︁
𝑖2=𝑖1

𝐿−1∑︁
𝑖3=𝑖2

𝐿−1∑︁
𝑖4=𝑖3

(24𝐹𝑖1𝑖2𝑖3𝑖4)
2

∆𝑖1𝑖2𝑖3𝑖4

,

где

∆𝑖1𝑖2𝑖3𝑖4 = 1 + 𝛿𝑖1𝑖2 + 𝛿𝑖1𝑖3 + 𝛿𝑖1𝑖4 + 𝛿𝑖2𝑖3 + 𝛿𝑖2𝑖4 + 𝛿𝑖3𝑖4 +

+ 2𝛿𝑖1𝑖2𝛿𝑖2𝑖3 + 2𝛿𝑖1𝑖2𝛿𝑖2𝑖4 + 2𝛿𝑖1𝑖3𝛿𝑖3𝑖4 + 2𝛿𝑖2𝑖3𝛿𝑖3𝑖4 + 𝛿𝑖1𝑖2𝛿𝑖3𝑖4 + 𝛿𝑖1𝑖3𝛿𝑖2𝑖4 + 𝛿𝑖1𝑖4𝛿𝑖2𝑖3 + 6𝛿𝑖1𝑖2𝛿𝑖2𝑖3𝛿𝑖3𝑖4 .

Например, с помощью несложных преобразований можно показать, что при условии
𝑗1 = 𝑗2 ̸= 𝑗3 = 𝑗4 справедливо выражение

4
𝐿−1∑︁

𝑖1,𝑖2,𝑖3,𝑖4=0

𝐹 2
𝑖1𝑖2𝑖3𝑖4

=
1

4

𝐿−1∑︁
𝑖1,𝑖2,𝑖3,𝑖4=0

(𝐹𝑖1𝑖2𝑖3𝑖4 + 𝐹𝑖2𝑖1𝑖3𝑖4 + 𝐹𝑖1𝑖2𝑖4𝑖3 + 𝐹𝑖2𝑖1𝑖4𝑖3)
2 =

=
1

4

𝐿−1∑︁
𝑖1,𝑖2,𝑖3,𝑖4=0

(𝐹 2
𝑖1𝑖2𝑖3𝑖4

+ 𝐹 2
𝑖2𝑖1𝑖4𝑖3

+ 𝐹 2
𝑖2𝑖1𝑖3𝑖4

+ 𝐹 2
𝑖1𝑖2𝑖4𝑖3

) +

+
1

2

𝐿−1∑︁
𝑖1,𝑖2,𝑖3,𝑖4=0

𝐹𝑖1𝑖2𝑖3𝑖4𝐹𝑖2𝑖1𝑖3𝑖4 +
1

2

𝐿−1∑︁
𝑖1,𝑖2,𝑖3,𝑖4=0

𝐹𝑖1𝑖2𝑖3𝑖4𝐹𝑖1𝑖2𝑖4𝑖3 +
1

2

𝐿−1∑︁
𝑖1,𝑖2,𝑖3,𝑖4=0

𝐹𝑖1𝑖2𝑖3𝑖4𝐹𝑖2𝑖1𝑖4𝑖3 +

+
1

2

𝐿−1∑︁
𝑖1,𝑖2,𝑖3,𝑖4=0

𝐹𝑖2𝑖1𝑖3𝑖4𝐹𝑖1𝑖2𝑖4𝑖3 +
1

2

𝐿−1∑︁
𝑖1,𝑖2,𝑖3,𝑖4=0

𝐹𝑖2𝑖1𝑖3𝑖4𝐹𝑖2𝑖1𝑖4𝑖3 +
1

2

𝐿−1∑︁
𝑖1,𝑖2,𝑖3,𝑖4=0

𝐹𝑖1𝑖2𝑖4𝑖3𝐹𝑖2𝑖1𝑖4𝑖3 =

=
𝐿−1∑︁

𝑖1,𝑖2,𝑖3,𝑖4=0

𝐹 2
𝑖1𝑖2𝑖3𝑖4

+
𝐿−1∑︁

𝑖1,𝑖2,𝑖3,𝑖4=0

𝐹𝑖1𝑖2𝑖3𝑖4𝐹𝑖2𝑖1𝑖3𝑖4 +
𝐿−1∑︁

𝑖1,𝑖2,𝑖3,𝑖4=0

𝐹𝑖1𝑖2𝑖3𝑖4𝐹𝑖1𝑖2𝑖4𝑖3 +
𝐿−1∑︁

𝑖1,𝑖2,𝑖3,𝑖4=0

𝐹𝑖1𝑖2𝑖3𝑖4𝐹𝑖2𝑖1𝑖4𝑖3 =

=
𝐿−1∑︁

𝑖1,𝑖2,𝑖3,𝑖4=0

𝐹𝑖1𝑖2𝑖3𝑖4(𝐹𝑖1𝑖2𝑖3𝑖4 + 𝐹𝑖2𝑖1𝑖3𝑖4) +
𝐿−1∑︁

𝑖1,𝑖2,𝑖3,𝑖4=0

𝐹𝑖1𝑖2𝑖3𝑖4(𝐹𝑖1𝑖2𝑖4𝑖3 + 𝐹𝑖2𝑖1𝑖4𝑖3),

т.е. получаем известное выражение из работы [77] для вычисления среднеквадратической по-
грешности аппроксимации повторного стохастического интеграла Ито от функции с условием
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(4.61):

𝑗1 = 𝑗2 ̸= 𝑗3 = 𝑗4 : I𝜀
𝑊 (𝑗1𝑗1𝑗3𝑗3)
𝑓 = ‖𝑓(·)‖2𝐿2(T4) −

−
𝐿−1∑︁

𝑖1,𝑖2,𝑖3,𝑖4=0

𝐹𝑖1𝑖2𝑖3𝑖4(𝐹𝑖1𝑖2𝑖3𝑖4 + 𝐹𝑖2𝑖1𝑖3𝑖4)−
𝐿−1∑︁

𝑖1,𝑖2,𝑖3,𝑖4=0

𝐹𝑖1𝑖2𝑖3𝑖4(𝐹𝑖1𝑖2𝑖4𝑖3 + 𝐹𝑖2𝑖1𝑖4𝑖3).

Перейдем к аппроксимации кратных стохастических интегралов Стратоновича (5.20) по
винеровским процессам (см. разд. 5.2). На основе разложения (5.51), полученного в теореме
5.4, записываем

S𝒥𝑊 (𝑗1...𝑗𝑘)
T 𝑓(·) ≈ S𝒥𝑊 (𝑗1...𝑗𝑘)

T 𝑓(·) =
𝐿−1∑︁

𝑖1,...,𝑖𝑘=0

𝐹𝑖1...𝑖𝑘𝜁
(𝑗1)
𝑖1

. . . 𝜁
(𝑗𝑘)
𝑖𝑘

, (5.71)

где функция 𝑓(·) ∈ 𝐿tr(𝑗1...𝑗𝑘)
2 (T𝑘) приближенно представляется с помощью выражения (4.95)

и остальные обозначения соответствуют формуле (5.68). Аналогично можно записать более
общую формулу вида (5.67).

Согласно теореме 5.4 кратный стохастический интеграл Стратоновича представляется в
виде суммы кратных стохастических интегралов Ито и своего математического ожидания,
при этом все слагаемые из правой части формулы (5.52) ортогональны в пространстве ℒ2:

S𝒥𝑊 (𝑗1...𝑗𝑘)
T 𝑓(·)− S𝒥𝑊 (𝑗1...𝑗𝑘)

T 𝑓(·) = S𝒥𝑊 (𝑗1...𝑗𝑘)
T

(︀
𝑓(·)− 𝑓(·)

)︀
=

=

⌊#(𝑗(1),𝐽)/2⌋∑︁
𝜈(1)=0

. . .

⌊#(𝑗(|𝐽|),𝐽)/2⌋∑︁
𝜈(|𝐽|)=0

𝑟⟨𝜈(1),...,𝜈(|𝐽|)⟩
I𝒥 𝐽⟨𝜈(1),...,𝜈(|𝐽|)⟩
T

(︀
𝑓𝐽,⟨𝜈(1),...,𝜈(|𝐽|)⟩(·)− 𝑓𝐽,⟨𝜈(1),...,𝜈(|𝐽|)⟩(·)

)︀
.

Отсюда следует формула для среднеквадратической погрешности аппроксимации кратного
стохастического интеграла Стратоновича:

S𝜀
𝑊 (𝑗1...𝑗𝑘)
𝑓 = E

(︀
S𝒥𝑊 (𝑗1...𝑗𝑘)
T 𝑓(·)− S𝒥𝑊 (𝑗1...𝑗𝑘)

T 𝑓(·)
)︀2

=

=

⌊#(𝑗(1),𝐽)/2⌋∑︁
𝜈(1)=0

. . .

⌊#(𝑗(|𝐽|),𝐽)/2⌋∑︁
𝜈(|𝐽|)=0

𝑟2⟨𝜈(1),...,𝜈(|𝐽|)⟩
I𝜀
𝐽⟨𝜈(1),...,𝜈(|𝐽|)⟩
𝑓⟨𝜈(1),...,𝜈(|𝐽|)⟩

, (5.72)

где величины 𝑟⟨𝜈(1),...,𝜈(|𝐽|) определяются соотношением (4.70), а I𝜀
𝐽⟨𝜈(1),...,𝜈(|𝐽|)⟩
𝑓⟨𝜈(1),...,𝜈(|𝐽|)⟩

— среднеквадра-
тические погрешности аппроксимации соответствующих разложению (5.52) кратных стохасти-
ческих интегралов Ито. При условии 𝜈(1) = . . . = 𝜈(|𝐽 |) = 0 применяется формула (5.69):

I𝜀𝐽𝑓⟨𝜈(1),...,𝜈(|𝐽|)⟩
= I𝜀

𝑊 (𝑗1...𝑗𝑘)
𝑓 ,

а для остальных значений 𝜈(1), . . . , 𝜈(|𝐽 |) в общем случае должна использоваться формула (5.70).
В предельном варианте используется более простое обозначение: I𝜀∅𝑓⟨𝜈(1),...,𝜈(|𝐽|)⟩

= 𝜀𝑓⟨𝜈(1),...,𝜈(|𝐽|)⟩
.

Если коэффициенты разложения (4.4) функции 𝑓(·) определены неточно, то получаем фор-
мулу, аналогичную по структуре формуле (5.72), но в которой все среднеквадратические по-
грешности аппроксимации кратных стохастических интегралов Ито, формирующие разложе-
ние (5.52), вычисляются по формуле (5.70):

S𝜀
𝑊 (𝑗1...𝑗𝑘)
𝑓 = E

(︀
S𝒥𝑊 (𝑗1...𝑗𝑘)
T 𝑓(·)− S𝒥𝑊 (𝑗1...𝑗𝑘)

T 𝑓(·)
)︀2

=

=

⌊#(𝑗(1),𝐽)/2⌋∑︁
𝜈(1)=0

. . .

⌊#(𝑗(|𝐽|),𝐽)/2⌋∑︁
𝜈(|𝐽|)=0

𝑟2⟨𝜈(1),...,𝜈(|𝐽|)⟩
I𝜀
𝐽⟨𝜈(1),...,𝜈(|𝐽|)⟩
𝑓⟨𝜈(1),...,𝜈(|𝐽|)⟩

, (5.73)
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где 𝑓(·) представляет собой функцию, полученную в результате обратного спектрального пре-
образования (4.5) из усеченной спектральной характеристики 𝐹 с неточно найденными эле-
ментами.

Пример 5.7. Записать выражения для среднеквадратических погрешностей аппроксима-
ции стохастических интегралов Ито I𝒥𝑊 (212)

T 𝑓(·) и Стратоновича S𝒥𝑊 (212)
T 𝑓(·) кратности 𝑘 = 3

при использовании формул (5.68) и (5.71) с заданным порядком усечения 𝐿, 𝑓(·) ∈ 𝐿tr(212)
2 (T3).

� В примере 5.3 (см. также пример 5.2 и п. 5 замечаний 5.3) получено следующее пред-
ставление:

S𝒥𝑊 (212)
T 𝑓(·) =

∞∑︁
𝑖1,𝑖2,𝑖3=0

𝐹𝑖1𝑖2𝑖3 𝜁
(2)
𝑖1
𝜁
(1)
𝑖2
𝜁
(2)
𝑖3

=
∞∑︁

𝑖1,𝑖2,𝑖3=0

𝐹𝑖1𝑖2𝑖3 𝜁
(2)
𝑖1
* 𝜁(1)𝑖2

* 𝜁(2)𝑖3
+

∞∑︁
𝑖1,𝑖2=0

𝐹𝑖1𝑖2𝑖1𝜁
(1)
𝑖2
,

в котором 𝐹𝑖1𝑖2𝑖3 — коэффициенты разложения (4.4) функции 𝑓(·), а 𝜁
(2)
𝑖1

и 𝜁
(1)
𝑖2

— независи-
мые случайные величины, имеющие стандартное нормальное распределение, что соответствует
разложению (5.52):

S𝒥𝑊 (212)
T 𝑓(·) = I𝒥𝑊 (212)

T 𝑓(·) + 𝒥𝑊 (1)
T 𝑓⟨1⟩(·),

где
𝑓⟨1⟩(𝑡2) =

∫︁
T

𝑓(𝑡1, 𝑡2, 𝑡1)𝑑𝑡1.

Таким образом,

I𝒥𝑊 (212)
T 𝑓(·) ≈

𝐿−1∑︁
𝑖1,𝑖2,𝑖3=0

𝐹𝑖1𝑖2𝑖3 𝜁
(2)
𝑖1
* 𝜁(1)𝑖2

* 𝜁(2)𝑖3
, 𝒥𝑊 (1)

T 𝑓⟨1⟩(·) ≈
𝐿−1∑︁
𝑖1,𝑖2=0

𝐹𝑖1𝑖2𝑖1𝜁
(1)
𝑖2
,

S𝒥𝑊 (212)
T 𝑓(·) ≈

𝐿−1∑︁
𝑖1,𝑖2,𝑖3=0

𝐹𝑖1𝑖2𝑖3 𝜁
(2)
𝑖1
𝜁
(1)
𝑖2
𝜁
(2)
𝑖3

=
𝐿−1∑︁

𝑖1,𝑖2,𝑖3=0

𝐹𝑖1𝑖2𝑖3 𝜁
(2)
𝑖1
* 𝜁(1)𝑖2

* 𝜁(2)𝑖3
+

𝐿−1∑︁
𝑖1,𝑖2=0

𝐹𝑖1𝑖2𝑖1𝜁
(1)
𝑖2

и среднеквадратическая погрешность аппроксимации кратного стохастического интеграла Ито
I𝒥𝑊 (212)
T k(·) вычисляется по формуле (5.69):

I𝜀
𝑊 (212)
𝑓 = 2‖𝑓𝐽(·)‖2𝐿2(T3) −

𝐿−1∑︁
𝑖1,𝑖2=0

𝐿−1∑︁
𝑖3=𝑖1

(𝐹𝑖1𝑖2𝑖3 + 𝐹𝑖3𝑖2𝑖1)
2

1 + 𝛿𝑖1𝑖3
,

учитывая значение 𝑀2
𝐽

= 2 для мультимножества 𝐽 = (212) (см. пример 5.3). В приведенном
выражении 𝑓𝐽(·) — это симметризованная функция (4.57).

Для среднеквадратической погрешности аппроксимации стохастического интеграла
𝒥𝑊 (1)
T 𝑓⟨1⟩(·) формула (5.69) в общем случае не подходит, поскольку величины

(𝐹⟨1⟩)𝑖2 =
𝐿−1∑︁
𝑖1=0

𝐹𝑖1𝑖2𝑖1 , 𝑖2 = 0, 1, . . . , 𝐿− 1,

могут не совпадать с коэффициентами разложения функции 𝑓⟨1⟩(·) по функциям базисной сис-
темы {𝑞(𝑖, ·)}∞𝑖=0 пространства 𝐿2(T), которые по определению пространства 𝐿tr(212)

2 (T3) пред-
ставляются в виде (см. разд. 4.4 и 5.4)

(𝐹⟨1⟩)𝑖2 =
∞∑︁
𝑖1=0

𝐹𝑖1𝑖2𝑖1 , 𝑖2 = 0, 1, . . . , 𝐿− 1.
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Здесь применяется формула (5.70), или согласно свойству (2.42) изометрии Ито — формула
(1.118):

I𝜀
𝑊 (1)
𝑓⟨1⟩

= ‖𝑓⟨1⟩(·)‖2𝐿2(T)
− ‖𝐹⟨1⟩‖2 + ‖𝐹⟨1⟩ − 𝐹⟨1⟩‖2 =

= ‖𝑓⟨1⟩(·)‖2𝐿2(T)
−

𝐿−1∑︁
𝑖2=0

(︂ ∞∑︁
𝑖1=0

𝐹𝑖1𝑖2𝑖1

)︂2

+
𝐿−1∑︁
𝑖2=0

(︂ ∞∑︁
𝑖1=𝐿

𝐹𝑖1𝑖2𝑖1

)︂2

.

Получаем искомый результат:
S𝜀
𝑊 (212)
𝑓 = I𝜀

𝑊 (212)
𝑓 + I𝜀

𝑊 (1)
𝑓⟨1⟩

= 2‖𝑓𝐽(·)‖2𝐿2(T3) + ‖𝑓⟨1⟩(·)‖2𝐿2(T)
−

−
𝐿−1∑︁
𝑖1,𝑖2=0

𝐿−1∑︁
𝑖3=𝑖1

(𝐹𝑖1𝑖2𝑖3 + 𝐹𝑖3𝑖2𝑖1)
2

1 + 𝛿𝑖1𝑖3
−

𝐿−1∑︁
𝑖2=0

(︂ ∞∑︁
𝑖1=0

𝐹𝑖1𝑖2𝑖1

)︂2

+
𝐿−1∑︁
𝑖2=0

(︂ ∞∑︁
𝑖1=𝐿

𝐹𝑖1𝑖2𝑖1

)︂2

.

Рассмотрим частный случай, когда 𝑓(·) = k(·) — это функция (4.15):

k(𝑡1, 𝑡2, 𝑡3) = 1(𝑡3 − 𝑡2)1(𝑡2 − 𝑡1), ‖k(·)‖2𝐿2(T3) =
1

6
,

для которой справедливо равенство (4.62):

2‖k𝐽(·)‖2𝐿2(T3) = ‖k(·)‖2𝐿2(T3) =
1

6
, k𝐽(𝑡1, 𝑡2, 𝑡3) =

1(𝑡2 − 𝑡1)1(𝑡3 − 𝑡2) + 1(𝑡2 − 𝑡3)1(𝑡1 − 𝑡2)
2

,

т.е.
I𝜀
𝑊 (212)
k =

1

6
−

𝐿−1∑︁
𝑖1,𝑖2=0

𝐿−1∑︁
𝑖3=𝑖1

(K𝑖1𝑖2𝑖3 + K𝑖3𝑖2𝑖1)
2

1 + 𝛿𝑖1𝑖3
,

где K𝑖1𝑖2𝑖3 — коэффициенты разложения (4.16) и, кроме того, T = [0, 1].
Как показано в разд. 5.6, k⟨1⟩(𝑡2) ≡ 0, поэтому ‖k⟨1⟩(·)‖2𝐿2(T)

= 0 и эта функция имеет нуле-
вые коэффициенты разложения (K̃⟨1⟩)𝑖2 , следовательно,

I𝜀
𝑊 (1)
k⟨1⟩ = ‖K̄⟨1⟩‖2 =

𝐿−1∑︁
𝑖2=0

(︂ 𝐿−1∑︁
𝑖1=0

K𝑖1𝑖2𝑖1

)︂2

,

поэтому

S𝜀
𝑊 (212)
k = I𝜀

𝑊 (212)
k + I𝜀

𝑊 (1)
k⟨1⟩ =

1

6
−

𝐿−1∑︁
𝑖1,𝑖2=0

𝐿−1∑︁
𝑖3=𝑖1

(K𝑖1𝑖2𝑖3 + K𝑖3𝑖2𝑖1)
2

1 + 𝛿𝑖1𝑖3
+

𝐿−1∑︁
𝑖2=0

(︂ 𝐿−1∑︁
𝑖1=0

K𝑖1𝑖2𝑖1

)︂2

. �

Пример 5.8. Записать выражения для среднеквадратических погрешностей аппрокси-
мации стохастических интегралов Ито I𝒥𝑊 (1122)

T 𝑓(·) и Стратоновича S𝒥𝑊 (1122)
T 𝑓(·) кратно-

сти 𝑘 = 4 при использовании формул (5.68) и (5.71) с заданным порядком усечения 𝐿,
𝑓(·) ∈ 𝐿tr(1122)

2 (T4).

� Возьмем за основу пример 5.4 (см. также п. 5 замечаний 5.3):

S𝒥𝑊 (1122)
T 𝑓(·) =

∞∑︁
𝑖1,𝑖2,𝑖3,𝑖4=0

𝐹𝑖1𝑖2𝑖3𝑖4 𝜁
(1)
𝑖1
𝜁
(1)
𝑖2
𝜁
(2)
𝑖3
𝜁
(2)
𝑖4

=
∞∑︁

𝑖1,𝑖2,𝑖3,𝑖4=0

𝐹𝑖1𝑖2𝑖3𝑖4 𝜁
(1)
𝑖1
* 𝜁(1)𝑖2

* 𝜁(2)𝑖3
* 𝜁(2)𝑖4

+

+
∞∑︁

𝑖1,𝑖3,𝑖4=0

𝐹𝑖1𝑖1𝑖3𝑖4 𝜁
(2)
𝑖3
* 𝜁(2)𝑖4

+
∞∑︁

𝑖1,𝑖2,𝑖3=0

𝐹𝑖1𝑖2𝑖3𝑖3 𝜁
(1)
𝑖1
* 𝜁(1)𝑖2

+
∞∑︁

𝑖1,𝑖3=0

𝐹𝑖1𝑖1𝑖3𝑖3 ,

где 𝐹𝑖1𝑖2𝑖3𝑖4 — коэффициенты разложения (4.4) функции 𝑓(·), а 𝜁
(1)
𝑖1

и 𝜁
(2)
𝑖2

— независимые
случайные величины, имеющие стандартное нормальное распределение.

Все слагаемые в правой части последнего равенства отражают разложение (5.52):
S𝒥𝑊 (1122)
T 𝑓(·) = I𝒥𝑊 (1122)

T 𝑓(·) + I𝒥𝑊 (22)
T 𝑓⟨1,0⟩(·) + I𝒥𝑊 (11)

T 𝑓⟨0,1⟩(·) + 𝑓⟨1,1⟩,
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в котором

𝑓⟨1,0⟩(𝑡3, 𝑡4) =

∫︁
T

𝑓(𝑡1, 𝑡1, 𝑡3, 𝑡4)𝑑𝑡1, 𝑓⟨0,1⟩(𝑡1, 𝑡2) =

∫︁
T

𝑓(𝑡1, 𝑡2, 𝑡3, 𝑡3)𝑑𝑡3,

𝑓⟨1,1⟩ =

∫︁
T2

𝑓(𝑡1, 𝑡1, 𝑡3, 𝑡3)𝑑𝑡1𝑑𝑡3.

Далее аппроксимируем все записанные выше ряды частичными суммами:

I𝒥𝑊 (1122)
T 𝑓(·) ≈

𝐿−1∑︁
𝑖1,𝑖2,𝑖3,𝑖4=0

𝐹𝑖1𝑖2𝑖3𝑖4 𝜁
(1)
𝑖1
* 𝜁(1)𝑖2

* 𝜁(2)𝑖3
* 𝜁(2)𝑖4

,

I𝒥𝑊 (22)
T 𝑓⟨1,0⟩(·) ≈

𝐿−1∑︁
𝑖1,𝑖3,𝑖4=0

𝐹𝑖1𝑖1𝑖3𝑖4 𝜁
(2)
𝑖3
* 𝜁(2)𝑖4

,

I𝒥𝑊 (11)
T 𝑓⟨0,1⟩(·) ≈

𝐿−1∑︁
𝑖1,𝑖2,𝑖3=0

𝐹𝑖1𝑖2𝑖3𝑖3 𝜁
(1)
𝑖1
* 𝜁(1)𝑖2

,

𝑓⟨1,1⟩ ≈
𝐿−1∑︁
𝑖1,𝑖3=0

𝐹𝑖1𝑖1𝑖3𝑖3 ,

S𝒥𝑊 (1122)
T 𝑓(·) ≈

𝐿−1∑︁
𝑖1,𝑖2,𝑖3,𝑖4=0

𝐹𝑖1𝑖2𝑖3𝑖4 𝜁
(1)
𝑖1
𝜁
(1)
𝑖2
𝜁
(2)
𝑖3
𝜁
(2)
𝑖4

=
𝐿−1∑︁

𝑖1,𝑖2,𝑖3,𝑖4=0

𝐹𝑖1𝑖2𝑖3𝑖4 𝜁
(1)
𝑖1
* 𝜁(1)𝑖2

* 𝜁(2)𝑖3
* 𝜁(2)𝑖4

+

+
𝐿−1∑︁

𝑖1,𝑖3,𝑖4=0

𝐹𝑖1𝑖1𝑖3𝑖4 𝜁
(2)
𝑖3
* 𝜁(2)𝑖4

+
𝐿−1∑︁

𝑖1,𝑖2,𝑖3=0

𝐹𝑖1𝑖2𝑖3𝑖3 𝜁
(1)
𝑖1
* 𝜁(1)𝑖2

+
𝐿−1∑︁
𝑖1,𝑖3=0

𝐹𝑖1𝑖1𝑖3𝑖3 .

Для среднеквадратической погрешности аппроксимации кратного стохастического инте-
грала Ито I𝒥𝑊 (1122)

T k(·) применим формулу (5.69), представляя ее в виде

I𝜀
𝑊 (1122)
𝑓 = 4

(︂
‖𝑓𝐽(·)‖2𝐿2(T4) −

𝐿−1∑︁
𝑖1,𝑖2,𝑖3,𝑖4=0

𝐹 2
𝑖1𝑖2𝑖3𝑖4

)︂
,

где величина 𝑀2
𝐽

= 4 соответствует мультимножеству 𝐽 = (1122) (см. примеры 4.6 и 5.4), 𝑓𝐽(·)
— симметризованная функция (4.57) с коэффициентами разложения

𝐹𝑖1𝑖2𝑖3𝑖4 =
𝐹𝑖1𝑖2𝑖3𝑖4 + 𝐹𝑖2𝑖1𝑖3𝑖4 + 𝐹𝑖1𝑖2𝑖4𝑖3 + 𝐹𝑖2𝑖1𝑖4𝑖3

4
.

Стохастические интегралы Ито кратности 𝑘 = 2 требуют применения формулы (5.70), так
как величины

(𝐹⟨1,0⟩)𝑖3𝑖4 =
𝐿−1∑︁
𝑖1=0

𝐹𝑖1𝑖1𝑖3𝑖4 , (𝐹⟨0,1⟩)𝑖1𝑖2 =
𝐿−1∑︁
𝑖3=0

𝐹𝑖1𝑖2𝑖3𝑖3

в общем случае не совпадают с коэффициентами разложения соответствующих функций
𝑓⟨1,0⟩(·) и 𝑓⟨0,1⟩(·) по функциям базисной системы {𝑞(𝑖1, ·)⊗ 𝑞(𝑖2, ·)}∞𝑖,𝑗=0 пространства 𝐿2(T

2).
Для последних справедливы соотношения

(𝐹⟨1,0⟩)𝑖3𝑖4 =
∞∑︁
𝑖1=0

𝐹𝑖1𝑖1𝑖3𝑖4 , (𝐹⟨0,1⟩)𝑖1𝑖2 =
∞∑︁
𝑖3=0

𝐹𝑖1𝑖2𝑖3𝑖3 ,

в которых, как и выше, 𝑖1, 𝑖2, 𝑖3, 𝑖4 = 0, 1, . . . , 𝐿− 1.
Таким образом,

I𝜀
𝑊 (22)
𝑓⟨1,0⟩

= 2
(︀
‖𝑓(22),⟨1,0⟩(·)‖2𝐿2(T2) − ‖𝐹(22),⟨1,0⟩‖2 + ‖𝐹(22),⟨1,0⟩ − 𝐹(22),⟨1,0⟩‖2

)︀
=

= 2‖𝑓(22),⟨1,0⟩(·)‖2𝐿2(T2) − 2
𝐿−1∑︁
𝑖3,𝑖4=0

(︂ ∞∑︁
𝑖1=0

𝐹𝑖1𝑖1𝑖3𝑖4 + 𝐹𝑖1𝑖1𝑖4𝑖3
2

)︂2

+ 2
𝐿−1∑︁
𝑖3,𝑖4=0

(︂ ∞∑︁
𝑖1=𝐿

𝐹𝑖1𝑖1𝑖3𝑖4 + 𝐹𝑖1𝑖1𝑖4𝑖3
2

)︂2

,
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где полусумма (𝐹𝑖1𝑖1𝑖3𝑖4 + 𝐹𝑖1𝑖1𝑖4𝑖3)/2 определяет коэффициенты разложения (4.63) симметри-
зованной функции 𝑓(22),⟨1,0⟩(·) по отношению к 𝑓⟨1,0⟩(·) при 𝑀(22) = 2. Совершенно аналогично

I𝜀
𝑊 (11)
𝑓⟨0,1⟩

= 2
(︀
‖𝑓(11),⟨0,1⟩(·)‖2𝐿2(T2) − ‖𝐹(11),⟨0,1⟩‖2 + ‖𝐹(11),⟨0,1⟩ − 𝐹(11),⟨0,1⟩‖2

)︀
=

= 2‖𝑓(11),⟨0,1⟩(·)‖2𝐿2(T2) − 2
𝐿−1∑︁
𝑖1,𝑖2=0

(︂ ∞∑︁
𝑖3=0

𝐹𝑖1𝑖2𝑖3𝑖3 + 𝐹𝑖2𝑖1𝑖3𝑖3
2

)︂2

+ 2
𝐿−1∑︁
𝑖1,𝑖2=0

(︂ ∞∑︁
𝑖3=𝐿

𝐹𝑖1𝑖2𝑖3𝑖3 + 𝐹𝑖2𝑖1𝑖3𝑖3
2

)︂2

.

Наконец,

𝜀𝑓⟨1,1⟩ =

(︂ ∞∑︁
𝑖1,𝑖3=0

𝐹𝑖1𝑖1𝑖3𝑖3 −
𝐿−1∑︁
𝑖1,𝑖3=0

𝐹𝑖1𝑖1𝑖3𝑖3

)︂2

,

следовательно,
S𝜀
𝑊 (1122)
𝑓 = I𝜀

𝑊 (1122)
𝑓 + I𝜀

𝑊 (22)
𝑓⟨1,0⟩

+ I𝜀
𝑊 (11)
𝑓⟨0,1⟩

+ 𝜀𝑓⟨1,1⟩ = 4‖𝑓𝐽(·)‖2𝐿2(T4) +

+ 2‖𝑓(22),⟨1,0⟩(·)‖2𝐿2(T2) + 2‖𝑓(11),⟨0,1⟩(·)‖2𝐿2(T2) − 4
𝐿−1∑︁

𝑖1,𝑖2,𝑖3,𝑖4=0

𝐹 2
𝑖1𝑖2𝑖3𝑖4

−

− 2
𝐿−1∑︁
𝑖3,𝑖4=0

(︂ ∞∑︁
𝑖1=0

𝐹𝑖1𝑖1𝑖3𝑖4 + 𝐹𝑖1𝑖1𝑖4𝑖3
2

)︂2

+ 2
𝐿−1∑︁
𝑖3,𝑖4=0

(︂ ∞∑︁
𝑖1=𝐿

𝐹𝑖1𝑖1𝑖3𝑖4 + 𝐹𝑖1𝑖1𝑖4𝑖3
2

)︂2

−

− 2
𝐿−1∑︁
𝑖1,𝑖2=0

(︂ ∞∑︁
𝑖3=0

𝐹𝑖1𝑖2𝑖3𝑖3 + 𝐹𝑖2𝑖1𝑖3𝑖3
2

)︂2

+ 2
𝐿−1∑︁
𝑖1,𝑖2=0

(︂ ∞∑︁
𝑖3=𝐿

𝐹𝑖1𝑖2𝑖3𝑖3 + 𝐹𝑖2𝑖1𝑖3𝑖3
2

)︂2

+

+

(︂ ∞∑︁
𝑖1,𝑖3=0

𝐹𝑖1𝑖1𝑖3𝑖3 −
𝐿−1∑︁
𝑖1,𝑖3=0

𝐹𝑖1𝑖1𝑖3𝑖3

)︂2

.

Как и в примере 5.8, перейдем к частному случаю 𝑓(·) = k(·), а именно к функции (4.15) и
положим T = [0, 1]:

k(𝑡1, 𝑡2, 𝑡3, 𝑡4) = 1(𝑡4 − 𝑡3)1(𝑡3 − 𝑡2)1(𝑡2 − 𝑡1), ‖k(·)‖2𝐿2(T4) =
1

24
,

тогда согласно формуле (4.62) имеем

4‖k𝐽(·)‖2𝐿2(T4) = ‖k(·)‖2𝐿2(T4) =
1

24
, k𝐽(𝑡1, 𝑡2, 𝑡3, 𝑡4) =

1(min{𝑡3, 𝑡4} −max{𝑡1, 𝑡2})
4

,

I𝜀
𝑊 (1122)
k =

1

24
−

𝐿−1∑︁
𝑖1,𝑖2,𝑖3,𝑖4=0

K̃2
𝑖1𝑖2𝑖3𝑖4

,

где
K̃𝑖1𝑖2𝑖3𝑖4 =

K𝑖1𝑖2𝑖3𝑖4 + K𝑖2𝑖1𝑖3𝑖4 + K𝑖1𝑖2𝑖4𝑖3 + K𝑖2𝑖1𝑖4𝑖3

4
,

а K𝑖1𝑖2𝑖3𝑖4 — коэффициенты разложения (4.16).
Напомним (см. разд. 5.6), что

k⟨1,0⟩(𝑡3, 𝑡4) =
𝑡31(𝑡4 − 𝑡3)

2
, k(22),⟨1,0⟩(𝑡3, 𝑡4) =

min{𝑡3, 𝑡4}
4

,

k⟨0,1⟩(𝑡1, 𝑡2) =
(1− 𝑡2)1(𝑡2 − 𝑡1)

2
, k(11),⟨0,1⟩(𝑡1, 𝑡2) =

1−max{𝑡1, 𝑡2}
4

,

2‖k(22),⟨1,0⟩(·)‖2𝐿2(T2) = 2‖k(11),⟨0,1⟩(·)‖2𝐿2(T2) =
1

48
, k⟨1,1⟩ =

1

8
.

и, опираясь на результаты примера 4.5 и табл. 4.1, записываем

k(22),⟨1,0⟩(·) =
1

2
⟨k10(·)⟩(22), k(11),⟨0,1⟩(·) =

1

2
⟨k(·)− k01(·)⟩(11),

где k10(𝑡3, 𝑡4) = 𝑡31(𝑡4 − 𝑡3), k01(𝑡1, 𝑡2) = 𝑡21(𝑡2 − 𝑡1), k(𝑡1, 𝑡2) = 1(𝑡2 − 𝑡1).
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Далее выразим коэффициенты разложения функций k⟨1,0⟩(·) и k⟨0,1⟩(·):

(K̃⟨1,0⟩)𝑖3𝑖4 =
∞∑︁
𝑖1=0

K𝑖1𝑖1𝑖3𝑖4 =
K10
𝑖3𝑖4

2
, (K̃⟨0,1⟩)𝑖1𝑖2 =

∞∑︁
𝑖3=0

K𝑖1𝑖2𝑖3𝑖3 =
(K𝑖1𝑖2 −K01

𝑖1𝑖2
)

2
,

где K10
𝑖3𝑖4

, K01
𝑖1𝑖2

и K𝑖1𝑖2 — элементы спектральных характеристик K10, K01 и K функций k10(·),
k01(·) и функции двух переменных k(·) соответственно (см. разд. 4.1). Методика их нахождения
относительно базисных систем (1.5)– (1.9) иллюстрируется в примере 4.4.

Подводя итог, получаем

S𝜀
𝑊 (1122)
k = I𝜀

𝑊 (1122)
k + I𝜀

𝑊 (22)
k⟨1,0⟩ + I𝜀

𝑊 (11)
k⟨0,1⟩ + 𝜀k⟨1,1⟩ =

1

12
−

𝐿−1∑︁
𝑖1,𝑖2,𝑖3,𝑖4=0

K̃2
𝑖1𝑖2𝑖3𝑖4

−

− 2
𝐿−1∑︁
𝑖3,𝑖4=0

(K̃(22),⟨1,0⟩)
2
𝑖3𝑖4

+ 2
𝐿−1∑︁
𝑖3,𝑖4=0

(︂
(K̃(22),⟨1,0⟩)𝑖3𝑖4 − (K̄(22),⟨1,0⟩)𝑖3𝑖4

)︂2

−

− 2
𝐿−1∑︁
𝑖1,𝑖2=0

(K̃(11),⟨0,1⟩)
2
𝑖1𝑖2

+ 2
𝐿−1∑︁
𝑖1,𝑖2=0

(︂
(K̃(11),⟨0,1⟩)𝑖1𝑖2 − (K̄(11),⟨0,1⟩)𝑖1𝑖2

)︂2

+

(︂
1

8
−

𝐿−1∑︁
𝑖1,𝑖3=0

K𝑖1𝑖1𝑖3𝑖3

)︂2

,

где

(K̃(22),⟨1,0⟩)𝑖3𝑖4 =
(K̃⟨1,0⟩)𝑖3𝑖4 + (K̃⟨1,0⟩)𝑖4𝑖3

2
=

K10
𝑖3𝑖4

+ K10
𝑖4𝑖3

4
, (K̄(22),⟨1,0⟩)𝑖3𝑖4 =

𝐿−1∑︁
𝑖1=0

K𝑖1𝑖1𝑖3𝑖4 + K𝑖1𝑖1𝑖4𝑖3

2
,

(K̃(11),⟨0,1⟩)𝑖1𝑖2 =
(K̃⟨0,1⟩)𝑖1𝑖2 + (K̃⟨0,1⟩)𝑖2𝑖1

2
=

K𝑖1𝑖2 + K𝑖2𝑖1 −K01
𝑖1𝑖2
−K01

𝑖2𝑖1

4
,

(K̄(11),⟨0,1⟩)𝑖1𝑖2 =
𝐿−1∑︁
𝑖3=0

K𝑖1𝑖2𝑖3𝑖3 + K𝑖2𝑖1𝑖3𝑖3

2
. �

Зам е ч а н и я 5.6.
1. Конкретный вид формул (5.72) и (5.73) зависит от выбора представления кратных сто-

хастических интегралов Ито по винеровским процессам: это может быть представление в виде
ряда (5.32) или ортогонального разложения (5.42) (см. замечание 5.5).

Чтобы проиллюстрировать этот тезис, запишем эквивалентные выражения для сред-
неквадратической погрешности аппроксимации стохастического интеграла Стратоновича
S𝒥𝑊 (212)
T 𝑓(·) кратности 𝑘 = 3 (см. пример 5.7):
S𝜀
𝑊 (212)
𝑓 = 2‖𝑓𝐽(·)‖2𝐿2(T3) + ‖𝑓⟨1⟩(·)‖2𝐿2(T)

−

−
𝐿−1∑︁
𝑖1,𝑖2=0

𝐿−1∑︁
𝑖3=𝑖1

(2𝐹𝑖1𝑖2𝑖3)
2

1 + 𝛿𝑖1𝑖3
−

𝐿−1∑︁
𝑖2=0

(︂ ∞∑︁
𝑖1=0

𝐹𝑖1𝑖2𝑖1

)︂2

+
𝐿−1∑︁
𝑖2=0

(︂ ∞∑︁
𝑖1=𝐿

𝐹𝑖1𝑖2𝑖1

)︂2

=

= 2

(︂
‖𝑓𝐽(·)‖2𝐿2(T3) −

𝐿−1∑︁
𝑖1,𝑖2,𝑖3=0

𝐹 2
𝑖1𝑖2𝑖3

)︂
+ ‖𝑓⟨1⟩(·)‖2𝐿2(T)

−
𝐿−1∑︁
𝑖2=0

(︂ ∞∑︁
𝑖1=0

𝐹𝑖1𝑖2𝑖1

)︂2

+
𝐿−1∑︁
𝑖2=0

(︂ ∞∑︁
𝑖1=𝐿

𝐹𝑖1𝑖2𝑖1

)︂2

,

где 𝐹𝑖1𝑖2𝑖3 — коэффициенты разложения (4.63) симметризованной функции 𝑓𝐽(·):

𝐹𝑖1𝑖2𝑖3 =
𝐹𝑖1𝑖2𝑖3 + 𝐹𝑖1𝑖3𝑖2

2
.

В качестве дополнительной иллюстрации достаточно сравнить выражения для среднеквад-
ратических погрешностей аппроксимации кратных стохастических интегралов S𝒥𝑊 (212)

T 𝑓(·) и
S𝒥𝑊 (1122)
T 𝑓(·) из примеров 5.7 и 5.8, так как для них используются разные формы записи.
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2. Справедливо очевидное неравенство, которое связывает погрешности I𝜀
𝑊 (𝑗1...𝑗𝑘)
𝑓 и

S𝜀
𝑊 (𝑗1...𝑗𝑘)
𝑓 : S𝜀

𝑊 (𝑗1...𝑗𝑘)
𝑓 > I𝜀

𝑊 (𝑗1...𝑗𝑘)
𝑓 , и может оказаться, что I𝒥𝑊 (𝑗1...𝑗𝑘)

T 𝑓(·) = S𝒥𝑊 (𝑗1...𝑗𝑘)
T 𝑓(·), но

I𝒥𝑊 (𝑗1...𝑗𝑘)
T 𝑓(·) ̸= S𝒥𝑊 (𝑗1...𝑗𝑘)

T 𝑓(·) и тогда S𝜀
𝑊 (𝑗1...𝑗𝑘)
𝑓 > I𝜀

𝑊 (𝑗1...𝑗𝑘)
𝑓 . Аналогичное неравенство спра-

ведливо для погрешностей I𝜀
𝑊 (𝑗1...𝑗𝑘)
𝑓 и S𝜀

𝑊 (𝑗1...𝑗𝑘)
𝑓 .

Указанные неравенства дают возможность уменьшить погрешность аппроксимации неко-
торых кратных стохастических интегралов Стратоновича. Например (см. разд. 5.6), для функ-
ции k(·), заданной формулой (4.15), при 𝑘 = 3 известно, что I𝒥𝑊 (212)

T k(·) = S𝒥𝑊 (212)
T k(·) и можно

предложить следующую формулу для приближенного представления кратного стохастическо-
го интеграла Стратоновича, которая обеспечивает меньшую погрешность:

S𝒥𝑊 (212)
T k(·) ≈

𝐿−1∑︁
𝑖1,𝑖2,𝑖3=0

K𝑖1𝑖2𝑖3 𝜁
(2)
𝑖1
* 𝜁(1)𝑖2

* 𝜁(2)𝑖3
,

где все обозначения соответствуют примеру 5.7.
3. Существует простая методика уменьшения среднеквадратических погрешностей аппрок-

симации кратных стохастических интегралов [76,77,300].
Рассмотрим сначала интегралы кратности 𝑘 = 1. Пусть 𝑓(·) ∈ 𝐿2(T), 𝐹𝑖 — коэффициенты

разложения (1.11) функции 𝑓(·) относительно базисной системы {𝑞(𝑖, ·)}∞𝑖=0, 𝑊 (·) — винеров-
ский процесс, а 𝜁𝑖 — независимые случайные величины, имеющие стандартное нормальное
распределение. Тогда (см. выражение (2.28), а также п. 2 замечаний 2.3):

𝒥𝑊
T 𝑓(·) =

∫︁
T

𝑓(𝑡)𝑑𝑊 (𝑡) =
∞∑︁
𝑖=0

𝐹𝑖𝜁𝑖 =
𝐿−1∑︁
𝑖=0

𝐹𝑖𝜁𝑖 +
∞∑︁
𝑖=𝐿

𝐹𝑖𝜁𝑖,

где каждое из двух слагаемых в правой части представляет собой гауссовскую случайную
величину с известными характеристиками. В частности,

E
∞∑︁
𝑖=𝐿

𝐹𝑖𝜁𝑖 = 0, E

(︂ ∞∑︁
𝑖=𝐿

𝐹𝑖𝜁𝑖

)︂2

=
∞∑︁
𝑖=𝐿

𝐹 2
𝑖 .

Согласно свойству (1.25) сохранения нормы

‖𝑓(·)‖2𝐿2(T)
=

∞∑︁
𝑖=0

𝐹 2
𝑖 =

𝐿−1∑︁
𝑖=0

𝐹 2
𝑖 +

∞∑︁
𝑖=𝐿

𝐹 2
𝑖 ,

∞∑︁
𝑖=𝐿

𝐹 2
𝑖 = ‖𝑓(·)‖2𝐿2(T)

−
𝐿−1∑︁
𝑖=0

𝐹 2
𝑖 ,

поэтому, обозначая через 𝜁*𝐿 случайную величину, которая имеет стандартное нормальное рас-
пределение и при этом случайные величины 𝜁0, 𝜁1, . . . , 𝜁𝐿−1, 𝜁

*
𝐿 независимы, получаем

∞∑︁
𝑖=0

𝐹𝑖𝜁𝑖 =
𝐿−1∑︁
𝑖=0

𝐹𝑖𝜁𝑖 + 𝐹 *
𝐿𝜁

*
𝐿, 𝐹 *

𝐿 =

{︂
‖𝑓(·)‖2𝐿2(T)

−
𝐿−1∑︁
𝑖=0

𝐹 2
𝑖

}︂ 1
2

, 𝜁*𝐿 =
1

𝐹 *
𝐿

∞∑︁
𝑖=𝐿

𝐹𝑖𝜁𝑖,

а (𝐹 *
𝐿)2 — это среднеквадратическая погрешность аппроксимации стохастического интеграла

𝒥𝑊
T 𝑓(·), определяемая по формуле (5.69), при его приближенном представлении в виде (5.68).

Этот результат можно адаптировать к стохастическим интегралам кратности 𝑘 > 2. На-
пример, при 𝑘 = 2 и 𝑗1 ̸= 𝑗2 находим

I𝒥𝑊 (𝑗1𝑗2)
T 𝑓(·) = S𝒥𝑊 (𝑗1𝑗2)

T 𝑓(·) =
∞∑︁

𝑖1,𝑖2=0

𝐹𝑖1𝑖2𝜁
(𝑗1)
𝑖1

𝜁
(𝑗2)
𝑖2

=

= 𝐹00𝜁
(𝑗1)
0 𝜁

(𝑗2)
0 + 𝜁

(𝑗2)
0

∞∑︁
𝑖=1

𝐹𝑖0𝜁
(𝑗1)
𝑖 + 𝜁

(𝑗1)
0

∞∑︁
𝑖=1

𝐹0𝑖𝜁
(𝑗2)
𝑖 +

∞∑︁
𝑖1,𝑖2=1

𝐹𝑖1𝑖2𝜁
(𝑗1)
𝑖1

𝜁
(𝑗2)
𝑖2

=
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= 𝐹00𝜁
(𝑗1)
0 𝜁

(𝑗2)
0 +𝜁

(𝑗2)
0

𝐿−1∑︁
𝑖=1

𝐹𝑖0𝜁
(𝑗1)
𝑖 +𝜁

(𝑗1)
0

𝐿−1∑︁
𝑖=1

𝐹0𝑖𝜁
(𝑗2)
𝑖 +

∞∑︁
𝑖1,𝑖2=1

𝐹𝑖1𝑖2𝜁
(𝑗1)
𝑖1

𝜁
(𝑗2)
𝑖2

+𝐹 *
𝐿0𝜁

(𝑗1)*
𝐿 𝜁

(𝑗2)
0 +𝐹 *

0𝐿𝜁
(𝑗1)
0 𝜁

(𝑗2)*
𝐿 ,

где 𝐹𝑖1𝑖2 — коэффициенты разложения (4.4) функции 𝑓(·) ∈ 𝐿2(T
2) по функциям базисной

системы {𝑞(𝑖1, ·)⊗ 𝑞(𝑖2, ·)}∞𝑖1,𝑖2=0 и

𝐹 *
𝐿0 =

{︂ ∞∑︁
𝑖=𝐿

𝐹 2
𝑖0

}︂ 1
2

, 𝐹 *
0𝐿 =

{︂ ∞∑︁
𝑖=𝐿

𝐹 2
0𝑖

}︂ 1
2

,

т.е.

I𝒥𝑊 (𝑗1𝑗2)
T 𝑓(·) ≈ 𝐹00𝜁

(𝑗1)
0 𝜁

(𝑗2)
0 + 𝜁

(𝑗2)
0

𝐿−1∑︁
𝑖=1

𝐹𝑖0𝜁
(𝑗1)
𝑖 + 𝜁

(𝑗1)
0

𝐿−1∑︁
𝑖=1

𝐹0𝑖𝜁
(𝑗2)
𝑖 +

𝐿−1∑︁
𝑖1,𝑖2=1

𝐹𝑖1𝑖2𝜁
(𝑗1)
𝑖1

𝜁
(𝑗2)
𝑖2

+

+ 𝐹 *
𝐿0𝜁

(𝑗1)*
𝐿 𝜁

(𝑗2)
0 + 𝐹 *

0𝐿𝜁
(𝑗1)
0 𝜁

(𝑗2)*
𝐿 =

𝐿−1∑︁
𝑖1,𝑖2=0

𝐹𝑖1𝑖2𝜁
(𝑗1)
𝑖1

𝜁
(𝑗2)
𝑖2

+ 𝐹 *
𝐿0𝜁

(𝑗1)*
𝐿 𝜁

(𝑗2)
0 + 𝐹 *

0𝐿𝜁
(𝑗1)
0 𝜁

(𝑗2)*
𝐿 . (5.74)

Предполагается, что в приведенных формулах случайные величины 𝜁
(𝑗)
𝑖 , 𝑖 = 0, 1, . . . , 𝐿− 1,

и 𝜁(𝑗)*𝐿 имеют стандартное нормальное распределение и независимы в совокупности для 𝑗 = 𝑗1 и
𝑗 = 𝑗2. Среднеквадратическая погрешность аппроксимации в такой ситуации выражается че-
рез погрешность аппроксимации функции 𝑔(𝑡1, 𝑡2) = 𝑓(𝑡1, 𝑡2)− 𝑔0(𝑡1, 𝑡2)− 𝑔1(𝑡1, 𝑡2)− 𝑔2(𝑡1, 𝑡2),
где

𝑔0(𝑡1, 𝑡2) = 𝐹00𝑞(0, 𝑡1)𝑞(0, 𝑡2), 𝑔1(𝑡1, 𝑡2) = 𝑞(0, 𝑡2)
∞∑︁
𝑖=1

𝐹𝑖0𝑞(𝑖, 𝑡1), 𝑔2(𝑡1, 𝑡2) = 𝑞(0, 𝑡1)
∞∑︁
𝑖=1

𝐹0𝑖𝑞(𝑖, 𝑡2),

при этом

𝐹 *
𝐿0 =

{︂
‖𝑔1(·)‖2𝐿2(T2) −

𝐿−1∑︁
𝑖=1

𝐹 2
𝑖0

}︂ 1
2

, 𝐹 *
0𝐿 =

{︂
‖𝑔2(·)‖2𝐿2(T2) −

𝐿−1∑︁
𝑖=1

𝐹 2
0𝑖

}︂ 1
2

.

Отметим, что функции 𝑔(·), 𝑔0(·), 𝑔1(·) и 𝑔2(·) ортогональны в пространстве 𝐿2(T
2) и по-

грешность аппроксимации функции 𝑔(·) не больше, чем погрешность аппроксимации функ-
ции 𝑓(·). Поэтому из равенства I𝒥𝑊 (𝑗1𝑗2)

T 𝑓(·) = I𝒥𝑊 (𝑗1𝑗2)
T 𝑔0(·) + I𝒥𝑊 (𝑗1𝑗2)

T 𝑔1(·) + I𝒥𝑊 (𝑗1𝑗2)
T 𝑔2(·) +

+ I𝒥𝑊 (𝑗1𝑗2)
T 𝑔(·) следует, что среднеквадратическая погрешность аппроксимации (5.6) интеграла

I𝒥𝑊 (𝑗1𝑗2)
T 𝑓(·) равна среднеквадратической погрешности аппроксимации интеграла I𝒥𝑊 (𝑗1𝑗2)

T 𝑔(·),
поскольку интегралы I𝒥𝑊 (𝑗1𝑗2)

T 𝑔0(·), I𝒥𝑊 (𝑗1𝑗2)
T 𝑔1(·) и I𝒥𝑊 (𝑗1𝑗2)

T 𝑔2(·) представляются точно. Этот
результат без изменений переносится на интегралы S𝒥𝑊 (𝑗1𝑗2)

T 𝑓(·) и S𝒥𝑊 (𝑗1𝑗2)
T 𝑔(·).

Однако стоит отметить, что возможное уменьшение среднеквадратической погрешности
аппроксимации достигается за счет увеличения числа случайных величин, а именно добавле-
ния 𝜁

(𝑗1)*
𝐿 и 𝜁

(𝑗2)*
𝐿 . Рассматриваемую методику уменьшения среднеквадратических погрешно-

стей аппроксимации можно применить для кратных стохастических интегралов I𝒥𝑊 (𝑗1𝑗2)
T 𝑔(·) и

S𝒥𝑊 (𝑗1𝑗2)
T 𝑔(·), но уже с ограничениями, так как новые случайные величины, которые потребует-

ся добавить к уже имеющимся, могут быть зависимыми с 𝐹 *
𝐿0 и 𝐹 *

0𝐿. Более того, к увеличению
числа случайных величин и уменьшению погрешности, очевидно, приводит и простое увеличе-
ние порядка усечения 𝐿. Какой именно вариант является более эффективным, вообще говоря,
зависит от функции 𝑓(·) и базисной системы {𝑞(𝑖, ·)}∞𝑖=0.

Аналогичные рассуждения справедливы для кратных стохастических интегралов Ито и
Стратоновича по винеровским процессам кратности 𝑘 > 2. Но, скорее всего, описанная ме-
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тодика уменьшения среднеквадратических погрешностей аппроксимации теряет свою эффек-
тивность с ростом кратности 𝑘.

Пример 5.9. Найти среднеквадратические погрешности аппроксимации повторных сто-
хастических интегралов Ито I𝒥𝑊 (𝑗1...𝑗𝑘)

T k(·) и Стратоновича S𝒥𝑊 (𝑗1...𝑗𝑘)
T k(·) при 𝑗1 ̸= 𝑗2, где

функция k(·) задается формулой (4.15), используя базисные системы (1.5)– (1.9); T = [0, 1],
𝑘 = 2, 3, 4. Порядки усечения спектральных характеристик: 𝐿 = 4, 8, . . . , 64.

� Применим формулы (5.69) и (5.72), чтобы найти среднеквадратические погрешности
аппроксимации I𝜀

𝑊 (𝑗1...𝑗𝑘)
k и S𝜀

𝑊 (𝑗1...𝑗𝑘)
k кратных стохастических интегралов Ито I𝒥𝑊 (𝑗1...𝑗𝑘)

T k(·) и
Стратоновича S𝒥𝑊 (𝑗1...𝑗𝑘)

T k(·) при заданных значениях 𝑘 и 𝐿, т.е. используются приближенные
представления — I𝒥𝑊 (𝑗1...𝑗𝑘)

T k̃(·) и S𝒥𝑊 (𝑗1...𝑗𝑘)
T k̃(·) согласно формулам (5.68) и (5.71). Кроме того,

применяются результаты из разд. 5.6 (см. также примеры 5.7 и 5.8).
Для 𝑘 = 2 среднеквадратические погрешности аппроксимации I𝜀

𝑊 (𝑗1𝑗2)
k и S𝜀

𝑊 (𝑗1𝑗2)
k при

𝑗1 ̸= 𝑗2 приведены в табл. 5.5 (при 𝑗1 = 𝑗2 погрешность равна нулю, см. примеры 4.16 и 5.5).
Для 𝑘 = 3 среднеквадратические погрешности аппроксимации I𝜀

𝑊 (𝑗1𝑗2𝑗3)
k и S𝜀

𝑊 (𝑗1𝑗2𝑗3)
k указаны

в табл. 5.6– 5.10 кроме случая 𝑗1 = 𝑗2 = 𝑗3 с нулевой погрешностью. Для 𝑘 = 4 при расче-
те среднеквадратических погрешностей аппроксимации I𝜀

𝑊 (𝑗1𝑗2𝑗3𝑗4)
k и S𝜀

𝑊 (𝑗1𝑗2𝑗3𝑗4)
k ограничимся

вариантами значений 𝑗1, 𝑗2, 𝑗3, 𝑗4, которые перечислены в табл. 5.4. Эти погрешности можно
найти в табл. 5.11– 5.19 кроме случая 𝑗1 = 𝑗2 = 𝑗3 = 𝑗4, так как для него погрешность равна
нулю. Во всех таблицах указана в том числе и относительная погрешность.

Данные из табл. 5.5, 5.6, 5.11 согласуются с результатами примеров 1.21, 1.22 и 4.13, а
данные из таблиц 5.9, 5.16 — с результатами примера 4.16. В целом анализ полученных ре-
зультатов показывает, что наибольшую точность аппроксимации обеспечивают косинусоиды
(1.6). Далее следуют полиномы Лежандра (1.5), обеспечивающие погрешность, примерно в два
раза меньшую по сравнению с функциями Уолша (1.7) и функциями Хаара (1.8). Тригоно-
метрические функции (1.9) либо немного лучше (в 8 вариантах из 15), либо немного хуже (в 7
вариантах из 15) функций Уолша и Хаара. При этом для сравнения важно, что среднеквадра-
тическая погрешность аппроксимации, соответствующая функциям Уолша и Хаара, совпадает
с погрешностью, которую дает численное интегрирование с шагом ℎ = 1/𝐿 при условии 𝐿 = 2𝑛,
𝑛 ∈ N (см. п. 7 замечаний 5.3).

Дополнительные выводы состоят в следующем. Во-первых, полученные результаты иллю-
стрируют то, что для повторных стохастических интегралов Ито максимальная среднеквадра-
тическая погрешность аппроксимации соответствует минимальному значению величины 𝑀2

𝐽
,

т.е. попарно различным значения 𝑗1, . . . , 𝑗𝑘, и с ростом 𝑀2
𝐽

погрешность уменьшается (см. разд.
4.3, а также формулы (4.58) и (4.59)). Во-вторых, по приведенным данным хорошо видно, что
абсолютная (но не относительная) погрешность аппроксимации повторных стохастических ин-
тегралов Стратоновича больше или равна погрешности аппроксимации соответствующих по-
вторных стохастических интегралов Ито (см. п. 2 замечаний 5.6). �

Пример 5.10. Применить методику уменьшения среднеквадратических погрешностей ап-
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Таблица 5.5. Погрешности аппроксимации I𝜀
𝑊 (𝑗1𝑗2)
k и S𝜀

𝑊 (𝑗1𝑗2)
k (𝑘 = 2, 𝑗1 ̸= 𝑗2)

Базис 𝐿 = 4 𝐿 = 8 𝐿 = 16 𝐿 = 32 𝐿 = 64

{𝑃 (𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.035714 ( 7.14%) 0.016667 ( 3.33%) 0.008065 ( 1.61%) 0.003968 ( 0.79%) 0.001969 ( 0.39%)
{𝐶(𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.034075 ( 6.81%) 0.014937 ( 2.99%) 0.006936 ( 1.39%) 0.003328 ( 0.67%) 0.001627 ( 0.33%)
{𝑊̂ (𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.062500 (12.50%) 0.031250 ( 6.25%) 0.015625 ( 3.13%) 0.007813 ( 1.56%) 0.003906 ( 0.78%)
{𝑋̂(𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.062500 (12.50%) 0.031250 ( 6.25%) 0.015625 ( 3.12%) 0.007812 ( 1.56%) 0.003906 ( 0.78%)
{𝐹 (𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.072688 (14.54%) 0.036803 ( 7.36%) 0.018651 ( 3.73%) 0.009406 ( 1.88%) 0.004725 ( 0.95%)

Таблица 5.6. Погрешности аппроксимации I𝜀
𝑊 (𝑗1𝑗2𝑗3)
k и S𝜀

𝑊 (𝑗1𝑗2𝑗3)
k (𝑘 = 3; 𝑗1, 𝑗2, 𝑗3 различны)

Базис 𝐿 = 4 𝐿 = 8 𝐿 = 16 𝐿 = 32 𝐿 = 64

{𝑃 (𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.036141 (21.68%) 0.016948 (10.17%) 0.008180 ( 4.91%) 0.004008 ( 2.41%) 0.001981 ( 1.19%)
{𝐶(𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.033988 (20.39%) 0.015055 ( 9.03%) 0.006996 ( 4.20%) 0.003350 ( 2.01%) 0.001634 ( 0.98%)
{𝑊̂ (𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.055556 (33.33%) 0.029514 (17.71%) 0.015191 ( 9.11%) 0.007704 ( 4.62%) 0.003879 ( 2.33%)
{𝑋̂(𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.055556 (33.33%) 0.029514 (17.71%) 0.015191 ( 9.11%) 0.007704 ( 4.62%) 0.003879 ( 2.33%)
{𝐹 (𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.050378 (30.23%) 0.025162 (15.10%) 0.012636 ( 7.58%) 0.006334 ( 3.80%) 0.003169 ( 1.90%)

Таблица 5.7. Погрешности аппроксимации I𝜀
𝑊 (𝑗1𝑗1𝑗3)
k (𝑘 = 3, 𝑗1 = 𝑗2 ̸= 𝑗3 или 𝑗1 ̸= 𝑗2 = 𝑗3)

Базис 𝐿 = 4 𝐿 = 8 𝐿 = 16 𝐿 = 32 𝐿 = 64

{𝑃 (𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.018071 (10.84%) 0.008474 ( 5.08%) 0.004090 ( 2.45%) 0.002004 ( 1.20%) 0.000991 ( 0.59%)
{𝐶(𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.017090 (10.25%) 0.007541 ( 4.52%) 0.003500 ( 2.10%) 0.001675 ( 1.01%) 0.000817 ( 0.49%)
{𝑊̂ (𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.030382 (18.23%) 0.015408 ( 9.24%) 0.007758 ( 4.65%) 0.003893 ( 2.34%) 0.001950 ( 1.17%)
{𝑋̂(𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.030382 (18.23%) 0.015408 ( 9.24%) 0.007758 ( 4.65%) 0.003893 ( 2.34%) 0.001950 ( 1.17%)
{𝐹 (𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.035193 (21.12%) 0.018187 (10.91%) 0.009295 ( 5.58%) 0.004702 ( 2.82%) 0.002364 ( 1.42%)

Таблица 5.8. Погрешности аппроксимации S𝜀
𝑊 (𝑗1𝑗1𝑗3)
k (𝑘 = 3, 𝑗1 = 𝑗2 ̸= 𝑗3 или 𝑗1 ̸= 𝑗2 = 𝑗3)

Базис 𝐿 = 4 𝐿 = 8 𝐿 = 16 𝐿 = 32 𝐿 = 64

{𝑃 (𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.018340 ( 7.34%) 0.008540 ( 3.42%) 0.004106 ( 1.64%) 0.002008 ( 0.80%) 0.000992 ( 0.40%)
{𝐶(𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.017344 ( 6.94%) 0.007593 ( 3.04%) 0.003511 ( 1.40%) 0.001678 ( 0.67%) 0.000818 ( 0.33%)
{𝑊̂ (𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.032118 (12.85%) 0.015842 ( 6.34%) 0.007867 ( 3.15%) 0.003920 ( 1.57%) 0.001957 ( 0.78%)
{𝑋̂(𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.032118 (12.85%) 0.015842 ( 6.34%) 0.007867 ( 3.15%) 0.003920 ( 1.57%) 0.001957 ( 0.78%)
{𝐹 (𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.040732 (16.29%) 0.021134 ( 8.45%) 0.010821 ( 4.33%) 0.005479 ( 2.19%) 0.002756 ( 1.10%)

Таблица 5.9. Погрешности аппроксимации I𝜀
𝑊 (𝑗1𝑗2𝑗1)
k (𝑘 = 3, 𝑗1 = 𝑗3 ̸= 𝑗2)

Базис 𝐿 = 4 𝐿 = 8 𝐿 = 16 𝐿 = 32 𝐿 = 64

{𝑃 (𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.036568 (21.94%) 0.017229 (10.34%) 0.008295 ( 4.98%) 0.004048 ( 2.43%) 0.001994 ( 1.20%)
{𝐶(𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.034092 (20.46%) 0.015199 ( 9.12%) 0.007059 ( 4.24%) 0.003373 ( 2.02%) 0.001641 ( 0.98%)
{𝑊̂ (𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.053819 (32.29%) 0.029080 (17.45%) 0.015082 ( 9.05%) 0.007677 ( 4.61%) 0.003872 ( 2.32%)
{𝑋̂(𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.053819 (32.29%) 0.029080 (17.45%) 0.015082 ( 9.05%) 0.007677 ( 4.61%) 0.003872 ( 2.32%)
{𝐹 (𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.048076 (28.85%) 0.024732 (14.84%) 0.012574 ( 7.54%) 0.006331 ( 3.80%) 0.003172 ( 1.90%)

Таблица 5.10. Погрешности аппроксимации S𝜀
𝑊 (𝑗1𝑗2𝑗1)
k (𝑘 = 3, 𝑗1 = 𝑗3 ̸= 𝑗2)

Базис 𝐿 = 4 𝐿 = 8 𝐿 = 16 𝐿 = 32 𝐿 = 64

{𝑃 (𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.037646 (22.59%) 0.017495 (10.50%) 0.008361 ( 5.02%) 0.004065 ( 2.44%) 0.001998 ( 1.20%)
{𝐶(𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.034919 (20.95%) 0.015381 ( 9.23%) 0.007102 ( 4.26%) 0.003383 ( 2.03%) 0.001644 ( 0.99%)
{𝑊̂ (𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.055556 (33.33%) 0.029514 (17.71%) 0.015191 ( 9.11%) 0.007704 ( 4.62%) 0.003879 ( 2.33%)
{𝑋̂(𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.055556 (33.33%) 0.029514 (17.71%) 0.015191 ( 9.11%) 0.007704 ( 4.62%) 0.003879 ( 2.33%)
{𝐹 (𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.050224 (30.13%) 0.025309 (15.19%) 0.012725 ( 7.64%) 0.006370 ( 3.82%) 0.003182 ( 1.91%)
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Таблица 5.11. Погрешности аппроксимации I𝜀
𝑊 (𝑗1𝑗2𝑗3𝑗4)
k и S𝜀

𝑊 (𝑗1𝑗2𝑗3𝑗4)
k (𝑘 = 4; 𝑗1, 𝑗2, 𝑗3, 𝑗4 различны)

Базис 𝐿 = 4 𝐿 = 8 𝐿 = 16 𝐿 = 32 𝐿 = 64

{𝑃 (𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.017174 (41.22%) 0.008390 (20.14%) 0.004096 ( 9.83%) 0.002012 ( 4.83%) 0.000994 ( 2.39%)
{𝐶(𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.016013 (38.43%) 0.007428 (17.83%) 0.003495 ( 8.39%) 0.001679 ( 4.03%) 0.000819 ( 1.97%)
{𝑊̂ (𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.023248 (55.79%) 0.013513 (32.43%) 0.007270 (17.45%) 0.003769 ( 9.05%) 0.001919 ( 4.60%)
{𝑋̂(𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.023248 (55.79%) 0.013513 (32.43%) 0.007270 (17.45%) 0.003769 ( 9.05%) 0.001919 ( 4.60%)
{𝐹 (𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.020123 (48.30%) 0.010404 (24.97%) 0.005269 (12.65%) 0.002645 ( 6.35%) 0.001323 ( 3.18%)

Таблица 5.12. Погрешности аппроксимации I𝜀
𝑊 (𝑗1𝑗1𝑗3𝑗4)
k (𝑘 = 4; 𝑗1 = 𝑗2 и 𝑗2, 𝑗3, 𝑗4 различны; 𝑗1, 𝑗2, 𝑗3

различны и 𝑗3 = 𝑗4)

Базис 𝐿 = 4 𝐿 = 8 𝐿 = 16 𝐿 = 32 𝐿 = 64

{𝑃 (𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.012307 (29.54%) 0.005878 (14.11%) 0.002843 ( 6.82%) 0.001390 ( 3.34%) 0.000685 ( 1.64%)
{𝐶(𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.011052 (26.53%) 0.004999 (12.00%) 0.002335 ( 5.60%) 0.001119 ( 2.69%) 0.000546 ( 1.31%)
{𝑊̂ (𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.017198 (41.28%) 0.009474 (22.74%) 0.004968 (11.92%) 0.002544 ( 6.10%) 0.001287 ( 3.09%)
{𝑋̂(𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.017198 (41.28%) 0.009474 (22.74%) 0.004968 (11.92%) 0.002544 ( 6.10%) 0.001287 ( 3.09%)
{𝐹 (𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.015832 (38.00%) 0.008184 (19.64%) 0.004169 (10.01%) 0.002103 ( 5.05%) 0.001055 ( 2.53%)

Таблица 5.13. Погрешности аппроксимации S𝜀
𝑊 (𝑗1𝑗1𝑗3𝑗4)
k (𝑘 = 4; 𝑗1 = 𝑗2 и 𝑗2, 𝑗3, 𝑗4 различны; 𝑗1, 𝑗2, 𝑗3

различны и 𝑗3 = 𝑗4)

Базис 𝐿 = 4 𝐿 = 8 𝐿 = 16 𝐿 = 32 𝐿 = 64

{𝑃 (𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.015344 (24.55%) 0.007233 (11.57%) 0.003486 ( 5.58%) 0.001703 ( 2.73%) 0.000840 ( 1.34%)
{𝐶(𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.014124 (22.60%) 0.006299 (10.08%) 0.002928 ( 4.69%) 0.001401 ( 2.24%) 0.000682 ( 1.09%)
{𝑊̂ (𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.022488 (35.98%) 0.012115 (19.38%) 0.006282 (10.05%) 0.003198 ( 5.12%) 0.001613 ( 2.58%)
{𝑋̂(𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.022488 (35.98%) 0.012115 (19.38%) 0.006282 (10.05%) 0.003198 ( 5.12%) 0.001613 ( 2.58%)
{𝐹 (𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.020504 (32.81%) 0.010394 (16.63%) 0.005250 ( 8.40%) 0.002637 ( 4.22%) 0.001321 ( 2.11%)

Таблица 5.14. Погрешности аппроксимации I𝜀
𝑊 (𝑗1𝑗2𝑗2𝑗4)
k (𝑘 = 4, 𝑗2 = 𝑗3 и 𝑗1, 𝑗2, 𝑗4 различны)

Базис 𝐿 = 4 𝐿 = 8 𝐿 = 16 𝐿 = 32 𝐿 = 64

{𝑃 (𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.010867 (26.08%) 0.005216 (12.52%) 0.002545 ( 6.11%) 0.001252 ( 3.01%) 0.000620 ( 1.49%)
{𝐶(𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.011193 (26.86%) 0.005036 (12.09%) 0.002351 ( 5.64%) 0.001125 ( 2.70%) 0.000548 ( 1.31%)
{𝑊̂ (𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.018012 (43.23%) 0.009711 (23.31%) 0.005032 (12.08%) 0.002560 ( 6.14%) 0.001291 ( 3.10%)
{𝑋̂(𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.018012 (43.23%) 0.009711 (23.31%) 0.005032 (12.08%) 0.002560 ( 6.14%) 0.001291 ( 3.10%)
{𝐹 (𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.016050 (38.52%) 0.008220 (19.73%) 0.004179 (10.03%) 0.002105 ( 5.05%) 0.001056 ( 2.53%)

Таблица 5.15. Погрешности аппроксимации S𝜀
𝑊 (𝑗1𝑗2𝑗2𝑗4)
k (𝑘 = 4, 𝑗2 = 𝑗3; 𝑗1, 𝑗2, 𝑗4 различны)

Базис 𝐿 = 4 𝐿 = 8 𝐿 = 16 𝐿 = 32 𝐿 = 64

{𝑃 (𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.011433 (18.29%) 0.005348 ( 8.56%) 0.002578 ( 4.12%) 0.001260 ( 2.02%) 0.000622 ( 0.99%)
{𝐶(𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.011702 (18.72%) 0.005137 ( 8.22%) 0.002373 ( 3.80%) 0.001130 ( 1.81%) 0.000549 ( 0.88%)
{𝑊̂ (𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.019884 (31.81%) 0.010217 (16.35%) 0.005163 ( 8.26%) 0.002593 ( 4.15%) 0.001299 ( 2.08%)
{𝑋̂(𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.019884 (31.81%) 0.010217 (16.35%) 0.005163 ( 8.26%) 0.002593 ( 4.15%) 0.001299 ( 2.08%)
{𝐹 (𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.019698 (31.52%) 0.010145 (16.23%) 0.005183 ( 8.29%) 0.002620 ( 4.19%) 0.001316 ( 2.11%)

Таблица 5.16. Погрешности аппроксимации I𝜀
𝑊 (𝑗1𝑗1𝑗3𝑗3)
k (𝑘 = 4, 𝑗1 = 𝑗2 ̸= 𝑗3 = 𝑗4)

Базис 𝐿 = 4 𝐿 = 8 𝐿 = 16 𝐿 = 32 𝐿 = 64

{𝑃 (𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.006660 (15.98%) 0.003207 ( 7.70%) 0.001555 ( 3.73%) 0.000760 ( 1.82%) 0.000375 ( 0.90%)
{𝐶(𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.005424 (13.02%) 0.002447 ( 5.87%) 0.001150 ( 2.76%) 0.000554 ( 1.33%) 0.000271 ( 0.65%)
{𝑊̂ (𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.009657 (23.18%) 0.005005 (12.01%) 0.002552 ( 6.12%) 0.001289 ( 3.09%) 0.000648 ( 1.55%)
{𝑋̂(𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.009657 (23.18%) 0.005005 (12.01%) 0.002552 ( 6.12%) 0.001289 ( 3.09%) 0.000648 ( 1.55%)
{𝐹 (𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.011005 (26.41%) 0.005863 (14.07%) 0.003047 ( 7.31%) 0.001555 ( 3.73%) 0.000785 ( 1.88%)
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Таблица 5.17. Погрешности аппроксимации S𝜀
𝑊 (𝑗1𝑗1𝑗3𝑗3)
k (𝑘 = 4, 𝑗1 = 𝑗2 ̸= 𝑗3 = 𝑗4)

Базис 𝐿 = 4 𝐿 = 8 𝐿 = 16 𝐿 = 32 𝐿 = 64

{𝑃 (𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.007228 ( 7.30%) 0.003339 ( 3.37%) 0.001587 ( 1.60%) 0.000768 ( 0.78%) 0.000377 ( 0.38%)
{𝐶(𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.005933 ( 6.00%) 0.002548 ( 2.57%) 0.001173 ( 1.19%) 0.000560 ( 0.57%) 0.000273 ( 0.28%)
{𝑊̂ (𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.011719 (11.84%) 0.005534 ( 5.59%) 0.002686 ( 2.71%) 0.001322 ( 1.34%) 0.000656 ( 0.66%)
{𝑋̂(𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.011719 (11.84%) 0.005534 ( 5.59%) 0.002686 ( 2.71%) 0.001322 ( 1.34%) 0.000656 ( 0.66%)
{𝐹 (𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.015398 (15.56%) 0.007998 ( 8.08%) 0.004107 ( 4.15%) 0.002084 ( 2.11%) 0.001049 ( 1.06%)

Таблица 5.18. Погрешности аппроксимации I𝜀
𝑊 (𝑗1𝑗1𝑗1𝑗4)
k (𝑘 = 4, 𝑗1 = 𝑗2 = 𝑗3 ̸= 𝑗4 или 𝑗1 ̸= 𝑗2 = 𝑗3 = 𝑗4)

Базис 𝐿 = 4 𝐿 = 8 𝐿 = 16 𝐿 = 32 𝐿 = 64

{𝑃 (𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.005738 (13.77%) 0.002681 ( 6.43%) 0.001290 ( 3.10%) 0.000630 ( 1.51%) 0.000311 ( 0.75%)
{𝐶(𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.005820 (13.97%) 0.002572 ( 6.17%) 0.001187 ( 2.85%) 0.000565 ( 1.36%) 0.000274 ( 0.66%)
{𝑊̂ (𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.009928 (23.83%) 0.005093 (12.22%) 0.002576 ( 6.18%) 0.001295 ( 3.11%) 0.000649 ( 1.56%)
{𝑋̂(𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.009928 (23.83%) 0.005093 (12.22%) 0.002576 ( 6.18%) 0.001295 ( 3.11%) 0.000649 ( 1.56%)
{𝐹 (𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.011459 (27.50%) 0.006013 (14.43%) 0.003091 ( 7.42%) 0.001567 ( 3.76%) 0.000788 ( 1.89%)

Таблица 5.19. Погрешности аппроксимации S𝜀
𝑊 (𝑗1𝑗1𝑗1𝑗4)
k (𝑘 = 4, 𝑗1 = 𝑗2 = 𝑗3 ̸= 𝑗4 или 𝑗1 ̸= 𝑗2 = 𝑗3 = 𝑗4)

Базис 𝐿 = 4 𝐿 = 8 𝐿 = 16 𝐿 = 32 𝐿 = 64

{𝑃 (𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.006185 ( 5.94%) 0.002859 ( 2.75%) 0.001368 ( 1.31%) 0.000667 ( 0.64%) 0.000328 ( 0.32%)
{𝐶(𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.006253 ( 6.00%) 0.002737 ( 2.63%) 0.001258 ( 1.21%) 0.000598 ( 0.57%) 0.000290 ( 0.28%)
{𝑊̂ (𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.010830 (10.40%) 0.005468 ( 5.25%) 0.002743 ( 2.63%) 0.001373 ( 1.32%) 0.000687 ( 0.66%)
{𝑋̂(𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.010830 (10.40%) 0.005468 ( 5.25%) 0.002743 ( 2.63%) 0.001373 ( 1.32%) 0.000687 ( 0.66%)
{𝐹 (𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.012745 (12.24%) 0.006630 ( 6.37%) 0.003393 ( 3.26%) 0.001716 ( 1.65%) 0.000862 ( 0.83%)

проксимации, описанную в п. 3 замечаний 5.6, для повторных стохастических интегралов Ито
I𝒥𝑊 (𝑗1𝑗2)
T k(·) и Стратоновича S𝒥𝑊 (𝑗1𝑗2)

T k(·) кратности 𝑘 = 2 при 𝑗1 ̸= 𝑗2, где функция k(·) зада-
ется формулой (4.15), используя базисные системы (1.5)– (1.9); T = [0, 1]. Порядки усечения
спектральных характеристик: 𝐿 = 4, 8, . . . , 64.

� Прежде всего напомним (см. разд. 5.4), что если 𝑗1 ̸= 𝑗2, то интегралы I𝒥𝑊 (𝑗1𝑗2)
T k(·) и

S𝒥𝑊 (𝑗1𝑗2)
T k(·) совпадают, как и их приближенные представления, полученые по формулам (5.68)

и (5.71).
Согласно примеру 4.2 для произвольной базисной системы коэффициенты разложения K𝑖1𝑖2

функции k(𝑡1, 𝑡2) = 1(𝑡2 − 𝑡1) выражаются через элементы спектральной характеристики 𝑃−1

оператора интегрирования (см. разд. 1.6), а именно K𝑖1𝑖2 = 𝑃−1
𝑖2𝑖1

, 𝑖1, 𝑖2 = 0, 1, 2, . . . Для базисных
систем (1.5)– (1.9) при условии T = [0, 1], т.е. 𝑇 = 1, верно соотношение 𝑞(0, 𝑡) ≡ 1. В разд.
1.6 отмечено, что в этом случае столбец спектральной характеристики 𝑃−1 с номером 𝑗 = 0

представляет собой спектральную характеристику 𝐹 функции 𝑓1(𝑡) = 𝑡, а из представления
(1.89) следует, что 𝑃−1

00 = 1/2 (см. также пример 1.19), поэтому
∞∑︁
𝑖=0

K0𝑖𝑞(𝑖, 𝑡) =
∞∑︁
𝑖=1

𝑃−1
𝑖0 𝑞(𝑖, 𝑡) = 𝑡,

∞∑︁
𝑖=1

K0𝑖𝑞(𝑖, 𝑡) =
∞∑︁
𝑖=1

𝑃−1
𝑖0 𝑞(𝑖, 𝑡) = 𝑡− 1

2
.

Кроме того, 𝑃−1
𝑖1𝑖2

= −𝑃−1
𝑖2𝑖1

при 𝑖1 ̸= 𝑖2, что также следует из представления (1.89). А значит,
∞∑︁
𝑖=1

K𝑖0𝑞(𝑖, 𝑡) =
∞∑︁
𝑖=1

𝑃−1
0𝑖 𝑞(𝑖, 𝑡) = −

∞∑︁
𝑖=1

𝑃−1
𝑖0 𝑞(𝑖, 𝑡) =

1

2
− 𝑡.
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Таким образом, среднеквадратические погрешности аппроксимации повторных стохасти-
ческих интегралов I𝒥𝑊 (𝑗1𝑗2)

T k(·) и S𝒥𝑊 (𝑗1𝑗2)
T k(·) с помощью соотношения

I𝒥𝑊 (𝑗1𝑗2)
T k(·) = S𝒥𝑊 (𝑗1𝑗2)

T k(·) ≈
𝐿−1∑︁
𝑖1,𝑖2=0

K𝑖1𝑖2𝜁
(𝑗1)
𝑖1

𝜁
(𝑗2)
𝑖2

+ K*
𝐿0𝜁

(𝑗1)*
𝐿 𝜁

(𝑗2)
0 + K*

0𝐿𝜁
(𝑗1)
0 𝜁

(𝑗2)*
𝐿

можно выразить через погрешность аппроксимации функции 𝑔(𝑡1, 𝑡2) = k(𝑡1, 𝑡2)− 𝑔0(𝑡1, 𝑡2)−
− 𝑔1(𝑡1, 𝑡2)− 𝑔2(𝑡1, 𝑡2), где

𝑔0(𝑡1, 𝑡2) = K00𝑞(0, 𝑡1)𝑞(0, 𝑡2) ≡
1

2
,

𝑔1(𝑡1, 𝑡2) = 𝑞(0, 𝑡2)
∞∑︁
𝑖=1

K𝑖0𝑞(𝑖, 𝑡1) =
1

2
− 𝑡1, 𝑔2(𝑡1, 𝑡2) = 𝑞(0, 𝑡1)

∞∑︁
𝑖=1

K0𝑖𝑞(𝑖, 𝑡2) = 𝑡2 −
1

2
,

при этом

K*
𝐿0 =

{︂
‖𝑔1(·)‖2𝐿2(T2) −

𝐿−1∑︁
𝑖=1

K2
𝑖0

}︂ 1
2

, K*
0𝐿 =

{︂
‖𝑔2(·)‖2𝐿2(T2) −

𝐿−1∑︁
𝑖=1

K2
0𝑖

}︂ 1
2

,

‖𝑔1(·)‖2𝐿2(T2) = ‖𝑔2(·)‖2𝐿2(T2) =

∫︁ 1

0

(︂
𝑡− 1

2

)︂2

𝑑𝑡 =
1

12
,

т.е.

K*
𝐿0 = K*

0𝐿 =

{︂
1

12
−

𝐿−1∑︁
𝑖=1

K2
𝑖0

}︂ 1
2

.

Фактически, используется следующая формула для повторного стохастического интеграла
I𝒥𝑊 (𝑗1𝑗2)
T k(·) (аналогичная формула справедлива для интеграла S𝒥𝑊 (𝑗1𝑗2)

T k(·)):
I𝒥𝑊 (𝑗1𝑗2)
T k(·) = I𝒥𝑊 (𝑗1𝑗2)

T 𝑔0(·) + I𝒥𝑊 (𝑗1𝑗2)
T 𝑔1(·) + I𝒥𝑊 (𝑗1𝑗2)

T 𝑔2(·) + I𝒥𝑊 (𝑗1𝑗2)
T 𝑔(·) =

=
1

2

∫︁ 1

0

∫︁ 1

0

𝑑𝑊 (𝑗1)(𝑡1)𝑑𝑊
(𝑗2)(𝑡2) +

∫︁ 1

0

∫︁ 1

0

(︂
1

2
− 𝑡1

)︂
𝑑𝑊 (𝑗1)(𝑡1)𝑑𝑊

(𝑗2)(𝑡2) +

+

∫︁ 1

0

∫︁ 1

0

(︂
𝑡2 −

1

2

)︂
𝑑𝑊 (𝑗1)(𝑡1)𝑑𝑊

(𝑗2)(𝑡2) + I𝒥𝑊 (𝑗1𝑗2)
T 𝑔(·) =

=
1

2
𝒥𝑊 (𝑗1)
T 𝑓0(·)𝒥𝑊 (𝑗2)

T 𝑓0(·) + 𝒥𝑊 (𝑗1)
T

(︂
1

2
𝑓0(·)− 𝑓1(·)

)︂
𝒥𝑊 (𝑗2)
T 𝑓0(·) +

+ 𝒥𝑊 (𝑗1)
T 𝑓0(·)𝒥𝑊 (𝑗2)

T

(︂
𝑓1(·)−

1

2
𝑓0(·)

)︂
+ I𝒥𝑊 (𝑗1𝑗2)

T 𝑔(·),

где 𝑓0(𝑡) ≡ 1 и первые три слагаемые в правой части представляются точно. Следователь-
но, вместо формулы I𝜀

𝑊 (𝑗1𝑗2)
k = S𝜀

𝑊 (𝑗1𝑗2)
k = ‖k(·)‖2𝐿2(T2) −

∑︀𝐿−1
𝑖1,𝑖2=0K2

𝑖1𝑖2
, которая применялась в

примере (5.9), имеем I𝜀
𝑊 (𝑗1𝑗2)
k = S𝜀

𝑊 (𝑗1𝑗2)
k = ‖𝑔(·)‖2𝐿2(T2) −

∑︀𝐿−1
𝑖1,𝑖2=0𝐺

2
𝑖1𝑖2

, где коэффициенты раз-
ложения 𝐺𝑖1𝑖2 функции 𝑔(𝑡1, 𝑡2) = 1(𝑡2 − 𝑡1)− 𝑡1 + 𝑡2 − 1/2 определяются выражением

𝐺𝑖1𝑖2 =

{︃
K𝑖1𝑖2 , 𝑖1, 𝑖2 > 1,

0 в остальных случаях,
и

‖𝑔(·)‖2𝐿2(T2) = ‖k(·)‖2𝐿2(T2) − ‖𝑔0(·)‖2𝐿2(T2) − ‖𝑔1(·)‖2𝐿2(T2) − ‖𝑔2(·)‖2𝐿2(T2) =
1

2
− 1

4
− 1

12
− 1

12
=

1

12
.

Результаты вычисления среднеквадратических погрешностей аппроксимации I𝜀
𝑊 (𝑗1𝑗2)
k и

S𝜀
𝑊 (𝑗1𝑗2)
k указаны в табл. 5.20 и их, конечно, полезно сравнить с данными из табл. 5.5.
Величина, на которую уменьшаются погрешности, напрямую связана с точностью аппрок-

симации функции 𝑓1(·) при ее приближенном представлении в виде частичной суммы ряда
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Таблица 5.20. Погрешности аппроксимации I𝜀
𝑊 (𝑗1𝑗2)
k и S𝜀

𝑊 (𝑗1𝑗2)
k (𝑘 = 2, 𝑗1 ̸= 𝑗2)

Базис 𝐿 = 4 𝐿 = 8 𝐿 = 16 𝐿 = 32 𝐿 = 64

{𝑃 (𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.035714 0.016667 0.008065 0.003968 0.001969
{𝐶(𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.033692 0.014885 0.006930 0.003327 0.001627
{𝑊̂ (𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.052083 0.028646 0.014974 0.007650 0.003866
{𝑋̂(𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.052083 0.028646 0.014974 0.007650 0.003866
{𝐹 (𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.032673 0.014379 0.006745 0.003267 0.001608

(1.10). Опираясь на результаты примера 1.20, делаем следующий вывод. Среднеквадратиче-
ская погрешность аппроксимации осталась прежней при выборе полиномов Лежандра (1.5),
так как они обеспечивают точное представление функции 𝑓1(·). Лучший результат получен при
выборе тригонометрических функций (1.9) и это отчасти связано с тем, что им соответствует
худший результат аппроксимации функции 𝑓1(·). Незначительное уменьшение погрешностей
при выборе косинусоид (1.6) продиктовано хорошей аппроксимацией функции 𝑓1(·) с помощью
этой базисной системы.

Итак, методика уменьшения среднеквадратических погрешностей аппроксимации, описан-
ная в п. 3 замечаний 5.6, в этом примере, т.е. для функции k(·), оказалась эффективной в
первую очередь при выборе тригонометрических функций. Ее применение также оправдано
при выборе функций Уолша или Хаара. В то же время при выборе полиномов Лежандра ее
применение лишено смысла и такой же вывод можно сделать в случае выбора косинусоид,
поскольку для них эффективнее увеличение на единицу порядка усечения 𝐿 (см. табл. 5.21).

Таблица 5.21. Погрешности аппроксимации I𝜀
𝑊 (𝑗1𝑗2)
k и S𝜀

𝑊 (𝑗1𝑗2)
k (𝑘 = 2, 𝑗1 ̸= 𝑗2)

Базис 𝐿 = 5 𝐿 = 9 𝐿 = 17 𝐿 = 33 𝐿 = 65

{𝑃 (𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.027778 0.014706 0.007576 0.003846 0.001938
{𝐶(𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.025910 0.013070 0.006498 0.003223 0.001601

В общем случае рассмотренную методику можно применять при 𝑗1 = 𝑗2, однако средне-
квадратические погрешности аппроксимации кратных стохастических интегралов от функ-
ции k(·) равны нулю (см. примеры 4.16 и 5.5). Действительно, функция 𝑔(·) облада-
ет свойством 𝑔(𝑡1, 𝑡2) = −𝑔(𝑡2, 𝑡1), поэтому соответствующая симметризованная функция
𝑔𝐽(·) (см. формулу (4.57)) принимает нулевое значение при почти всех (𝑡1, 𝑡2) ∈ T2 и
I𝒥𝑊 (𝑗1𝑗1)
T 𝑔(·) = S𝒥𝑊 (𝑗1𝑗1)

T 𝑔(·) = 0, следовательно,

I𝒥𝑊 (𝑗1𝑗1)
T k(·) = I𝒥𝑊 (𝑗1𝑗1)

T 𝑔0(·) =
1

2

(︀
(𝒥𝑊 (𝑗1)
T 𝑓0(·))2 − 1

)︀
,

S𝒥𝑊 (𝑗1𝑗1)
T k(·) = S𝒥𝑊 (𝑗1𝑗1)

T 𝑔0(·) =
1

2
(𝒥𝑊 (𝑗1)
T 𝑓0(·))2,

что эквивалентно результатам примеров 2.12 и 5.5. �
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5.8. Моделирование кратных стохастических интегралов

Рассмотрим алгоритмы моделирования кратных стохастических интегралов, построенные
на основе теорем об их представлении (см. разд. 5.3 и 5.4). Здесь и далее 𝑗 = 1, . . . , 𝑠; 𝑠 —

заданное натуральное число.
Сформируем алгоритм моделирования кратных стохастических интегралов Ито и Страто-

новича по винеровским процессам (5.19) и (5.20).

Алгоритм 5.1.

1. Выбрать базисную систему {𝑞(𝑖, ·)}∞𝑖=0 пространства 𝐿2(T).

2. Найти коэффициенты разложения 𝐹𝑖1...𝑖𝑘 функции 𝑓(·) относительно базисной системы
{𝑞(𝑖1, ·)⊗ . . .⊗ 𝑞(𝑖𝑘, ·)}∞𝑖1,...,𝑖𝑘=0 по формуле (4.4).

3. Представить стохастический интеграл (5.19) с помощью выражения (5.32), а для стоха-
стического интеграла (5.20) использовать выражение (5.51).

4. Для получения реализаций соответствующих случайных величин, т.е. кратных стоха-
стических интегралов Ито и Стратоновича, использовать реализации независимых слу-
чайных величин 𝜁(𝑗)𝑖 , имеющих стандартное нормальное распределение, 𝑖 = 0, 1, 2, . . .

Если функция 𝑓(·) = k(·) задается формулой (4.15), то для полиномов Лежандра (1.5) ее ко-
эффициенты разложения 𝐹𝑖1...𝑖𝑘 = K𝑖1...𝑖𝑘 определяются формулой (4.19), для косинусоид (1.6) и
тригонометрических функций (1.9) — формулами (4.22) и (4.23) соответственно, для функций
Уолша (1.7) и функций Хаара (1.8) — формулами (4.66) и (4.67) соответственно. Если функция
𝑓(·) = k𝜓(·) задается формулой (4.24) с дополнительным условием (4.26), т.е. 𝑓(·) = k𝑛1...𝑛𝑘

(·),
то для полиномов Лежандра ее коэффициенты разложения 𝐹𝑖1...𝑖𝑘 = K𝑛1...𝑛𝑘

𝑖1...𝑖𝑘
описываются фор-

мулой (4.31), для косинусоид и тригонометрических функций — формулами (4.28) и (4.29)
соответственно.

При приближенном моделировании дополнительно требуется выбрать величину 𝐿 ∈ N (по-
рядок усечения) и использовать выражение (5.68) вместо (5.32) и выражение (5.71) вместо
(5.51).

По ансамблю реализаций кратных (и повторных) стохастических интегралов Ито и Страто-
новича несложно найти оценки их первых двух моментов: математического ожидания и второ-
го начального момента. Обозначим количество реализаций 𝑀 (объем выборки), а реализации
стохастических интегралов Ито и Стратоновича, соответствующие реализациям независимых
случайных величин 𝜁(𝑗)𝑖 , имеющих стандартное нормальное распределение, 𝑖 = 0, 1, 2, . . . , — 𝐼𝑚

и 𝑆𝑚 (при фиксированных значениях 𝑗1, . . . , 𝑗𝑘), где 𝑚 = 1, 2, . . . ,𝑀 . Тогда

E I𝒥𝑊 (𝑗1...𝑗𝑘)
T 𝑓(·) ≈ 1

𝑀

𝑀∑︁
𝑚=1

𝐼𝑚, E
(︀
I𝒥𝑊 (𝑗1...𝑗𝑘)
T 𝑓(·)

)︀2 ≈ 1

𝑀

𝑀∑︁
𝑚=1

𝐼2𝑚, (5.75)

ES𝒥𝑊 (𝑗1...𝑗𝑘)
T 𝑓(·) ≈ 1

𝑀

𝑀∑︁
𝑚=1

𝑆𝑚, E
(︀
S𝒥𝑊 (𝑗1...𝑗𝑘)
T 𝑓(·)

)︀2 ≈ 1

𝑀

𝑀∑︁
𝑚=1

𝑆2
𝑚. (5.76)
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Пример 5.11. Оценить первые два момента повторных стохастических интегралов Ито
I𝒥𝑊 (𝑗1𝑗2𝑗3)
T k(·) и Стратоновича S𝒥𝑊 (𝑗1𝑗2𝑗3)

T k(·) кратности 𝑘 = 3 для двух вариантов:

а) 𝑗1, 𝑗2, 𝑗3 попарно различны; б) 𝑗1 = 𝑗3 ̸= 𝑗2,

и повторных стохастических интегралов Ито I𝒥𝑊 (𝑗1𝑗2𝑗3𝑗4)
T k(·) и Стратоновича S𝒥𝑊 (𝑗1𝑗2𝑗3𝑗4)

T k(·)
кратности 𝑘 = 4 для двух вариантов:

а) 𝑗1, 𝑗2, 𝑗3, 𝑗4 попарно различны; б) 𝑗1 = 𝑗2 ̸= 𝑗3 = 𝑗4,

где функция k(·) задается формулой (4.15), применяя выражения (5.68) и (5.71) на основе
базисных систем (1.5)– (1.9) при условии T = [0, 1] и 𝐿 = 4, 8, . . . , 64.

� Чтобы оценить первые два момента заданных повторных стохастических интегралов по
винеровским процессам, применим алгоритм 5.1.

Коэффициенты разложения K𝑖1...𝑖𝑘 функции k(·) можно найти по формулам (4.19), (4.22),
(4.23), (4.66) и (4.67) в зависимости от выбора базисной системы (1.5)– (1.9).

Для каждой базисной системы и каждого порядка усечения моделировались реализации
повторных стохастических интегралов Ито {𝐼𝑚}𝑀𝑚=1 и Стратоновича {𝑆𝑚}𝑀𝑚=1, где 𝑀 = 106

— объем выборки. Далее с помощью формул (5.75) и (5.76) найдены оценки математических
ожиданий и вторых начальных моментов.

Оценки для кратностей 𝑘 = 3 и 𝑘 = 4 указаны в табл. 5.22– 5.24 и 5.25– 5.27 соответственно.
Результаты оценивания согласуются со значениями из табл. 5.3 и 5.4. Отметим, что только
при 𝑘 = 4 для второго варианта повторные стохастические интегралы Ито и Стратоновича не
совпадают, а математическое ожидание интеграла Стратоновича отлично от нуля. �

Выводы по главе 5

1. Доказана теорема о представлении кратного стохастического интеграла Ито по винеров-
ским процессам в виде ряда со случайными коэффициентами. Получено ортогональное
разложение кратного стохастического интеграла Ито.

2. Доказана теорема о представлении кратного стохастического интеграла Стратоновича
по винеровским процессам в виде ряда со случайными коэффициентами. Получено ор-
тогональное разложение кратного стохастического интеграла Стратоновича.

3. Получены формулы для точного вычисления среднеквадратической погрешности ап-
проксимации кратных стохастических интегралов Ито и Стратоновича на основе пере-
хода к симметризованным функциям.

4. Сформированы алгоритмы статистического моделирования кратных стохастических ин-
тегралов Стратоновича и Ито на основе их ортогональных разложений.

Основные результаты опубликованы в работах [160–162,172,173].
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Таблица 5.22. Моменты повторных стохастических интегралов Ито и Стратоновича
(𝑘 = 3; 𝑗1, 𝑗2, 𝑗3 попарно различны)

Момент Базис 𝐿 = 4 𝐿 = 8 𝐿 = 16 𝐿 = 32 𝐿 = 64

{𝑃 (𝑖, ·)}∞𝑖=0 −0.000708 −0.000132 0.000843 −0.000329 0.000497
{𝐶(𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.000107 −0.000623 0.000148 0.000157 −0.000051

1 {𝑊̂ (𝑖, ·)}∞𝑖=0 −0.000045 −0.000579 −0.000464 0.000352 −0.000059
{𝑋̂(𝑖, ·)}∞𝑖=0 −0.000063 0.000455 0.000356 −0.000001 −0.000176
{𝐹 (𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.000131 −0.000361 0.000036 0.000050 −0.000156

{𝑃 (𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.130944 0.150599 0.158257 0.162296 0.164796
{𝐶(𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.132839 0.152178 0.157674 0.163891 0.165007

2 {𝑊̂ (𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.111459 0.137405 0.150270 0.159919 0.162423
{𝑋̂(𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.110849 0.137635 0.150366 0.160187 0.162607
{𝐹 (𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.116225 0.141709 0.152018 0.161423 0.163364

Таблица 5.23. Моменты повторных стохастических интегралов Ито
(𝑘 = 3, 𝑗1 = 𝑗3 ̸= 𝑗2)

Момент Базис 𝐿 = 4 𝐿 = 8 𝐿 = 16 𝐿 = 32 𝐿 = 64

{𝑃 (𝑖, ·)}∞𝑖=0 −0.000227 −0.000736 −0.000139 0.000413 0.000017
{𝐶(𝑖, ·)}∞𝑖=0 −0.000205 −0.000668 −0.000243 0.000298 −0.000016

1 {𝑊̂ (𝑖, ·)}∞𝑖=0 −0.000355 −0.000390 −0.000450 −0.000041 −0.000905
{𝑋̂(𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.000241 −0.000800 −0.000526 0.000338 0.000022
{𝐹 (𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.000034 −0.000758 −0.000462 0.000002 −0.000074

{𝑃 (𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.130222 0.149865 0.157771 0.163009 0.164584
{𝐶(𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.132711 0.151926 0.159171 0.163601 0.164889

2 {𝑊̂ (𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.112950 0.138325 0.151481 0.159856 0.163147
{𝑋̂(𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.112787 0.137910 0.151011 0.159290 0.162849
{𝐹 (𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.118641 0.141975 0.154136 0.160277 0.163514

Таблица 5.24. Моменты повторных стохастических интегралов Стратоновича
(𝑘 = 3, 𝑗1 = 𝑗3 ̸= 𝑗2)

Момент Базис 𝐿 = 4 𝐿 = 8 𝐿 = 16 𝐿 = 32 𝐿 = 64

{𝑃 (𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.000230 −0.000711 −0.000141 0.000418 0.000017
{𝐶(𝑖, ·)}∞𝑖=0 −0.000209 −0.000645 −0.000245 0.000303 −0.000017

1 {𝑊̂ (𝑖, ·)}∞𝑖=0 −0.000361 −0.000355 −0.000454 −0.000033 −0.000909
{𝑋̂(𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.000234 −0.000765 −0.000529 0.000346 0.000021
{𝐹 (𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.000027 −0.000718 −0.000466 0.000012 −0.000075

{𝑃 (𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.131303 0.150128 0.157829 0.163027 0.164590
{𝐶(𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.133540 0.152106 0.159209 0.163614 0.164893

2 {𝑊̂ (𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.114656 0.138745 0.151595 0.159891 0.163155
{𝑋̂(𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.114509 0.138338 0.151113 0.159323 0.162859
{𝐹 (𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.120800 0.142540 0.154279 0.160321 0.163527
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Таблица 5.25. Моменты повторных стохастических интегралов Ито и Стратоновича
(𝑘 = 4; 𝑗1, 𝑗2, 𝑗3, 𝑗4 попарно различны)

Момент Базис 𝐿 = 4 𝐿 = 8 𝐿 = 16 𝐿 = 32 𝐿 = 64

{𝑃 (𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.000115 0.000128 0.000246 −0.000096 −0.000071
{𝐶(𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.000097 0.000015 −0.000235 0.000368 0.000037

1 {𝑊̂ (𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.000323 0.000038 −0.000356 0.000347 −0.000028
{𝑋̂(𝑖, ·)}∞𝑖=0 −0.000083 0.000087 −0.000093 0.000218 0.000117
{𝐹 (𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.000112 −0.000065 −0.000207 0.000326 −0.000113

{𝑃 (𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.024420 0.033649 0.037827 0.039963 0.040870
{𝐶(𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.025856 0.034501 0.037881 0.040368 0.040665

2 {𝑊̂ (𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.018523 0.028200 0.034359 0.037976 0.039541
{𝑋̂(𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.018519 0.028379 0.034334 0.038264 0.039744
{𝐹 (𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.021667 0.031517 0.036073 0.039522 0.040161

Таблица 5.26. Моменты повторных стохастических интегралов Ито
(𝑘 = 4, 𝑗1 = 𝑗2 ̸= 𝑗3 = 𝑗4)

Момент Базис 𝐿 = 4 𝐿 = 8 𝐿 = 16 𝐿 = 32 𝐿 = 64

{𝑃 (𝑖, ·)}∞𝑖=0 −0.000050 0.000087 −0.000088 0.000152 −0.000068
{𝐶(𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.000160 0.000188 −0.000202 −0.000043 0.000227

1 {𝑊̂ (𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.000114 0.000012 −0.000086 0.000078 0.000032
{𝑋̂(𝑖, ·)}∞𝑖=0 −0.000008 0.000073 0.000003 −0.000195 0.000061
{𝐹 (𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.000070 0.000154 −0.000118 −0.000073 −0.000075

{𝑃 (𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.034996 0.038107 0.040322 0.041132 0.041498
{𝐶(𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.035873 0.040582 0.040337 0.041331 0.041652

2 {𝑊̂ (𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.031918 0.037623 0.039239 0.040266 0.040903
{𝑋̂(𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.031719 0.037659 0.039443 0.040029 0.041419
{𝐹 (𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.030417 0.036878 0.038714 0.040022 0.041104

Таблица 5.27. Моменты повторных стохастических интегралов Стратоновича
(𝑘 = 4, 𝑗1 = 𝑗2 ̸= 𝑗3 = 𝑗4)

Момент Базис 𝐿 = 4 𝐿 = 8 𝐿 = 16 𝐿 = 32 𝐿 = 64

{𝑃 (𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.109205 0.117068 0.121224 0.122984 0.124222
{𝐶(𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.110726 0.118727 0.121476 0.123099 0.124747

1 {𝑊̂ (𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.104143 0.114750 0.119697 0.122243 0.123902
{𝑋̂(𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.104110 0.114880 0.119859 0.121947 0.124016
{𝐹 (𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.101850 0.113372 0.118709 0.121523 0.123627

{𝑃 (𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.082645 0.090338 0.095229 0.097156 0.098220
{𝐶(𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.084927 0.094880 0.095519 0.097624 0.099012

2 {𝑊̂ (𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.076643 0.089370 0.093499 0.095879 0.097556
{𝑋̂(𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.076311 0.089304 0.093955 0.095384 0.098226
{𝐹 (𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.071919 0.086373 0.091462 0.094785 0.097420



ГЛАВА 6

СПЕКТРАЛЬНОЕ ПРЕДСТАВЛЕНИЕ

И СТАТИСТИЧЕСКОЕ МОДЕЛИРОВАНИЕ

ПОВТОРНЫХ СТОХАСТИЧЕСКИХ ИНТЕГРАЛОВ

6.1. Представление повторных стохастических интегралов Стратоновича

В этом разделе повторные стохастические интегралы Стратоновича, рассмотренные в разд.
5.4 и 5.5, представляются с помощью спектральной формы математического описания, а имен-
но с помощью спектральных характеристик операторов интегрирования и умножения, спект-
ральной характеристики оператора умножения функций (см. разд. 1.5 и 1.6), а также спект-
ральных характеристик гауссовских белых шумов (см. разд. 2.3).

Начнем с представления повторных стохастических интегралов Стратоновича кратности
𝑘 > 2:

S𝒥𝑊 (𝑗1...𝑗𝑘)
T k(·) =

∫︁
T

. . .

∫︁ 𝑡3

𝑡0

∫︁ 𝑡2

𝑡0

𝑑𝑊𝑗1(𝑡1) ∘ 𝑑𝑊𝑗2(𝑡2) ∘ . . . ∘ 𝑑𝑊𝑗𝑘(𝑡𝑘), (6.1)

где T = [𝑡0, 𝑇 ], функция k(·) ∈ 𝐿2(T
𝑘) задается формулой (4.15); 𝑗1, . . . , 𝑗𝑘 = 1, 2, . . . , 𝑠;

𝑊1(·), . . . ,𝑊𝑠(·) — независимые стандартные винеровские процессы (см. разд. 2.1 и 5.2). Сто-
хастические интегралы Стратоновича кратности 𝑘 = 1 изучались в разд. 2.3.

Воспользуемся результатами, которые получены в разд. 3.3, а именно применим спектраль-
ный метод для решения линейных стохастических дифференциальных уравнений, которые
непосредственно связаны с повторными стохастическими интегралами. Будем полагать, что
{𝑞(𝑖, ·)}∞𝑖=0 — это базисная система пространства 𝐿2(T).

Запишем систему линейных стохастических дифференциальных уравнений Стратоновича,
соответствующую интегралу (6.1):

𝑑𝑋1(𝑡) = 𝑑𝑊𝑗1(𝑡), 𝑋1(𝑡0) = 0,

𝑑𝑋2(𝑡) = 𝑋1(𝑡) ∘ 𝑑𝑊𝑗2(𝑡), 𝑋2(𝑡0) = 0,

. . . ,

𝑑𝑋𝑘(𝑡) = 𝑋𝑘−1(𝑡) ∘ 𝑑𝑊𝑗𝑘(𝑡), 𝑋𝑘(𝑡0) = 0,

(6.2)

или в форме Ланжевена:
𝑋̇1(𝑡) = 𝑉𝑗1(𝑡), 𝑋1(𝑡0) = 0,

𝑋̇2(𝑡) = 𝑋1(𝑡)𝑉𝑗2(𝑡), 𝑋2(𝑡0) = 0,

. . . ,

𝑋̇𝑘(𝑡) = 𝑋𝑘−1(𝑡)𝑉𝑗𝑘(𝑡), 𝑋𝑘(𝑡0) = 0,

(6.3)
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где 𝑉1(·), . . . , 𝑉𝑠(·) — независимые гауссовские белые шумы, соответствующие винеровским
процессам 𝑊1(·), . . . ,𝑊𝑠(·) в смысле соотношения (2.27).

Решение системы уравнений (6.2) несложно формально получить с помощью последова-
тельного интегрирования:

𝑋𝑘(𝑡) =

∫︁ 𝑡

𝑡0

. . .

∫︁ 𝜏3

𝑡0

∫︁ 𝜏2

𝑡0

𝑑𝑊𝑗1(𝜏1) ∘ 𝑑𝑊𝑗2(𝜏2) ∘ . . . ∘ 𝑑𝑊𝑗𝑘(𝜏𝑘), (6.4)

тогда
S𝒥𝑊 (𝑗1)
T k(·) = 𝑋1(𝑇 ), S𝒥𝑊 (𝑗1𝑗2)

T k(·) = 𝑋2(𝑇 ), . . . , S𝒥𝑊 (𝑗1...𝑗𝑘)
T k(·) = 𝑋𝑘(𝑇 ).

Теорема 6.1. Пусть 𝒱1, . . . ,𝒱𝑠 — спектральные характеристики гауссовских белых шу-
мов 𝑉1(·), . . . , 𝑉𝑠(·) соответственно, 𝑃−1 — спектральная характеристика оператора инте-
грирования, 𝑉 — спектральная характеристика оператора умножения функций. Спектраль-
ные характеристики 𝑃−1 и 𝑉 определены относительно базисной системы {𝑞(𝑖, ·)}∞𝑖=0. Тогда
повторный стохастический интеграл Стратоновича (6.1) представляется с помощью со-
отношений

S𝒥𝑊 (𝑗1...𝑗𝑘)
T k(·) = 𝒱T

𝑗𝑘
𝒳𝑘−1, 𝒳𝑙 = 𝑃−1(𝑉 𝒱𝑗𝑙)𝒳𝑙−1, 𝑙 = 2, . . . , 𝑘 − 1, 𝒳1 = 𝑃−1𝒱𝑗1 , (6.5)

или в явном виде
S𝒥𝑊 (𝑗1...𝑗𝑘)
T k(·) = 𝒱T

𝑗𝑘
𝑃−1(𝑉 𝒱𝑗𝑘−1

) . . . 𝑃−1(𝑉 𝒱𝑗2)𝑃−1𝒱𝑗1 . (6.6)

Доказательство. Представим систему стохастических дифференциальных уравнений (6.2)
в интегральной форме записи:

𝑋1(𝑡) =

∫︁ 𝑡

𝑡0

𝑑𝑊𝑗1(𝜏) = 𝑊𝑗1(𝑡), 𝑋2(𝑡) =

∫︁ 𝑡

𝑡0

𝑋1(𝜏) ∘ 𝑑𝑊𝑗2(𝜏), . . . , 𝑋𝑘(𝑡) =

∫︁ 𝑡

𝑡0

𝑋𝑘−1(𝜏) ∘ 𝑑𝑊𝑗𝑘(𝜏),

и применим спектральное преобразование к левой и правой частям каждого уравнения (см.
разд. 2.2):

S
[︀
𝑋1(·)

]︀
= S

[︀
𝑊𝑗1(·)

]︀
, S

[︀
𝑋2(·)

]︀
= S

[︂ ∫︁ (·)

𝑡0

𝑋1(𝜏) ∘ 𝑑𝑊𝑗2(𝜏)

]︂
, . . . ,

S
[︀
𝑋𝑘(·)

]︀
= S

[︂ ∫︁ (·)

𝑡0

𝑋𝑘−1(𝜏) ∘ 𝑑𝑊𝑗𝑘(𝜏)

]︂
.

Обозначая через 𝒳𝑙 спектральные характеристики случайных процессов 𝑋𝑙(·) (см. разд.
2.2), 𝑙 = 1, . . . , 𝑘 − 1, получаем 𝒳1 =𝒲𝑗1 = 𝑃−1𝒱𝑗1 , где 𝒲𝑗1 — спектральная характеристика
винеровского процесса 𝑊𝑗1(·) согласно представлению (2.31). Далее по свойству (2.81) спект-
рального преобразования стохастического интеграла Стратоновича имеем

S
[︂ ∫︁ (·)

𝑡0

𝑋𝑙−1(𝜏) ∘ 𝑑𝑊𝑗𝑙(𝜏)

]︂
= 𝑃−1,𝒱𝑗𝑙𝒳𝑙−1, 𝑙 = 2, . . . , 𝑘,

где 𝑃−1,𝒱𝑗𝑙 — спектральные характеристики операторов стохастического интегрирования (см.
разд. 2.7). С учетом формулы (2.78) находим

S
[︂ ∫︁ (·)

𝑡0

𝑋𝑙−1(𝜏) ∘ 𝑑𝑊𝑗𝑙(𝜏)

]︂
= 𝑃−1(𝑉 𝒱𝑗𝑙)𝒳𝑙−1, 𝑙 = 2, . . . , 𝑘,

следовательно,

𝒳1 =𝒲𝑗1 = 𝑃−1𝒱𝑗1 , 𝒳2 = 𝑃−1(𝑉 𝒱𝑗2)𝒳1 = 𝑃−1(𝑉 𝒱𝑗2)𝑃−1𝒱𝑗1 , . . . ,

𝒳𝑘−1 = 𝑃−1(𝑉 𝒱𝑗𝑘−1
)𝒳𝑘−2 = 𝑃−1(𝑉 𝒱𝑗𝑘−1

) . . . 𝑃−1(𝑉 𝒱𝑗2)𝑃−1𝒱𝑗1 .
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Поскольку
𝑋𝑘(𝑇 ) =

∫︁
T

𝑋𝑘−1(𝑡) ∘ 𝑑𝑊𝑗𝑘(𝑡) = S𝒥𝑊 (𝑗𝑘)
T 𝑋𝑘−1(·),

где S𝒥𝑊 (𝑗𝑘)
T — случайный линейный функционал, ставящий в соответствие случайному процес-

су 𝑋𝑘−1(·) стохастический интеграл Стратоновича по винеровскому процессу 𝑊𝑗𝑘(·) на отрезке
T (см. разд. 2.3), можно применить формулу (2.37). Тогда

𝑋𝑘(𝑇 ) = 𝒱T

𝑗𝑘
𝒳𝑘−1 = 𝒱T

𝑗𝑘
𝑃−1(𝑉 𝒱𝑗𝑘−1

) . . . 𝑃−1(𝑉 𝒱𝑗2)𝑃−1𝒱𝑗1 ,

т.е. справедливы формулы (6.5) и (6.6). J

Теорема 6.1 дает представление повторных стохастических интегралов Стратоновича с яд-
ром k(·) для произвольного 𝑘 > 2. Например,

S𝒥𝑊 (𝑗1𝑗2)
T k(·) = 𝒱T

𝑗2
𝑃−1𝒱𝑗1 , S𝒥𝑊 (𝑗1𝑗2𝑗3)

T k(·) = 𝒱T

𝑗3
𝑃−1(𝑉 𝒱𝑗2)𝑃−1𝒱𝑗1 ,

S𝒥𝑊 (𝑗1𝑗2𝑗3𝑗4)
T k(·) = 𝒱T

𝑗4
𝑃−1(𝑉 𝒱𝑗3)𝑃−1(𝑉 𝒱𝑗2)𝑃−1𝒱𝑗1 , . . .

В разд. 4.2 уравнения (4.37) рассматривались в том числе как математическая модель
системы управления с входными сигналами 𝑓𝑙(·) и выходными сигналами 𝑥𝑙(·) — детермини-
рованными функциями (см. рис. 4.1), 𝑙 = 1, . . . , 𝑘. Кроме того, в том же разделе сформулиро-
вана теорема 4.4 о представлении значения функционала 𝒥△T𝑘 на функции 𝑓(·) = 𝑓1(·)⊗ . . .⊗
⊗ 𝑓𝑘(·) в виде (4.36). Если в этой формуле положить 𝐹𝑙 = 𝒱𝑗𝑙 , т.е. вместо спектральных характе-
ристик 𝐹1, . . . , 𝐹𝑘 функций 𝑓1(·), . . . , 𝑓𝑘(·) подставить спектральные характеристики 𝒱𝑗1 , . . . ,𝒱𝑗𝑘
белых шумов 𝑉𝑗1(·), . . . , 𝑉𝑗𝑘(·) соответственно, то будет получена формула (6.6). Это неудиви-
тельно, так как уравнения (6.3) можно рассматривать как математическую модель стохасти-
ческой системы управления с входными сигналами 𝑓𝑙(·) = 𝑉𝑗𝑙(·) и выходными сигналами 𝑋𝑙(·)
— случайными процессами (см. рис. 6.1). Кроме того, можно записать

𝒥△T𝑘𝑉𝑗1(·)⊗ . . .⊗ 𝑉𝑗𝑘(·) = S𝒥𝑊 (𝑗1...𝑗𝑘)
T k(·),

где указанное соотношение следует понимать формально, поскольку функционал 𝒥△T𝑘 опре-
делен для функций из пространства 𝐿2(T

𝑘) (см. разд. 4.1).

Рис. 6.1. Структурная схема системы управления (повторные стохастические интегралы Стратонови-

ча от функций k(·))

Такой же подход можно применить для представления повторных стохастических интегра-
лов Стратоновича кратности 𝑘 > 2 более общего вида

S𝒥𝑊 (𝑗1...𝑗𝑘)
T k𝜓(·) =

∫︁
T

. . .

∫︁ 𝑡3

𝑡0

∫︁ 𝑡2

𝑡0

𝜓1(𝑡1)𝜓2(𝑡2) . . . 𝜓𝑘(𝑡𝑘) ∘ 𝑑𝑊𝑗1(𝑡1) ∘ 𝑑𝑊𝑗2(𝑡2) ∘ . . . ∘ 𝑑𝑊𝑗𝑘(𝑡𝑘), (6.7)

где функция k𝜓(·) задается формулой (4.24) через весовые функции 𝜓𝑙(·) ∈ 𝐿2(T), 𝑙 = 1, . . . , 𝑘,
а остальные обозначения такие же, как и ранее.
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Интегралу (6.7) отвечает следующая система линейных стохастических дифференциаль-
ных уравнений Стратоновича:

𝑑𝑋1(𝑡) = 𝜓1(𝑡) ∘ 𝑑𝑊𝑗1(𝑡), 𝑋1(𝑡0) = 0,

𝑑𝑋2(𝑡) = 𝜓2(𝑡)𝑋1(𝑡) ∘ 𝑑𝑊𝑗2(𝑡), 𝑋2(𝑡0) = 0,

. . . ,

𝑑𝑋𝑘(𝑡) = 𝜓𝑘(𝑡)𝑋𝑘−1(𝑡) ∘ 𝑑𝑊𝑗𝑘(𝑡), 𝑋𝑘(𝑡0) = 0,

(6.8)

или в форме Ланжевена:

𝑋̇1(𝑡) = 𝜓1(𝑡)𝑉𝑗1(𝑡), 𝑋1(𝑡0) = 0,

𝑋̇2(𝑡) = 𝜓2(𝑡)𝑋1(𝑡)𝑉𝑗2(𝑡), 𝑋2(𝑡0) = 0,

. . . ,

𝑋̇𝑘(𝑡) = 𝜓𝑘(𝑡)𝑋𝑘−1(𝑡)𝑉𝑗𝑘(𝑡), 𝑋𝑘(𝑡0) = 0.

(6.9)

Последовательно интегрируя уравнения (6.8), находим

𝑋𝑘(𝑡) =

∫︁ 𝑡

𝑡0

. . .

∫︁ 𝜏3

𝑡0

∫︁ 𝜏2

𝑡0

𝜓1(𝜏1)𝜓2(𝜏2) . . . 𝜓𝑘(𝜏𝑘) ∘ 𝑑𝑊𝑗1(𝜏1) ∘ 𝑑𝑊𝑗2(𝜏2) ∘ . . . ∘ 𝑑𝑊𝑗𝑘(𝜏𝑘), (6.10)

тогда
S𝒥𝑊 (𝑗1)
T k𝜓(·) = 𝑋1(𝑇 ), S𝒥𝑊 (𝑗1𝑗2)

T k𝜓(·) = 𝑋2(𝑇 ), . . . , S𝒥𝑊 (𝑗1...𝑗𝑘)
T k𝜓(·) = 𝑋𝑘(𝑇 ).

Теорема 6.2. Пусть выполнены условия теоремы 6.1 и, кроме того, Ψ1, . . . ,Ψ𝑘 — спект-
ральные характеристики операторов умножения на функции 𝜓1(·), . . . , 𝜓𝑘(·) ∈ 𝐿2(T), опре-
деленные относительно базисной системы {𝑞(𝑖, ·)}∞𝑖=0. Тогда повторный стохастический ин-
теграл Стратоновича (6.7) представляется с помощью соотношений

S𝒥𝑊 (𝑗1...𝑗𝑘)
T k𝜓(·) = 𝒱T

𝑗𝑘
Ψ𝑘𝒳𝑘−1, 𝒳𝑙 = 𝑃−1Ψ𝑙(𝑉 𝒱𝑗𝑙)𝒳𝑙−1, 𝑙 = 2, . . . , 𝑘 − 1, 𝒳1 = 𝑃−1Ψ1𝒱𝑗1 , (6.11)

или в явном виде
S𝒥𝑊 (𝑗1...𝑗𝑘)
T k𝜓(·) = 𝒱T

𝑗𝑘
Ψ𝑘𝑃

−1Ψ𝑘−1(𝑉 𝒱𝑗𝑘−1
) . . . 𝑃−1Ψ2(𝑉 𝒱𝑗2)𝑃−1Ψ1𝒱𝑗1 . (6.12)

Доказательство. Систему стохастических дифференциальных уравнений (6.8) можно
представить в интегральной форме, т.е.

𝑋1(𝑡) =

∫︁ 𝑡

𝑡0

𝜓1(𝜏) ∘ 𝑑𝑊𝑗1(𝜏), 𝑋2(𝑡) =

∫︁ 𝑡

𝑡0

𝜓2(𝜏)𝑋1(𝜏) ∘ 𝑑𝑊𝑗2(𝜏), . . . ,

𝑋𝑘(𝑡) =

∫︁ 𝑡

𝑡0

𝜓𝑘(𝜏)𝑋𝑘−1(𝜏) ∘ 𝑑𝑊𝑗𝑘(𝜏),

следовательно,

S
[︀
𝑋1(·)

]︀
= S

[︂ ∫︁ (·)

𝑡0

𝜓1(𝜏) ∘ 𝑑𝑊𝑗1(𝜏)

]︂
, S

[︀
𝑋2(·)

]︀
= S

[︂ ∫︁ (·)

𝑡0

𝜓2(𝜏)𝑋1(𝜏) ∘ 𝑑𝑊𝑗2(𝜏)

]︂
, . . . ,

S
[︀
𝑋𝑘(·)

]︀
= S

[︂ ∫︁ (·)

𝑡0

𝜓𝑘(𝜏)𝑋𝑘−1(𝜏) ∘ 𝑑𝑊𝑗𝑘(𝜏)

]︂
.

Далее будем использовать обозначения, введенные при доказательстве теоремы 6.1. По
свойству (2.80) спектрального преобразования интеграла от неслучайной функции с учетом
формулы (2.78) имеем 𝒳1 = 𝑃−1,𝒱𝑗1 Ψ̃1 = 𝑃−1(𝑉 𝒱𝑗1)Ψ̃1, где Ψ̃1 — спектральная характеристика
функции 𝜓1(·) относительно базисной системы {𝑞(𝑖, ·)}∞𝑖=0, связанная со спектральной харак-
теристикой Ψ1 оператора умножения на эту функцию соотношением (1.78): Ψ1 = 𝑉 Ψ̃1. Тогда
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по свойству (1.80) спектрального преобразования произведения функций одной переменной
(𝑉 𝒱𝑗1)Ψ̃1 = (𝑉 Ψ̃1)𝒱𝑗1 = Ψ1𝒱𝑗1 , т.е. 𝒳1 = 𝑃−1Ψ1𝒱𝑗1 .

Применим свойство (1.73) спектрального преобразования произведения функций одной пе-
ременной: S[𝜓𝑙(·)𝑋𝑙−1(·)] = Ψ𝑙𝒳𝑙−1, 𝑙 = 2, . . . , 𝑘, а также свойство (2.81) спектрального преоб-
разования стохастического интеграла Стратоновича:

S
[︂ ∫︁ (·)

𝑡0

𝜓𝑙(𝜏)𝑋𝑙−1(𝜏) ∘ 𝑑𝑊𝑗𝑙(𝜏)

]︂
= 𝑃−1,𝒱𝑗𝑙Ψ𝑙𝒳𝑙−1 = 𝑃−1(𝑉 𝒱𝑗𝑙)Ψ𝑙𝒳𝑙−1, 𝑙 = 2, . . . , 𝑘.

Таким образом, принимая во внимание свойство (1.74) симметричности спектральной
характеристики оператора умножения, а значит коммутативности произведения матриц
(𝑉 𝒱𝑗𝑙)Ψ𝑙, находим

𝒳1 = 𝑃−1Ψ1𝒱𝑗1 , 𝒳2 = 𝑃−1Ψ2(𝑉 𝒱𝑗2)𝒳1 = 𝑃−1Ψ2(𝑉 𝒱𝑗2)𝑃−1Ψ1𝒱𝑗1 , . . . ,

𝒳𝑘−1 = 𝑃−1(𝑉 𝒱𝑗𝑘−1
)𝒳𝑘−2 = 𝑃−1Ψ𝑘−1(𝑉 𝒱𝑗𝑘−1

) . . . 𝑃−1Ψ2(𝑉 𝒱𝑗2)𝑃−1Ψ1𝒱𝑗1 ,

а так как

𝑋𝑘(𝑇 ) =

∫︁
T

𝜓𝑘(𝑡)𝑋𝑘−1(𝑡) ∘ 𝑑𝑊𝑗𝑘(𝑡) = S𝒥𝑊 (𝑗𝑘)
T 𝜓𝑘(·)𝑋𝑘−1(·) и S

[︀
𝜓𝑘(·)𝑋𝑘−1(·)

]︀
= Ψ𝑘𝒳𝑘−1

согласно свойству (1.73) спектрального преобразования произведения функций одной пере-
менной и выражению (2.37), получаем

𝑋𝑘(𝑇 ) = 𝒱T

𝑗𝑘
Ψ𝑘𝒳𝑘−1 = 𝒱T

𝑗𝑘
Ψ𝑘𝑃

−1Ψ𝑘−1(𝑉 𝒱𝑗𝑘−1
) . . . 𝑃−1Ψ2(𝑉 𝒱𝑗2)𝑃−1Ψ1𝒱𝑗1 ,

т.е. справедливы формулы (6.11) и (6.12). J

На основе теоремы 6.2 можно представить повторные стохастические интегралы Страто-
новича с ядром k𝜓(·) для произвольного 𝑘 > 2, учитывая весовые функции 𝜓𝑙(·), 𝑙 = 1, . . . , 𝑘.
Например,

S𝒥𝑊 (𝑗1𝑗2)
T k𝜓(·) = 𝒱T

𝑗2
Ψ2𝑃

−1Ψ1𝒱𝑗1 , S𝒥𝑊 (𝑗1𝑗2𝑗3)
T k𝜓(·) = 𝒱T

𝑗3
Ψ3𝑃

−1Ψ2(𝑉 𝒱𝑗2)𝑃−1Ψ1𝒱𝑗1 ,
S𝒥𝑊 (𝑗1𝑗2𝑗3𝑗4)
T k𝜓(·) = 𝒱T

𝑗4
Ψ4𝑃

−1Ψ3(𝑉 𝒱𝑗3)𝑃−1Ψ2(𝑉 𝒱𝑗2)𝑃−1Ψ1𝒱𝑗1 , . . .

Также напомним, что если справедливо условие (4.26), то каждая спектральная характе-
ристика Ψ𝑙 — это либо бесконечная единичная матрица 𝐸, либо 𝑛𝑙-я степень спектральной
характеристики 𝐴 оператора умножения на функцию 𝑎1(𝑡) = 𝑡− 𝑡0 (см. примеры спектраль-
ных характеристик 𝐴 в разд. 1.5). Она выражается соотношением (4.55).

Пример 6.1. Представить в спектральной форме математического описания повторные
стохастические интегралы Стратоновича

S𝒥𝑊 (𝑗1𝑗2)
T k𝜓(·) =

∫︁
T

∫︁ 𝑡2

𝑡0

𝜓1(𝑡1)𝜓2(𝑡2) ∘ 𝑑𝑊𝑗1(𝑡1) ∘ 𝑑𝑊𝑗2(𝑡2) =

=

∫︁
T

𝜓2(𝑡2)

∫︁ 𝑡2

𝑡0

𝜓1(𝑡1) ∘ 𝑑𝑊𝑗1(𝑡1) ∘ 𝑑𝑊𝑗2(𝑡2)

кратности 𝑘 = 2 при условии

а) 𝜓1(𝑡) = e𝜇1(𝑡−𝑡0), 𝜓2(𝑡) ≡ 1; б) 𝜓1(𝑡) ≡ 1, 𝜓2(𝑡) = e𝜇2(𝑡−𝑡0),

где 𝜇1 ̸= 0 и 𝜇2 ̸= 0 — числовые параметры, T = [𝑡0, 𝑇 ].

� Обозначим через {𝑞(𝑖, ·)}∞𝑖=0 базисную систему пространства 𝐿2(T), а через 𝑃−1, Ψ1 и
Ψ2 — спектральные характеристики оператора интегрирования, операторов умножения на
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функции 𝜓1(·) и 𝜓2(·) соответственно, определенные относительно этой базисной системы.
Для базисных систем (1.5)– (1.9) спектральные характеристики 𝑃−1 приведены в разд. 1.6,
а спектральные характеристики Ψ1 и Ψ2 могут быть найдены по определению (см. разд. 1.5;
для тождественно равной единице функции получаем бесконечную единичную матрицу 𝐸).

Согласно теореме 6.2 имеем∫︁
T

∫︁ 𝑡2

𝑡0

e𝜇1(𝑡1−𝑡0) ∘ 𝑑𝑊𝑗1(𝑡1) ∘ 𝑑𝑊𝑗2(𝑡2) = 𝒱T

𝑗2
𝑃−1Ψ1𝒱𝑗1 ,∫︁

T

e𝜇2(𝑡2−𝑡0)
∫︁ 𝑡2

𝑡0

𝑑𝑊𝑗1(𝑡1) ∘ 𝑑𝑊𝑗2(𝑡2) = 𝒱T

𝑗2
Ψ2𝑃

−1𝒱𝑗1 ,

где 𝒱𝑗1 и 𝒱𝑗2 — спектральные характеристики (2.26) белых шумов 𝑉𝑗1(·) и 𝑉𝑗2(·), образован-
ные независимыми случайными величинами 𝜁

(𝑗1)
𝑖1

и 𝜁
(𝑗2)
𝑖2

, имеющими стандартное нормальное
распределение.

Если выбрать в качестве базисной системы {𝑞(𝑖, ·)}∞𝑖=0 функции Уолша (1.7) или функ-
ции Хаара (1.8), полагая T = [0, 𝑇 ], т.е. при условии 𝑡0 = 0, то для нахождения спектральных
характеристик Ψ1 и Ψ2 можно воспользоваться формулами для вычисления элементов спект-
ральной характеристики 𝐹 𝜇 показательной функции 𝑓𝜇(𝑡) = e𝜇𝑡 из примера 3.5.

Для функций Уолша

𝐹 𝜇
0 =
√
𝑇

e𝜇𝑇 − 1

𝜇𝑇
, 𝐹 𝜇

𝑖 =
1

𝜇

2𝑚+1∑︁
𝑗=1

(−1)𝑗+1𝑊̂

(︂
𝑘,

2𝑗 − 1

2𝑚+2
𝑇

)︂(︀
e

𝑗 𝜇𝑇

2𝑚+1 − e
(𝑗−1)𝜇𝑇

2𝑚+1
)︀
,

а для функций Хаара

𝐹 𝜇
0 =
√
𝑇

e𝜇𝑇 − 1

𝜇𝑇
, 𝐹 𝜇

𝑖 = − 1

𝜇

√︂
2𝑚

𝑇
e

𝑘𝜇𝑇
2𝑚

(︀
e

𝜇𝑇

2𝑚+1 − 1
)︀2
,

где 𝑖 = 2𝑚 + 𝑘, 𝑚 = 0, 1, 2, . . . и 𝑘 = 0, 1, . . . , 2𝑚 − 1. Тогда с помощью формулы (1.78) получаем

Ψ1 =

{︃
𝐸, 𝜓1(𝑡) ≡ 1,

𝑉 𝐹 𝜇1 , 𝜓1(𝑡) = e𝜇1𝑡,
Ψ2 =

{︃
𝐸, 𝜓2(𝑡) ≡ 1,

𝑉 𝐹 𝜇2 , 𝜓2(𝑡) = e𝜇2𝑡,

где 𝑉 — спектральная характеристика оператора умножения функций (см. разд. 1.5).
Кроме того, допустимо применить способ, описанный в разд. 1.8, вне зависимости от ба-

зисной системы. �

Наиболее востребованный далее вариант предполагает, что T = [0, 𝑇 ], т.е. 𝑡0 = 0, а функ-
ции 𝜓𝑙(·) и спектральные характеристики Ψ𝑙 определяются формулами (4.26) и (4.55) соот-
ветственно, 𝑙 = 1, . . . , 𝑘. Таким образом, функция k𝜓(·) — это функция k𝑛1...𝑛𝑘

(·), а каждая
спектральная характеристика Ψ𝑙 выражается как 𝑛𝑙-я степень спектральной характеристики
𝐴 оператора умножения на функцию 𝑎1(𝑡) = 𝑡 (см. примеры спектральных характеристик 𝐴 в
разд. 1.5), 𝑛𝑙 = 0, 1, 2, . . . Тогда повторный стохастический интеграл Стратоновича представ-
ляется следующими выражениями:

S𝒥𝑊 (𝑗1...𝑗𝑘)
T k𝑛1...𝑛𝑘

(·) = 𝒱T

𝑗𝑘
𝐴𝑛𝑘𝒳𝑘−1,

𝒳𝑙 = 𝑃−1𝐴𝑛𝑙(𝑉 𝒱𝑗𝑙)𝒳𝑙−1, 𝑙 = 2, . . . , 𝑘 − 1, 𝒳1 = 𝑃−1𝐴𝑛1𝒱𝑗1 ,
(6.13)

или в явном виде
S𝒥𝑊 (𝑗1...𝑗𝑘)
T k𝑛1...𝑛𝑘

(·) = 𝒱T

𝑗𝑘
𝐴𝑛𝑘𝑃−1𝐴𝑛𝑘−1(𝑉 𝒱𝑗𝑘−1

) . . . 𝑃−1𝐴𝑛2(𝑉 𝒱𝑗2)𝑃−1𝐴𝑛1𝒱𝑗1 . (6.14)
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Сформулируем важное свойство повторного стохастического интеграла Стратоновича,
связанное со сдвигом и масштабированием базисной системы:

S𝒥𝑊 (𝑗1...𝑗𝑘)
[𝑡0,𝑇 ]

k𝑛1...𝑛𝑘
(·) 𝑑

= (𝑇 − 𝑡0)𝑘/2+𝑛1+...+𝑛𝑘 · S𝒥𝑊 (𝑗1...𝑗𝑘)
[0,1] k*

𝑛1...𝑛𝑘
(·), (6.15)

где функция k*
𝑛1...𝑛𝑘

(·) определяется с учетом условия (4.26), но при 𝑡0 = 0, а равенство (6.15)
понимается в смысле равенства по распределению, т.е. случайные величины в его левой и
правой частях распределены по одному закону. Но, например, при [𝑡0, 𝑇 ] = [0, 1] это равенство
справедливо с вероятностью 1, а при [𝑡0, 𝑇 ] ∩ [0, 1] = ∅ в левой и правой частях равенства
независимые случайные величины.

Доказательство. Действительно, пусть {𝑞(𝑖, ·)}∞𝑖=0 — базисная система пространства
𝐿2([0, 1]), а {𝑞(𝑖, ·)}∞𝑖=0 — соответствующая ей базисная система пространства 𝐿2([𝑡0, 𝑇 ]) (см.
п. 1 замечаний 1.1). Тогда каждый множитель 𝑃−1 или 𝐴 в формуле (6.14) дает вклад 1

в степень разности 𝑇 − 𝑡0 согласно связям (1.88) и (1.75) спектральных характеристик опе-
ратора интегрирования и оператора умножения на функцию 𝑎1(𝑡) = 𝑡 соответственно (таких
множителей 𝑘 − 1 и 𝑛1 + . . .+ 𝑛𝑘), а каждый множитель 𝑉 обеспечивает вклад −1/2 в сте-
пень разности 𝑇 − 𝑡0, что следует из связи (1.82) (таких множителей 𝑘 − 2). Отсюда находим
итоговую степень:

𝑘 − 1 + 𝑛1 + . . .+ 𝑛𝑘 −
𝑘 − 2

2
=
𝑘

2
+ 𝑛1 + . . .+ 𝑛𝑘.

Естественно, этот же результат получается, если взять за основу рекуррентное соотно-
шение (6.13). Степень разности 𝑇 − 𝑡0 для спектральной характеристики 𝒳1 при сдвиге и
масштабировании базисной системы равна 𝑑1 = 1 + 𝑛1 (множители 𝑃−1 и 𝐴𝑛1), а степень
𝑛2 + 𝑑1 = 1 + 𝑛1 + 𝑛2 соответствует интегралу кратности 𝑘 = 2 (множитель 𝐴𝑛2). Если спект-
ральной характеристике 𝒳𝑙−1 соответствует степень 𝑑𝑙−1, то спектральной характеристике 𝒳𝑙
соответствует степень 𝑑𝑙 = 1 + 𝑛𝑙 − 1/2 + 𝑑𝑙−1 = 1/2 + 𝑛𝑙 + 𝑑𝑙−1 (множители 𝑃−1, 𝐴𝑛𝑙 и 𝑉 ). Ин-
тегралу кратности 𝑘 отвечает степень 𝑑𝑘−1 + 𝑛𝑘 = 𝑘/2 + 𝑛1 + . . .+ 𝑛𝑘 (множитель 𝐴𝑛𝑘). J

Из этого свойства следует, что

ES𝒥𝑊 (𝑗1...𝑗𝑘)
[𝑡0,𝑇 ]

k𝑛1...𝑛𝑘
(·) = (𝑇 − 𝑡0)𝑘/2+𝑛1+...+𝑛𝑘 · ES𝒥𝑊 (𝑗1...𝑗𝑘)

[0,1] k*
𝑛1...𝑛𝑘

(·),

E
(︀
S𝒥𝑊 (𝑗1...𝑗𝑘)

[𝑡0,𝑇 ]
k𝑛1...𝑛𝑘

(·)
)︀2

= (𝑇 − 𝑡0)𝑘+2(𝑛1+...+𝑛𝑘) · E
(︀
S𝒥𝑊 (𝑗1...𝑗𝑘)

[0,1] k*
𝑛1...𝑛𝑘

(·)
)︀2
.

Пример 6.2. Представить в спектральной форме математического описания повторные
стохастические интегралы Стратоновича

S𝒥𝑊 (𝑗1𝑗2𝑗3)
T k𝜓(·) =

∫︁
T

∫︁ 𝑡3

0

∫︁ 𝑡2

0

𝜓1(𝑡1)𝜓2(𝑡2)𝜓3(𝑡3) ∘ 𝑑𝑊𝑗1(𝑡1) ∘ 𝑑𝑊𝑗2(𝑡2) ∘ 𝑑𝑊𝑗3(𝑡3) =

=

∫︁
T

𝜓3(𝑡3)

∫︁ 𝑡3

0

𝜓2(𝑡2)

∫︁ 𝑡2

0

𝜓1(𝑡1) ∘ 𝑑𝑊𝑗1(𝑡1) ∘ 𝑑𝑊𝑗2(𝑡2) ∘ 𝑑𝑊𝑗3(𝑡3)

кратности 𝑘 = 3 при условии T = [0, 𝑇 ], т.е. 𝑡0 = 0, 𝜓𝑙(𝑡) = 𝑡𝑛𝑙 , 𝑛𝑙 ∈ {0, 1}, 𝑙 = 1, 2, 3.

� Пусть система функций {𝑞(𝑖, ·)}∞𝑖=0 образует базис пространства 𝐿2(T), а 𝑃−1, 𝐴 и 𝑉

— спектральные характеристики оператора интегрирования, оператора умножения на функ-
цию 𝑎1(𝑡) = 𝑡 и оператора умножения функций соответственно, определенные относительно
этой базисной системы. Для базисных систем (1.5)– (1.9) спектральные характеристики 𝐴 и
𝑉 приведены в разд. 1.5, а спектральные характеристики 𝑃−1 — в разд. 1.6.
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Согласно соотношению (4.55) спектральная характеристика Ψ𝑙 оператора умножения на
функцию 𝜓𝑙(𝑡) выражается так:

Ψ𝑙 =

{︃
𝐸, 𝑛𝑙 = 0,

𝐴, 𝑛𝑙 = 1,
𝑙 = 1, 2, 3,

и далее остается применить теорему 6.2. Тогда∫︁
T

∫︁ 𝑡3

0

∫︁ 𝑡2

0

𝑑𝑊𝑗1(𝑡1) ∘ 𝑑𝑊𝑗2(𝑡2) ∘ 𝑑𝑊𝑗𝑘(𝑡3) = 𝒱T

𝑗3
𝑃−1(𝑉 𝒱𝑗2)𝑃−1𝒱𝑗1 ,∫︁

T

∫︁ 𝑡3

0

∫︁ 𝑡2

0

𝑡1 ∘ 𝑑𝑊𝑗1(𝑡1) ∘ 𝑑𝑊𝑗2(𝑡2) ∘ 𝑑𝑊𝑗𝑘(𝑡3) = 𝒱T

𝑗3
𝑃−1(𝑉 𝒱𝑗2)𝑃−1𝐴𝒱𝑗1 ,∫︁

T

∫︁ 𝑡3

0

𝑡2

∫︁ 𝑡2

0

𝑑𝑊𝑗1(𝑡1) ∘ 𝑑𝑊𝑗2(𝑡2) ∘ 𝑑𝑊𝑗𝑘(𝑡3) = 𝒱T

𝑗3
𝑃−1𝐴(𝑉 𝒱𝑗2)𝑃−1𝒱𝑗1 ,∫︁

T

𝑡3

∫︁ 𝑡3

0

∫︁ 𝑡2

0

𝑑𝑊𝑗1(𝑡1) ∘ 𝑑𝑊𝑗2(𝑡2) ∘ 𝑑𝑊𝑗𝑘(𝑡3) = 𝒱T

𝑗3
𝐴𝑃−1(𝑉 𝒱𝑗2)𝑃−1𝒱𝑗1 ,∫︁

T

∫︁ 𝑡3

0

𝑡2

∫︁ 𝑡2

0

𝑡1 ∘ 𝑑𝑊𝑗1(𝑡1) ∘ 𝑑𝑊𝑗2(𝑡2) ∘ 𝑑𝑊𝑗𝑘(𝑡3) = 𝒱T

𝑗3
𝑃−1𝐴(𝑉 𝒱𝑗2)𝑃−1𝐴𝒱𝑗1 ,∫︁

T

𝑡3

∫︁ 𝑡3

0

∫︁ 𝑡2

0

𝑡1 ∘ 𝑑𝑊𝑗1(𝑡1) ∘ 𝑑𝑊𝑗2(𝑡2) ∘ 𝑑𝑊𝑗𝑘(𝑡3) = 𝒱T

𝑗3
𝐴𝑃−1(𝑉 𝒱𝑗2)𝑃−1𝐴𝒱𝑗1 ,∫︁

T

𝑡3

∫︁ 𝑡3

0

𝑡2

∫︁ 𝑡2

0

𝑑𝑊𝑗1(𝑡1) ∘ 𝑑𝑊𝑗2(𝑡2) ∘ 𝑑𝑊𝑗𝑘(𝑡3) = 𝒱T

𝑗3
𝐴𝑃−1𝐴(𝑉 𝒱𝑗2)𝑃−1𝒱𝑗1 ,∫︁

T

𝑡3

∫︁ 𝑡3

0

𝑡2

∫︁ 𝑡2

0

𝑡1 ∘ 𝑑𝑊𝑗1(𝑡1) ∘ 𝑑𝑊𝑗2(𝑡2) ∘ 𝑑𝑊𝑗𝑘(𝑡3) = 𝒱T

𝑗3
𝐴𝑃−1𝐴(𝑉 𝒱𝑗2)𝑃−1𝐴𝒱𝑗1 ,

где 𝒱𝑗1 , 𝒱𝑗2 и 𝒱𝑗3 — спектральные характеристики (2.26) белых шумов 𝑉𝑗1(·), 𝑉𝑗2(·) и 𝑉𝑗3(·),
элементы которых — это независимые случайные величины 𝜁

(𝑗1)
𝑖1

, 𝜁(𝑗2)𝑖2
и 𝜁

(𝑗3)
𝑖3

, имеющие стан-
дартное нормальное распределение.

В заключение добавим, что приведенные результаты легко переносятся на случай произ-
вольного отрезка T = [𝑡0, 𝑇 ] при условии 𝜓𝑙(𝑡) = (𝑡− 𝑡0)𝑛𝑙 . Для этого достаточно определить 𝐴
как спектральную характеристику оператора умножения на функцию 𝑎1(𝑡) = 𝑡− 𝑡0. �

В разд. 4.2 приведена теорема 4.5 о представлении значения функционала 𝒥 𝜓
△T𝑘 на функции

𝑓(·) = 𝑓1(·)⊗ . . .⊗ 𝑓𝑘(·), оно задается формулой (4.42) и ему соответствует система управления
с входными сигналами 𝑓𝑙(·) и выходными сигналами 𝑥𝑙(·) — детерминированными функция-
ми, причем входные сигналы усиливаются с коэффициентами 𝜓𝑙(·) (см. рис. 4.2), 𝑙 = 1, . . . , 𝑘.
Легко видеть, что, полагая 𝐹𝑙 = 𝒱𝑗𝑙 в формуле (4.42), т.е. вместо спектральных характеристик
𝐹1, . . . , 𝐹𝑘 функций 𝑓1(·), . . . , 𝑓𝑘(·) подставляя спектральные характеристики 𝒱𝑗1 , . . . ,𝒱𝑗𝑘 белых
шумов 𝑉𝑗1(·), . . . , 𝑉𝑗𝑘(·) соответственно, получается формула (6.12). Фактически, уравнения
(6.9) можно формально рассматривать как математическую модель стохастической системы
управления с входными сигналами 𝑓𝑙(·) = 𝑉𝑗𝑙(·) и выходными сигналами 𝑋𝑙(·) — случайными
процессами, а также дополнительными усилительными звеньями с коэффициентами усиления
𝜓𝑙(·) (см. рис. 6.2), при этом

𝒥 𝜓
△T𝑘𝑉𝑗1(·)⊗ . . .⊗ 𝑉𝑗𝑘(·) = S𝒥𝑊 (𝑗1...𝑗𝑘)

T k𝜓(·).

Зам е ч а н и я 6.1.
1. В работе [344] формулы (6.5) и (6.6) получены с помощью применения спектрального
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Рис. 6.2. Структурная схема системы управления (повторные стохастические интегралы Стратонови-

ча от функций k𝜓(·))

преобразования к левой и правой частям каждого уравнения системы (6.3). Формулы (6.11) и
(6.12) можно вывести, преобразуя уравнения, составляющие систему (6.9).

2. Формулы (6.5) и (6.6), а также (6.11) и (6.12) могут быть записаны на основе представ-
ления (2.30) двумерной спектральной характеристики 𝐸𝒱 случайного линейного функционала
𝒥 *𝑊
T2 (см. разд. 2.3 и теорему 2.3) при 𝑘 > 3 и 𝒱 = 𝒱𝑗𝑙 : 𝐸𝒱𝑗𝑙 = 𝑉 𝒱𝑗𝑙 , 𝑙 = 2, . . . , 𝑘 − 1, а именно

S𝒥𝑊 (𝑗1...𝑗𝑘)
T k(·) = 𝒱T

𝑗𝑘
𝑃−1𝐸𝒱𝑗𝑘−1 . . . 𝑃−1𝐸𝒱𝑗2𝑃−1𝒱𝑗1 ,

S𝒥𝑊 (𝑗1...𝑗𝑘)
T k𝜓(·) = 𝒱T

𝑗𝑘
Ψ𝑘𝑃

−1Ψ𝑘−1𝐸
𝒱𝑗𝑘−1 . . . 𝑃−1Ψ2𝐸

𝒱𝑗2𝑃−1Ψ1𝒱𝑗1 ,

причем 𝐸𝒱𝑗𝑙 и Ψ𝑙 — это симметрические матрицы (см. свойства спектрального преобразования
операторов умножения в разд. 1.5) и их произведение коммутативно.

3. Полагая 𝒳0 = 1, где 1 — спектральная характеристика функции 𝑓0(𝑡) ≡ 1 относительно
базисной системы {𝑞(𝑖, ·)}∞𝑖=0, рекуррентное соотношение (6.5) можно упростить:

S𝒥𝑊 (𝑗1...𝑗𝑘)
T k(·) = 𝒱T

𝑗𝑘
𝒳𝑘−1, 𝒳𝑙 = 𝑃−1(𝑉 𝒱𝑗𝑙)𝒳𝑙−1, 𝑙 = 1, . . . , 𝑘 − 1,

поскольку по свойству (1.80) спектрального преобразования произведения функций одной пе-
ременной 𝒳1 = 𝑃−1(𝑉 𝒱𝑗1)1 = 𝑃−1(𝑉 1)𝒱𝑗1 = 𝑃−1𝐸𝒱𝑗1 = 𝑃−1𝒱𝑗1 , где 𝐸 — бесконечная единич-
ная матрица. Аналогичное замечание справедливо для рекуррентного соотношения (6.11):

S𝒥𝑊 (𝑗1...𝑗𝑘)
T k𝜓(·) = 𝒱T

𝑗𝑘
Ψ𝑘𝒳𝑘−1, 𝒳𝑙 = 𝑃−1Ψ𝑙(𝑉 𝒱𝑗𝑙)𝒳𝑙−1, 𝑙 = 1, . . . , 𝑘 − 1.

4. Буквальное применение алгоритма 3.2 (см. разд. 3.3) для решения систем стохастиче-
ских дифференциальных уравнений (6.3) и (6.9) вряд ли оправдано, так как эти системы
имеют специальный вид. Сравнивая их с уравнением (3.27), можно сделать вывод, что 𝑎(·)
и 𝑏(·) — нулевые матрицы, 𝑐𝑗(·) — разреженные матрицы с ненулевыми поддиагональными
элементами, 𝑑𝑗(·) — нулевые матрицы-столбцы, 𝑗 = 1, . . . , 𝑠.

5. На основе интерпретации уравнений (6.3) как математической модели стохастической
системы управления с входными сигналами 𝑉𝑗𝑙(·) и выходными сигналами 𝑋𝑙(·), 𝑙 = 1, . . . , 𝑘,
получается другое представление повторного стохастического интеграла Стратоновича. А
именно, так как

𝒳1 = 𝑃−1𝒱𝑗1 , 𝒳2 = 𝑃−1(𝑉 𝒳1)𝒱𝑗2 = 𝑃−1(𝑉 𝑃−1𝒱𝑗1)𝒱𝑗2 , . . .

𝒳𝑘−1 = 𝑃−1(𝑉 𝒳𝑘−2)𝒱𝑗𝑘−1
= 𝑃−1( . . . (𝑉 𝑃−1(𝑉 𝑃−1𝒱𝑗1)𝒱𝑗2) . . . )𝒱𝑗𝑘−1

,

находим аналог формулы (4.46):
S𝒥𝑊 (𝑗1...𝑗𝑘)
T k(·) = 𝒱T

𝑗𝑘
𝑃−1( . . . (𝑉 𝑃−1(𝑉 𝑃−1𝒱𝑗1)𝒱𝑗2) . . . )𝒱𝑗𝑘−1

, (6.16)
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а аналог формулы (4.48) имеет вид
S𝒥𝑊 (𝑗1...𝑗𝑘)
T k𝜓(·) = 𝒱T

𝑗𝑘
Ψ𝑘𝑃

−1( . . . (𝑉 𝑃−1(𝑉 𝑃−1Ψ1𝒱𝑗1)Ψ2𝒱𝑗2) . . . )Ψ𝑘−1𝒱𝑗𝑘−1
, (6.17)

где все необходимые обозначения введены в теоремах 6.1 и 6.2.
6. Формулы (6.6) и (6.16) — это частные случаи формул (6.12) и (6.17), а теорема 6.1 —

частный случай теоремы 6.2 при условии 𝜓𝑙(𝑡) ≡ 1 и Ψ𝑙 = 𝐸, где 𝐸 — бесконечная единичная
матрица, 𝑙 = 1, . . . , 𝑘.

7. Напомним, что спектральные характеристики 𝒱1, . . . ,𝒱𝑠 гауссовских белых шумов
𝑉1(·), . . . , 𝑉𝑠(·) согласно (2.26) образованы независимыми случайными величинами 𝜁(1)𝑖1

, . . . , 𝜁
(𝑠)
𝑖𝑠

,
имеющими стандартное нормальное распределение. Следовательно, соотношения (6.6) и (6.16)
можно получить, умножая коэффициенты разложения K𝑖1...𝑖𝑘 функции k(·), выраженные фор-
мулами (4.49) и (4.50) соответственно, на произведение 𝜁(𝑗1)𝑖1

. . . 𝜁
(𝑗𝑘)
𝑖𝑘

и суммируя по 𝑖1, . . . , 𝑖𝑘

с учетом того, что 𝒱𝑗 =
∑︀∞

𝑖=0 𝜁
(𝑗)
𝑖 𝐸𝑖, 𝑗 = 1, . . . , 𝑠.

Аналогичное замечание справедливо для соотношений (6.12) и (6.17), но при этом следует
использовать соответственно формулы (4.52) и (4.53) для коэффициентов разложения K𝜓

𝑖1...𝑖𝑘

функции k𝜓(·) (см. разд. 5.4 и разложение (5.51)). И здесь уместно напомнить формулу (5.62),
согласно которой

S𝒥𝑊 (𝑗1...𝑗𝑘)
T k(·) = [𝒱⊗(𝑗1...𝑗𝑘)]T K, S𝒥𝑊 (𝑗1...𝑗𝑘)

T k𝜓(·) = [𝒱⊗(𝑗1...𝑗𝑘)]T K𝜓.

8. Можно рассмотреть повторные стохастические интегралы Стратоновича смешанного ти-
па. Воспользуемся подходом, который применяется в работе [77], а именно дополним множе-
ство значений 𝑗1, . . . , 𝑗𝑘 нулем и введем функцию 𝑊0(𝑡) = 𝑡, т.е. 𝑑𝑊0(𝑡) = 𝑑𝑡. Тогда формулы
(6.1) и (6.7) определяют повторные стохастические интегралы более широкого класса при
условии 𝑗1 + . . .+ 𝑗𝑘 > 0. Вариант, при котором все значения 𝑗1, . . . , 𝑗𝑘 нулевые, соответствует
линейным функционалам 𝒥△T𝑘 и 𝒥 𝜓

△T𝑘 (см. примеры линейных функционалов на множестве
функций многих переменных в разд. 4.2). Например, интегралы кратности 𝑘 = 2 вида (6.1):

S𝒥𝑊 (0𝑗2)
T k(·) =

∫︁
T

∫︁ 𝑡2

𝑡0

𝑑𝑡1𝑑𝑊𝑗2(𝑡2) и S𝒥𝑊 (𝑗10)
T k(·) =

∫︁
T

∫︁ 𝑡2

𝑡0

𝑑𝑊𝑗1(𝑡1)𝑑𝑡2,

или интеграл кратности 𝑘 = 3 вида (6.7):

S𝒥𝑊 (0𝑗20)
T k𝜓(·) =

∫︁
T

∫︁ 𝑡3

𝑡0

∫︁ 𝑡2

𝑡0

𝜓1(𝑡1)𝜓2(𝑡2)𝜓3(𝑡3)𝑑𝑡1𝑑𝑊𝑗2(𝑡2)𝑑𝑡3.

Отметим, что элементы (2.76) спектральной характеристики 𝑃−1,𝒱 оператора стохастиче-
ского интегрирования (см. разд. 2.7) выражаются как повторные стохастические интегралы
смешанного типа.

Система стохастических дифференциальных уравнений Стратоновича, соответствующая
интегралу смешанного типа, имеет вид

𝑑𝑋1(𝑡) = 𝛿𝑗10𝜓1(𝑡)𝑑𝑡+ 𝛿𝑗10𝜓1(𝑡)𝑑𝑊𝑗1(𝑡),

𝑑𝑋2(𝑡) = 𝛿𝑗20𝜓2(𝑡)𝑋1(𝑡)𝑑𝑡+ 𝛿𝑗20𝜓2(𝑡)𝑋1(𝑡) ∘ 𝑑𝑊𝑗2(𝑡),

. . . ,

𝑑𝑋𝑘(𝑡) = 𝛿𝑗𝑘0𝜓𝑘(𝑡)𝑋𝑘−1(𝑡)𝑑𝑡+ 𝛿𝑗𝑘0𝜓𝑘(𝑡)𝑋𝑘−1(𝑡) ∘ 𝑑𝑊𝑗𝑘(𝑡),

(6.18)
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где 𝛿𝑗𝑙0 = 1− 𝛿𝑗𝑙0, 𝛿𝑗𝑙0 — символ Кронекера (1.4), 𝑙 = 1, . . . , 𝑘. Формально с учетом определения
функции 𝑊0(·) система (6.18) идентична системе (6.8), а в частном случае 𝜓𝑙(𝑡) ≡ 1 — системе
(6.2), поскольку

𝛿𝑗10𝑑𝑡+ 𝛿𝑗10𝑑𝑊𝑗1(𝑡) = 𝑑𝑊𝑗1(𝑡),

𝛿𝑗𝑙0𝑋𝑙−1(𝑡)𝑑𝑡+ 𝛿𝑗𝑙0𝑋𝑙−1(𝑡) ∘ 𝑑𝑊𝑗𝑙(𝑡) = 𝑋𝑙−1(𝑡) ∘ 𝑑𝑊𝑗𝑙(𝑡), 𝑙 = 2, . . . , 𝑘.
(6.19)

Для представления повторных стохастических интегралов Стратоновича смешанного типа
с помощью спектральной формы математического описания достаточно опираться на теоре-
мы 6.1 и 6.2, дополнительно обозначая 𝒱0 = 1, где 1 — спектральная характеристика функции
𝑓0(𝑡) ≡ 1. Доказательство этого приводить не будем (такая теорема сформулирована и дока-
зана в [347]), так как оно комбинирует шаги из доказательств теоремы 4.4, а также теорем
6.1 и 6.2. Однако полезно указать, что формулы (6.5) и (6.6) можно упростить с помощью
выражений 𝑃−1𝒱0 = 𝑃−11 = 𝐹 , 𝑉 𝒱0 = 𝑉 1 = 𝐸, в которых 𝐹 — спектральная характеристика
функции 𝑓1(𝑡) = 𝑡− 𝑡0, что следует из свойства (1.86) спектрального преобразования инте-
гралов от функций одной переменной и теоремы 1.7, а остальные обозначения приведены в
теореме 6.1 (см. также пример 1.13). Для упрощения формулы (6.16) можно воспользоваться
соотношениями 𝑉 𝑃−1𝒱0 = 𝑉 𝐹 = 𝐴, 𝐴1 = 𝐹 , где 𝐴 — спектральная характеристика операто-
ра умножения на функцию 𝑎1(𝑡) = 𝑡− 𝑡0, которые следуют из свойства (1.73) спектрального
преобразования произведения функций одной переменной, а также аналогичными соотноше-
ниями, в том числе полученными в примере 1.13.

Также упрощаются формулы (6.11), (6.12) и (6.17), например с помощью следующих выра-
жений: Ψ1𝒱0 = Ψ11 = Ψ̃1, Ψ𝑙(𝑉 𝒱0) = Ψ𝑙𝐸 = Ψ𝑙, 𝑙 = 2, . . . , 𝑘 − 1, где Ψ̃1 — спектральная харак-
теристика функции 𝜓1(·), а остальные обозначения соответствуют теореме 6.2. Все используе-
мые в этом пункте спектральные характеристики определены относительно базисной системы
{𝑞(𝑖, ·)}∞𝑖=0.

Для повторных стохастических интегралов Стратоновича смешанного типа следует внести
изменения в свойство повторного стохастического интеграла Стратоновича, связанное со
сдвигом и масштабированием базисной системы:

S𝒥𝑊 (𝑗1...𝑗𝑘)
[𝑡0,𝑇 ]

k𝑛1...𝑛𝑘
(·) 𝑑

= (𝑇 − 𝑡0)𝑘/2+
∑︀𝑘

𝑙=1(𝛿𝑗𝑙0/2+𝑛𝑙) · S𝒥𝑊 (𝑗1...𝑗𝑘)
[0,1] k*

𝑛1...𝑛𝑘
(·),

где все обозначения описаны после формулы (6.15). Это продиктовано вкладом 1/2 в степень
разности 𝑇 − 𝑡0 согласно связи (1.27) спектральных характеристик функций, а количество
таких множителей в формуле (6.14) равно числу нулевых значений 𝑗1, . . . , 𝑗𝑘. Соответствую-
щим образом модифицируются и соотношения для первых двух моментов таких повторных
стохастических интегралов.

Пример 6.3. Представить в спектральной форме математического описания повторные
стохастические интегралы Стратоновича

S𝒥𝑊 (𝑗1𝑗2)
T k(·) =

∫︁
T

∫︁ 𝑡2

0

𝑑𝑊𝑗1(𝑡1) ∘ 𝑑𝑊𝑗2(𝑡2)

кратности 𝑘 = 2 при условии T = [0, 𝑇 ], т.е. 𝑡0 = 0, для двух вариантов:

а) 𝑗1 = 0, 𝑗2 ̸= 0; б) 𝑗2 = 0, 𝑗1 ̸= 0.
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� Пусть {𝑞(𝑖, ·)}∞𝑖=0 — базисная система пространства 𝐿2(T), 𝑃−1 — спектральная ха-
рактеристика оператора интегрирования, а 1 и 𝐹 — спектральные характеристики функций
𝑓0(𝑡) ≡ 1 и 𝑓1(𝑡) = 𝑡 соответственно, определенные относительно этой базисной системы. Для
базисных систем (1.5)– (1.9) спектральные характеристики 𝑃−1 даны в разд. 1.6, а спектраль-
ные характеристики 1 и 𝐹 найдены в примерах 1.1– 1.3, а также приведены в замечании 1.3.

Согласно теореме 6.1 с учетом п. 8 замечаний 6.1 получаем
S𝒥𝑊 (𝑗1𝑗2)
T k(·) = 𝒱T

𝑗2
𝑃−1𝒱𝑗1 ,

где 𝒱𝑗1 и 𝒱𝑗2 при условии 𝑗1, 𝑗2 ̸= 0 — спектральные характеристики (2.26) белых шумов 𝑉𝑗1(·)
и 𝑉𝑗2(·), образованные независимыми случайными величинами 𝜁

(𝑗1)
𝑖1

и 𝜁
(𝑗2)
𝑖2

, имеющими стан-
дартное нормальное распределение, а 𝒱0 = 1. Тогда

S𝒥𝑊 (0𝑗2)
T k(·) = 𝒱T

𝑗2
𝑃−11 = 𝒱T

𝑗2
𝐹

и
S𝒥𝑊 (𝑗10)
T k(·)=1T𝑃−1𝒱𝑗1 =𝒱T

𝑗1
[𝑃−1]T1=𝒱T

𝑗1
(1 · 1T − 𝑃−1)1=𝒱T

𝑗1
(1 · 1T1− 𝑃−11)=𝒱T

𝑗1
(𝑇 1− 𝐹 ),

что следует из связи (1.87) и свойства (1.25) сохранения нормы (см. пример 1.2), которое
обеспечивает равенство 1T1 = 𝑇 .

Найденные выражения — это стохастические интегралы (2.28) от детерминированных
функций (см. разд. 2.3):

𝒥𝑊 (𝑗2)
T 𝑓1(·) =

∫︁
T

𝑡𝑑𝑊𝑗2(𝑡) = 𝒱T

𝑗2
𝐹, 𝒥𝑊 (𝑗1)

T

(︀
𝑇 − 𝑓1(·)

)︀
=

∫︁
T

(𝑇 − 𝑡)𝑑𝑊𝑗1(𝑡) = 𝒱T

𝑗1
(𝑇 1− 𝐹 ),

т.е. имеем известные соотношения [77]:
S𝒥𝑊 (0𝑗2)
T k(·) = 𝒥𝑊 (𝑗2)

T 𝑓1(·), S𝒥𝑊 (𝑗10)
T k(·) = 𝒥𝑊 (𝑗1)

T

(︀
𝑇 − 𝑓1(·)

)︀
.

Действительно, первое из них получается тривиально:∫︁
T

∫︁ 𝑡2

0

𝑑𝑡1𝑑𝑊𝑗2(𝑡2) =

∫︁
T

𝑡𝑑𝑊𝑗2(𝑡),

а для второго нужно применить правило интегрирования по частям:∫︁
T

∫︁ 𝑡2

0

𝑑𝑊𝑗1(𝑡1)𝑑𝑡2 = 𝑇

∫︁
T

𝑑𝑊𝑗1(𝑡)−
∫︁
T

𝑡𝑑𝑊𝑗1(𝑡) =

∫︁
T

(𝑇 − 𝑡)𝑑𝑊𝑗1(𝑡). �

Пример 6.4. Представить в спектральной форме математического описания повторные
стохастические интегралы Стратоновича

S𝒥𝑊 (𝑗1𝑗2𝑗3)
T k(·) =

∫︁
T

∫︁ 𝑡3

0

∫︁ 𝑡2

0

𝑑𝑊𝑗1(𝑡1) ∘ 𝑑𝑊𝑗2(𝑡2) ∘ 𝑑𝑊𝑗3(𝑡3)

кратности 𝑘 = 3 при условии T = [0, 𝑇 ], т.е. 𝑡0 = 0, для трех вариантов:

а) 𝑗1 = 0, 𝑗2, 𝑗3 ̸= 0; б) 𝑗2 = 0, 𝑗1, 𝑗3 ̸= 0; в) 𝑗3 = 0, 𝑗1, 𝑗2 ̸= 0.

� Пусть 𝑃−1, 𝐴 и 𝑉 — спектральные характеристики оператора интегрирования, оператора
умножения на функцию 𝑎1(𝑡) = 𝑡 и оператора умножения функций (см. разд. 1.5 и 1.6), 1 и 𝐹
— спектральные характеристики функций 𝑓0(𝑡) ≡ 1 и 𝑓1(𝑡) = 𝑡 соответственно (см. разд. 1.1).
Все перечисленные спектральные характеристики определены относительно базисной системы
{𝑞(𝑖, ·)}∞𝑖=0 пространства 𝐿2(T). Кроме того, 𝐸 — бесконечная единичная матрица.

Применим теорему 6.1, дополнительно опираясь на п. 8 замечаний 6.1. Тогда
S𝒥𝑊 (𝑗1𝑗2𝑗3)
T k(·) = 𝒱T

𝑗3
𝑃−1(𝑉 𝒱𝑗2)𝑃−1𝒱𝑗1 ,
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где 𝒱𝑗1 ,𝒱𝑗2 ,𝒱𝑗3 при условии 𝑗1, 𝑗2, 𝑗3 ̸= 0 — спектральные характеристики (2.26) белых шу-
мов 𝑉𝑗1(·), 𝑉𝑗2(·), 𝑉𝑗3(·) с элементами 𝜁(𝑗1)𝑖1

, 𝜁
(𝑗2)
𝑖2

, 𝜁
(𝑗3)
𝑖3

— независимыми случайными величинами,
которые имеют стандартное нормальное распределение. Дополнительно будем использовать
обозначение 𝒱0 = 1. Следовательно,

S𝒥𝑊 (0𝑗2𝑗3)
T k(·) = 𝒱T

𝑗3
𝑃−1(𝑉 𝒱𝑗2)𝑃−11 = 𝒱T

𝑗3
𝑃−1(𝑉 𝒱𝑗2)𝐹.

По свойству (1.80) спектрального преобразования произведения функций одной перемен-
ной (𝑉 𝒱𝑗2)𝐹 = (𝑉 𝐹 )𝒱𝑗2 , а также 𝑉 𝐹 = 𝐴 согласно соотношению (1.78). Поэтому

S𝒥𝑊 (0𝑗2𝑗3)
T k(·) = 𝒱T

𝑗3
𝑃−1𝐴𝒱𝑗2 .

Далее,
S𝒥𝑊 (𝑗10𝑗3)
T k(·) = 𝒱T

𝑗3
𝑃−1(𝑉 1)𝑃−1𝒱𝑗1 = 𝒱T

𝑗3
𝑃−1𝐸𝑃−1𝒱𝑗1 = 𝒱T

𝑗3
𝑃−2𝒱𝑗1

и другой вариант представления интеграла S𝒥𝑊 (𝑗10𝑗3)
T k(·) получается с помощью соотношения

𝑃−2 = 𝐴𝑃−1 − 𝑃−1𝐴, которое найдено в примере 1.12 (см. также формулы (1.91)), т.е.
S𝒥𝑊 (𝑗10𝑗3)
T k(·) = 𝒱T

𝑗3
(𝐴𝑃−1 − 𝑃−1𝐴)𝒱𝑗1 .

Наконец,
S𝒥𝑊 (𝑗1𝑗20)
T k(·) = 1T𝑃−1(𝑉 𝒱𝑗2)𝑃−1𝒱𝑗1

и, принимая во внимание свойство (1.74) симметричности спектральной характеристики опе-
ратора умножения и проводя такие же преобразования, как и в примере 6.3, а именно

1T𝑃−1(𝑉 𝒱𝑗2)=1T[1 · 1T − 𝑃−1]T(𝑉 𝒱𝑗2)=[(𝑉 𝒱𝑗2)(1 · 1T − 𝑃−1)1]T =[(𝑉 𝒱𝑗2)(1 · 1T1− 𝑃−11)]T =

= [(𝑉 𝒱𝑗2)(𝑇 1− 𝐹 )]T = [(𝑇𝑉 1− 𝑉 𝐹 )𝒱𝑗2 ]T = [(𝑇𝐸 − 𝐴)𝒱𝑗2 ]T = 𝒱T

𝑗2
(𝑇𝐸 − 𝐴),

находим
S𝒥𝑊 (𝑗1𝑗20)
T k(·) = 𝒱T

𝑗2
(𝑇𝐸 − 𝐴)𝑃−1𝒱𝑗1 .

Полученные выражения задают повторные стохастические интегралы Стратоновича (6.7)
кратности 𝑘 = 2 (см. также пример 4.4):

S𝒥𝑊 (𝑗2𝑗3)
T k10(·) =

∫︁
T

∫︁ 𝑡3

0

𝑡2 ∘ 𝑑𝑊𝑗2(𝑡2) ∘ 𝑑𝑊𝑗3(𝑡3) = 𝒱T

𝑗3
𝑃−1𝐴𝒱𝑗2 ,

S𝒥𝑊 (𝑗1𝑗3)
T

(︀
k01(·)− k10(·)

)︀
=

∫︁
T

∫︁ 𝑡3

0

(𝑡3 − 𝑡1) ∘ 𝑑𝑊𝑗1(𝑡1) ∘ 𝑑𝑊𝑗3(𝑡3) = 𝒱T

𝑗3
(𝐴𝑃−1 − 𝑃−1𝐴)𝒱𝑗1 ,

S𝒥𝑊 (𝑗1𝑗2)
T

(︀
𝑇 k(·)− k01(·)

)︀
=

∫︁
T

∫︁ 𝑡2

0

(𝑇 − 𝑡2) ∘ 𝑑𝑊𝑗1(𝑡1) ∘ 𝑑𝑊𝑗2(𝑡2) = 𝒱T

𝑗2
(𝑇𝐸 − 𝐴)𝑃−1𝒱𝑗1 ,

где k10(𝑡1, 𝑡2) = 𝑡11(𝑡2 − 𝑡1), k01(𝑡1, 𝑡2) = 𝑡21(𝑡2 − 𝑡1), k(𝑡1, 𝑡2) = 1(𝑡2 − 𝑡1).
Таким образом, приходим к известным соотношениям [77]:

S𝒥𝑊 (0𝑗2𝑗3)
T k(·) = S𝒥𝑊 (𝑗2𝑗3)

T k10(·),
S𝒥𝑊 (𝑗10𝑗3)
T k(·) = S𝒥𝑊 (𝑗1𝑗3)

T

(︀
k01(·)− k10(·)

)︀
, S𝒥𝑊 (𝑗1𝑗20)

T k(·) = S𝒥𝑊 (𝑗1𝑗2)
T

(︀
𝑇 k(·)− k01(·)

)︀
,

в левых частях которых k(·) — функция (4.15) при 𝑘 = 3.
Первые два момента (математическое ожидание и второй начальный момент) этих по-

вторных стохастических интегралов Стратоновича кратности 𝑘 = 2 найдены в примере 5.6.
Адаптируя результат указанного примера для рассматриваемой задачи, находим

ES𝒥𝑊 (0𝑗2𝑗3)
T k(·) = 𝛿𝑗2𝑗3

𝑇 2

4
, E

(︀
S𝒥𝑊 (0𝑗2𝑗3)
T k(·)

)︀2
=
𝑇 4

12
+ 𝛿𝑗2𝑗3

𝑇 4

16
,
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ES𝒥𝑊 (𝑗10𝑗3)
T k(·) = 0, E

(︀
S𝒥𝑊 (𝑗10𝑗3)
T k(·)

)︀2
=
𝑇 4

12
,

ES𝒥𝑊 (𝑗1𝑗20)
T k(·) = 𝛿𝑗1𝑗2

𝑇 2

4
, E

(︀
S𝒥𝑊 (𝑗1𝑗20)
T k(·)

)︀2
=
𝑇 4

12
+ 𝛿𝑗1𝑗2

𝑇 4

16
. �

Результаты этого раздела можно обобщить, допуская, что в формуле (6.7) используются
случайные процессы 𝜓𝑙(·) ∈ ℒ2(T) вместо функций 𝜓𝑙(·) ∈ 𝐿2(T), а в формулах (6.11), (6.12) и
(6.17) — спектральные характеристики Ψ𝑙 операторов умножения на эти случайные процессы
(см. разд. 2.6), 𝑙 ∈ {1, . . . , 𝑘}. Фактически, такая возможность уже заложена в определении
повторных стохастических интегралов Стратоновича (6.1) или (6.7).

Действительно, интеграл (6.7) (а в частном случае интеграл (6.1)) допустимо записать в
форме

S𝒥𝑊 (𝑗1...𝑗𝑘)
T k𝜓(·) =

∫︁
T

. . .

∫︁ 𝑡𝑚+2

𝑡0

∫︁ 𝑡𝑚+1

𝑡0

𝜓𝑚+1(𝑡𝑚+1)𝜓𝑚+2(𝑡𝑚+2) . . . 𝜓𝑘(𝑡𝑘) ∘

∘ 𝑑𝑊𝑗𝑚+1(𝑡𝑚+1) ∘ 𝑑𝑊𝑗𝑚+2(𝑡𝑚+2) ∘ . . . ∘ 𝑑𝑊𝑗𝑘(𝑡𝑘),

т.е. как интеграл вида (6.7) кратности 𝑘′ = 𝑘 −𝑚, 1 6 𝑚 < 𝑘, где

𝜓𝑚+1(𝑡) =

∫︁ 𝑡

𝑡0

. . .

∫︁ 𝜏2

𝑡0

𝜓1(𝜏1) . . . 𝜓𝑚(𝜏𝑚) ∘ 𝑑𝑊𝑗1(𝜏1) ∘ . . . ∘ 𝑑𝑊𝑗𝑚(𝜏𝑚).

В простейшем случае для интеграла (6.1) имеем

S𝒥𝑊 (𝑗1...𝑗𝑘)
T k(·) =

∫︁
T

. . .

∫︁ 𝑡3

𝑡0

𝑊𝑗1(𝑡2) ∘ 𝑑𝑊𝑗2(𝑡2) ∘ . . . ∘ 𝑑𝑊𝑗𝑘(𝑡𝑘),

но это интеграл вида (6.7) кратности 𝑘′ = 𝑘 − 1 при условии

𝜓1(𝑡) = 𝑊𝑗1(𝑡), 𝜓2(𝑡) = . . . = 𝜓𝑘′(𝑡) ≡ 1.

И тогда, например, соотношение (6.6) с учетом представления (2.31) спектральной характе-
ристики 𝒲𝑗1 = 𝑃−1𝒱𝑗1 винеровского процесса 𝑊𝑗1(·) записывается так:

S𝒥𝑊 (𝑗1...𝑗𝑘)
T k(·) = 𝒱T

𝑗𝑘
𝑃−1(𝑉 𝒱𝑗𝑘−1

) . . . 𝑃−1(𝑉 𝒱𝑗2)𝒲𝑗1 .

Если принять во внимание, что спектральная характеристика Ψ1 оператора умножения на
винеровский процесс 𝑊𝑗1(·) согласно формуле (2.75) выражается в виде Ψ1 = 𝑉𝒲𝑗1 , а также
применить свойство (1.80) спектрального преобразования произведения функций одной пере-
менной, то интеграл S𝒥𝑊 (𝑗1...𝑗𝑘)

T k(·) можно представить следующим образом:
S𝒥𝑊 (𝑗1...𝑗𝑘)
T k(·) = 𝒱T

𝑗𝑘
𝑃−1(𝑉 𝒱𝑗𝑘−1

) . . . 𝑃−1(𝑉𝒲𝑗1)𝒱𝑗2 = 𝒱T

𝑗𝑘
𝑃−1(𝑉 𝒱𝑗𝑘−1

) . . . 𝑃−1Ψ1𝒱𝑗2 ,

т.е. в виде соотношения (6.12) для интеграла кратности 𝑘′ = 𝑘 − 1 (см. теорему 6.2).
Следовательно, при спектральном представлении повторных стохастических интегралов

Стратоновича можно использовать предварительное аналитическое интегрирование.

6.2. Представление повторных стохастических интегралов Ито

Перейдем к представлению повторных стохастических интегралов Ито кратности 𝑘 > 2:

I𝒥𝑊 (𝑗1...𝑗𝑘)
T k(·) =

∫︁
T

. . .

∫︁ 𝑡3

𝑡0

∫︁ 𝑡2

𝑡0

𝑑𝑊𝑗1(𝑡1)𝑑𝑊𝑗2(𝑡2) . . . 𝑑𝑊𝑗𝑘(𝑡𝑘), (6.20)
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где, как и ранее, T = [𝑡0, 𝑇 ], функция k(·) ∈ 𝐿2(T
𝑘) задается формулой (4.15); 𝑗1, . . . , 𝑗𝑘 =

= 1, 2, . . . , 𝑠; 𝑊1(·), . . . ,𝑊𝑠(·) — независимые стандартные винеровские процессы (см. разд. 2.1
и 5.2). Стохастические интегралы Ито кратности 𝑘 = 1 рассматривались в разд. 2.3.

Повторный стохастический интеграл Ито (6.20) выражается через решение системы линей-
ных стохастических дифференциальных уравнений Ито:

𝑑𝑋1(𝑡) = 𝑑𝑊𝑗1(𝑡), 𝑋1(𝑡0) = 0,

𝑑𝑋2(𝑡) = 𝑋1(𝑡)𝑑𝑊𝑗2(𝑡), 𝑋2(𝑡0) = 0,

𝑑𝑋3(𝑡) = 𝑋2(𝑡)𝑑𝑊𝑗3(𝑡), 𝑋3(𝑡0) = 0,

. . . ,

𝑑𝑋𝑘(𝑡) = 𝑋𝑘−1(𝑡)𝑑𝑊𝑗𝑘(𝑡), 𝑋𝑘(𝑡0) = 0.

(6.21)

Последовательно интегрируя уравнения (6.21), находим

𝑋𝑘(𝑡) =

∫︁ 𝑡

𝑡0

. . .

∫︁ 𝜏3

𝑡0

∫︁ 𝜏2

𝑡0

𝑑𝑊𝑗1(𝜏1)𝑑𝑊𝑗2(𝜏2) . . . 𝑑𝑊𝑗𝑘(𝜏𝑘), (6.22)

т.е.
I𝒥𝑊 (𝑗1)
T k(·) = 𝑋1(𝑇 ), I𝒥𝑊 (𝑗1𝑗2)

T k(·) = 𝑋2(𝑇 ), . . . , I𝒥𝑊 (𝑗1...𝑗𝑘)
T k(·) = 𝑋𝑘(𝑇 ).

Напомним (см. разд. 3.3), что применение спектральной формы математического описания
предполагает использование обычных правил дифференцирования и интегрирования, поэтому
перейдем к эквивалентной системе стохастических дифференциальных уравнений Стратоно-
вича.

Лемма 6.1. Система стохастических дифференциальных уравнений Стратоновича, эк-
вивалентная системе (6.21), имеет вид

𝑑𝑋1(𝑡) = 𝑑𝑊𝑗1(𝑡), 𝑋1(𝑡0) = 0,

𝑑𝑋2(𝑡) = −1

2
𝛿𝑗1𝑗2 𝑑𝑡+𝑋1(𝑡) ∘ 𝑑𝑊𝑗2(𝑡), 𝑋2(𝑡0) = 0,

𝑑𝑋3(𝑡) = −1

2
𝛿𝑗2𝑗3𝑋1(𝑡)𝑑𝑡+𝑋2(𝑡) ∘ 𝑑𝑊𝑗3(𝑡), 𝑋3(𝑡0) = 0,

. . . ,

𝑑𝑋𝑘(𝑡) = −1

2
𝛿𝑗𝑘−1𝑗𝑘𝑋𝑘−2(𝑡)𝑑𝑡+𝑋𝑘−1(𝑡) ∘ 𝑑𝑊𝑗𝑘(𝑡), 𝑋𝑘(𝑡0) = 0,

(6.23)

где 𝛿𝑗𝑙−1𝑗𝑙 — символ Кронекера (1.4), 𝑙 = 2, . . . , 𝑘.

Доказательство. Запишем систему (6.21) в виде (3.40), т.е. используем векторные обозна-
чения (частный случай уравнения (3.1) с нулевым вектором сноса):

𝑑𝑋(𝑡) = 𝜎
(︀
𝑋(𝑡)

)︀
𝑑𝑊 (𝑡), 𝑋(𝑡0) = 0,

где 𝑋(𝑡) = [𝑋1(𝑡) 𝑋2(𝑡) . . . 𝑋𝑘(𝑡) ]T, 𝑊 (𝑡) = [𝑊1(𝑡) 𝑊2(𝑡) . . . 𝑊𝑠(𝑡) ]T, а 𝜎(·) : R𝑘 → R𝑘×𝑠 —

матричная функция, каждый столбец которой имеет вид

𝜎*𝑗(𝑥) = [𝛼𝑗1 𝛼
𝑗
2𝑥1 . . . 𝛼𝑗𝑘𝑥𝑘−1 ]T, 𝑗 = 1, . . . , 𝑠,

где 𝛼𝑗𝑙 = 𝛿𝑗𝑗𝑙 , 𝑙 = 1, . . . , 𝑘, при этом
𝑠∑︁
𝑗=1

𝜎*𝑗(𝑥) = [ 1 𝑥1 . . . 𝑥𝑘−1 ]T и
𝑠∑︁
𝑗=1

𝛼𝑗𝑙 = 1.
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Далее определим вектор-функцию 𝑎(·) : R𝑘 → R𝑘 по формулам (3.3):

𝑎(𝑥) = −1

2

𝑠∑︁
𝑗=1

𝜕𝜎*𝑗(𝑥)

𝜕𝑥
𝜎*𝑗(𝑥),

слагаемые которой записываются следующим образом:

𝜕𝜎*𝑗(𝑥)

𝜕𝑥
𝜎*𝑗(𝑥) =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0 0 . . . . . . 0

𝛼𝑗2 0 . . . . . . 0

0 𝛼𝑗3
. . . 0

...
... . . . . . . ...

0 0 . . . 𝛼𝑗𝑘 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

𝛼𝑗1

𝛼𝑗2𝑥1

𝛼𝑗3𝑥2
...

𝛼𝑗𝑘𝑥𝑘−1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
=

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0

𝛼𝑗1𝛼
𝑗
2

𝛼𝑗2𝛼
𝑗
3𝑥1
...

𝛼𝑗𝑘−1𝛼
𝑗
𝑘𝑥𝑘−2

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
=

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0

𝛿𝑗𝑗1 𝛿𝑗𝑗2

𝛿𝑗𝑗2 𝛿𝑗𝑗3𝑥1
...

𝛿𝑗𝑗𝑘−1
𝛿𝑗𝑗𝑘 𝑥𝑘−2

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
.

Произведение 𝛼𝑗𝑙−1𝛼
𝑗
𝑙 = 𝛿𝑗𝑗𝑙−1

𝛿𝑗𝑗𝑙 может быть равно единице только для одного 𝑗 = 𝑗𝑙−1 = 𝑗𝑙,
поэтому

𝑎(𝑥) = −1

2
[ 0 𝛿𝑗1𝑗2 𝛿𝑗2𝑗3𝑥1 . . . 𝛿𝑗𝑘−1𝑗𝑘 𝑥𝑘−2 ]T,

где 𝑎(·) — вектор сноса [229] в векторном стохастическом дифференциальном уравнении Стра-
тоновича (3.27):

𝑑𝑋(𝑡) = 𝑎
(︀
𝑋(𝑡)

)︀
𝑑𝑡+ 𝜎

(︀
𝑋(𝑡)

)︀
∘ 𝑑𝑊 (𝑡),

координатная форма записи которого — это система уравнений (6.23). J

Система стохастических дифференциальных уравнений Стратоновича (6.23) в форме Лан-
жевена представляется в виде

𝑋̇1(𝑡) = 𝑉𝑗1(𝑡), 𝑋1(𝑡0) = 0,

𝑋̇2(𝑡) = −1

2
𝛿𝑗1𝑗2 +𝑋1(𝑡)𝑉𝑗2(𝑡), 𝑋2(𝑡0) = 0,

𝑋̇3(𝑡) = −1

2
𝛿𝑗2𝑗3𝑋1(𝑡) +𝑋2(𝑡)𝑉𝑗3(𝑡), 𝑋3(𝑡0) = 0,

. . . ,

𝑋̇𝑘(𝑡) = −1

2
𝛿𝑗𝑘−1𝑗𝑘𝑋𝑘−2(𝑡) +𝑋𝑘−1(𝑡)𝑉𝑗𝑘(𝑡), 𝑋𝑘(𝑡0) = 0.

(6.24)

Отметим, что по аналогии с уравнениями (6.3) (см. представление повторных стохастиче-
ских интегралов Стратоновича в разд. 6.1 и рис. 6.1) уравнения (6.24) можно интерпретиро-
вать как математическую модель стохастической системы управления с входными сигналами
𝑓𝑙(·) = 𝑉𝑗𝑙(·) и выходными сигналами 𝑋𝑙(·) — случайными процессами, 𝑙 = 1, . . . , 𝑘. Структур-
ная схема такой системы управления показана на рис. 6.3.

Следствие 6.1. Повторные стохастические интегралы Стратоновича (6.1) и Ито
(6.20) совпадают с вероятностью 1, если ни одно из равенств 𝑗𝑙−1 = 𝑗𝑙 не выполнено, 𝑙 =

= 2, . . . , 𝑘. Если хотя бы одно из равенств 𝑗𝑙−1 = 𝑗𝑙 выполнено, то интегралы (6.1) и (6.20)
не совпадают.

Следствие 6.2. Система стохастических дифференциальных уравнений Ито, соответ-



392

Рис. 6.3. Структурная схема системы управления (повторные стохастические интегралы Ито от функ-

ций k(·))

ствующая системе (6.2), имеет вид

𝑑𝑋1(𝑡) = 𝑑𝑊𝑗1(𝑡), 𝑋1(𝑡0) = 0,

𝑑𝑋2(𝑡) =
1

2
𝛿𝑗1𝑗2 𝑑𝑡+𝑋1(𝑡)𝑑𝑊𝑗2(𝑡), 𝑋2(𝑡0) = 0,

𝑑𝑋3(𝑡) =
1

2
𝛿𝑗2𝑗3𝑋1(𝑡)𝑑𝑡+𝑋2(𝑡)𝑑𝑊𝑗3(𝑡), 𝑋3(𝑡0) = 0,

. . . ,

𝑑𝑋𝑘(𝑡) =
1

2
𝛿𝑗𝑘−1𝑗𝑘𝑋𝑘−2(𝑡)𝑑𝑡+𝑋𝑘−1(𝑡)𝑑𝑊𝑗𝑘(𝑡), 𝑋𝑘(𝑡0) = 0,

(6.25)

где 𝛿𝑗𝑙−1𝑗𝑙 — символ Кронекера (1.4), 𝑙 = 2, . . . , 𝑘.

Следствие 6.1 очевидно, а следствие 6.2 основано на связи (3.3) векторов сноса в стохасти-
ческих дифференциальных уравнениях Ито и Стратоновича (см. разд. 3.1).

Теорема 6.3. Пусть 𝒱1, . . . ,𝒱𝑠 — спектральные характеристики гауссовских белых шу-
мов 𝑉1(·), . . . , 𝑉𝑠(·) соответственно, 1 — спектральная характеристика функции 𝑓0(𝑡) ≡ 1,
𝑃−1 — спектральная характеристика оператора интегрирования, 𝑉 — спектральная ха-
рактеристика оператора умножения функций. Спектральные характеристики 1, 𝑃−1 и 𝑉

определены относительно базисной системы {𝑞(𝑖, ·)}∞𝑖=0. Тогда повторный стохастический
интеграл Ито (6.20) представляется с помощью соотношений

I𝒥𝑊 (𝑗1...𝑗𝑘)
T k(·) = −1

2
𝛿𝑗𝑘−1𝑗𝑘 1

T𝒳𝑘−2 + 𝒱T

𝑗𝑘
𝒳𝑘−1,

𝒳𝑙 = −1

2
𝛿𝑗𝑙−1𝑗𝑙𝑃

−1𝒳𝑙−2 + 𝑃−1(𝑉 𝒱𝑗𝑙)𝒳𝑙−1, 𝑙 = 2, . . . , 𝑘 − 1, 𝒳0 = 1, 𝒳1 = 𝑃−1𝒱𝑗1 ,
(6.26)

где 𝛿𝑗𝑙−1𝑗𝑙 — символ Кронекера (1.4), 𝑙 = 2, . . . , 𝑘.

Доказательство. Представим систему стохастических дифференциальных уравнений
(6.23) в интегральной форме записи:

𝑋1(𝑡) =

∫︁ 𝑡

𝑡0

𝑑𝑊𝑗1(𝜏) = 𝑊𝑗1(𝑡), 𝑋2(𝑡) = −1

2
𝛿𝑗1𝑗2

∫︁ 𝑡

𝑡0

𝑑𝜏 +

∫︁ 𝑡

𝑡0

𝑋1(𝜏) ∘ 𝑑𝑊𝑗2(𝜏),

𝑋3(𝑡) = −1

2
𝛿𝑗2𝑗3

∫︁ 𝑡

𝑡0

𝑋1(𝜏)𝑑𝜏 +

∫︁ 𝑡

𝑡0

𝑋2(𝜏) ∘ 𝑑𝑊𝑗3(𝜏),

. . . ,
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𝑋𝑘(𝑡) = −1

2
𝛿𝑗𝑘−1𝑗𝑘

∫︁ 𝑡

𝑡0

𝑋𝑘−2(𝜏)𝑑𝜏 +

∫︁ 𝑡

𝑡0

𝑋𝑘−1(𝜏) ∘ 𝑑𝑊𝑗𝑘(𝜏),

и применим спектральное преобразование к левой и правой частям каждого уравнения, учи-
тывая свойство линейности (2.8):

S
[︀
𝑋1(·)

]︀
= S

[︀
𝑊𝑗1(·)

]︀
,

S
[︀
𝑋2(·)

]︀
= S

[︂
−1

2
𝛿𝑗1𝑗2

∫︁ (·)

𝑡0

𝑑𝜏 +

∫︁ (·)

𝑡0

𝑋1(𝜏) ∘ 𝑑𝑊𝑗2(𝜏)

]︂
=

= −1

2
𝛿𝑗1𝑗2S

[︂ ∫︁ (·)

𝑡0

𝑑𝜏

]︂
+ S

[︂ ∫︁ (·)

𝑡0

𝑋1(𝜏) ∘ 𝑑𝑊𝑗2(𝜏)

]︂
,

S
[︀
𝑋3(·)

]︀
= S

[︂
−1

2
𝛿𝑗2𝑗3

∫︁ (·)

𝑡0

𝑋1(𝜏)𝑑𝜏 +

∫︁ (·)

𝑡0

𝑋2(𝜏) ∘ 𝑑𝑊𝑗3(𝜏)

]︂
=

= −1

2
𝛿𝑗2𝑗3S

[︂ ∫︁ (·)

𝑡0

𝑋1(𝜏)𝑑𝜏

]︂
+ S

[︂ ∫︁ (·)

𝑡0

𝑋2(𝜏) ∘ 𝑑𝑊𝑗3(𝜏)

]︂
,

. . . ,

S
[︀
𝑋𝑘(·)

]︀
= S

[︂
−1

2
𝛿𝑗𝑘−1𝑗𝑘

∫︁ (·)

𝑡0

𝑋𝑘−2(𝜏)𝑑𝜏 +

∫︁ (·)

𝑡0

𝑋𝑘−1(𝜏) ∘ 𝑑𝑊𝑗𝑘(𝜏)

]︂
=

= −1

2
𝛿𝑗𝑘−1𝑗𝑘S

[︂ ∫︁ (·)

𝑡0

𝑋𝑘−2(𝜏)𝑑𝜏

]︂
+ S

[︂ ∫︁ (·)

𝑡0

𝑋𝑘−1(𝜏) ∘ 𝑑𝑊𝑗𝑘(𝜏)

]︂
.

Далее будем использовать следующие обозначения: 𝒳𝑙 — спектральные характеристики
случайных процессов 𝑋𝑙(·) (см. разд. 2.2), 𝑙 = 1, . . . , 𝑘; 𝒲𝑗1 — спектральная характеристи-
ка винеровского процесса 𝑊𝑗1(·), для которой можно воспользоваться представлением (2.31):
𝒳1 =𝒲𝑗1 = 𝑃−1𝒱𝑗1 .

Спектральные характеристики стохастических интегралов Стратоновича выражены через
спектральные характеристики операторов стохастического интегрирования 𝑃−1,𝒱𝑗𝑙+1 (см. разд.
2.7) при доказательстве теоремы 6.1:

S
[︂ ∫︁ (·)

𝑡0

𝑋𝑙−1(𝜏) ∘ 𝑑𝑊𝑗𝑙(𝜏)

]︂
= 𝑃−1,𝒱𝑗𝑙𝑋𝑙−1 = 𝑃−1(𝑉 𝒱𝑗𝑙)𝒳𝑙−1, 𝑙 = 2, . . . , 𝑘.

По свойству (1.86) спектрального преобразования интегралов от функций одной перемен-
ной получаем

S
[︂ ∫︁ (·)

𝑡0

𝑑𝜏

]︂
= 𝑃−11,

а далее остается рассмотреть интегралы, понимаемые в среднеквадратическом смысле:

S
[︂ ∫︁ (·)

𝑡0

𝑋𝑙−2(𝜏)𝑑𝜏

]︂
= 𝑃−1𝒳𝑙−2, 𝑙 = 3, . . . , 𝑘 − 1,

следовательно,

𝒳𝑙 = −1

2
𝛿𝑗𝑙−1𝑗𝑙𝑃

−1𝒳𝑙−2 + 𝑃−1(𝑉 𝒱𝑗𝑙)𝒳𝑙−1, 𝑙 = 2, . . . , 𝑘 − 1, 𝒳0 = 1, 𝒳1 = 𝑃−1𝒱𝑗1 .

Так как

𝑋𝑘(𝑇 )=−1

2
𝛿𝑗𝑘−1𝑗𝑘

∫︁
T

𝑋𝑘−2(𝑡)𝑑𝑡+

∫︁
T

𝑋𝑘−1(𝑡) ∘ 𝑑𝑊𝑗𝑘(𝑡)=−1

2
𝛿𝑗𝑘−1𝑗𝑘𝒥T𝑋𝑘−2(·) + S𝒥𝑊 (𝑗𝑘)

T 𝑋𝑘−1(·),

где 𝒥T — линейный функционал, ставящий в соответствие функции 𝑓(·) ∈ 𝐿2(T) интеграл
от этой функции по отрезку T (см. разд. 1.1), a S𝒥𝑊 (𝑗𝑘)

T — случайный линейный функционал,
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ставящий в соответствие случайному процессу 𝑋𝑘−1(·) стохастический интеграл Стратоновича
по винеровскому процессу 𝑊𝑗𝑘(·) на отрезке T (см. разд. 2.3). Поэтому, используя выражения
(2.35) и (2.37), получаем

𝑋𝑘(𝑇 ) = −1

2
𝛿𝑗𝑘−1𝑗𝑘 1

T𝒳𝑘−2 + 𝒱T

𝑗𝑘
𝒳𝑘−1,

т.е. имеют место формулы (6.26). J

На основе теоремы 6.3 получаем представление повторных стохастических интегралов Ито
с ядром k(·) для произвольного 𝑘 > 2:

I𝒥𝑊 (𝑗1𝑗2)
T k(·) = −1

2
𝛿𝑗1𝑗21

T1 + 𝒱T

𝑗2
𝒳1,

I𝒥𝑊 (𝑗1𝑗2𝑗3)
T k(·) = −1

2
𝛿𝑗2𝑗31

T𝒳1 + 𝒱T

𝑗3
𝒳2,

I𝒥𝑊 (𝑗1𝑗2𝑗3𝑗4)
T k(·) = −1

2
𝛿𝑗3𝑗41

T𝒳2 + 𝒱T

𝑗4
𝒳3, . . . ,

где

𝒳1 = 𝑃−1𝒱𝑗1 , 𝒳2 = −1

2
𝛿𝑗1𝑗2𝑃

−11 + 𝑃−1(𝑉 𝒱𝑗2)𝒳1, 𝒳3 = −1

2
𝛿𝑗2𝑗3𝑃

−1𝒳1 + 𝑃−1(𝑉 𝒱𝑗3)𝒳2, . . .

С помощью теорем 6.1, 6.2 и 6.3 подробнее изучим случаи 𝑘 = 2, 3, 4, принимая во внимание
значения 𝑗1, . . . , 𝑗𝑘 (их равенства или неравенства в разных комбинациях) и для упрощения по-
лагая T = [0, 𝑇 ], т.е. при условии 𝑡0 = 0. Но сначала перечислим необходимые далее формулы,
которые получаются на основе свойств спектрального преобразования:

1T1 = 𝑇, 1T𝐹 =
𝑇 2

2
, (6.27)

𝑃−11 = 𝐹, (6.28)

𝑉 𝐹 = 𝐴, (6.29)

где 1 и 𝐹 — спектральные характеристики функций 𝑓0(𝑡) ≡ 1 и 𝑓1(𝑡) = 𝑡 соответственно.
Напомним, что для вывода формул (6.27) достаточно применить свойство (1.26) сохра-

нения скалярного произведения (см. пример 1.2), формула (6.28) следует из свойства (1.86)
спектрального преобразования интегралов от функций одной переменной (см. пример 1.13), а
формула (6.29) соответствует теореме 1.7.

Кратность 𝑘 = 2

Воспользуемся соотношениями (6.26):
I𝒥𝑊 (𝑗1𝑗2)
T k(·) = −1

2
𝛿𝑗1𝑗21

T1 + 𝒱T

𝑗2
𝒳1 = −1

2
𝛿𝑗1𝑗21

T1 + 𝒱T

𝑗2
𝑃−1𝒱𝑗1 = S𝒥𝑊 (𝑗1𝑗2)

T k(·)− 1

2
𝛿𝑗1𝑗21

T1,

или, принимая во внимание формулу (6.27),

I𝒥𝑊 (𝑗1𝑗2)
T k(·) = S𝒥𝑊 (𝑗1𝑗2)

T k(·)− 𝛿𝑗1𝑗2
𝑇

2
. (6.30)

Сравним найденное соотношение с представлением из [77]:

I𝒥𝑊 (𝑗1𝑗2)
T k(·) = S𝒥𝑊 (𝑗1𝑗2)

T k(·)−
∞∑︁

𝑖1,𝑖2=0

K𝑖1𝑖2 𝛿𝑗1𝑗2 𝛿𝑖1𝑖2 , (6.31)

где

K𝑖1𝑖2 =

∫︁
T

𝑞(𝑖2, 𝑡2)

∫︁ 𝑡2

0

𝑞(𝑖1, 𝑡1)𝑑𝑡1𝑑𝑡2, 𝑖1, 𝑖2 = 0, 1, 2, . . .
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C учетом формулы (1.114) получаем
∞∑︁
𝑖1=0

K𝑖1𝑖1 =
𝑇

2
и

∞∑︁
𝑖1,𝑖2=0

K𝑖1𝑖2 𝛿𝑗1𝑗2 𝛿𝑖1𝑖2 = 𝛿𝑗1𝑗2
𝑇

2
,

т.е. соотношения (6.30) и (6.31) эквивалентны.

З ам е ч а н и е 6.2. Частные случаи формулы (6.30) (см. также следствие 6.1):

𝑗1 ̸= 𝑗2 : I𝒥𝑊 (𝑗1𝑗2)
T k(·) = S𝒥𝑊 (𝑗1𝑗2)

T k(·),

𝑗1 = 𝑗2 : I𝒥𝑊 (𝑗1𝑗1)
T k(·) = S𝒥𝑊 (𝑗1𝑗1)

T k(·)− 𝑇

2
,

где S𝒥𝑊 (𝑗1𝑗2)
T k(·) = 𝒱T

𝑗2
𝑃−1𝒱𝑗1 .

Указанные формулы получены ранее в примере 2.12.

Кратность 𝑘 = 3

На основе соотношений (6.26) записываем
I𝒥𝑊 (𝑗1𝑗2𝑗3)
T k(·) = −1

2
𝛿𝑗2𝑗31

T𝒳1 + 𝒱T

𝑗3
𝒳2 =

= −1

2
𝛿𝑗2𝑗31

T𝑃−1𝒱𝑗1 + 𝒱T

𝑗3

[︂
−1

2
𝛿𝑗1𝑗2𝑃

−11+𝑃−1(𝑉 𝒱𝑗2)𝑃−1𝒱𝑗1
]︂

=

= −1

2
𝛿𝑗2𝑗31

T𝑃−1𝒱𝑗1 −
1

2
𝛿𝑗1𝑗2𝒱T

𝑗3
𝑃−11 + 𝒱T

𝑗3
𝑃−1(𝑉 𝒱𝑗2)𝑃−1𝒱𝑗1 =

= S𝒥𝑊 (𝑗1𝑗2𝑗3)
T k(·)− 1

2
𝛿𝑗1𝑗2𝒱T

𝑗3
𝑃−11− 1

2
𝛿𝑗2𝑗31

T𝑃−1𝒱𝑗1 .

Правую часть этого соотношения можно записать иначе. В частности, по формуле (6.28)
получаем 𝒱T

𝑗3
𝑃−11 = 𝒱T

𝑗3
𝐹 , а из связи (1.87) спектральных характеристик оператора интегри-

рования и сопряженного с ним, а также формул (6.27) и (6.28) следует, что

1T𝑃−1𝒱𝑗1 = 𝒱T

𝑗1
[𝑃−1]T1 = 𝒱T

𝑗1
(1 · 1T − 𝑃−1)1 = 𝒱T

𝑗1
(1 · 1T1− 𝑃−11) = 𝒱T

𝑗1
(𝑇 1− 𝐹 ).

Таким образом,
I𝒥𝑊 (𝑗1𝑗2𝑗3)
T k(·) = S𝒥𝑊 (𝑗1𝑗2𝑗3)

T k(·)− 1

2
𝛿𝑗1𝑗2𝒱T

𝑗3
𝐹 − 1

2
𝛿𝑗2𝑗3𝒱T

𝑗1
(𝑇 1− 𝐹 ). (6.32)

Сравним полученное равенство с представлением из [77]:

I𝒥𝑊 (𝑗1𝑗2𝑗3)
T k(·) = S𝒥𝑊 (𝑗1𝑗2𝑗3)

T k(·)−
∞∑︁

𝑖1,𝑖2,𝑖3=0

K𝑖1𝑖2𝑖3(𝛿𝑗1𝑗2 𝛿𝑖1𝑖2 𝜁
(𝑗3)
𝑖3

+ 𝛿𝑗1𝑗3 𝛿𝑖1𝑖3 𝜁
(𝑗2)
𝑖2

+ 𝛿𝑗2𝑗3 𝛿𝑖2𝑖3 𝜁
(𝑗1)
𝑖1

), (6.33)

где

K𝑖1𝑖2𝑖3 =

∫︁
T

𝑞(𝑖3, 𝑡3)

∫︁ 𝑡3

0

𝑞(𝑖2, 𝑡2)

∫︁ 𝑡2

0

𝑞(𝑖1, 𝑡1)𝑑𝑡1𝑑𝑡2𝑑𝑡3, 𝑖1, 𝑖2, 𝑖3 = 0, 1, 2, . . .

Теорема 6.4. Для коэффициентов разложения K𝑖1𝑖2𝑖3 выполняются соотношения:
∞∑︁
𝑖1=0

K𝑖1𝑖1𝑖3 =
1

2

∫︁
T

𝑞(𝑖3, 𝑡)𝑡𝑑𝑡 =
1

2
𝐹𝑖3 ∀ 𝑖3, (6.34)

∞∑︁
𝑖1=0

K𝑖1𝑖2𝑖1 = 0 ∀ 𝑖2, (6.35)

∞∑︁
𝑖2=0

K𝑖1𝑖2𝑖2 =
1

2

∫︁
T

𝑞(𝑖1, 𝑡)(𝑇 − 𝑡)𝑑𝑡 =
1

2
(𝑇 1𝑖1 − 𝐹𝑖1) ∀ 𝑖1. (6.36)
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Доказательство. Воспользуемся результатами примера 4.9. Тогда числовые ряды в левых
частях соотношений (6.34) и (6.36) определяют соответственно коэффициенты разложения
функций

k(1)(𝑡) =
1

2
𝑡 и k(3)(𝑡) =

1

2
(𝑇 − 𝑡),

а числовой ряд в левой части соотношения (6.35) задает коэффициенты разложения функции
k(2)(𝑡) ≡ 0.

Указанные коэффициенты разложения в общем виде описываются формулой (1.11), что
доказывает справедливость соотношений (6.34)– (6.36). J

Из теоремы 6.4 следует, что
∞∑︁

𝑖1,𝑖2,𝑖3=0

K𝑖1𝑖2𝑖3 𝛿𝑗1𝑗2 𝛿𝑖1𝑖2 𝜁
(𝑗3)
𝑖3

=
∞∑︁

𝑖1,𝑖3=0

K𝑖1𝑖1𝑖3 𝛿𝑗1𝑗2 𝜁
(𝑗3)
𝑖3

=
1

2
𝛿𝑗1𝑗2

∞∑︁
𝑖3=0

𝜁
(𝑗3)
𝑖3

𝐹𝑖3 =
1

2
𝛿𝑗1𝑗2𝒱T

𝑗3
𝐹,

∞∑︁
𝑖1,𝑖2,𝑖3=0

K𝑖1𝑖2𝑖3 𝛿𝑗1𝑗3 𝛿𝑖1𝑖3 𝜁
(𝑗2)
𝑖2

=
∞∑︁

𝑖1,𝑖2=0

K𝑖1𝑖2𝑖1 𝛿𝑗1𝑗3 𝜁
(𝑗2)
𝑖2

= 0,

∞∑︁
𝑖1,𝑖2,𝑖3=0

K𝑖1𝑖2𝑖3 𝛿𝑗2𝑗3 𝛿𝑖2𝑖3 𝜁
(𝑗1)
𝑖1

=
∞∑︁

𝑖1,𝑖2=0

K𝑖1𝑖2𝑖2 𝛿𝑗2𝑗3 𝜁
(𝑗1)
𝑖1

=

=
1

2

∞∑︁
𝑖1=0

𝛿𝑗2𝑗3 𝜁
(𝑗1)
𝑖1

(𝑇 1𝑖1 − 𝐹𝑖1) =
1

2
𝛿𝑗2𝑗3𝒱T

𝑗1
(𝑇 1− 𝐹 ),

т.е. выражения (6.32) и (6.33) эквивалентны.

З ам е ч а н и я 6.3.
1. Частные случаи формулы (6.32) (см. также следствие 6.1):

𝑗1, 𝑗2, 𝑗3 попарно различны :

I𝒥𝑊 (𝑗1𝑗2𝑗3)
T k(·) = S𝒥𝑊 (𝑗1𝑗2𝑗3)

T k(·),

𝑗1 = 𝑗2 ̸= 𝑗3 : I𝒥𝑊 (𝑗1𝑗1𝑗3)
T k(·) = S𝒥𝑊 (𝑗1𝑗1𝑗3)

T k(·)− 1

2
𝒱T

𝑗3
𝐹,

𝑗1 = 𝑗3 ̸= 𝑗2 : I𝒥𝑊 (𝑗1𝑗2𝑗1)
T k(·) = S𝒥𝑊 (𝑗1𝑗2𝑗1)

T k(·),

𝑗1 ̸= 𝑗2 = 𝑗3 : I𝒥𝑊 (𝑗1𝑗2𝑗2)
T k(·) = S𝒥𝑊 (𝑗1𝑗2𝑗2)

T k(·)− 1

2
𝒱T

𝑗1
(𝑇 1− 𝐹 ),

𝑗1 = 𝑗2 = 𝑗3 : I𝒥𝑊 (𝑗1𝑗1𝑗1)
T k(·) = S𝒥𝑊 (𝑗1𝑗1𝑗1)

T k(·)− 1

2
𝒱T

𝑗1
𝐹 −

− 1

2
𝒱T

𝑗1
(𝑇 1− 𝐹 ) = S𝒥𝑊 (𝑗1𝑗1𝑗1)

T k(·)− 𝑇

2
𝒱T

𝑗1
1,

где S𝒥𝑊 (𝑗1𝑗2𝑗3)
T k(·) = 𝒱T

𝑗3
𝑃−1(𝑉 𝒱𝑗2)𝑃−1𝒱𝑗1 .

2. Случайные величины 𝒱T
𝑗3
𝐹 и 𝒱T

𝑗1
(𝑇 1− 𝐹 ), входящие в правую часть соотношения (6.32)

и соотношений из п. 1, — это стохастические интегралы (2.28) от детерминированных функций
(такие стохастические интегралы можно понимать в смысле Стратоновича или Ито):

𝒥𝑊 (𝑗3)
T 𝑓1(·) =

∫︁
T

𝑡𝑑𝑊𝑗3(𝑡) = 𝒱T

𝑗3
𝐹, 𝒥𝑊 (𝑗1)

T

(︀
𝑇 − 𝑓1(·)

)︀
=

∫︁
T

(𝑇 − 𝑡)𝑑𝑊𝑗1(𝑡) = 𝒱T

𝑗1
(𝑇 1− 𝐹 ).

Эти случайные величины являются гауссовскими с нулевым математическим ожиданием и
дисперсией 𝑇 3/3. Действительно, математическое ожидание стохастического интеграла равно
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нулю и справедливо свойство изометрии Ито (2.41) (см. также свойства спектрального преоб-
разования функций одной переменной в разд. 1.1):

E
(︀
𝒥𝑊 (𝑗3)
T 𝑓1(·)

)︀2
= ‖𝑓1(·)‖2𝐿2(T)

=

∫︁ 𝑇

0

𝑡2𝑑𝑡 =
𝑇 3

3
,

E
(︀
𝒥𝑊 (𝑗1)
T (𝑇 − 𝑓1(·))

)︀2
= ‖𝑇 − 𝑓1(·)‖2𝐿2(T)

=

∫︁ 𝑇

0

(𝑇 − 𝑡)2𝑑𝑡 =
𝑇 3

3
,

‖𝑓1(·)‖2𝐿2(T)
= 𝐹 T𝐹, ‖𝑇 − 𝑓1(·)‖2𝐿2(T)

= (𝑇 1− 𝐹 )T(𝑇 1− 𝐹 ).

Кроме того, их можно связать с повторными стохастическими интегралами Стратоновича
смешанного типа кратности 𝑘 = 2 (см. п. 8 замечаний 6.1 и пример 6.3).

Рассуждая аналогично, можно заключить, что стохастический интеграл

𝒥𝑊 (𝑗1)
T 𝑓0(·) =

∫︁
T

𝑑𝑊𝑗1(𝑡) = 𝒱T

𝑗1
1

является гауссовской случайной величиной — сечением винеровского процесса 𝑊𝑗1(𝑇 ) — с
нулевым математическим ожиданием и дисперсией 𝑇 :

E
(︀
𝒥𝑊 (𝑗1)
T 𝑓0(·)

)︀2
= ‖𝑓0(·)‖2𝐿2(T)

=

∫︁ 𝑇

0

𝑑𝑡 = 𝑇, ‖𝑓0(·)‖2𝐿2(T)
= 1T1.

Отсюда получаем следующее представление повторного стохастического интеграла Ито
кратности 𝑘 = 3:

I𝒥𝑊 (𝑗1𝑗2𝑗3)
T k(·) = S𝒥𝑊 (𝑗1𝑗2𝑗3)

T k(·)− 1

2
𝛿𝑗1𝑗2𝒥

𝑊 (𝑗3)
T 𝑓1(·)−

1

2
𝛿𝑗2𝑗3𝒥

𝑊 (𝑗1)
T

(︀
𝑇 − 𝑓1(·)

)︀
. (6.37)

Кратность 𝑘 = 4

Согласно соотношениям (6.26) получаем

I𝒥𝑊 (𝑗1𝑗2𝑗3𝑗4)
T k(·) = −1

2
𝛿𝑗3𝑗41

T𝒳2 + 𝒱T

𝑗4
𝒳3 = −1

2
𝛿𝑗3𝑗41

T

[︂
−1

2
𝛿𝑗1𝑗2𝑃

−11 + 𝑃−1(𝑉 𝒱𝑗2)𝑃−1𝒱𝑗1
]︂

+

+ 𝒱T

𝑗4

[︂
−1

2
𝛿𝑗2𝑗3𝑃

−1𝑃−1𝒱𝑗1 + 𝑃−1(𝑉 𝒱𝑗3)
[︂
−1

2
𝛿𝑗1𝑗2𝑃

−11 + 𝑃−1(𝑉 𝒱𝑗2)𝑃−1𝒱𝑗1
]︂]︂

=

=
1

4
𝛿𝑗1𝑗2𝛿𝑗3𝑗41

T𝑃−11− 1

2
𝛿𝑗3𝑗41

T𝑃−1(𝑉 𝒱𝑗2)𝑃−1𝒱𝑗1 −
1

2
𝛿𝑗2𝑗3𝒱T

𝑗4
𝑃−2𝒱𝑗1 −

− 1

2
𝛿𝑗1𝑗2𝒱T

𝑗4
𝑃−1(𝑉 𝒱𝑗3)𝑃−11 + 𝒱T

𝑗4
𝑃−1(𝑉 𝒱𝑗3)𝑃−1(𝑉 𝒱𝑗2)𝑃−1𝒱𝑗1 =

= S𝒥𝑊 (𝑗1𝑗2𝑗3𝑗4)
T k(·)− 1

2
𝛿𝑗1𝑗2𝒱T

𝑗4
𝑃−1(𝑉 𝒱𝑗3)𝑃−11− 1

2
𝛿𝑗2𝑗3𝒱T

𝑗4
𝑃−2𝒱𝑗1 −

− 1

2
𝛿𝑗3𝑗41

T𝑃−1(𝑉 𝒱𝑗2)𝑃−1𝒱𝑗1 +
1

4
𝛿𝑗1𝑗2𝛿𝑗3𝑗41

T𝑃−11,

где 𝑃−2 = [𝑃−1]2.
Запишем слагаемые в правой части приведенного выше выражения в другой форме. Нач-

нем с применения формулы (6.28), свойства (1.80) спектрального преобразования произведе-
ния функций одной переменной и формулы (6.29):

𝒱T

𝑗4
𝑃−1(𝑉 𝒱𝑗3)𝑃−11 = 𝒱T

𝑗4
𝑃−1(𝑉 𝒱𝑗3)𝐹 = 𝒱T

𝑗4
𝑃−1(𝑉 𝐹 )𝒱𝑗3 = 𝒱T

𝑗4
𝑃−1𝐴𝒱𝑗3 .

Далее воспользуемся представлением спектральной характеристики 𝑃−2 из примера 1.12
(см. также формулы (1.91)), тогда 𝒱T

𝑗4
𝑃−2𝒱𝑗1 = 𝒱T

𝑗4
(𝐴𝑃−1 − 𝑃−1𝐴)𝒱𝑗1 .
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Следующий шаг состоит в последовательном использовании связи (1.87) спектральных ха-
рактеристик оператора интегрирования и сопряженного с ним, свойства (1.74) симметричности
спектральной характеристики оператора умножения, формул (6.27) и (6.28), свойства (1.80)
спектрального преобразования произведения функций одной переменной и формулы (6.29)
(следующая формула получена ранее в примере 6.4):

1T𝑃−1(𝑉 𝒱𝑗2)=1T[1 · 1T − 𝑃−1]T(𝑉 𝒱𝑗2)=[(𝑉 𝒱𝑗2)(1 · 1T − 𝑃−1)1]T =[(𝑉 𝒱𝑗2)(1 · 1T1− 𝑃−11)]T =

= [(𝑉 𝒱𝑗2)(𝑇 1− 𝐹 )]T = [(𝑇𝑉 1− 𝑉 𝐹 )𝒱𝑗2 ]T = [(𝑇𝐸 − 𝐴)𝒱𝑗2 ]T = 𝒱T

𝑗2
(𝑇𝐸 − 𝐴),

т.е. 1T𝑃−1(𝑉 𝒱𝑗2)𝑃−1𝒱𝑗1 = 𝒱T
𝑗2

(𝑇𝐸 − 𝐴)𝑃−1𝒱𝑗1 .
Наконец, с учетом формул (6.27) и (6.28) находим

1T𝑃−11 = 1T𝐹 =
𝑇 2

2
,

следовательно,
I𝒥𝑊 (𝑗1𝑗2𝑗3𝑗4)
T k(·) = S𝒥𝑊 (𝑗1𝑗2𝑗3𝑗4)

T k(·)− 1

2
𝛿𝑗1𝑗2𝒱T

𝑗4
𝑃−1𝐴𝒱𝑗3 −

− 1

2
𝛿𝑗2𝑗3𝒱T

𝑗4
(𝐴𝑃−1 − 𝑃−1𝐴)𝒱𝑗1 −

1

2
𝛿𝑗3𝑗4𝒱T

𝑗2
(𝑇𝐸 − 𝐴)𝑃−1𝒱𝑗1 +

𝑇 2

8
𝛿𝑗1𝑗2 𝛿𝑗3𝑗4 . (6.38)

Сравним полученное равенство с представлением из [77]:

I𝒥𝑊 (𝑗1𝑗2𝑗3𝑗4)
T k(·) = S𝒥𝑊 (𝑗1𝑗2𝑗3𝑗4)

T k(·)−
∞∑︁

𝑖1,𝑖2,𝑖3,𝑖4=0

K𝑖1𝑖2𝑖3𝑖4 (𝛿𝑗1𝑗2 𝛿𝑖1𝑖2 𝜁
(𝑗3)
𝑖3

𝜁
(𝑗4)
𝑖4

+

+ 𝛿𝑗1𝑗3 𝛿𝑖1𝑖3 𝜁
(𝑗2)
𝑖2

𝜁
(𝑗4)
𝑖4

+ 𝛿𝑗1𝑗4 𝛿𝑖1𝑖4 𝜁
(𝑗2)
𝑖2

𝜁
(𝑗3)
𝑖3

+ 𝛿𝑗2𝑗3 𝛿𝑖2𝑖3 𝜁
(𝑗1)
𝑖1

𝜁
(𝑗4)
𝑖4

+ 𝛿𝑗2𝑗4 𝛿𝑖2𝑖4 𝜁
(𝑗1)
𝑖1

𝜁
(𝑗3)
𝑖3

+

+ 𝛿𝑗3𝑗4 𝛿𝑖3𝑖4 𝜁
(𝑗1)
𝑖1

𝜁
(𝑗2)
𝑖2
− 𝛿𝑗1𝑗2 𝛿𝑖1𝑖2 𝛿𝑗3𝑗4 𝛿𝑖3𝑖4 − 𝛿𝑗1𝑗3 𝛿𝑖1𝑖3 𝛿𝑗2𝑗4 𝛿𝑖2𝑖4 − 𝛿𝑗1𝑗4 𝛿𝑖1𝑖4 𝛿𝑗2𝑗3 𝛿𝑖2𝑖3), (6.39)

где

K𝑖1𝑖2𝑖3𝑖4 =

∫︁
T

𝑞(𝑖4, 𝑡4)

∫︁ 𝑡4

0

𝑞(𝑖3, 𝑡3)

∫︁ 𝑡3

0

𝑞(𝑖2, 𝑡2)

∫︁ 𝑡2

0

𝑞(𝑖1, 𝑡1)𝑑𝑡1𝑑𝑡2𝑑𝑡3𝑑𝑡4, 𝑖1, 𝑖2, 𝑖3, 𝑖4 = 0, 1, 2, . . .

Теорема 6.5. Для коэффициентов разложения K𝑖1𝑖2𝑖3𝑖4 выполняются соотношения:
∞∑︁
𝑖1=0

K𝑖1𝑖1𝑖3𝑖4 =
1

2

∫︁
T

𝑞(𝑖4, 𝑡)

∫︁ 𝑡

0

𝑞(𝑖3, 𝜏)𝜏 𝑑𝜏 𝑑𝑡 =
1

2
[𝑃−1𝐴]𝑖4𝑖3 ∀ 𝑖3, 𝑖4, (6.40)

∞∑︁
𝑖2=0

K𝑖1𝑖2𝑖2𝑖4 =
1

2

∫︁
T

𝑞(𝑖4, 𝑡)

∫︁ 𝑡

0

𝑞(𝑖1, 𝜏)(𝑡− 𝜏)𝑑𝜏 𝑑𝑡 =
1

2
[𝐴𝑃−1 − 𝑃−1𝐴]𝑖4𝑖1 ∀ 𝑖1, 𝑖4, (6.41)

∞∑︁
𝑖3=0

K𝑖1𝑖2𝑖3𝑖3 =
1

2

∫︁
T

𝑞(𝑖2, 𝑡)(𝑇 − 𝑡)
∫︁ 𝑡

0

𝑞(𝑖1, 𝜏)𝑑𝜏 𝑑𝑡 =
1

2
[(𝑇𝐸 − 𝐴)𝑃−1]𝑖2𝑖1 ∀ 𝑖1, 𝑖2, (6.42)

∞∑︁
𝑖𝑙,𝑖𝑚=0

𝛿𝑖𝑙𝑖𝑚K𝑖1𝑖2𝑖3𝑖4 = 0 ∀ 𝑙,𝑚 ∈ {1, 2, 3, 4} : |𝑙 −𝑚| > 1, (6.43)

∞∑︁
𝑖1,𝑖3=0

K𝑖1𝑖1𝑖3𝑖3 =
𝑇 2

8
, (6.44)

∞∑︁
𝑖1,𝑖2=0

K𝑖1𝑖2𝑖1𝑖2 = 0, (6.45)

∞∑︁
𝑖1,𝑖2=0

K𝑖1𝑖2𝑖2𝑖1 = 0, (6.46)



399

где соотношение (6.43) верно для любых значений индексов, по которым не ведется сумми-
рование.

Доказательство. Как и при доказательстве теоремы 6.4, применим результаты примера
4.9. Числовые ряды в левых частях соотношений (6.40), (6.41) и (6.42) определяют соответ-
ственно коэффициенты разложения (1.42) следующих функций двух переменных:

k(1)(𝑡, 𝜏) =
1

2
𝜏 1(𝑡− 𝜏), k(2)(𝑡, 𝜏) =

1

2
(𝑡− 𝜏)1(𝑡− 𝜏) и k(3)(𝑡, 𝜏) =

1

2
(𝑇 − 𝑡)1(𝑡− 𝜏),

а числовые ряды в левой части соотношения (6.43) выражают коэффициенты разложения
функций, тождественно равных нулю.

Из соотношения (6.40) при 𝑖3 = 𝑖4 следует, что
∞∑︁

𝑖1,𝑖3=0

K𝑖1𝑖1𝑖3𝑖3 =
1

2

∞∑︁
𝑖3=0

∫︁
T

𝑞(𝑖3, 𝑡)

∫︁ 𝑡

0

𝑞(𝑖3, 𝜏)𝜏 𝑑𝜏 𝑑𝑡,

далее остается применить теорему 1.12 при условии 𝜙(𝑡) ≡ 1 и 𝜓(𝑡) = 𝑡. Тогда
∞∑︁

𝑖1,𝑖3=0

K𝑖1𝑖1𝑖3𝑖3 =
1

4

(︀
𝜙(·), 𝜓(·)

)︀
𝐿2(T)

=
1

4

∫︁ 𝑇

0

𝑡𝑑𝑡 =
𝑇 2

8
.

Такой же результат, а именно формула (6.44) получается из соотношения (6.42) при 𝑖1 = 𝑖2

и теоремы 1.12, но при условии 𝜙(𝑡) = 𝑇 − 𝑡 и 𝜓(𝑡) ≡ 1 (см. также пример 4.11).
Справедливость соотношений (6.45) и (6.46) следует из формулы (6.43) (в теореме 1.12

достаточно положить 𝜙(𝑡) ≡ 0 или 𝜓(𝑡) ≡ 0). J

Теорема 6.5 обеспечивает приведенный ниже результат:
∞∑︁

𝑖1,𝑖2,𝑖3,𝑖4=0

K𝑖1𝑖2𝑖3𝑖4 𝛿𝑗1𝑗2 𝛿𝑖1𝑖2 𝜁
(𝑗3)
𝑖3

𝜁
(𝑗4)
𝑖4

=
∞∑︁

𝑖1,𝑖3,𝑖4=0

K𝑖1𝑖1𝑖3𝑖4 𝛿𝑗1𝑗2 𝜁
(𝑗3)
𝑖3

𝜁
(𝑗4)
𝑖4

=

=
1

2
𝛿𝑗1𝑗2

∞∑︁
𝑖3,𝑖4=0

𝜁
(𝑗3)
𝑖3

𝜁
(𝑗4)
𝑖4

[𝑃−1𝐴]𝑖4𝑖3 =
1

2
𝛿𝑗1𝑗2𝒱T

𝑗4
𝑃−1𝐴𝒱𝑗3 ,

∞∑︁
𝑖1,𝑖2,𝑖3,𝑖4=0

K𝑖1𝑖2𝑖3𝑖4 𝛿𝑗2𝑗3 𝛿𝑖2𝑖3 𝜁
(𝑗1)
𝑖1

𝜁
(𝑗4)
𝑖4

=
∞∑︁

𝑖1,𝑖2,𝑖4=0

K𝑖1𝑖2𝑖2𝑖4 𝛿𝑗2𝑗3 𝜁
(𝑗1)
𝑖1

𝜁
(𝑗4)
𝑖4

=

=
1

2
𝛿𝑗2𝑗3

∞∑︁
𝑖1,𝑖4=0

𝜁
(𝑗1)
𝑖1

𝜁
(𝑗4)
𝑖4

[𝐴𝑃−1 − 𝑃−1𝐴]𝑖4𝑖1 =
1

2
𝛿𝑗2𝑗3𝒱T

𝑗4
(𝐴𝑃−1 − 𝑃−1𝐴)𝒱𝑗1 ,

∞∑︁
𝑖1,𝑖2,𝑖3,𝑖4=0

K𝑖1𝑖2𝑖3𝑖4 𝛿𝑗3𝑗4 𝛿𝑖3𝑖4 𝜁
(𝑗1)
𝑖1

𝜁
(𝑗2)
𝑖2

=
∞∑︁

𝑖1,𝑖2,𝑖3=0

K𝑖1𝑖2𝑖3𝑖3 𝛿𝑗3𝑗4 𝜁
(𝑗1)
𝑖1

𝜁
(𝑗2)
𝑖2

=

=
1

2
𝛿𝑗3𝑗4

∞∑︁
𝑖1,𝑖2=0

𝜁
(𝑗1)
𝑖1

𝜁
(𝑗2)
𝑖2

[(𝑇𝐸 − 𝐴)𝑃−1]𝑖2𝑖1 =
1

2
𝛿𝑗3𝑗4𝒱T

𝑗2
(𝑇𝐸 − 𝐴)𝑃−1𝒱𝑗1 ,

∞∑︁
𝑖1,𝑖2,𝑖3,𝑖4=0

K𝑖1𝑖2𝑖3𝑖4 𝛿𝑗1𝑗3 𝛿𝑖1𝑖3 𝜁
(𝑗2)
𝑖2

𝜁
(𝑗4)
𝑖4

= 𝛿𝑗1𝑗3

∞∑︁
𝑖1,𝑖3,𝑖4=0

K𝑖1𝑖2𝑖1𝑖4𝜁
(𝑗2)
𝑖2

𝜁
(𝑗4)
𝑖4

= 0,

∞∑︁
𝑖1,𝑖2,𝑖3,𝑖4=0

K𝑖1𝑖2𝑖3𝑖4 𝛿𝑗1𝑗4 𝛿𝑖1𝑖4 𝜁
(𝑗2)
𝑖2

𝜁
(𝑗3)
𝑖3

= 0,
∞∑︁

𝑖1,𝑖2,𝑖3,𝑖4=0

K𝑖1𝑖2𝑖3𝑖4 𝛿𝑗2𝑗4 𝛿𝑖2𝑖4 𝜁
(𝑗1)
𝑖1

𝜁
(𝑗3)
𝑖3

= 0,

∞∑︁
𝑖1,𝑖2,𝑖3,𝑖4=0

K𝑖1𝑖2𝑖3𝑖4 𝛿𝑗1𝑗2 𝛿𝑖1𝑖2 𝛿𝑗3𝑗4 𝛿𝑖3𝑖4 =
∞∑︁

𝑖1,𝑖3=0

K𝑖1𝑖1𝑖3𝑖3 𝛿𝑗1𝑗2 𝛿𝑗3𝑗4 = 𝛿𝑗1𝑗2 𝛿𝑗3𝑗4
𝑇 2

8
,
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∞∑︁

𝑖1,𝑖2,𝑖3,𝑖4=0

K𝑖1𝑖2𝑖3𝑖4 𝛿𝑗1𝑗3 𝛿𝑖1𝑖3 𝛿𝑗2𝑗4 𝛿𝑖2𝑖4 = 0,
∞∑︁

𝑖1,𝑖2,𝑖3,𝑖4=0

K𝑖1𝑖2𝑖3𝑖4 𝛿𝑗1𝑗4 𝛿𝑖1𝑖4 𝛿𝑗2𝑗3 𝛿𝑖2𝑖3 = 0,

т.е. выражения (6.38) и (6.39) эквивалентны.

З ам е ч а н и я 6.4.
1. Частные случаи формулы (6.38) (см. также следствие 6.1):

𝑗1, 𝑗2, 𝑗3, 𝑗4 попарно различны :

I𝒥𝑊 (𝑗1𝑗2𝑗3𝑗4)
T k(·) = S𝒥𝑊 (𝑗1𝑗2𝑗3𝑗4)

T k(·),

𝑗1 = 𝑗2, 𝑗2 ̸= 𝑗3, 𝑗3 ̸= 𝑗4 :

I𝒥𝑊 (𝑗1𝑗1𝑗3𝑗4)
T k(·) = S𝒥𝑊 (𝑗1𝑗1𝑗3𝑗4)

T k(·)− 1

2
𝒱T

𝑗4
𝑃−1𝐴𝒱𝑗3 ,

𝑗1 ̸= 𝑗2, 𝑗2 = 𝑗3, 𝑗3 ̸= 𝑗4 :

I𝒥𝑊 (𝑗1𝑗2𝑗2𝑗4)
T k(·) = S𝒥𝑊 (𝑗1𝑗2𝑗2𝑗4)

T k(·)− 1

2
𝒱T

𝑗4
(𝐴𝑃−1 − 𝑃−1𝐴)𝒱𝑗1 ,

𝑗1 ̸= 𝑗2, 𝑗2 ̸= 𝑗3, 𝑗3 = 𝑗4 :

I𝒥𝑊 (𝑗1𝑗2𝑗3𝑗3)
T k(·) = S𝒥𝑊 (𝑗1𝑗2𝑗3𝑗3)

T k(·)− 1

2
𝒱T

𝑗2
(𝑇𝐸 − 𝐴)𝑃−1𝒱𝑗1 ,

𝑗1 = 𝑗2 ̸= 𝑗3 = 𝑗4 :

I𝒥𝑊 (𝑗1𝑗1𝑗3𝑗3)
T k(·) = S𝒥𝑊 (𝑗1𝑗1𝑗3𝑗3)

T k(·)− 1

2
𝒱T

𝑗3
𝑃−1𝐴𝒱𝑗3 −

1

2
𝒱T

𝑗1
(𝑇𝐸 − 𝐴)𝑃−1𝒱𝑗1 +

𝑇 2

8
,

𝑗1 = 𝑗2 = 𝑗3 ̸= 𝑗4 :

I𝒥𝑊 (𝑗1𝑗1𝑗1𝑗4)
T k(·) = S𝒥𝑊 (𝑗1𝑗1𝑗1𝑗4)

T k(·)− 1

2
𝒱T

𝑗4
𝑃−1𝐴𝒱𝑗1 −

− 1

2
𝒱T

𝑗4
(𝐴𝑃−1 − 𝑃−1𝐴)𝒱𝑗1 = S𝒥𝑊 (𝑗1𝑗1𝑗1𝑗4)

T − 1

2
𝒱T

𝑗4
𝐴𝑃−1𝒱𝑗1 ,

𝑗1 ̸= 𝑗2 = 𝑗3 = 𝑗4 :

I𝒥𝑊 (𝑗1𝑗2𝑗2𝑗2)
T k(·) = S𝒥𝑊 (𝑗1𝑗2𝑗2𝑗2)

T k(·)− 1

2
𝒱T

𝑗2
(𝐴𝑃−1 − 𝑃−1𝐴)𝒱𝑗1 −

− 1

2
𝒱T

𝑗2
(𝑇𝐸 − 𝐴)𝑃−1𝒱𝑗1 = S𝒥𝑊 (𝑗1𝑗2𝑗2𝑗2)

T k(·)− 1

2
𝒱T

𝑗2
𝑃−1(𝑇𝐸 − 𝐴)𝒱𝑗1 ,

𝑗1 = 𝑗2 = 𝑗3 = 𝑗4 :

I𝒥𝑊 (𝑗1𝑗1𝑗1𝑗1)
T k(·) = S𝒥𝑊 (𝑗1𝑗1𝑗1𝑗1)

T k(·)−

− 1

2
𝒱T

𝑗1
(𝑃−1𝐴+ 𝐴𝑃−1 − 𝑃−1𝐴+ 𝑇𝑃−1 − 𝐴𝑃−1)𝒱𝑗1 +

𝑇 2

8
=

= S𝒥𝑊 (𝑗1𝑗1𝑗1𝑗1)
T k(·)− 𝑇

2
𝒱T

𝑗1
𝑃−1𝒱𝑗1 +

𝑇 2

8
,

в остальных случаях :

I𝒥𝑊 (𝑗1𝑗2𝑗3𝑗4)
T k(·) = S𝒥𝑊 (𝑗1𝑗2𝑗3𝑗4)

T k(·),

где S𝒥𝑊 (𝑗1𝑗2𝑗3𝑗4)
T k(·) = 𝒱T

𝑗4
𝑃−1(𝑉 𝒱𝑗3)𝑃−1(𝑉 𝒱𝑗2)𝑃−1𝒱𝑗1 .

2. Случайные величины 𝒱T
𝑗4
𝑃−1𝐴𝒱𝑗3 , 𝒱T

𝑗4
(𝐴𝑃−1 − 𝑃−1𝐴)𝒱𝑗1 и 𝒱T

𝑗2
(𝑇𝐸 − 𝐴)𝑃−1𝒱𝑗1 , входящие

в правую часть соотношения (6.38) и соотношений из п. 1, — это повторные стохастические
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интегралы Стратоновича (6.12) кратности 𝑘 = 2:

S𝒥𝑊 (𝑗3𝑗4)
T k10(·) =

∫︁
T

∫︁ 𝑡4

0

𝑡3 ∘ 𝑑𝑊𝑗3(𝑡3) ∘ 𝑑𝑊𝑗4(𝑡4) = 𝒱T

𝑗4
𝑃−1𝐴𝒱𝑗3 ,

S𝒥𝑊 (𝑗1𝑗4)
T

(︀
k01(·)− k10(·)

)︀
=

∫︁
T

∫︁ 𝑡4

0

(𝑡4 − 𝑡1) ∘ 𝑑𝑊𝑗1(𝑡1) ∘ 𝑑𝑊𝑗4(𝑡4) = 𝒱T

𝑗4
(𝐴𝑃−1 − 𝑃−1𝐴)𝒱𝑗1 ,

S𝒥𝑊 (𝑗1𝑗2)
T

(︀
𝑇 k(·)− k01(·)

)︀
=

∫︁
T

∫︁ 𝑡2

0

(𝑇 − 𝑡2) ∘ 𝑑𝑊𝑗1(𝑡1) ∘ 𝑑𝑊𝑗2(𝑡2) = 𝒱T

𝑗2
(𝑇𝐸 − 𝐴)𝑃−1𝒱𝑗1 ,

где k10(𝑡1, 𝑡2) = 𝑡11(𝑡2 − 𝑡1), k01(𝑡1, 𝑡2) = 𝑡21(𝑡2 − 𝑡1), k(𝑡1, 𝑡2) = 1(𝑡2 − 𝑡1), они же могут опреде-
ляться как повторные стохастические интегралы Стратоновича смешанного типа кратности
𝑘 = 3 (см. п. 8 замечаний 6.1 и пример 6.4, а также пример 4.4). Их математическое ожидания
и вторые начальные моменты получены в примерах 5.6 и 6.4.

Подобным же образом трактуются и случайные величины 𝒱T
𝑗4
𝐴𝑃−1𝒱𝑗1 , 𝒱T

𝑗2
𝑃−1(𝑇𝐸 − 𝐴)𝒱𝑗1 ,

𝒱T
𝑗1
𝑃−1𝒱𝑗1 .
Следовательно, можно записать представление повторного стохастического интеграла Ито

кратности 𝑘 = 4:
I𝒥𝑊 (𝑗1𝑗2𝑗3𝑗4)
T k(·) = S𝒥𝑊 (𝑗1𝑗2𝑗3𝑗4)

T k(·)− 1

2
𝛿𝑗1𝑗2

S𝒥𝑊 (𝑗3𝑗4)
T k10(·)−

− 1

2
𝛿𝑗2𝑗3

S𝒥𝑊 (𝑗1𝑗4)
T

(︀
k01(·)− k10(·)

)︀
− 1

2
𝛿𝑗3𝑗4

S𝒥𝑊 (𝑗1𝑗2)
T

(︀
𝑇 k(·)− k01(·)

)︀
+
𝑇 2

8
𝛿𝑗1𝑗2 𝛿𝑗3𝑗4 , (6.47)

где число аргументов функции k(·) определяется кратностью стохастического интеграла.
Например, при 𝑗1 = 𝑗2 ̸= 𝑗3 = 𝑗4 имеем

I𝒥𝑊 (𝑗1𝑗1𝑗3𝑗3)
T k(·) = S𝒥𝑊 (𝑗1𝑗1𝑗3𝑗3)

T k(·)− 1

2
S𝒥𝑊 (𝑗3𝑗3)
T k10(·)−

1

2
S𝒥𝑊 (𝑗1𝑗1)
T

(︀
𝑇 k(·)− k01(·)

)︀
+
𝑇 2

8
,

что соответствует представлению из примера 5.4, а также соотношениям из разд. 5.6 при 𝑇 = 1

с учетом принципа двойственности представления кратных стохастических интегралов Ито и
Стратоновича (см. п. 5 замечаний 5.3).

Рассмотрим применение спектральной формы математического описания для представле-
ния повторных стохастических интегралов Ито кратности 𝑘 > 2 более общего вида

I𝒥𝑊 (𝑗1...𝑗𝑘)
T k𝜓(·) =

∫︁
T

. . .

∫︁ 𝑡3

𝑡0

∫︁ 𝑡2

𝑡0

𝜓1(𝑡1)𝜓2(𝑡2) . . . 𝜓𝑘(𝑡𝑘)𝑑𝑊𝑗1(𝑡1)𝑑𝑊𝑗2(𝑡2) . . . 𝑑𝑊𝑗𝑘(𝑡𝑘), (6.48)

где функция k𝜓(·) задается формулой (4.24) с учетом весовых функций 𝜓𝑙(·) ∈ 𝐿2(T),
𝑙 = 1, . . . , 𝑘. Остальные обозначения введены в начале этого раздела.

Запишем систему линейных стохастических дифференциальных уравнений Ито, решение
которой непосредственно связано с интегралом (6.48):

𝑑𝑋1(𝑡) = 𝜓1(𝑡)𝑑𝑊𝑗1(𝑡), 𝑋1(𝑡0) = 0,

𝑑𝑋2(𝑡) = 𝜓2(𝑡)𝑋1(𝑡)𝑑𝑊𝑗2(𝑡), 𝑋2(𝑡0) = 0,

. . . ,

𝑑𝑋𝑘(𝑡) = 𝜓𝑘(𝑡)𝑋𝑘−1(𝑡)𝑑𝑊𝑗𝑘(𝑡), 𝑋𝑘(𝑡0) = 0.

(6.49)

Последовательное интегрирование уравнений (6.49) дает следующий результат:

𝑋𝑘(𝑡) =

∫︁ 𝑡

𝑡0

. . .

∫︁ 𝜏3

𝑡0

∫︁ 𝜏2

𝑡0

𝜓1(𝜏1)𝜓2(𝜏2) . . . 𝜓𝑘(𝜏𝑘)𝑑𝑊𝑗1(𝜏1)𝑑𝑊𝑗2(𝜏2) . . . 𝑑𝑊𝑗𝑘(𝜏𝑘), (6.50)
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поэтому
I𝒥𝑊 (𝑗1)
T k𝜓(·) = 𝑋1(𝑇 ), I𝒥𝑊 (𝑗1𝑗2)

T k𝜓(·) = 𝑋2(𝑇 ), . . . , I𝒥𝑊 (𝑗1...𝑗𝑘)
T k𝜓(·) = 𝑋𝑘(𝑇 ).

Далее применим тот же подход, что и для представления повторных стохастических инте-
гралов Ито (6.20), а именно спектральную форму математического описания (см. разд. 3.3).
Это значит, что сначала требуется перейти к эквивалентной системе стохастических диффе-
ренциальных уравнений Стратоновича.

Лемма 6.2. Система стохастических дифференциальных уравнений Стратоновича, эк-
вивалентная системе (6.49), имеет вид

𝑑𝑋1(𝑡) = 𝜓1(𝑡)𝑑𝑊𝑗1(𝑡), 𝑋1(𝑡0) = 0,

𝑑𝑋2(𝑡) = −1

2
𝛿𝑗1𝑗2𝜓1(𝑡)𝜓2(𝑡)𝑑𝑡+ 𝜓2(𝑡)𝑋1(𝑡) ∘ 𝑑𝑊𝑗2(𝑡), 𝑋2(𝑡0) = 0,

𝑑𝑋3(𝑡) = −1

2
𝛿𝑗2𝑗3𝜓2(𝑡)𝜓3(𝑡)𝑋1(𝑡)𝑑𝑡+ 𝜓3(𝑡)𝑋2(𝑡) ∘ 𝑑𝑊𝑗3(𝑡), 𝑋3(𝑡0) = 0,

. . . ,

𝑑𝑋𝑘(𝑡) = −1

2
𝛿𝑗𝑘−1𝑗𝑘𝜓𝑘−1(𝑡)𝜓𝑘(𝑡)𝑋𝑘−2(𝑡)𝑑𝑡+ 𝜓𝑘(𝑡)𝑋𝑘−1(𝑡) ∘ 𝑑𝑊𝑗𝑘(𝑡), 𝑋𝑘(𝑡0) = 0,

(6.51)

где 𝛿𝑗𝑙−1𝑗𝑙 — символ Кронекера (1.4), 𝑙 = 2, . . . , 𝑘.

Доказательство. Повторим те же действия, что и при доказательстве леммы 6.1, а именно
сначала представим систему (6.49) в виде (3.40):

𝑑𝑋(𝑡) = 𝜎
(︀
𝑡,𝑋(𝑡)

)︀
𝑑𝑊 (𝑡), 𝑋(𝑡0) = 0,

где 𝑋(𝑡) = [𝑋1(𝑡) 𝑋2(𝑡) . . . 𝑋𝑘(𝑡) ]T, 𝑊 (𝑡) = [𝑊1(𝑡) 𝑊2(𝑡) . . . 𝑊𝑠(𝑡) ]T, а 𝜎(·) : T×R𝑘 → R𝑘×𝑠

— матричная функция, для которой каждый столбец имеет вид

𝜎*𝑗(𝑡, 𝑥) = [𝛼𝑗1𝜓1(𝑡) 𝛼
𝑗
2𝜓2(𝑡)𝑥1 . . . 𝛼𝑗𝑘𝜓𝑘(𝑡)𝑥𝑘−1 ]T, 𝑗 = 1, . . . , 𝑠,

где 𝛼𝑗𝑙 = 𝛿𝑗𝑗𝑙 , 𝑙 = 1, . . . , 𝑘, при этом
𝑠∑︁
𝑗=1

𝜎*𝑗(𝑡, 𝑥) = [𝜓1(𝑡) 𝜓2(𝑡)𝑥1 . . . 𝜓𝑘(𝑡)𝑥𝑘−1 ]T и
𝑠∑︁
𝑗=1

𝛼𝑗𝑙 = 1.

Затем определим вектор-функцию 𝑎(·) : T×R𝑘 → R𝑘:

𝑎(𝑡, 𝑥) = −1

2

𝑠∑︁
𝑗=1

𝜕𝜎*𝑗(𝑡, 𝑥)

𝜕𝑥
𝜎*𝑗(𝑡, 𝑥),

где

𝜕𝜎*𝑗(𝑡, 𝑥)

𝜕𝑥
𝜎*𝑗(𝑡, 𝑥) =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0 0 . . . . . . 0

𝛼𝑗2𝜓2(𝑡) 0 . . . . . . 0

0 𝛼𝑗3𝜓3(𝑡)
. . . 0

...
... . . . . . . ...

0 0 . . . 𝛼𝑗𝑘𝜓𝑘(𝑡) 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

𝛼𝑗1𝜓1(𝑡)

𝛼𝑗2𝜓2(𝑡)𝑥1

𝛼𝑗3𝜓3(𝑡)𝑥2
...

𝛼𝑗𝑘𝜓𝑘(𝑡)𝑥𝑘−1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
=
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=

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0

𝛼𝑗1𝛼
𝑗
2𝜓1(𝑡)𝜓2(𝑡)

𝛼𝑗2𝛼
𝑗
3𝜓2(𝑡)𝜓3(𝑡)𝑥1

...
𝛼𝑗𝑘−1𝛼

𝑗
𝑘𝜓𝑘−1(𝑡)𝜓𝑘(𝑡)𝑥𝑘−2

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
=

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0

𝛿𝑗𝑗1 𝛿𝑗𝑗2𝜓1(𝑡)𝜓2(𝑡)

𝛿𝑗𝑗2 𝛿𝑗𝑗3𝜓2(𝑡)𝜓3(𝑡)𝑥1
...

𝛿𝑗𝑗𝑘−1
𝛿𝑗𝑗𝑘𝜓𝑘−1(𝑡)𝜓𝑘(𝑡)𝑥𝑘−2

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
.

Произведение 𝛼𝑗𝑙−1𝛼
𝑗
𝑙 = 𝛿𝑗𝑗𝑙−1

𝛿𝑗𝑗𝑙 может быть равно единице только для одного 𝑗 = 𝑗𝑙−1 = 𝑗𝑙,
поэтому

𝑎(𝑡, 𝑥)=−1

2
[ 0 𝛿𝑗1𝑗2𝜓1(𝑡)𝜓2(𝑡) 𝛿𝑗2𝑗3𝜓2(𝑡)𝜓3(𝑡)𝑥1 . . . 𝛿𝑗𝑘−1𝑗𝑘𝜓𝑘−1(𝑡)𝜓𝑘(𝑡)𝑥𝑘−2 ]T,

где 𝑎(·) — вектор сноса [229] в векторном стохастическом дифференциальном уравнении Стра-
тоновича (3.27):

𝑑𝑋(𝑡) = 𝑎
(︀
𝑡,𝑋(𝑡)

)︀
𝑑𝑡+ 𝜎

(︀
𝑡,𝑋(𝑡)

)︀
∘ 𝑑𝑊 (𝑡),

координатная форма записи которого — это система уравнений (6.51). J

Система стохастических дифференциальных уравнений Стратоновича (6.51) в форме Лан-
жевена записывается в виде

𝑋̇1(𝑡) = 𝜓1(𝑡)𝑉𝑗1(𝑡), 𝑋1(𝑡0) = 0,

𝑋̇2(𝑡) = −1

2
𝛿𝑗1𝑗2𝜓1(𝑡)𝜓2(𝑡) + 𝜓2(𝑡)𝑋1(𝑡)𝑉𝑗2(𝑡), 𝑋2(𝑡0) = 0,

𝑋̇3(𝑡) = −1

2
𝛿𝑗2𝑗3𝜓2(𝑡)𝜓3(𝑡)𝑋1(𝑡) + 𝜓3(𝑡)𝑋2(𝑡)𝑉𝑗3(𝑡), 𝑋3(𝑡0) = 0,

. . . ,

𝑋̇𝑘(𝑡) = −1

2
𝛿𝑗𝑘−1𝑗𝑘𝜓𝑘−1(𝑡)𝜓𝑘(𝑡)𝑋𝑘−2(𝑡) + 𝜓𝑘(𝑡)𝑋𝑘−1(𝑡)𝑉𝑗𝑘(𝑡), 𝑋𝑘(𝑡0) = 0,

(6.52)

Следствие 6.3. Повторные стохастические интегралы Стратоновича (6.7) и Ито
(6.48) совпадают с вероятностью 1, если ни одно из равенств 𝑗𝑙−1 = 𝑗𝑙 не выполнено, 𝑙 =

= 2, . . . , 𝑘. Если хотя бы одно из равенств 𝑗𝑙−1 = 𝑗𝑙 выполнено и соответствующее произве-
дение 𝜓𝑙−1(·)𝜓𝑙(·) тождественно не равно нулю, то интегралы (6.7) и (6.48) не совпадают.

Следствие 6.4. Система стохастических дифференциальных уравнений Ито, соответ-
ствующая системе (6.8), имеет вид

𝑑𝑋1(𝑡) = 𝜓1(𝑡)𝑑𝑊𝑗1(𝑡), 𝑋1(𝑡0) = 0,

𝑑𝑋2(𝑡) =
1

2
𝛿𝑗1𝑗2𝜓1(𝑡)𝜓2(𝑡)𝑑𝑡+ 𝜓2(𝑡)𝑋1(𝑡)𝑑𝑊𝑗2(𝑡), 𝑋2(𝑡0) = 0,

𝑑𝑋3(𝑡) =
1

2
𝛿𝑗2𝑗3𝜓2(𝑡)𝜓3(𝑡)𝑋1(𝑡)𝑑𝑡+ 𝜓3(𝑡)𝑋2(𝑡)𝑑𝑊𝑗3(𝑡), 𝑋3(𝑡0) = 0,

. . . ,

𝑑𝑋𝑘(𝑡) =
1

2
𝛿𝑗𝑘−1𝑗𝑘𝜓𝑘−1(𝑡)𝜓𝑘(𝑡)𝑋𝑘−2(𝑡)𝑑𝑡+ 𝜓𝑘(𝑡)𝑋𝑘−1(𝑡)𝑑𝑊𝑗𝑘(𝑡), 𝑋𝑘(𝑡0) = 0,

где 𝛿𝑗𝑙−1𝑗𝑙 — символ Кронекера (1.4), 𝑙 = 2, . . . , 𝑘.

Следствие 6.3 получается сразу из леммы 6.2, а следствие 6.4, как и следствие 6.2, осно-
вано на связи (3.3) векторов сноса в стохастических дифференциальных уравнениях Ито и
Стратоновича (см. разд. 3.1).
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Рассматривая уравнения (6.52) как математическую модель стохастической системы управ-
ления с входными сигналами 𝑓𝑙(·) = 𝑉𝑗𝑙(·), выходными сигналами 𝑋𝑙(·) — случайными процес-
сами, а также дополнительными усилительными звеньями с коэффициентами усиления 𝜓𝑙(·),
𝑙 = 1, . . . , 𝑘, можно привести соответствующую ей структурную схему (см. рис. 6.4).

Рис. 6.4. Структурная схема системы управления (повторные стохастические интегралы Ито от функ-

ций k𝜓(·))

Теорема 6.6. Пусть выполнены условия теоремы 6.3 и, кроме того, Ψ1, . . . ,Ψ𝑘 — спект-
ральные характеристики операторов умножения на функции 𝜓1(·), . . . , 𝜓𝑘(·) ∈ 𝐿2(T), опре-
деленные относительно базисной системы {𝑞(𝑖, ·)}∞𝑖=0. Тогда повторный стохастический ин-
теграл Ито (6.48) представляется с помощью соотношений

I𝒥𝑊 (𝑗1...𝑗𝑘)
T k𝜓(·) = −1

2
𝛿𝑗𝑘−1𝑗𝑘 1

TΨ𝑘−1Ψ𝑘𝒳𝑘−2 + 𝒱T

𝑗𝑘
Ψ𝑘𝒳𝑘−1,

𝒳𝑙 = −1

2
𝛿𝑗𝑙−1𝑗𝑙𝑃

−1Ψ𝑙−1Ψ𝑙𝒳𝑙−2 + 𝑃−1Ψ𝑙(𝑉 𝒱𝑗𝑙)𝒳𝑙−1, 𝑙 = 2, . . . , 𝑘 − 1,

𝒳0 = 1, 𝒳1 = 𝑃−1Ψ1𝒱𝑗1 ,

(6.53)

где 𝛿𝑗𝑙−1𝑗𝑙 — символ Кронекера (1.4), 𝑙 = 2, . . . , 𝑘.

Доказательство. Представим систему стохастических дифференциальных уравнений
(6.51) в интегральной форме записи:

𝑋1(𝑡) =

∫︁ 𝑡

𝑡0

𝜓1(𝜏)𝑑𝑊𝑗1(𝜏),

𝑋2(𝑡) = −1

2
𝛿𝑗1𝑗2

∫︁ 𝑡

𝑡0

𝜓1(𝜏)𝜓2(𝜏)𝑑𝜏 +

∫︁ 𝑡

𝑡0

𝜓2(𝜏)𝑋1(𝜏) ∘ 𝑑𝑊𝑗2(𝜏),

𝑋3(𝑡) = −1

2
𝛿𝑗2𝑗3

∫︁ 𝑡

𝑡0

𝜓2(𝜏)𝜓3(𝜏)𝑋1(𝜏)𝑑𝜏 +

∫︁ 𝑡

𝑡0

𝜓3(𝜏)𝑋2(𝜏) ∘ 𝑑𝑊𝑗3(𝜏),

. . . ,

𝑋𝑘(𝑡) = −1

2
𝛿𝑗𝑘−1𝑗𝑘

∫︁ 𝑡

𝑡0

𝜓𝑘−1(𝜏)𝜓𝑘(𝜏)𝑋𝑘−2(𝜏)𝑑𝜏 +

∫︁ 𝑡

𝑡0

𝜓𝑘(𝜏)𝑋𝑘−1(𝜏) ∘ 𝑑𝑊𝑗𝑘(𝜏),

и применим спектральное преобразование к левой и правой частям каждого уравнения, учи-
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тывая свойство линейности (2.8):

S
[︀
𝑋1(·)

]︀
= S

[︂ ∫︁ (·)

𝑡0

𝜓1(𝜏)𝑑𝑊𝑗1(𝜏)

]︂
,

S
[︀
𝑋2(·)

]︀
= S

[︂
−1

2
𝛿𝑗1𝑗2

∫︁ (·)

𝑡0

𝜓1(𝜏)𝜓2(𝜏)𝑑𝜏 +

∫︁ (·)

𝑡0

𝜓2(𝜏)𝑋1(𝜏) ∘ 𝑑𝑊𝑗2(𝜏)

]︂
=

= −1

2
𝛿𝑗1𝑗2S

[︂ ∫︁ (·)

𝑡0

𝜓1(𝜏)𝜓2(𝜏)𝑑𝜏

]︂
+ S

[︂ ∫︁ (·)

𝑡0

𝜓2(𝜏)𝑋1(𝜏) ∘ 𝑑𝑊𝑗2(𝜏)

]︂
,

S
[︀
𝑋3(·)

]︀
= S

[︂
−1

2
𝛿𝑗2𝑗3

∫︁ (·)

𝑡0

𝜓2(𝜏)𝜓3(𝜏)𝑋1(𝜏)𝑑𝜏 +

∫︁ (·)

𝑡0

𝜓3(𝜏)𝑋2(𝜏) ∘ 𝑑𝑊𝑗3(𝜏)

]︂
=

= −1

2
𝛿𝑗2𝑗3S

[︂ ∫︁ (·)

𝑡0

𝜓2(𝜏)𝜓3(𝜏)𝑋1(𝜏)𝑑𝜏

]︂
+ S

[︂ ∫︁ (·)

𝑡0

𝜓3(𝜏)𝑋2(𝜏) ∘ 𝑑𝑊𝑗3(𝜏)

]︂
,

. . . ,

S
[︀
𝑋𝑘(·)

]︀
= S

[︂
−1

2
𝛿𝑗𝑘−1𝑗𝑘

∫︁ (·)

𝑡0

𝜓𝑘−1(𝜏)𝜓𝑘(𝜏)𝑋𝑘−2(𝜏)𝑑𝜏 +

∫︁ (·)

𝑡0

𝜓𝑘(𝜏)𝑋𝑘−1(𝜏) ∘ 𝑑𝑊𝑗𝑘(𝜏)

]︂
=

= −1

2
𝛿𝑗𝑘−1𝑗𝑘S

[︂ ∫︁ (·)

𝑡0

𝜓𝑘−1(𝜏)𝜓𝑘(𝜏)𝑋𝑘−2(𝜏)𝑑𝜏

]︂
+ S

[︂ ∫︁ (·)

𝑡0

𝜓𝑘(𝜏)𝑋𝑘−1(𝜏) ∘ 𝑑𝑊𝑗𝑘(𝜏)

]︂
.

Далее будем использовать обозначения и результаты из доказательства теоремы 6.2. В част-
ности, 𝒳1 = 𝑃−1Ψ1𝒱𝑗1 .

Все необходимые спектральные характеристики стохастических интегралов Стратоновича
выражены через спектральные характеристики операторов стохастического интегрирования
𝑃−1,𝒱𝑗𝑙+1 (см. разд. 2.7) при доказательстве теоремы 6.2:

S
[︂ ∫︁ (·)

𝑡0

𝜓𝑙(𝜏)𝑋𝑙−1(𝜏) ∘ 𝑑𝑊𝑗𝑙(𝜏)

]︂
= 𝑃−1,𝒱𝑗𝑙Ψ𝑙𝒳𝑙−1 = 𝑃−1(𝑉 𝒱𝑗𝑙)Ψ𝑙𝒳𝑙−1, 𝑙 = 2, . . . , 𝑘.

Согласно свойству (1.86) спектрального преобразования интегралов от функций одной пе-
ременной можно записать

S
[︂ ∫︁ (·)

𝑡0

𝑓(𝜏)𝑑𝜏

]︂
= 𝑃−1𝐹,

где 𝐹 — спектральная характеристика функции 𝑓(·) относительно базисной системы
{𝑞(𝑖, ·)}∞𝑖=0. Если 𝑓(𝑡) = 𝜓1(𝑡)𝜓2(𝑡)𝑓0(𝑡), то по свойству (1.64) спектрального преобразования
композиции операторов и свойству (1.73) спектрального преобразования произведения функ-
ций одной переменной имеем

𝐹 = Ψ1Ψ21 и S
[︂ ∫︁ (·)

𝑡0

𝜓1(𝜏)𝜓2(𝜏)𝑑𝜏

]︂
= 𝑃−1Ψ1Ψ21.

Следующий шаг — представление интегралов, которые понимаются в среднеквадратиче-
ском смысле:

S
[︂ ∫︁ (·)

𝑡0

𝜓𝑙−1(𝜏)𝜓𝑙(𝜏)𝑋𝑙−2(𝜏)𝑑𝜏

]︂
= 𝑃−1Ψ𝑙−1Ψ𝑙𝒳𝑙−2, 𝑙 = 3, . . . , 𝑘 − 1,

поэтому

𝒳𝑙 = −1

2
𝛿𝑗𝑙−1𝑗𝑙𝑃

−1Ψ𝑙−1Ψ𝑙𝒳𝑙−2 + 𝑃−1Ψ𝑙(𝑉 𝒱𝑗𝑙)𝒳𝑙−1, 𝑙 = 2, . . . , 𝑘 − 1, 𝒳0 = 1, 𝒳1 = 𝑃−1Ψ1𝒱𝑗1 .

Нетрудно видеть, что

𝑋𝑘(𝑇 ) = −1

2
𝛿𝑗𝑘−1𝑗𝑘

∫︁
T

𝜓𝑘−1(𝑡)𝜓𝑘(𝑡)𝑋𝑘−2(𝑡)𝑑𝑡+

∫︁
T

𝜓𝑘(𝑡)𝑋𝑘−1(𝑡) ∘ 𝑑𝑊𝑗𝑘(𝑡) =
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= −1

2
𝛿𝑗𝑘−1𝑗𝑘𝒥T𝜓𝑘−1(·)𝜓𝑘(·)𝑋𝑘−2(·) + S𝒥𝑊 (𝑗𝑘)

T 𝜓𝑘(·)𝑋𝑘−1(·),

где применяются обозначения, введенные в ходе доказательства теоремы 6.2. Кроме того,
S[𝜓𝑘−1(·)𝜓𝑘(·)𝑋𝑘−2(·)] = Ψ1Ψ2𝒳𝑘−2 и S[𝜓𝑘(·)𝑋𝑘−1(·)] = Ψ𝑘𝒳𝑘−1, тогда, принимая во внимание
выражения (2.35) и (2.37), находим

𝑋𝑘(𝑇 ) = −1

2
𝛿𝑗𝑘−1𝑗𝑘 1

TΨ𝑘−1Ψ𝑘𝒳𝑘−2 + 𝒱T

𝑗𝑘
Ψ𝑘𝒳𝑘−1,

отсюда следуют формулы (6.53). J

Применяя теорему 6.6, записываем представление повторных стохастических интегралов
Ито с ядром k𝜓(·) для произвольного 𝑘 > 2:

I𝒥𝑊 (𝑗1𝑗2)
T k𝜓(·) = −1

2
𝛿𝑗1𝑗21

TΨ1Ψ21 + 𝒱T

𝑗2
Ψ2𝒳1,

I𝒥𝑊 (𝑗1𝑗2𝑗3)
T k𝜓(·) = −1

2
𝛿𝑗2𝑗31

TΨ2Ψ3𝒳1 + 𝒱T

𝑗3
Ψ3𝒳2,

I𝒥𝑊 (𝑗1𝑗2𝑗3𝑗4)
T k𝜓(·) = −1

2
𝛿𝑗3𝑗41

TΨ3Ψ4𝒳2 + 𝒱T

𝑗4
Ψ4𝒳3, . . . ,

или, используя дополнительные обозначения Ψ̃1, . . . , Ψ̃𝑘 для спектральных характеристик
функций 𝜓1(·), . . . , 𝜓𝑘(·) относительно базисной системы {𝑞(𝑖, ·)}∞𝑖=0 и учитывая очевидные со-
отношения Ψ𝑙1 = Ψ̃𝑙 и 1TΨ𝑙 = Ψ̃T

𝑙 , 𝑙 = 1, . . . , 𝑘, получаем
I𝒥𝑊 (𝑗1𝑗2)
T k𝜓(·) = −1

2
𝛿𝑗1𝑗2 Ψ̃T

1 Ψ̃2 + 𝒱T

𝑗2
Ψ2𝒳1,

I𝒥𝑊 (𝑗1𝑗2𝑗3)
T k𝜓(·) = −1

2
𝛿𝑗2𝑗3Ψ̃

T

2Ψ3𝒳1 + 𝒱T

𝑗3
Ψ3𝒳2,

I𝒥𝑊 (𝑗1𝑗2𝑗3𝑗4)
T k𝜓(·) = −1

2
𝛿𝑗3𝑗4Ψ̃

T

3Ψ4𝒳2 + 𝒱T

𝑗4
Ψ4𝒳3, . . . ,

где

𝒳1 = 𝑃−1Ψ1𝒱𝑗1 , 𝒳2 = −1

2
𝛿𝑗1𝑗2𝑃

−1Ψ1Ψ̃2 + 𝑃−1Ψ2(𝑉 𝒱𝑗2)𝒳1,

𝒳3 = −1

2
𝛿𝑗2𝑗3𝑃

−1Ψ2Ψ3𝒳1 + 𝑃−1Ψ3(𝑉 𝒱𝑗3)𝒳2, . . .

Пример 6.5. Представить в спектральной форме математического описания повторные
стохастические интегралы Ито

I𝒥𝑊 (𝑗1𝑗2)
T k𝜓(·) =

∫︁
T

∫︁ 𝑡2

𝑡0

𝜓1(𝑡1)𝜓2(𝑡2)𝑑𝑊𝑗1(𝑡1)𝑑𝑊𝑗2(𝑡2) =

∫︁
T

𝜓2(𝑡2)

∫︁ 𝑡2

𝑡0

𝜓1(𝑡1)𝑑𝑊𝑗1(𝑡1)𝑑𝑊𝑗2(𝑡2)

кратности 𝑘 = 2 при условии

а) 𝜓1(𝑡) = e𝜇1(𝑡−𝑡0), 𝜓2(𝑡) ≡ 1; б) 𝜓1(𝑡) ≡ 1, 𝜓2(𝑡) = e𝜇2(𝑡−𝑡0),

где 𝜇1 ̸= 0 и 𝜇2 ̸= 0 — числовые параметры, T = [𝑡0, 𝑇 ].

� Согласно теореме 6.6 и соотношениям (6.53) записываем
I𝒥𝑊 (𝑗1𝑗2)
T k𝜓(·) = −1

2
𝛿𝑗1𝑗2 Ψ̃T

1 Ψ̃2 + 𝒱T

𝑗2
Ψ2𝑃

−1Ψ1𝒱𝑗1 ,

где 𝑃−1, Ψ1 и Ψ2 — спектральные характеристики оператора интегрирования, операторов
умножения на функции 𝜓1(·) и 𝜓2(·), Ψ̃1 и Ψ̃2 — спектральные характеристики функций 𝜓1(·)
и 𝜓2(·) соответственно. Все перечисленные спектральные характеристики определены отно-
сительно базисной системы {𝑞(𝑖, ·)}∞𝑖=0 пространства 𝐿2(T). Для базисных систем (1.5)– (1.9)
спектральные характеристики 𝑃−1 приведены в разд. 1.6, спектральные характеристики Ψ̃1 и
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Ψ̃2 могут быть найдены по определению (см. разд. 1.1), а спектральные характеристики Ψ1

и Ψ2 — как по определению (см. разд. 1.5), так и с помощью теоремы 1.7. Если 𝜓𝑙(𝑡) ≡ 1, то
Ψ𝑙 = 𝐸 — бесконечная единичная матрица и Ψ̃𝑙 = 1, 𝑙 = 1, 2.

При условии T = [0, 𝑇 ], т.е. 𝑡0 = 0, и выборе функций Уолша (1.7) или функций Хаара
(1.8) в качестве базисной системы {𝑞(𝑖, ·)}∞𝑖=0 необходимые формулы для нахождения элемен-
тов спектральной характеристики 𝐹 𝜇 показательной функции 𝑓𝜇(𝑡) = e𝜇𝑡, а также элементов
спектральной характеристики оператора умножения на эту функцию приведены в примере
6.1. Также можно воспользоваться результатом примера 2.1.

Далее, 𝒱𝑗1 и 𝒱𝑗2 — спектральные характеристики (2.26) белых шумов 𝑉𝑗1(·) и 𝑉𝑗2(·), образо-
ванные независимыми случайными величинами 𝜁

(𝑗1)
𝑖1

и 𝜁
(𝑗2)
𝑖2

, которые имеют стандартное нор-
мальное распределение. Они не зависят от выбора базисной системы (см. п. 1 замечаний 2.3).

Второе слагаемое в приведенном выше выражении — это повторный стохастический инте-
грал Стратоновича S𝒥𝑊 (𝑗1𝑗2)

T k𝜓(·) и он рассмотрен в примере 6.1. Таким образом,

I𝒥𝑊 (𝑗1𝑗2)
T k𝜓(·) = S𝒥𝑊 (𝑗1𝑗2)

T k𝜓(·)− 1

2
𝛿𝑗1𝑗2 Ψ̃T

1 Ψ̃2

и ∫︁
T

∫︁ 𝑡2

𝑡0

e𝜇1(𝑡1−𝑡0)𝑑𝑊𝑗1(𝑡1)𝑑𝑊𝑗2(𝑡2) = 𝒱T

𝑗2
𝑃−1Ψ1𝒱𝑗1 −

1

2
𝛿𝑗1𝑗2 Ψ̃T

11,∫︁
T

e𝜇2(𝑡2−𝑡0)
∫︁ 𝑡2

𝑡0

𝑑𝑊𝑗1(𝑡1)𝑑𝑊𝑗2(𝑡2) = 𝒱T

𝑗2
Ψ2𝑃

−1𝒱𝑗1 −
1

2
𝛿𝑗1𝑗21

TΨ̃2.

По свойству (1.26) сохранения скалярного произведения

ΨT

11 =
(︀
𝜓1(·), 𝑓0(·)

)︀
𝐿2(T)

=

∫︁ 𝑇

𝑡0

e𝜇1(𝑡−𝑡0)𝑑𝑡 =
e𝜇1(𝑇−𝑡0) − 1

𝜇1

,

1TΨ̃2 =
(︀
𝑓0(·), 𝜓2(·)

)︀
𝐿2(T)

=

∫︁ 𝑇

𝑡0

e𝜇2(𝑡−𝑡0)𝑑𝑡 =
e𝜇2(𝑇−𝑡0) − 1

𝜇2

и найденные величины с точностью до постоянного множителя определяют математические
ожидания соответствующих повторных стохастических интегралов Стратоновича при 𝑗1 = 𝑗2.
Это следует из основного свойства кратных (и повторных) стохастических интегралов Ито —

равенства нулю их математических ожиданий [287]. Таким образом,

ES𝒥𝑊 (𝑗1𝑗2)
T k𝜓(·) =

1

2
𝛿𝑗1𝑗2 Ψ̃T

1 Ψ̃2,

поскольку
E I𝒥𝑊 (𝑗1𝑗2)

T k𝜓(·) = ES𝒥𝑊 (𝑗1𝑗2)
T k𝜓(·)− 1

2
𝛿𝑗1𝑗2 Ψ̃T

1 Ψ̃2 = 0.

В заключение выразим вторые начальные моменты повторных стохастических интегралов
Ито и Стратоновича через спектральные характеристики 𝑃−1, Ψ1 и Ψ2.

Согласно свойству изометрии Ито (5.65) E
(︀
I𝒥𝑊 (𝑗1𝑗2)
T k𝜓(·)

)︀2
= ‖k𝜓(·)‖2𝐿2(T2), где k𝜓(𝑡1, 𝑡2) =

= 𝜓1(𝑡1)𝜓2(𝑡2)1(𝑡2 − 𝑡1).
В то же время произведение Ψ2𝑃

−1Ψ1 соответствует композиции операторов умножения
и интегрирования (см. разд. 1.4), а результирующий оператор — это оператор Гильберта–

Шмидта с ядром 𝑘(𝑡, 𝜏) = k𝜓(𝜏, 𝑡), если использовать обозначения, применяемые в формуле
(1.71). Тогда по свойству (1.48) сохранения нормы имеем ‖𝑘(·)‖2𝐿2(T2) = ‖Ψ2𝑃

−1Ψ1‖2ℳ2
.
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Нормы функций k𝜓(·) и 𝑘(·) равны, следовательно,

E
(︀
I𝒥𝑊 (𝑗1𝑗2)
T k𝜓(·)

)︀2
= ‖Ψ2𝑃

−1Ψ1‖2ℳ2
,

E
(︀
S𝒥𝑊 (𝑗1𝑗2)
T k𝜓(·)

)︀2
= E

(︀
I𝒥𝑊 (𝑗1𝑗2)
T k𝜓(·)

)︀2
+

(︂
1

2
𝛿𝑗1𝑗2 Ψ̃T

1 Ψ̃2

)︂2

= ‖Ψ2𝑃
−1Ψ1‖2ℳ2

+
1

4
𝛿𝑗1𝑗2 (Ψ̃T

1 Ψ̃2)
2.

Поэтому при 𝜓1(𝑡) = e𝜇1(𝑡−𝑡0) и 𝜓2(𝑡) ≡ 1

‖k𝜓(·)‖2𝐿2(T2) = ‖𝑃−1Ψ1‖2ℳ2
=

∫︁ 𝑇

𝑡0

∫︁ 𝑡2

𝑡0

e2𝜇1 (𝑡1−𝑡0)𝑑𝑡1𝑑𝑡2 =

=
1

2𝜇1

∫︁ 𝑇

𝑡0

(e2𝜇1 (𝑡2−𝑡0) − 1)𝑑𝑡2 =
e2𝜇1 (𝑇−𝑡0) − 1

4𝜇2
1

− 𝑇 − 𝑡0
2𝜇1

,

а при 𝜓1(𝑡) ≡ 1 и 𝜓2(𝑡) = e𝜇2(𝑡−𝑡0)

‖k𝜓(·)‖2𝐿2(T2) = ‖Ψ2𝑃
−1‖2ℳ2

=

∫︁ 𝑇

𝑡0

e2𝜇2 (𝑡2−𝑡0)
∫︁ 𝑡2

𝑡0

𝑑𝑡1𝑑𝑡2 =

∫︁ 𝑇

𝑡0

e2𝜇2 (𝑡2−𝑡0)(𝑡2 − 𝑡0)𝑑𝑡2 =

=
𝑇 − 𝑡0

2𝜇2

e2𝜇2 (𝑇−𝑡0) − 1

2𝜇2

∫︁ 𝑇

𝑡0

e2𝜇2 (𝑡2−𝑡0)𝑑𝑡2 =
𝑇 − 𝑡0

2𝜇2

e2𝜇2 (𝑇−𝑡0) − e2𝜇2 (𝑇−𝑡0) − 1

4𝜇2
2

. �

Пользуясь теоремами 6.2 и 6.6, изучим случаи 𝑘 = 2, 3, 4 более детально, принимая во
внимание значения 𝑗1, . . . , 𝑗𝑘 (их равенства или неравенства в разных комбинациях) и для
упрощения полагая T = [0, 𝑇 ], т.е. при условии 𝑡0 = 0. Ограничимся вариантом, при котором
функции 𝜓𝑙(·) задаются выражением (4.26), а спектральные характеристики Ψ𝑙 — формулой
(4.55), 𝑙 = 1, . . . , 𝑘, т.е. функция k𝜓(·) — это функция k𝑛1...𝑛𝑘

(·), а спектральная характеристи-
ка Ψ𝑙 выражается как 𝑛𝑙-я степень спектральной характеристики 𝐴 оператора умножения на
функцию 𝑎1(𝑡) = 𝑡 (см. примеры спектральных характеристик 𝐴 в разд. 1.5), 𝑛𝑙 = 0, 1, 2, . . . и
𝑙 = 1, . . . , 𝑘. Тогда

Ψ̃𝑙 = 𝐹 𝑛𝑙 , 𝑙 = 1, . . . , 𝑘, Ψ𝑙−1Ψ𝑙 = 𝐴𝑛𝑙−1𝐴𝑛𝑙 = 𝐴𝑛𝑙−1+𝑛𝑙 , 𝑙 = 2, . . . , 𝑘,

где 𝐹 𝑛 — спектральная характеристика функции 𝑓𝑛(𝑡) = 𝑡𝑛, 𝑛 = 0, 1, 2, . . . , и 𝐹 0 = 1. Следова-
тельно, повторный стохастический интеграл Ито представляется в виде

I𝒥𝑊 (𝑗1...𝑗𝑘)
T k𝜓(·) = −1

2
𝛿𝑗𝑘−1𝑗𝑘 1

T𝐴𝑛𝑘−1𝐴𝑛𝑘𝒳𝑘−2 + 𝒱T

𝑗𝑘
𝐴𝑛𝑘𝒳𝑘−1,

𝒳𝑙 = −1

2
𝛿𝑗𝑙−1𝑗𝑙𝑃

−1𝐴𝑛𝑙−1𝐴𝑛𝑙𝒳𝑙−2 + 𝑃−1𝐴𝑛𝑙(𝑉 𝒱𝑗𝑙)𝒳𝑙−1, 𝑙 = 2, . . . , 𝑘 − 1,

𝒳0 = 1, 𝒳1 = 𝑃−1𝐴𝑛1𝒱𝑗1 .

(6.54)

Связи между спектральными характеристиками, которые входят в соотношения (6.54), поз-
воляют получить следующее свойство повторного стохастического интеграла Ито (аналог
свойства (6.15)):

I𝒥𝑊 (𝑗1...𝑗𝑘)
[𝑡0,𝑇 ]

k𝑛1...𝑛𝑘
(·) 𝑑

= (𝑇 − 𝑡0)𝑘/2+𝑛1+...+𝑛𝑘 · I𝒥𝑊 (𝑗1...𝑗𝑘)
[0,1] k*

𝑛1...𝑛𝑘
(·), (6.55)

где функция k*
𝑛1...𝑛𝑘

(·) определяется с учетом условия (4.26), но при 𝑡0 = 0.
Доказательство. Пусть {𝑞(𝑖, ·)}∞𝑖=0 — базисная система пространства 𝐿2([0, 1]), а {𝑞(𝑖, ·)}∞𝑖=0

— соответствующая ей базисная система пространства 𝐿2([𝑡0, 𝑇 ]) (см. п. 1 замечаний 1.1).
Далее достаточно подробно проанализировать только первое слагаемое в рекуррентном соот-
ношении (6.54), поскольку второе слагаемое формирует повторный стохастический интеграл
Стратоновича, рассмотренный при доказательстве свойства (6.15). Согласно этому доказатель-
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ству степень разности 𝑇 − 𝑡0 для спектральной характеристики 𝒳1 при сдвиге и масштабиро-
вании базисной системы равна 𝑑1 = 1 + 𝑛1, а степень 1/2 + 𝑛1 + 𝑛2 + 1/2 соответствует инте-
гралу кратности 𝑘 = 2 (множители 1, 𝐴𝑛1 , 𝐴𝑛2 и 1). Если первому слагаемому в спектральной
характеристике 𝒳𝑙−1 соответствует степень 𝑑𝑙−1, то первому слагаемому в спектральной ха-
рактеристике 𝒳𝑙 — степень 𝑑𝑙 = 1 + 𝑛𝑙−1 + 𝑛𝑙 + 𝑑𝑙−2 (множители 𝑃−1, 𝐴𝑛𝑙−1 и 𝐴𝑛𝑙). Интегралу
кратности 𝑘 отвечает степень 1/2 + 𝑛𝑘−1 + 𝑛𝑘 + 𝑑𝑘−2 = 𝑘/2 + 𝑛1 + . . .+ 𝑛𝑘 (множители 1, 𝐴𝑛𝑘−1

и 𝐴𝑛𝑘). J

Из доказанного свойства следуют очевидные соотношения для первых двух моментов:

E I𝒥𝑊 (𝑗1...𝑗𝑘)
[𝑡0,𝑇 ]

k𝑛1...𝑛𝑘
(·) = (𝑇 − 𝑡0)

𝑘
2
+𝑛1+...+𝑛𝑘 · E I𝒥𝑊 (𝑗1...𝑗𝑘)

[0,1] k*
𝑛1...𝑛𝑘

(·),

E
(︀
I𝒥𝑊 (𝑗1...𝑗𝑘)

[𝑡0,𝑇 ]
k𝑛1...𝑛𝑘

(·)
)︀2

= (𝑇 − 𝑡0)𝑘+2(𝑛1+...+𝑛𝑘) · E
(︀
I𝒥𝑊 (𝑗1...𝑗𝑘)

[0,1] k*
𝑛1...𝑛𝑘

(·)
)︀2
.

Таким образом, условие 𝑡0 = 0, при котором ниже получены соотношения для представ-
ления повторных стохастических интегралов Ито кратностей 𝑘 = 2, 3, 4 (аналогично можно
поступить при 𝑘 > 4), не ограничивает общности рассуждений.

Будем использовать следующие выражения, которые нетрудно вывести, используя форма-
лизм спектрального метода:

[𝐹 𝑛]T𝐹𝑚 =
𝑇 𝑛+𝑚+1

𝑛+𝑚+ 1
, (6.56)

𝐴𝑛𝐹𝑚 = 𝐹 𝑛+𝑚, [𝐹𝑚]T𝐴𝑛 = [𝐹 𝑛+𝑚]T, (6.57)

𝑃−1𝐹 𝑛 =
1

𝑛+ 1
𝐹 𝑛+1, (6.58)

𝑉 𝐹 𝑛 = 𝐴𝑛, (6.59)

где 𝑉 — спектральная характеристика оператора умножения функций (см. примеры спект-
ральных характеристик 𝑉 в разд. 1.5); 𝑛,𝑚 = 0, 1, 2, . . .

Формула (6.56) справедлива согласно свойству (1.26) сохранения скалярного произведения
(см. пример 1.2), а свойство (1.73) спектрального преобразования произведения функций одной
переменной дает формулы (6.57). Далее, формула (6.58) следует из свойства (1.86) спектраль-
ного преобразования интегралов от функций одной переменной (см. пример 1.13), а формула
(6.59) получается из теоремы 1.7.

Кратность 𝑘 = 2

Из соотношений (6.53) следует, что
I𝒥𝑊 (𝑗1𝑗2)
T k𝑛1𝑛2(·) = −1

2
𝛿𝑗1𝑗21

T𝐴𝑛1𝐴𝑛21 + 𝒱T

𝑗2
𝐴𝑛2𝒳1 = −1

2
𝛿𝑗1𝑗2 [𝐹 𝑛1 ]T𝐹 𝑛2 + 𝒱T

𝑗2
𝐴𝑛2𝑃−1𝐴𝑛1𝒱𝑗1 =

= S𝒥𝑊 (𝑗1𝑗2)
T k𝑛1𝑛2(·)−

1

2
𝛿𝑗1𝑗2 [𝐹 𝑛1 ]T𝐹 𝑛2 ,

т.е. с учетом формулы (6.56) находим

I𝒥𝑊 (𝑗1𝑗2)
T k𝑛1𝑛2(·) = S𝒥𝑊 (𝑗1𝑗2)

T k𝑛1𝑛2(·)− 𝛿𝑗1𝑗2
𝑇 𝑛1+𝑛2+1

2(𝑛1 + 𝑛2 + 1)
. (6.60)
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Сравним полученное соотношение с представлением из [77]:

I𝒥𝑊 (𝑗1𝑗2)
T k(·) = S𝒥𝑊 (𝑗1𝑗2)

T k𝑛1𝑛2(·)−
∞∑︁

𝑖1,𝑖2=0

K𝑛1𝑛2
𝑖1𝑖2

𝛿𝑗1𝑗2 𝛿𝑖1𝑖2 , (6.61)

где

K𝑛1𝑛2
𝑖1𝑖2

=

∫︁
T

𝑡𝑛2
2 𝑞(𝑖2, 𝑡2)

∫︁ 𝑡2

0

𝑡𝑛1
1 𝑞(𝑖1, 𝑡1)𝑑𝑡1𝑑𝑡2, 𝑖1, 𝑖2 = 0, 1, 2, . . .

Согласно теореме 1.12 имеем
∞∑︁
𝑖1=0

K𝑖1𝑖1 =
1

2

(︀
𝑓𝑛1(·), 𝑓𝑛2(·)

)︀
𝐿2(T)

=
1

2

∫︁ 𝑇

0

𝑡𝑛1+𝑛2 𝑑𝑡 =
𝑇 𝑛1+𝑛2+1

2(𝑛1 + 𝑛2 + 1)
,

следовательно,
∞∑︁

𝑖1,𝑖2=0

K𝑖1𝑖2 𝛿𝑗1𝑗2 𝛿𝑖1𝑖2 = 𝛿𝑗1𝑗2
𝑇 𝑛1+𝑛2+1

2(𝑛1 + 𝑛2 + 1)
,

т.е. соотношения (6.60) и (6.61) эквивалентны.

З ам е ч а н и е 6.5.
Частные случаи формулы (6.60) (см. также следствие 6.3):

𝑗1 ̸= 𝑗2 : I𝒥𝑊 (𝑗1𝑗2)
T k𝑛1𝑛2(·) = S𝒥𝑊 (𝑗1𝑗2)

T k𝑛1𝑛2(·),

𝑗1 = 𝑗2 : I𝒥𝑊 (𝑗1𝑗1)
T k𝑛1𝑛2(·) = S𝒥𝑊 (𝑗1𝑗1)

T k𝑛1𝑛2(·)−
𝑇 𝑛1+𝑛2+1

2(𝑛1 + 𝑛2 + 1)
,

где S𝒥𝑊 (𝑗1𝑗2)
T k𝑛1𝑛2(·) = 𝒱T

𝑗2
𝐴𝑛2𝑃−1𝐴𝑛1𝒱𝑗1 .

Кратность 𝑘 = 3

Соотношения (6.53) позволяют получить следующее представление:
I𝒥𝑊 (𝑗1𝑗2𝑗3)
T k𝑛1𝑛2𝑛3(·) = −1

2
𝛿𝑗2𝑗31

T𝐴𝑛2𝐴𝑛3𝒳1 + 𝒱T

𝑗3
𝐴𝑛3𝒳2 =

= −1

2
𝛿𝑗2𝑗31

T𝐴𝑛2𝐴𝑛3𝑃−1𝐴𝑛1𝒱𝑗1 + 𝒱T

𝑗3
𝐴𝑛3

[︂
−1

2
𝛿𝑗1𝑗2𝑃

−1𝐴𝑛1𝐴𝑛21 + 𝑃−1𝐴𝑛2(𝑉 𝒱𝑗2)𝑃−1𝐴𝑛1𝒱𝑗1
]︂

=

= −1

2
𝛿𝑗2𝑗3 [𝐹 𝑛2+𝑛3 ]T𝑃−1𝐴𝑛1𝒱𝑗1 −

1

2
𝛿𝑗1𝑗2𝒱T

𝑗3
𝐴𝑛3𝑃−1𝐹 𝑛1+𝑛2 + 𝒱T

𝑗3
𝐴𝑛3𝑃−1𝐴𝑛2(𝑉 𝒱𝑗2)𝑃−1𝐴𝑛1𝒱𝑗1 =

= S𝒥𝑊 (𝑗1𝑗2𝑗3)
T k𝑛1𝑛2𝑛3(·)−

1

2
𝛿𝑗1𝑗2𝒱T

𝑗3
𝐴𝑛3𝑃−1𝐹 𝑛1+𝑛2 − 1

2
𝛿𝑗2𝑗3 [𝐹 𝑛2+𝑛3 ]T𝑃−1𝐴𝑛1𝒱𝑗1 .

Преобразуем слагаемые в правой части последнего выражения. Во-первых, с помощью
формул (6.57) и (6.58) устанавливаем, что

𝒱T

𝑗3
𝐴𝑛3𝑃−1𝐹 𝑛1+𝑛2 =

1

𝑛1 + 𝑛2 + 1
𝒱T

𝑗3
𝐴𝑛3𝐹 𝑛1+𝑛2+1 =

1

𝑛1 + 𝑛2 + 1
𝒱T

𝑗3
𝐹 𝑛1+𝑛2+𝑛3+1.

Во-вторых, воспользуемся связью (1.87) спектральных характеристик оператора интегри-
рования и сопряженного с ним, а затем применим формулы (6.56)– (6.58):

[𝐹 𝑛2+𝑛3 ]T𝑃−1𝐴𝑛1𝒱𝑗1 = 𝒱T

𝑗1
𝐴𝑛1 [𝑃−1]T𝐹 𝑛2+𝑛3 = 𝒱T

𝑗1
𝐴𝑛1(1 · 1T − 𝑃−1)𝐹 𝑛2+𝑛3 =

= 𝒱T

𝑗1
(𝐴𝑛11 · 1T𝐹 𝑛2+𝑛3 − 𝐴𝑛1𝑃−1𝐹 𝑛2+𝑛3) =

1

𝑛2 + 𝑛3 + 1
𝒱T

𝑗1

(︂
𝑇 𝑛2+𝑛3+1𝐹 𝑛1 − 𝐴𝑛1𝐹 𝑛2+𝑛3+1

)︂
=

=
1

𝑛2 + 𝑛3 + 1
𝒱T

𝑗1
(𝑇 𝑛2+𝑛3+1𝐹 𝑛1 − 𝐹 𝑛1+𝑛2+𝑛3+1).
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В результате находим
I𝒥𝑊 (𝑗1𝑗2𝑗3)
T k𝑛1𝑛2𝑛3(·) = S𝒥𝑊 (𝑗1𝑗2𝑗3)

T k𝑛1𝑛2𝑛3(·)−
1

2(𝑛1 + 𝑛2 + 1)
𝛿𝑗1𝑗2𝒱T

𝑗3
𝐹 𝑛1+𝑛2+𝑛3+1 −

− 1

2(𝑛2 + 𝑛3 + 1)
𝛿𝑗2𝑗3𝒱T

𝑗1
(𝑇 𝑛2+𝑛3+1𝐹 𝑛1 − 𝐹 𝑛1+𝑛2+𝑛3+1). (6.62)

Это соотношение можно сравнить с представлением из [77]:
I𝒥𝑊 (𝑗1𝑗2𝑗3)
T k𝑛1𝑛2𝑛3(·) = S𝒥𝑊 (𝑗1𝑗2𝑗3)

T k𝑛1𝑛2𝑛3(·)−

−
∞∑︁

𝑖1,𝑖2,𝑖3=0

K𝑛1𝑛2𝑛3
𝑖1𝑖2𝑖3

(𝛿𝑗1𝑗2 𝛿𝑖1𝑖2 𝜁
(𝑗3)
𝑖3

+ 𝛿𝑗1𝑗3 𝛿𝑖1𝑖3 𝜁
(𝑗2)
𝑖2

+ 𝛿𝑗2𝑗3 𝛿𝑖2𝑖3 𝜁
(𝑗1)
𝑖1

), (6.63)

где

K𝑛1𝑛2𝑛3
𝑖1𝑖2𝑖3

=

∫︁
T

𝑡𝑛3
3 𝑞(𝑖3, 𝑡3)

∫︁ 𝑡3

0

𝑡𝑛2
2 𝑞(𝑖2, 𝑡2)

∫︁ 𝑡2

0

𝑡𝑛1
1 𝑞(𝑖1, 𝑡1)𝑑𝑡1𝑑𝑡2𝑑𝑡3, 𝑖1, 𝑖2, 𝑖3 = 0, 1, 2, . . .

Теорема 6.7. Для коэффициентов разложения K𝑛1𝑛2𝑛3
𝑖1𝑖2𝑖3

выполняются соотношения:
∞∑︁
𝑖1=0

K𝑛1𝑛2𝑛3
𝑖1𝑖1𝑖3

=
1

2(𝑛1 + 𝑛2 + 1)

∫︁
T

𝑞(𝑖3, 𝑡)𝑡
𝑛1+𝑛2+𝑛3+1𝑑𝑡 =

1

2(𝑛1 + 𝑛2 + 1)
𝐹 𝑛1+𝑛2+𝑛3+1
𝑖3

∀ 𝑖3, (6.64)

∞∑︁
𝑖1=0

K𝑛1𝑛2𝑛3
𝑖1𝑖2𝑖1

= 0 ∀ 𝑖2, (6.65)

∞∑︁
𝑖2=0

K𝑛1𝑛2𝑛3
𝑖1𝑖2𝑖2

=
1

2(𝑛2 + 𝑛3 + 1)

∫︁
T

𝑞(𝑖1, 𝑡)(𝑇
𝑛2+𝑛3+1 𝑡𝑛1 − 𝑡𝑛1+𝑛2+𝑛3+1)𝑑𝑡 =

=
1

2(𝑛2 + 𝑛3 + 1)
(𝑇 𝑛2+𝑛3+1𝐹 𝑛1

𝑖1
− 𝐹 𝑛1+𝑛2+𝑛3+1

𝑖1
) ∀ 𝑖1. (6.66)

Доказательство. Доказательство этой теоремы фактически повторяет доказательство тео-
ремы 6.4, но за основу берутся результаты примера 4.10, согласно которому числовые ряды
в левых частях соотношений (6.64), (6.65) и (6.66) определяют соответственно коэффициенты
разложения функций

k(1)(𝑡) =
1

2(𝑛1 + 𝑛2 + 1)
𝑡𝑛1+𝑛2+𝑛3+1, k(2)(𝑡) ≡ 0,

и k(3)(𝑡) =
1

2(𝑛2 + 𝑛3 + 1)
(𝑇 𝑛2+𝑛3+1𝑡𝑛1 − 𝑡𝑛1+𝑛2+𝑛3+1).

Эти коэффициенты разложения в общем виде описываются формулой (1.11), отсюда полу-
чаются соотношения (6.64)– (6.66). J

Из теоремы 6.7 следует, что
∞∑︁

𝑖1,𝑖2,𝑖3=0

K𝑛1𝑛2𝑛3
𝑖1𝑖2𝑖3

𝛿𝑗1𝑗2 𝛿𝑖1𝑖2 𝜁
(𝑗3)
𝑖3

=
∞∑︁

𝑖1,𝑖3=0

K𝑛1𝑛2𝑛3
𝑖1𝑖1𝑖3

𝛿𝑗1𝑗2 𝜁
(𝑗3)
𝑖3

=

=
1

2
𝛿𝑗1𝑗2

∞∑︁
𝑖3=0

𝜁
(𝑗3)
𝑖3

𝐹 𝑛1+𝑛2+𝑛3+1
𝑖3

=
1

2
𝛿𝑗1𝑗2𝒱T

𝑗3
𝐹 𝑛1+𝑛2+𝑛3+1,

∞∑︁
𝑖1,𝑖2,𝑖3=0

K𝑛1𝑛2𝑛3
𝑖1𝑖2𝑖3

𝛿𝑗1𝑗3 𝛿𝑖1𝑖3 𝜁
(𝑗2)
𝑖2

=
∞∑︁

𝑖1,𝑖2=0

K𝑛1𝑛2𝑛3
𝑖1𝑖2𝑖1

𝛿𝑗1𝑗3 𝜁
(𝑗2)
𝑖2

= 0,

∞∑︁
𝑖1,𝑖2,𝑖3=0

K𝑛1𝑛2𝑛3
𝑖1𝑖2𝑖3

𝛿𝑗2𝑗3 𝛿𝑖2𝑖3 𝜁
(𝑗1)
𝑖1

=
∞∑︁

𝑖1,𝑖2=0

K𝑛1𝑛2𝑛3
𝑖1𝑖2𝑖2

𝛿𝑗2𝑗3 𝜁
(𝑗1)
𝑖1

=
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=
1

2

∞∑︁
𝑖1=0

𝛿𝑗2𝑗3 𝜁
(𝑗1)
𝑖1

(𝑇 𝑛2+𝑛3+1𝐹 𝑛1
𝑖1
− 𝐹 𝑛1+𝑛2+𝑛3+1

𝑖1
) =

1

2
𝛿𝑗2𝑗3𝒱T

𝑗1
(𝑇 𝑛2+𝑛3+1𝐹 𝑛1 − 𝐹 𝑛1+𝑛2+𝑛3+1),

т.е. выражения (6.62) и (6.63) эквивалентны.

З ам е ч а н и я 6.6.
1. Частные случаи формулы (6.62) (см. также следствие 6.3):

𝑗1, 𝑗2, 𝑗3 попарно различны :

I𝒥𝑊 (𝑗1𝑗2𝑗3)
T k𝑛1𝑛2𝑛3(·) = S𝒥𝑊 (𝑗1𝑗2𝑗3)

T k𝑛1𝑛2𝑛3(·),

𝑗1 = 𝑗2 ̸= 𝑗3 : I𝒥𝑊 (𝑗1𝑗1𝑗3)
T k𝑛1𝑛2𝑛3(·) = S𝒥𝑊 (𝑗1𝑗1𝑗3)

T k𝑛1𝑛2𝑛3(·)−
1

2(𝑛1 + 𝑛2 + 1)
𝒱T

𝑗3
𝐹 𝑛1+𝑛2+𝑛3+1,

𝑗1 = 𝑗3 ̸= 𝑗2 : I𝒥𝑊 (𝑗1𝑗2𝑗1)
T k𝑛1𝑛2𝑛3(·) = S𝒥𝑊 (𝑗1𝑗2𝑗1)

T k𝑛1𝑛2𝑛3(·),

𝑗1 ̸= 𝑗2 = 𝑗3 : I𝒥𝑊 (𝑗1𝑗2𝑗2)
T k𝑛1𝑛2𝑛3(·) = S𝒥𝑊 (𝑗1𝑗2𝑗2)

T k𝑛1𝑛2𝑛3(·)−

− 1

2(𝑛2 + 𝑛3 + 1)
𝒱T

𝑗1
(𝑇 𝑛2+𝑛3+1𝐹 𝑛1 − 𝐹 𝑛1+𝑛2+𝑛3+1),

𝑗1 = 𝑗2 = 𝑗3 : I𝒥𝑊 (𝑗1𝑗1𝑗1)
T k𝑛1𝑛2𝑛3(·) = S𝒥𝑊 (𝑗1𝑗1𝑗1)

T k𝑛1𝑛2𝑛3(·)− 𝒱T

𝑗1

[︂
1

2(𝑛1 + 𝑛2 + 1)
𝐹 𝑛1+𝑛2+𝑛3+1 −

− 1

2(𝑛2 + 𝑛3 + 1)
(𝑇 𝑛2+𝑛3+1𝐹 𝑛1 − 𝐹 𝑛1+𝑛2+𝑛3+1)

]︂
,

где S𝒥𝑊 (𝑗1𝑗2𝑗3)
T k𝑛1𝑛2𝑛3(·) = 𝒱T

𝑗3
𝐴𝑛3𝑃−1𝐴𝑛2(𝑉 𝒱𝑗2)𝑃−1𝐴𝑛1𝒱𝑗1 .

При 𝑗1 = 𝑗2 = 𝑗3 и 𝑛1 = 𝑛3 формула (6.62) упрощается, а именно

I𝒥𝑊 (𝑗1𝑗1𝑗1)
T k𝑛1𝑛2𝑛1(·) = S𝒥𝑊 (𝑗1𝑗1𝑗1)

T k𝑛1𝑛2𝑛1(·)−
𝑇 𝑛1+𝑛2+1

2(𝑛1 + 𝑛2 + 1)
𝒱T

𝑗1
𝐹 𝑛1 .

2. Случайные величины 𝒱T
𝑗3
𝐹 𝑛1+𝑛2+𝑛3+1 и 𝒱T

𝑗1
(𝑇 𝑛2+𝑛3+1𝐹 𝑛1 − 𝐹 𝑛1+𝑛2+𝑛3+1) из правой части

соотношения (6.62) и соотношений из п. 1, — это стохастические интегралы (2.28) от детерми-
нированных функций и для них не требуется оговаривать, в каком смысле они понимаются:

𝒥𝑊 (𝑗3)
T 𝑓𝑛1+𝑛2+𝑛3+1(·) =

∫︁
T

𝑡𝑛1+𝑛2+𝑛3+1𝑑𝑊𝑗3(𝑡) = 𝒱T

𝑗3
𝐹 𝑛1+𝑛2+𝑛3+1,

𝒥𝑊 (𝑗1)
T

(︀
𝑇 𝑛2+𝑛3+1𝑓𝑛1(·)− 𝑓𝑛1+𝑛2+𝑛3+1(·)

)︀
=

∫︁
T

(𝑇 𝑛2+𝑛3+1𝑡𝑛1 − 𝑡𝑛1+𝑛2+𝑛3+1)𝑑𝑊𝑗1(𝑡) =

= 𝒱T

𝑗1
(𝑇 𝑛2+𝑛3+1𝐹 𝑛1 − 𝐹 𝑛1+𝑛2+𝑛3+1).

Согласно свойствам стохастических интегралов (см. свойство изометрии Ито (2.41),
а также свойство (2.14) сохранения нормы) делаем вывод, что указанные случайные
величины являются гауссовскими с нулевым математическим ожиданием и дисперси-
ями 𝑇 2(𝑛1+𝑛2+𝑛3)+3/[2(𝑛1 + 𝑛2 + 𝑛3) + 3] и 𝑇 2(𝑛1+𝑛2+𝑛3)+3(1/(2𝑛1 + 1)− 2/(2𝑛1 + 𝑛2 + 𝑛3 + 2) +

+ 1/[2(𝑛1 + 𝑛2 + 𝑛3) + 3]) соответственно, так как

E
(︀
𝒥𝑊 (𝑗3)
T 𝑓𝑛1+𝑛2+𝑛3+1(·)

)︀2
= ‖𝑓𝑛1+𝑛2+𝑛3+1(·)‖2𝐿2(T)

=

∫︁ 𝑇

0

𝑡2(𝑛1+𝑛2+𝑛3+1)𝑑𝑡 =
𝑇 2(𝑛1+𝑛2+𝑛3)+3

2(𝑛1 + 𝑛2 + 𝑛3) + 3
,

E
(︀
𝒥𝑊 (𝑗1)
T

(︀
𝑇 𝑛2+𝑛3+1𝑓𝑛1(·)− 𝑓𝑛1+𝑛2+𝑛3+1(·)

)︀)︀2
= ‖𝑇 𝑛2+𝑛3+1𝑓𝑛1(·)− 𝑓𝑛1+𝑛2+𝑛3+1(·)‖2𝐿2(T)

=

=

∫︁ 𝑇

0

(𝑇 𝑛2+𝑛3+1 𝑡𝑛1 − 𝑡𝑛1+𝑛2+𝑛3+1)2𝑑𝑡 =

= 𝑇 2(𝑛1+𝑛2+𝑛3)+3

(︂
1

2𝑛1 + 1
− 2

2𝑛1 + 𝑛2 + 𝑛3 + 2
+

1

2(𝑛1 + 𝑛2 + 𝑛3) + 3

)︂
,
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‖𝑓𝑛1+𝑛2+𝑛3+1(·)‖2𝐿2(T)
= [𝐹 𝑛1+𝑛2+𝑛3+1]T𝐹 𝑛1+𝑛2+𝑛3+1,

‖𝑇 𝑛2+𝑛3+1𝑓𝑛1(·)−𝑓𝑛1+𝑛2+𝑛3+1(·)‖2𝐿2(T)
= (𝑇 𝑛2+𝑛3+1𝐹 𝑛1−𝐹 𝑛1+𝑛2+𝑛3+1)T(𝑇 𝑛2+𝑛3+1𝐹 𝑛1−𝐹 𝑛1+𝑛2+𝑛3+1).

Таким же образом можно сделать вывод, что стохастический интеграл (см. пример 2.5)

𝒥𝑊 (𝑗1)
T 𝑓𝑛1(·) =

∫︁
T

𝑡𝑛1 𝑑𝑊𝑗1(𝑡) = 𝒱T

𝑗1
𝐹 𝑛1

— это гауссовская случайная величина с нулевым математическим ожиданием и дисперсией
𝑇 2𝑛1+1/(2𝑛1 + 1):

E
(︀
𝒥𝑊 (𝑗1)
T 𝑓𝑛1(·)

)︀2
= ‖𝑓𝑛1(·)‖2𝐿2(T)

=

∫︁ 𝑇

0

𝑡2𝑛1 𝑑𝑡 =
𝑇 2𝑛1+1

2𝑛1 + 1
, ‖𝑓𝑛1(·)‖2𝐿2(T)

= [𝐹 𝑛1 ]T𝐹 𝑛1 .

Следовательно, повторный стохастический интеграл Ито кратности 𝑘 = 3 представляется
в виде

I𝒥𝑊 (𝑗1𝑗2𝑗3)
T k𝑛1𝑛2𝑛3(·) = S𝒥𝑊 (𝑗1𝑗2𝑗3)

T k𝑛1𝑛2𝑛3(·)−
1

2
𝛿𝑗1𝑗2𝒥

𝑊 (𝑗3)
T 𝑓𝑛1+𝑛2+𝑛3+1(·)−

− 1

2
𝛿𝑗2𝑗3𝒥

𝑊 (𝑗1)
T

(︀
𝑇 𝑓𝑛1(·)− 𝑓𝑛1+𝑛2+𝑛3+1(·)

)︀
. (6.67)

Кратность 𝑘 = 4

Воспользуемся соотношениями (6.53), тогда
I𝒥𝑊 (𝑗1𝑗2𝑗3𝑗4)
T k𝑛1𝑛2𝑛3𝑛4(·) = −1

2
𝛿𝑗3𝑗41

T𝐴𝑛3𝐴𝑛4𝒳2 + 𝒱T

𝑗4
𝐴𝑛4𝒳3 =

= −1

2
𝛿𝑗3𝑗41

T𝐴𝑛3𝐴𝑛4

[︂
−1

2
𝛿𝑗1𝑗2𝑃

−1𝐴𝑛1𝐴𝑛21 + 𝑃−1𝐴𝑛2(𝑉 𝒱𝑗2)𝑃−1𝐴𝑛1𝒱𝑗1
]︂

+

+ 𝒱T

𝑗4
𝐴𝑛4

[︂
−1

2
𝛿𝑗2𝑗3𝑃

−1𝐴𝑛2𝐴𝑛3𝑃−1𝐴𝑛1𝒱𝑗1 + 𝑃−1𝐴𝑛3(𝑉 𝒱𝑗3)×

×
[︂
−1

2
𝛿𝑗1𝑗2𝑃

−1𝐴𝑛1𝐴𝑛21 + 𝑃−1𝐴𝑛2(𝑉 𝒱𝑗2)𝑃−1𝐴𝑛1𝒱𝑗1
]︂]︂

=

=
1

4
𝛿𝑗1𝑗2 𝛿𝑗3𝑗4 [𝐹 𝑛3+𝑛4 ]T𝑃−1𝐹 𝑛1+𝑛2 − 1

2
𝛿𝑗3𝑗4 [𝐹 𝑛3+𝑛4 ]T𝑃−1𝐴𝑛2(𝑉 𝒱𝑗2)𝑃−1𝐴𝑛1𝒱𝑗1 −

− 1

2
𝛿𝑗2𝑗3𝒱T

𝑗4
𝐴𝑛4𝑃−1𝐴𝑛2+𝑛3𝑃−1𝐴𝑛1𝒱𝑗1 −

1

2
𝛿𝑗1𝑗2𝒱T

𝑗4
𝐴𝑛4𝑃−1𝐴𝑛3(𝑉 𝒱𝑗3)𝑃−1𝐹 𝑛1+𝑛2 +

+ 𝒱T

𝑗4
𝐴𝑛4𝑃−1𝐴𝑛3(𝑉 𝒱𝑗3)𝑃−1𝐴𝑛2(𝑉 𝒱𝑗2)𝑃−1𝐴𝑛1𝒱𝑗1 =

= S𝒥𝑊 (𝑗1𝑗2𝑗3𝑗4)
T k𝑛1𝑛2𝑛3𝑛4(·)−

1

2
𝛿𝑗1𝑗2𝒱T

𝑗4
𝐴𝑛4𝑃−1𝐴𝑛3(𝑉 𝒱𝑗3)𝑃−1𝐹 𝑛1+𝑛2 −

− 1

2
𝛿𝑗2𝑗3𝒱T

𝑗4
𝐴𝑛4𝑃−1𝐴𝑛2+𝑛3𝑃−1𝐴𝑛1𝒱𝑗1 −

1

2
𝛿𝑗3𝑗4 [𝐹 𝑛3+𝑛4 ]T𝑃−1𝐴𝑛2(𝑉 𝒱𝑗2)𝑃−1𝐴𝑛1𝒱𝑗1 +

+
1

4
𝛿𝑗1𝑗2 𝛿𝑗3𝑗4 [𝐹 𝑛3+𝑛4 ]T𝑃−1𝐹 𝑛1+𝑛2 .

Преобразуем слагаемые в правой части полученного выражения. Последовательно исполь-
зуя формулу (6.58), свойство (1.80) спектрального преобразования произведения функций од-
ной переменной и формулу (6.59), записываем

𝒱T

𝑗4
𝐴𝑛4𝑃−1𝐴𝑛3(𝑉 𝒱𝑗3)𝑃−1𝐹 𝑛1+𝑛2 =

1

𝑛1 + 𝑛2 + 1
𝒱T

𝑗4
𝐴𝑛4𝑃−1𝐴𝑛3(𝑉 𝒱𝑗3)𝐹 𝑛1+𝑛2+1 =

=
1

𝑛1 + 𝑛2 + 1
𝒱T

𝑗4
𝐴𝑛4𝑃−1𝐴𝑛3(𝑉 𝐹 𝑛1+𝑛2+1)𝒱𝑗3 =

1

𝑛1 + 𝑛2 + 1
𝒱T

𝑗4
𝐴𝑛4𝑃−1𝐴𝑛1+𝑛2+𝑛3+1𝒱𝑗3 .
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Для следующего слагаемого воспользуемся одним их результатов примера 1.18, а именно
формулой для представления произведения 𝑃−1𝐴𝑛2+𝑛3𝑃−1:

𝒱T

𝑗4
𝐴𝑛4𝑃−1𝐴𝑛2+𝑛3𝑃−1𝐴𝑛1𝒱𝑗1 =

1

𝑛2 + 𝑛3 + 1
𝒱T

𝑗4
𝐴𝑛4(𝐴𝑛2+𝑛3+1𝑃−1 − 𝑃−1𝐴𝑛2+𝑛3+1)𝐴𝑛1𝒱𝑗1 =

=
1

𝑛2 + 𝑛3 + 1
𝒱T

𝑗4
(𝐴𝑛2+𝑛3+𝑛4+1𝑃−1𝐴𝑛1 − 𝐴𝑛4𝑃−1𝐴𝑛1+𝑛2+𝑛3+1)𝒱𝑗1 .

Далее используем связь (1.87) спектральных характеристик оператора интегрирования и
сопряженного с ним, свойство (1.74) симметричности спектральной характеристики оператора
умножения, формулы (6.56) и (6.58), свойство (1.80) спектрального преобразования произве-
дения функций одной переменной, а затем формулу (6.59):

[𝐹 𝑛3+𝑛4 ]T𝑃−1𝐴𝑛2(𝑉 𝒱𝑗2) = [𝐹 𝑛3+𝑛4 ]T[1 · 1T − 𝑃−1]T𝐴𝑛2(𝑉 𝒱𝑗2) =

= [(𝑉 𝒱𝑗2)𝐴𝑛2(1 · 1T − 𝑃−1)𝐹 𝑛3+𝑛4 ]T = [(𝑉 𝒱𝑗2)𝐴𝑛2(1 · 1T𝐹 𝑛3+𝑛4 − 𝑃−1𝐹 𝑛3+𝑛4)]T =

=
1

𝑛3 + 𝑛4 + 1
[𝐴𝑛2(𝑉 𝒱𝑗2)(𝑇 𝑛3+𝑛4+11− 𝐹 𝑛3+𝑛4+1)]T =

=
1

𝑛3 + 𝑛4 + 1
[𝐴𝑛2(𝑇 𝑛3+𝑛4+1𝑉 1− 𝑉 𝐹 𝑛3+𝑛4+1)𝒱𝑗2 ]T =

=
1

𝑛3 + 𝑛4 + 1
[𝐴𝑛2(𝑇 𝑛3+𝑛4+1𝐸 − 𝐴𝑛3+𝑛4+1)𝒱𝑗2 ]T =

=
1

𝑛3 + 𝑛4 + 1
[(𝑇 𝑛3+𝑛4+1𝐴𝑛2 − 𝐴𝑛2+𝑛3+𝑛4+1)𝒱𝑗2 ]T =

=
1

𝑛3 + 𝑛4 + 1
𝒱T

𝑗2
(𝑇 𝑛3+𝑛4+1𝐴𝑛2 − 𝐴𝑛2+𝑛3+𝑛4+1),

т.е.

[𝐹 𝑛3+𝑛4 ]T𝑃−1𝐴𝑛2(𝑉 𝒱𝑗2)𝑃−1𝐴𝑛1𝒱𝑗1 =
1

𝑛3+𝑛4+1
𝒱T

𝑗2
(𝑇 𝑛3+𝑛4+1𝐴𝑛2𝑃−1𝐴𝑛1−𝐴𝑛2+𝑛3+𝑛4+1𝑃−1𝐴𝑛1)𝒱𝑗1 .

Остается применить формулы (6.56) и (6.58), тогда

[𝐹 𝑛3+𝑛4 ]T𝑃−1𝐹 𝑛1+𝑛2 =
1

𝑛1 + 𝑛2 + 1
[𝐹 𝑛3+𝑛4 ]T𝐹 𝑛1+𝑛2+1 =

𝑇 𝑛1+𝑛2+𝑛3+𝑛4+2

(𝑛1 + 𝑛2 + 1)(𝑛1 + 𝑛2 + 𝑛3 + 𝑛4 + 2)
.

Принимая во внимание указанные выше соотношения, находим
I𝒥𝑊 (𝑗1𝑗2𝑗3𝑗4)
T k𝑛1𝑛2𝑛3𝑛4(·) = S𝒥𝑊 (𝑗1𝑗2𝑗3𝑗4)

T k𝑛1𝑛2𝑛3𝑛4(·)−

− 1

2(𝑛1 + 𝑛2 + 1)
𝛿𝑗1𝑗2𝒱T

𝑗4
𝐴𝑛4𝑃−1𝐴𝑛1+𝑛2+𝑛3+1𝒱𝑗3 −

− 1

2(𝑛2 + 𝑛3 + 1)
𝛿𝑗2𝑗3𝒱T

𝑗4
𝐴𝑛4(𝐴𝑛2+𝑛3+1𝑃−1 − 𝑃−1𝐴𝑛2+𝑛3+1)𝐴𝑛1𝒱𝑗1 −

− 1

2(𝑛3 + 𝑛4 + 1)
𝛿𝑗3𝑗4𝒱T

𝑗2
𝐴𝑛2(𝑇 𝑛3+𝑛4+1𝐸 − 𝐴𝑛3+𝑛4+1)𝑃−1𝐴𝑛1𝒱𝑗1 +

+
𝑇 𝑛1+𝑛2+𝑛3+𝑛4+2

4(𝑛1 + 𝑛2 + 1)(𝑛1 + 𝑛2 + 𝑛3 + 𝑛4 + 2)
𝛿𝑗1𝑗2 𝛿𝑗3𝑗4 . (6.68)

Проведем сравнение этого соотношения с представлением из [77]:
I𝒥𝑊 (𝑗1𝑗2𝑗3𝑗4)
T k𝑛1𝑛2𝑛3𝑛4(·) = S𝒥𝑊 (𝑗1𝑗2𝑗3𝑗4)

T k𝑛1𝑛2𝑛3𝑛4(·)−

−
∞∑︁

𝑖1,𝑖2,𝑖3,𝑖4=0

K𝑛1𝑛2𝑛3𝑛4
𝑖1𝑖2𝑖3𝑖4

(𝛿𝑗1𝑗2 𝛿𝑖1𝑖2 𝜁
(𝑗3)
𝑖3

𝜁
(𝑗4)
𝑖4

+ 𝛿𝑗1𝑗3 𝛿𝑖1𝑖3 𝜁
(𝑗2)
𝑖2

𝜁
(𝑗4)
𝑖4

+ 𝛿𝑗1𝑗4 𝛿𝑖1𝑖4 𝜁
(𝑗2)
𝑖2

𝜁
(𝑗3)
𝑖3

+

+ 𝛿𝑗2𝑗3 𝛿𝑖2𝑖3 𝜁
(𝑗1)
𝑖1

𝜁
(𝑗4)
𝑖4

+ 𝛿𝑗2𝑗4 𝛿𝑖2𝑖4 𝜁
(𝑗1)
𝑖1

𝜁
(𝑗3)
𝑖3

+ 𝛿𝑗3𝑗4 𝛿𝑖3𝑖4 𝜁
(𝑗1)
𝑖1

𝜁
(𝑗2)
𝑖2
−



415

− 𝛿𝑗1𝑗2 𝛿𝑖1𝑖2 𝛿𝑗3𝑗4 𝛿𝑖3𝑖4 − 𝛿𝑗1𝑗3 𝛿𝑖1𝑖3 𝛿𝑗2𝑗4 𝛿𝑖2𝑖4 − 𝛿𝑗1𝑗4 𝛿𝑖1𝑖4 𝛿𝑗2𝑗3 𝛿𝑖2𝑖3), (6.69)

где

K𝑛1𝑛2𝑛3𝑛4
𝑖1𝑖2𝑖3𝑖4

=

∫︁
T

𝑡𝑛4
4 𝑞(𝑖4, 𝑡4)

∫︁ 𝑡4

0

𝑡𝑛3
3 𝑞(𝑖3, 𝑡3)

∫︁ 𝑡3

0

𝑡𝑛2
2 𝑞(𝑖2, 𝑡2)

∫︁ 𝑡2

0

𝑡𝑛1
1 𝑞(𝑖1, 𝑡1)𝑑𝑡1𝑑𝑡2𝑑𝑡3𝑑𝑡4,

𝑖1, 𝑖2, 𝑖3, 𝑖4 = 0, 1, 2, . . .

Теорема 6.8. Для коэффициентов разложения K𝑛1𝑛2𝑛3𝑛4
𝑖1𝑖2𝑖3𝑖4

выполняются соотношения:
∞∑︁
𝑖1=0

K𝑛1𝑛2𝑛3𝑛4
𝑖1𝑖1𝑖3𝑖4

=
1

2(𝑛1 + 𝑛2 + 1)

∫︁
T

𝑞(𝑖4, 𝑡)𝑡
𝑛4

∫︁ 𝑡

0

𝑞(𝑖3, 𝜏)𝜏𝑛1+𝑛2+𝑛3+1𝑑𝜏 𝑑𝑡 =

=
1

2(𝑛1 + 𝑛2 + 1)
[𝐴𝑛4𝑃−1𝐴𝑛1+𝑛2+𝑛3+1]𝑖4𝑖3 ∀ 𝑖3, 𝑖4, (6.70)

∞∑︁
𝑖2=0

K𝑛1𝑛2𝑛3𝑛4
𝑖1𝑖2𝑖2𝑖4

=
1

2(𝑛2 + 𝑛3 + 1)

∫︁
T

𝑞(𝑖2, 𝑡)𝑡
𝑛4

∫︁ 𝑡

0

𝑞(𝑖1, 𝜏)(𝑡𝑛2+𝑛3+1 − 𝜏𝑛2+𝑛3+1)𝜏𝑛1 𝑑𝜏 𝑑𝑡 =

=
1

2(𝑛2 + 𝑛3 + 1)
[𝐴𝑛4(𝐴𝑛2+𝑛3+1𝑃−1 − 𝑃−1𝐴𝑛2+𝑛3+1)𝐴𝑛1 ]𝑖4𝑖1 ∀ 𝑖1, 𝑖4, (6.71)

∞∑︁
𝑖3=0

K𝑛1𝑛2𝑛3𝑛4
𝑖1𝑖2𝑖3𝑖3

=
1

2(𝑛3 + 𝑛4 + 1)

∫︁
T

𝑞(𝑖2, 𝑡)𝑡
𝑛2 (𝑇 𝑛3+𝑛4+1 − 𝑡𝑛3+𝑛4+1)

∫︁ 𝑡

0

𝑞(𝑖1, 𝜏)𝜏𝑛1 𝑑𝜏 𝑑𝑡 =

=
1

2(𝑛3 + 𝑛4 + 1)
[𝐴𝑛2(𝑇 𝑛3+𝑛4+1𝐸 − 𝐴𝑛3+𝑛4+1)𝑃−1𝐴𝑛1 ]𝑖2𝑖1 ∀ 𝑖1, 𝑖2, (6.72)

∞∑︁
𝑖𝑙,𝑖𝑚=0

𝛿𝑖𝑙𝑖𝑚K
𝑛1𝑛2𝑛3𝑛4
𝑖1𝑖2𝑖3𝑖4

= 0 ∀ 𝑙,𝑚 ∈ {1, 2, 3, 4} : |𝑙 −𝑚| > 1, (6.73)

∞∑︁
𝑖1,𝑖3=0

K𝑛1𝑛2𝑛3𝑛4
𝑖1𝑖1𝑖3𝑖3

=
𝑇 𝑛1+𝑛2+𝑛3+𝑛4+2

4(𝑛1 + 𝑛2 + 1)(𝑛1 + 𝑛2 + 𝑛3 + 𝑛4 + 2)
, (6.74)

∞∑︁
𝑖1,𝑖2=0

K𝑛1𝑛2𝑛3𝑛4
𝑖1𝑖2𝑖1𝑖2

= 0, (6.75)

∞∑︁
𝑖1,𝑖2=0

K𝑛1𝑛2𝑛3𝑛4
𝑖1𝑖2𝑖2𝑖1

= 0, (6.76)

где соотношение (6.73) верно для любых значений индексов, по которым не ведется сумми-
рование.

Доказательство. По аналогии с доказательством теоремы 6.7, воспользуемся результатами
примера 4.10. Кроме того, будем следовать доказательству теоремы 6.5.

Сначала рассмотрим числовые ряды в левых частях соотношений (6.70), (6.71) и (6.72). Они
определяют соответственно коэффициенты разложения (1.42) трех функций двух переменных:

k(1)(𝑡, 𝜏) =
1

2(𝑛1 + 𝑛2 + 1)
𝑡𝑛4 𝜏𝑛1+𝑛2+𝑛3+11(𝑡− 𝜏),

k(2)(𝑡, 𝜏) =
1

2(𝑛2 + 𝑛3 + 1)
𝑡𝑛4 (𝑡𝑛2+𝑛3+1 − 𝜏𝑛2+𝑛3+1)𝜏𝑛1 1(𝑡− 𝜏),

k(3)(𝑡, 𝜏) =
1

2(𝑛3 + 𝑛4 + 1)
𝑡𝑛2 (𝑇 𝑛3+𝑛4+1 − 𝑡𝑛3+𝑛4+1)𝜏𝑛1 1(𝑡− 𝜏),

а числовые ряды в левой части соотношения (6.73) — это коэффициенты разложения функций,
которые тождественно равны нулю.
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Из соотношения (6.70) при 𝑖3 = 𝑖4 следует, что
∞∑︁

𝑖1,𝑖3=0

K𝑛1𝑛2𝑛3𝑛4
𝑖1𝑖1𝑖3𝑖3

=
1

2(𝑛1 + 𝑛2 + 1)

∞∑︁
𝑖3=0

∫︁
T

𝑞(𝑖3, 𝑡)𝑡
𝑛4

∫︁ 𝑡

0

𝑞(𝑖3, 𝜏)𝜏𝑛1+𝑛2+𝑛3+1𝑑𝜏 𝑑𝑡,

поэтому согласно теореме 1.12 при условии 𝜙(𝑡) = 𝑡𝑛4 и 𝜓(𝑡) = 𝑡𝑛1+𝑛2+𝑛3+1 получаем
∞∑︁

𝑖1,𝑖3=0

K𝑖1𝑖1𝑖3𝑖3 =
1

4(𝑛1 + 𝑛2 + 1)

(︀
𝜙(·), 𝜓(·)

)︀
𝐿2(T)

=
1

4

∫︁ 𝑇

0

𝑡𝑛1+𝑛2+𝑛3+𝑛4+1𝑑𝑡 =

=
𝑇 𝑛1+𝑛2+𝑛3+𝑛4+2

4(𝑛1 + 𝑛2 + 1)(𝑛1 + 𝑛2 + 𝑛3 + 𝑛4 + 2)
.

Формулу (6.74) также можно вывести из соотношения (6.72) при 𝑖1 = 𝑖2 и теоремы 1.12, но
при условии 𝜙(𝑡) = 𝑡𝑛2 (𝑇 𝑛3+𝑛4+1 − 𝑡𝑛3+𝑛4+1) и 𝜓(𝑡) = 𝑡𝑛1 (см. также пример 4.11).

Соотношения (6.75) и (6.76) получаются из формулы (6.73) и теоремы 1.12 при условии
𝜙(𝑡) ≡ 0 или 𝜓(𝑡) ≡ 0. J

Таким образом, на основе теоремы 6.8 можно записать, что
∞∑︁

𝑖1,𝑖2,𝑖3,𝑖4=0

K𝑛1𝑛2𝑛3𝑛4
𝑖1𝑖2𝑖3𝑖4

𝛿𝑗1𝑗2 𝛿𝑖1𝑖2 𝜁
(𝑗3)
𝑖3

𝜁
(𝑗4)
𝑖4

=
∞∑︁

𝑖1,𝑖3,𝑖4=0

K𝑛1𝑛2𝑛3𝑛4
𝑖1𝑖1𝑖3𝑖4

𝛿𝑗1𝑗2 𝜁
(𝑗3)
𝑖3

𝜁
(𝑗4)
𝑖4

=

=
1

2(𝑛1 + 𝑛2 + 1)
𝛿𝑗1𝑗2

∞∑︁
𝑖3,𝑖4=0

𝜁
(𝑗3)
𝑖3

𝜁
(𝑗4)
𝑖4

[𝐴𝑛4𝑃−1𝐴𝑛1+𝑛2+𝑛3+1]𝑖4𝑖3 =

=
1

2(𝑛1 + 𝑛2 + 1)
𝛿𝑗1𝑗2𝒱T

𝑗4
𝐴𝑛4𝑃−1𝐴𝑛1+𝑛2+𝑛3+1𝒱𝑗3 ,

∞∑︁
𝑖1,𝑖2,𝑖3,𝑖4=0

K𝑛1𝑛2𝑛3𝑛4
𝑖1𝑖2𝑖3𝑖4

𝛿𝑗2𝑗3 𝛿𝑖2𝑖3 𝜁
(𝑗1)
𝑖1

𝜁
(𝑗4)
𝑖4

=
∞∑︁

𝑖1,𝑖2,𝑖4=0

K𝑛1𝑛2𝑛3𝑛4
𝑖1𝑖2𝑖2𝑖4

𝛿𝑗2𝑗3 𝜁
(𝑗1)
𝑖1

𝜁
(𝑗4)
𝑖4

=

=
1

2(𝑛2 + 𝑛3 + 1)
𝛿𝑗2𝑗3

∞∑︁
𝑖1,𝑖4=0

𝜁
(𝑗1)
𝑖1

𝜁
(𝑗4)
𝑖4

[𝐴𝑛4(𝐴𝑛2+𝑛3+1𝑃−1−𝑃−1𝐴𝑛2+𝑛3+1)𝐴𝑛1 ]𝑖4𝑖1 =

=
1

2(𝑛2 + 𝑛3 + 1)
𝛿𝑗2𝑗3𝒱T

𝑗4
𝐴𝑛4(𝐴𝑛2+𝑛3+1𝑃−1 − 𝑃−1𝐴𝑛2+𝑛3+1)𝐴𝑛1𝒱𝑗1 ,

∞∑︁
𝑖1,𝑖2,𝑖3,𝑖4=0

K𝑛1𝑛2𝑛3𝑛4
𝑖1𝑖2𝑖3𝑖4

𝛿𝑗3𝑗4 𝛿𝑖3𝑖4 𝜁
(𝑗1)
𝑖1

𝜁
(𝑗2)
𝑖2

=
∞∑︁

𝑖1,𝑖2,𝑖3=0

K𝑛1𝑛2𝑛3𝑛4
𝑖1𝑖2𝑖3𝑖3

𝛿𝑗3𝑗4 𝜁
(𝑗1)
𝑖1

𝜁
(𝑗2)
𝑖2

=

=
1

2(𝑛3 + 𝑛4 + 1)
𝛿𝑗3𝑗4

∞∑︁
𝑖1,𝑖2=0

𝜁
(𝑗1)
𝑖1

𝜁
(𝑗2)
𝑖2

[𝐴𝑛2(𝑇 𝑛3+𝑛4+1𝐸 − 𝐴𝑛3+𝑛4+1)𝑃−1𝐴𝑛1 ]𝑖2𝑖1 =

=
1

2(𝑛3 + 𝑛4 + 1)
𝛿𝑗3𝑗4𝒱T

𝑗2
𝐴𝑛2(𝑇 𝑛3+𝑛4+1𝐸 − 𝐴𝑛3+𝑛4+1)𝑃−1𝐴𝑛1𝒱𝑗1 ,

∞∑︁
𝑖1,𝑖2,𝑖3,𝑖4=0

K𝑛1𝑛2𝑛3𝑛4
𝑖1𝑖2𝑖3𝑖4

𝛿𝑗1𝑗3 𝛿𝑖1𝑖3 𝜁
(𝑗2)
𝑖2

𝜁
(𝑗4)
𝑖4

= 𝛿𝑗1𝑗3

∞∑︁
𝑖1,𝑖3,𝑖4=0

K𝑛1𝑛2𝑛3𝑛4
𝑖1𝑖2𝑖1𝑖4

𝜁
(𝑗2)
𝑖2

𝜁
(𝑗4)
𝑖4

= 0,

∞∑︁
𝑖1,𝑖2,𝑖3,𝑖4=0

K𝑛1𝑛2𝑛3𝑛4
𝑖1𝑖2𝑖3𝑖4

𝛿𝑗1𝑗4 𝛿𝑖1𝑖4 𝜁
(𝑗2)
𝑖2

𝜁
(𝑗3)
𝑖3

= 0,
∞∑︁

𝑖1,𝑖2,𝑖3,𝑖4=0

K𝑛1𝑛2𝑛3𝑛4
𝑖1𝑖2𝑖3𝑖4

𝛿𝑗2𝑗4 𝛿𝑖2𝑖4 𝜁
(𝑗1)
𝑖1

𝜁
(𝑗3)
𝑖3

= 0,

∞∑︁
𝑖1,𝑖2,𝑖3,𝑖4=0

K𝑛1𝑛2𝑛3𝑛4
𝑖1𝑖2𝑖3𝑖4

𝛿𝑗1𝑗2 𝛿𝑖1𝑖2 𝛿𝑗3𝑗4 𝛿𝑖3𝑖4 =
∞∑︁

𝑖1,𝑖3=0

K𝑛1𝑛2𝑛3𝑛4
𝑖1𝑖1𝑖3𝑖3

𝛿𝑗1𝑗2 𝛿𝑗3𝑗4 =

= 𝛿𝑗1𝑗2 𝛿𝑗3𝑗4
𝑇 𝑛1+𝑛2+𝑛3+𝑛4+2

4(𝑛1 + 𝑛2 + 1)(𝑛1 + 𝑛2 + 𝑛3 + 𝑛4 + 2)
,



417
∞∑︁

𝑖1,𝑖2,𝑖3,𝑖4=0

K𝑛1𝑛2𝑛3𝑛4
𝑖1𝑖2𝑖3𝑖4

𝛿𝑗1𝑗3 𝛿𝑖1𝑖3 𝛿𝑗2𝑗4 𝛿𝑖2𝑖4 = 0,
∞∑︁

𝑖1,𝑖2,𝑖3,𝑖4=0

K𝑛1𝑛2𝑛3𝑛4
𝑖1𝑖2𝑖3𝑖4

𝛿𝑗1𝑗4 𝛿𝑖1𝑖4 𝛿𝑗2𝑗3 𝛿𝑖2𝑖3 = 0,

т.е. выражения (6.68) и (6.69) эквивалентны.

З ам е ч а н и я 6.7.
1. Частные случаи формулы (6.68) (см. также следствие 6.3):

𝑗1, 𝑗2, 𝑗3, 𝑗4 попарно различны : I𝒥𝑊 (𝑗1𝑗2𝑗3𝑗4)
T k𝑛1𝑛2𝑛3𝑛4(·) = S𝒥𝑊 (𝑗1𝑗2𝑗3𝑗4)

T k𝑛1𝑛2𝑛3𝑛4(·),

𝑗1 = 𝑗2, 𝑗2 ̸= 𝑗3, 𝑗3 ̸= 𝑗4 :

I𝒥𝑊 (𝑗1𝑗1𝑗3𝑗4)
T k𝑛1𝑛2𝑛3𝑛4(·) = S𝒥𝑊 (𝑗1𝑗1𝑗3𝑗4)

T k𝑛1𝑛2𝑛3𝑛4(·)−
1

2(𝑛1 + 𝑛2 + 1)
𝒱T

𝑗4
𝐴𝑛4𝑃−1𝐴𝑛1+𝑛2+𝑛3+1𝒱𝑗3 ,

𝑗1 ̸= 𝑗2, 𝑗2 = 𝑗3, 𝑗3 ̸= 𝑗4 :

I𝒥𝑊 (𝑗1𝑗2𝑗2𝑗4)
T k𝑛1𝑛2𝑛3𝑛4(·) = S𝒥𝑊 (𝑗1𝑗2𝑗2𝑗4)

T k𝑛1𝑛2𝑛3𝑛4(·)−

− 1

2(𝑛2 + 𝑛3 + 1)
𝒱T

𝑗4
𝐴𝑛4(𝐴𝑛2+𝑛3+1𝑃−1 − 𝑃−1𝐴𝑛2+𝑛3+1)𝐴𝑛1𝒱𝑗1 ,

𝑗1 ̸= 𝑗2, 𝑗2 ̸= 𝑗3, 𝑗3 = 𝑗4 :

I𝒥𝑊 (𝑗1𝑗2𝑗3𝑗3)
T k𝑛1𝑛2𝑛3𝑛4(·) = S𝒥𝑊 (𝑗1𝑗2𝑗3𝑗3)

T k𝑛1𝑛2𝑛3𝑛4(·)−

− 1

2(𝑛3 + 𝑛4 + 1)
𝒱T

𝑗2
𝐴𝑛2(𝑇 𝑛3+𝑛4+1𝐸 − 𝐴𝑛3+𝑛4+1)𝑃−1𝐴𝑛1𝒱𝑗1 ,

𝑗1 = 𝑗2 ̸= 𝑗3 = 𝑗4 :

I𝒥𝑊 (𝑗1𝑗1𝑗3𝑗3)
T k𝑛1𝑛2𝑛3𝑛4(·) = S𝒥𝑊 (𝑗1𝑗1𝑗3𝑗3)

T k𝑛1𝑛2𝑛3𝑛4(·)−
1

2(𝑛1 + 𝑛2 + 1)
𝒱T

𝑗3
𝐴𝑛4𝑃−1𝐴𝑛1+𝑛2+𝑛3+1𝒱𝑗3 −

− 1

2(𝑛3 + 𝑛4 + 1)
𝒱T

𝑗1
𝐴𝑛2(𝑇 𝑛3+𝑛4+1𝐸 − 𝐴𝑛3+𝑛4+1)𝑃−1𝐴𝑛1𝒱𝑗1 +

+
𝑇 𝑛1+𝑛2+𝑛3+𝑛4+2

4(𝑛1 + 𝑛2 + 1)(𝑛1 + 𝑛2 + 𝑛3 + 𝑛4 + 2)
,

𝑗1 = 𝑗2 = 𝑗3 ̸= 𝑗4 :

I𝒥𝑊 (𝑗1𝑗1𝑗1𝑗4)
T k𝑛1𝑛2𝑛3𝑛4(·) = S𝒥𝑊 (𝑗1𝑗1𝑗1𝑗4)

T k𝑛1𝑛2𝑛3𝑛4(·)− 𝒱T

𝑗4

[︂
1

2(𝑛1 + 𝑛2 + 1)
𝐴𝑛4𝑃−1𝐴𝑛1+𝑛2+𝑛3+1 +

+
1

2(𝑛2 + 𝑛3 + 1)
𝐴𝑛4(𝐴𝑛2+𝑛3+1𝑃−1 − 𝑃−1𝐴𝑛2+𝑛3+1)𝐴𝑛1

]︂
𝒱𝑗1 ,

𝑗1 ̸= 𝑗2 = 𝑗3 = 𝑗4 :

I𝒥𝑊 (𝑗1𝑗2𝑗2𝑗2)
T k𝑛1𝑛2𝑛3𝑛4(·) = S𝒥𝑊 (𝑗1𝑗2𝑗2𝑗2)

T k𝑛1𝑛2𝑛3𝑛4(·)−

− 𝒱T

𝑗2

[︂
1

2(𝑛2 + 𝑛3 + 1)
𝐴𝑛4(𝐴𝑛2+𝑛3+1𝑃−1 − 𝑃−1𝐴𝑛2+𝑛3+1)𝐴𝑛1 +

+
1

2(𝑛3 + 𝑛4 + 1)
𝐴𝑛2(𝑇 𝑛3+𝑛4+1𝐸 − 𝐴𝑛3+𝑛4+1)𝑃−1𝐴𝑛1

]︂
𝒱𝑗1 ,

𝑗1 = 𝑗2 = 𝑗3 = 𝑗4 :

I𝒥𝑊 (𝑗1𝑗1𝑗1𝑗1)
T k𝑛1𝑛2𝑛3𝑛4(·) = S𝒥𝑊 (𝑗1𝑗1𝑗1𝑗1)

T k𝑛1𝑛2𝑛3𝑛4(·)− 𝒱T

𝑗1

[︂
1

2(𝑛1 + 𝑛2 + 1)
𝐴𝑛4𝑃−1𝐴𝑛1+𝑛2+𝑛3+1 +

+
1

2(𝑛2 + 𝑛3 + 1)
𝐴𝑛4(𝐴𝑛2+𝑛3+1𝑃−1 − 𝑃−1𝐴𝑛2+𝑛3+1)𝐴𝑛1 +
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+
1

2(𝑛3 + 𝑛4 + 1)
𝐴𝑛2(𝑇 𝑛3+𝑛4+1𝐸 − 𝐴𝑛3+𝑛4+1)𝑃−1𝐴𝑛1

]︂
𝒱𝑗1 +

+
𝑇 𝑛1+𝑛2+𝑛3+𝑛4+2

4(𝑛1 + 𝑛2 + 1)(𝑛1 + 𝑛2 + 𝑛3 + 𝑛4 + 2)
,

в остальных случаях : I𝒥𝑊 (𝑗1𝑗2𝑗3𝑗4)
T k𝑛1𝑛2𝑛3𝑛4(·) = S𝒥𝑊 (𝑗1𝑗2𝑗3𝑗4)

T k𝑛1𝑛2𝑛3𝑛4(·),

где S𝒥𝑊 (𝑗1𝑗2𝑗3𝑗4)
T k𝑛1𝑛2𝑛3𝑛4(·) = 𝒱T

𝑗4
𝐴𝑛4𝑃−1𝐴𝑛3(𝑉 𝒱𝑗3)𝑃−1𝐴𝑛2(𝑉 𝒱𝑗2)𝑃−1𝐴𝑛1𝒱𝑗1 .

При 𝑗1 = 𝑗2 = 𝑗3 ̸= 𝑗4 и 𝑛1 = 𝑛3 формула (6.68) записывается следующим образом:
I𝒥𝑊 (𝑗1𝑗1𝑗1𝑗4)
T k𝑛1𝑛2𝑛1𝑛4(·) = S𝒥𝑊 (𝑗1𝑗1𝑗1𝑗4)

T k𝑛1𝑛2𝑛1𝑛4(·)−
1

2(𝑛1 + 𝑛2 + 1)
𝒱T

𝑗4
𝐴𝑛1+𝑛2+𝑛4+1𝑃−1𝐴𝑛1𝒱𝑗1 ,

при 𝑗1 ̸= 𝑗2 = 𝑗3 = 𝑗4 и 𝑛2 = 𝑛4 она представляется в виде
I𝒥𝑊 (𝑗1𝑗2𝑗2𝑗2)
T k𝑛1𝑛2𝑛3𝑛2(·) = S𝒥𝑊 (𝑗1𝑗2𝑗2𝑗2)

T k𝑛1𝑛2𝑛3𝑛2(·)−

− 1

2(𝑛2 + 𝑛3 + 1)
𝒱T

𝑗2
𝐴𝑛2𝑃−1(𝑇 𝑛2+𝑛3+1𝐸 − 𝐴𝑛2+𝑛3+1)𝐴𝑛1𝒱𝑗1 ,

а при 𝑗1 = 𝑗2 = 𝑗3 = 𝑗4, 𝑛1 = 𝑛3 и 𝑛2 = 𝑛4 получаем
I𝒥𝑊 (𝑗1𝑗1𝑗1𝑗1)
T k𝑛1𝑛2𝑛1𝑛2(·) = S𝒥𝑊 (𝑗1𝑗1𝑗1𝑗1)

T k𝑛1𝑛2𝑛1𝑛2(·)−

− 𝑇 𝑛1+𝑛2+1

2(𝑛1 + 𝑛2 + 1)
𝒱T

𝑗1
𝐴𝑛2𝑃−1𝐴𝑛1𝒱𝑗1 +

𝑇 2(𝑛1+𝑛2+1)

8(𝑛1 + 𝑛2 + 1)2
.

2. Случайные величины

𝒱T

𝑗4
𝐴𝑛4𝑃−1𝐴𝑛1+𝑛2+𝑛3+1𝒱𝑗3 , 𝒱T

𝑗4
𝐴𝑛4(𝐴𝑛2+𝑛3+1𝑃−1 − 𝑃−1𝐴𝑛2+𝑛3+1)𝐴𝑛1𝒱𝑗1

и 𝒱T

𝑗2
𝐴𝑛2(𝑇 𝑛3+𝑛4+1𝐸 − 𝐴𝑛3+𝑛4+1)𝑃−1𝐴𝑛1𝒱𝑗1 ,

которые входят в правую часть соотношения (6.68) и соотношений из п. 1, — это повторные
стохастические интегралы Стратоновича (6.12) кратности 𝑘 = 2:

S𝒥𝑊 (𝑗3𝑗4)
T k𝑛1+𝑛2+𝑛3+1,𝑛4(·) =

∫︁
T

𝑡𝑛4
4

∫︁ 𝑡4

0

𝑡𝑛1+𝑛2+𝑛3+1
3 ∘ 𝑑𝑊𝑗3(𝑡3) ∘ 𝑑𝑊𝑗4(𝑡4) =

= 𝒱T

𝑗4
𝐴𝑛4𝑃−1𝐴𝑛1+𝑛2+𝑛3+1𝒱𝑗3 ,

S𝒥𝑊 (𝑗1𝑗4)
T

(︀
k𝑛1,𝑛2+𝑛3+𝑛4+1(·)− k𝑛1+𝑛2+𝑛3+1,𝑛4(·)

)︀
=

=

∫︁
T

𝑡𝑛4
4

∫︁ 𝑡4

0

(𝑡𝑛2+𝑛3+1
4 − 𝑡𝑛2+𝑛3+1

1 )𝑡𝑛1
1 ∘ 𝑑𝑊𝑗1(𝑡1) ∘ 𝑑𝑊𝑗4(𝑡4) =

= 𝒱T

𝑗4
𝐴𝑛4(𝐴𝑛2+𝑛3+1𝑃−1 − 𝑃−1𝐴𝑛2+𝑛3+1)𝐴𝑛1𝒱𝑗1 ,

S𝒥𝑊 (𝑗1𝑗2)
T

(︀
𝑇 𝑛3+𝑛4+1k𝑛1𝑛2(·)− k𝑛1,𝑛2+𝑛3+𝑛4+1(·)

)︀
=

=

∫︁
T

𝑡𝑛2
2

∫︁ 𝑡2

0

(𝑇 𝑛3+𝑛4+1 − 𝑡𝑛3+𝑛4+1
2 )𝑡𝑛1

1 ∘ 𝑑𝑊𝑗1(𝑡1) ∘ 𝑑𝑊𝑗2(𝑡2) =

= 𝒱T

𝑗2
𝐴𝑛2(𝑇 𝑛3+𝑛4+1𝐸 − 𝐴𝑛3+𝑛4+1)𝑃−1𝐴𝑛1𝒱𝑗1 ,

где
k𝑛1𝑛2(𝑡1, 𝑡2) = 𝑡𝑛1

1 𝑡𝑛2
2 1(𝑡2 − 𝑡1), 𝑛1, 𝑛2 = 0, 1, 2, . . .

Аналогично рассматриваются случайные величины

𝒱T

𝑗4
𝐴𝑛1+𝑛2+𝑛4+1𝑃−1𝐴𝑛1𝒱𝑗1 , 𝒱T

𝑗2
𝐴𝑛2𝑃−1(𝑇 𝑛2+𝑛3+1𝐸 − 𝐴𝑛2+𝑛3+1)𝐴𝑛1𝒱𝑗1 и 𝒱T

𝑗1
𝐴𝑛2𝑃−1𝐴𝑛1𝒱𝑗1 .

Таким образом, можно записать представление повторного стохастического интеграла Ито
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кратности 𝑘 = 4:
I𝒥𝑊 (𝑗1𝑗2𝑗3𝑗4)
T k𝑛1𝑛2𝑛3𝑛4(·)=S𝒥𝑊 (𝑗1𝑗2𝑗3𝑗4)

T k𝑛1𝑛2𝑛3𝑛4(·)−
1

2(𝑛1 + 𝑛2 + 1)
𝛿𝑗1𝑗2

S𝒥𝑊 (𝑗3𝑗4)
T k𝑛1+𝑛2+𝑛3+1,𝑛4(·)−

− 1

2(𝑛2 + 𝑛3 + 1)
𝛿𝑗2𝑗3

S𝒥𝑊 (𝑗1𝑗4)
T

(︀
k𝑛1,𝑛2+𝑛3+𝑛4+1(·)− k𝑛1+𝑛2+𝑛3+1,𝑛4(·)

)︀
−

− 1

2(𝑛3 + 𝑛4 + 1)
𝛿𝑗3𝑗4

S𝒥𝑊 (𝑗1𝑗2)
T

(︀
𝑇 𝑛3+𝑛4+1k𝑛1𝑛2(·)− k𝑛1,𝑛2+𝑛3+𝑛4+1(·)

)︀
+

+
𝑇 𝑛1+𝑛2+𝑛3+𝑛4+2

4(𝑛1 + 𝑛2 + 1)(𝑛1 + 𝑛2 + 𝑛3 + 𝑛4 + 2)
𝛿𝑗1𝑗2 𝛿𝑗3𝑗4 . (6.77)

В этом разделе повторные стохастические интегралы Ито выражаются через повторные
стохастические интегралы Стратоновича, что связано с удобством представления именно ин-
тегралов Стратоновича в спектральной форме математического описания. Но, как показано в
разд. 5.4, кратные (и повторные) стохастические интегралы Стратоновича выражаются через
кратные (и повторные) стохастические интегралы Ито. Более того, справедлив принцип двой-
ственности представления кратных стохастических интегралов Ито и Стратоновича (см. п. 5
замечаний 5.3). Проиллюстрируем это следующим примером.

Пример 6.6. Выразить повторный стохастический интеграл Стратоновича
S𝒥𝑊 (𝑗1𝑗2𝑗3𝑗4)
T k𝑛1𝑛2𝑛3𝑛4(·) кратности 𝑘 = 4 через повторные стохастические интегралы Ито

и найти его математическое ожидание при условии T = [0, 𝑇 ], т.е. 𝑡0 = 0.

� Возьмем за основу соотношение (6.77). Руководствуясь принципом двойственности в
представлении кратных стохастических интегралов Ито и Стратоновича, делаем вывод, что
интеграл S𝒥𝑊 (𝑗1𝑗2𝑗3𝑗4)

T k𝑛1𝑛2𝑛3𝑛4(·) выражается через повторный стохастический интеграл Ито
I𝒥𝑊 (𝑗1𝑗2𝑗3𝑗4)
T k𝑛1𝑛2𝑛3𝑛4(·) кратности 𝑘 = 4, повторные стохастические интегралы Ито кратности

𝑘 = 2:
I𝒥𝑊 (𝑗3𝑗4)
T k𝑛1+𝑛2+𝑛3+1,𝑛4(·), I𝒥𝑊 (𝑗1𝑗4)

T

(︀
k𝑛1,𝑛2+𝑛3+𝑛4+1(·)− k𝑛1+𝑛2+𝑛3+1,𝑛4(·)

)︀
и I𝒥𝑊 (𝑗1𝑗2)

T

(︀
𝑇 𝑛3+𝑛4+1k𝑛1𝑛2(·)− k𝑛1,𝑛2+𝑛3+𝑛4+1(·)

)︀
,

а также константу
𝑇 𝑛1+𝑛2+𝑛3+𝑛4+2

4(𝑛1 + 𝑛2 + 1)(𝑛1 + 𝑛2 + 𝑛3 + 𝑛4 + 2)
.

Применяя свойство линейности интеграла и формулу (6.60), находим

I𝒥𝑊 (𝑗3𝑗4)
T k𝑛1+𝑛2+𝑛3+1,𝑛4(·) =

∫︁
T

𝑡𝑛4
4

∫︁ 𝑡4

0

𝑡𝑛1+𝑛2+𝑛3+1
3 𝑑𝑊𝑗3(𝑡3)𝑑𝑊𝑗4(𝑡4) =

= S𝒥𝑊 (𝑗3𝑗4)
T k𝑛1+𝑛2+𝑛3+1,𝑛4(·) + 𝛿𝑗3𝑗4

𝑇 𝑛1+𝑛2+𝑛3+𝑛4+2

2(𝑛1 + 𝑛2 + 𝑛3 + 𝑛4 + 2)
,

I𝒥𝑊 (𝑗1𝑗4)
T

(︀
k𝑛1,𝑛2+𝑛3+𝑛4+1(·)− k𝑛1+𝑛2+𝑛3+1,𝑛4(·)

)︀
=

=

∫︁
T

𝑡𝑛4
4

∫︁ 𝑡4

0

(𝑡𝑛2+𝑛3+1
4 − 𝑡𝑛2+𝑛3+1

1 )𝑡𝑛1
1 𝑑𝑊𝑗1(𝑡1)𝑑𝑊𝑗4(𝑡4) =

= S𝒥𝑊 (𝑗1𝑗4)
T

(︀
k𝑛1,𝑛2+𝑛3+𝑛4+1(·)− k𝑛1+𝑛2+𝑛3+1,𝑛4(·)

)︀
+

+ 𝛿𝑗2𝑗3

(︂
𝑇 𝑛1+𝑛2+𝑛3+𝑛4+2

2(𝑛1 + 𝑛2 + 𝑛3 + 𝑛4 + 2)
− 𝑇 𝑛1+𝑛2+𝑛3+𝑛4+2

2(𝑛1 + 𝑛2 + 𝑛3 + 𝑛4 + 2)

)︂
=

= S𝒥𝑊 (𝑗1𝑗4)
T

(︀
k𝑛1,𝑛2+𝑛3+𝑛4+1(·)− k𝑛1+𝑛2+𝑛3+1,𝑛4(·)

)︀
,
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I𝒥𝑊 (𝑗1𝑗2)
T

(︀
𝑇 𝑛3+𝑛4+1k𝑛1𝑛2(·)− k𝑛1,𝑛2+𝑛3+𝑛4+1(·)

)︀
=

=

∫︁
T

𝑡𝑛2
2 (𝑇 𝑛3+𝑛4+1 − 𝑡𝑛3+𝑛4+1

2 )

∫︁ 𝑡2

0

𝑡𝑛1
1 𝑑𝑊𝑗1(𝑡1)𝑑𝑊𝑗2(𝑡2) =

= S𝒥𝑊 (𝑗1𝑗2)
T

(︀
𝑇 𝑛3+𝑛4+1k𝑛1𝑛2(·)− k𝑛1,𝑛2+𝑛3+𝑛4+1(·)

)︀
+

+ 𝛿𝑗1𝑗4

(︂
𝑇 𝑛1+𝑛2+𝑛3+𝑛4+2

2(𝑛1 + 𝑛2 + 1)
− 𝑇 𝑛1+𝑛2+𝑛3+𝑛4+2

2(𝑛1 + 𝑛2 + 𝑛3 + 𝑛4 + 2)

)︂
.

Подставляем эти выражения в формулу (6.77):
S𝒥𝑊 (𝑗1𝑗2𝑗3𝑗4)
T k𝑛1𝑛2𝑛3𝑛4(·) = I𝒥𝑊 (𝑗1𝑗2𝑗3𝑗4)

T k𝑛1𝑛2𝑛3𝑛4(·) +

+
1

2(𝑛1 + 𝑛2 + 1)
𝛿𝑗1𝑗2

(︂
I𝒥𝑊 (𝑗3𝑗4)
T + 𝛿𝑗3𝑗4

𝑇 𝑛1+𝑛2+𝑛3+𝑛4+2

2(𝑛1 + 𝑛2 + 𝑛3 + 𝑛4 + 2)

)︂
+

+
1

2(𝑛2 + 𝑛3 + 1)
𝛿𝑗2𝑗3

I𝒥𝑊 (𝑗1𝑗4)
T

(︀
k𝑛1,𝑛2+𝑛3+𝑛4+1(·)− k𝑛1+𝑛2+𝑛3+1,𝑛4(·)

)︀
+

+
1

2(𝑛3 + 𝑛4 + 1)
𝛿𝑗3𝑗4

(︂
I𝒥𝑊 (𝑗1𝑗2)
T

(︀
𝑇 𝑛3+𝑛4+1k𝑛1𝑛2(·)− k𝑛1,𝑛2+𝑛3+𝑛4+1(·)

)︀
+

+ 𝛿𝑗1𝑗2

(︂
𝑇 𝑛1+𝑛2+𝑛3+𝑛4+2

2(𝑛1 + 𝑛2 + 1)
− 𝑇 𝑛1+𝑛2+𝑛3+𝑛4+2

2(𝑛1 + 𝑛2 + 𝑛3 + 𝑛4 + 2)

)︂)︂
−

− 𝑇 𝑛1+𝑛2+𝑛3+𝑛4+2

4(𝑛1 + 𝑛2 + 1)(𝑛1 + 𝑛2 + 𝑛3 + 𝑛4 + 2)
𝛿𝑗1𝑗2 𝛿𝑗3𝑗4 .

Так как
1

4(𝑛1 + 𝑛2 + 1)(𝑛1 + 𝑛2 + 𝑛3 + 𝑛4 + 2)
+

1

4(𝑛1 + 𝑛2 + 1)(𝑛3 + 𝑛4 + 1)
−

− 1

4(𝑛3 + 𝑛4 + 1)(𝑛1 + 𝑛2 + 𝑛3 + 𝑛4 + 2)
− 1

4(𝑛1 + 𝑛2 + 1)(𝑛1 + 𝑛2 + 𝑛3 + 𝑛4 + 2)
=

=
1

4(𝑛3 + 𝑛4 + 1)

(︂
1

𝑛1 + 𝑛2 + 1
− 1

𝑛1 + 𝑛2 + 𝑛3 + 𝑛4 + 2

)︂
=

=
1

4(𝑛3 + 𝑛4 + 1)

𝑛1 + 𝑛2 + 𝑛3 + 𝑛4 + 2− 𝑛1 − 𝑛2 − 1

(𝑛1 + 𝑛2 + 1)(𝑛1 + 𝑛2 + 𝑛3 + 𝑛4 + 2)
=

=
1

4(𝑛1 + 𝑛2 + 1)(𝑛1 + 𝑛2 + 𝑛3 + 𝑛4 + 2)
,

получаем искомое представление повторного стохастического интеграла Стратоновича:
S𝒥𝑊 (𝑗1𝑗2𝑗3𝑗4)
T k𝑛1𝑛2𝑛3𝑛4(·)= I𝒥𝑊 (𝑗1𝑗2𝑗3𝑗4)

T k𝑛1𝑛2𝑛3𝑛4(·)+
1

2(𝑛1 + 𝑛2 + 1)
𝛿𝑗1𝑗2

I𝒥𝑊 (𝑗3𝑗4)
T k𝑛1+𝑛2+𝑛3+1,𝑛4(·) +

+
1

2(𝑛2 + 𝑛3 + 1)
𝛿𝑗2𝑗3

I𝒥𝑊 (𝑗1𝑗4)
T

(︀
k𝑛1,𝑛2+𝑛3+𝑛4+1(·)− k𝑛1+𝑛2+𝑛3+1,𝑛4(·)

)︀
+

+
1

2(𝑛3 + 𝑛4 + 1)
𝛿𝑗3𝑗4

I𝒥𝑊 (𝑗1𝑗2)
T

(︀
𝑇 𝑛3+𝑛4+1k𝑛1𝑛2(·)− k𝑛1,𝑛2+𝑛3+𝑛4+1(·)

)︀
+

+
𝑇 𝑛1+𝑛2+𝑛3+𝑛4+2

4(𝑛1 + 𝑛2 + 1)(𝑛1 + 𝑛2 + 𝑛3 + 𝑛4 + 2)
𝛿𝑗1𝑗2 𝛿𝑗3𝑗4 .

Математические ожидания кратных (и повторных) стохастических интегралов Ито рав-
ны нулю [287], поэтому математическое ожидание рассматриваемого интеграла выражается
формулой (см. также пример 4.11)

ES𝒥𝑊 (𝑗1𝑗2𝑗3𝑗4)
T k(·) =

𝑇 𝑛1+𝑛2+𝑛3+𝑛4+2

4(𝑛1 + 𝑛2 + 1)(𝑛1 + 𝑛2 + 𝑛3 + 𝑛4 + 2)
𝛿𝑗1𝑗2 𝛿𝑗3𝑗4 . �

Зам е ч а н и я 6.8.
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1. В работе [345] соотношения (6.26) получены с помощью применения спектрального пре-
образования к левой и правой частям каждого уравнения системы (6.24). Точно так же соот-
ношения (6.53) можно вывести, преобразуя уравнения системы (6.52).

2. Для представления повторных стохастических интегралов Ито можно изменить соот-
ношения (6.26) и (6.53) с помощью формулы (2.30) (см. п. 2 замечаний 6.1). Кроме того,
достаточно формально положить 𝑗0 = 0 (см. п. 3 замечаний 6.1), тогда

I𝒥𝑊 (𝑗1...𝑗𝑘)
T k(·) = −1

2
𝛿𝑗𝑘−1𝑗𝑘 1

T𝒳𝑘−2 + 𝒱T

𝑗𝑘
𝒳𝑘−1,

𝒳𝑙 = −1

2
𝛿𝑗𝑙−1𝑗𝑙𝑃

−1𝒳𝑙−2 + 𝑃−1(𝑉 𝒱𝑗𝑙)𝒳𝑙−1 = −1

2
𝛿𝑗𝑙−1𝑗𝑙𝑃

−1𝒳𝑙−2 + 𝑃−1𝐸𝒱𝑗𝑙𝒳𝑙−1, 𝑙 = 1, . . . , 𝑘 − 1,

и
I𝒥𝑊 (𝑗1...𝑗𝑘)
T k𝜓(·) = −1

2
𝛿𝑗𝑘−1𝑗𝑘 1

TΨ𝑘−1Ψ𝑘𝒳𝑘−2 + 𝒱T

𝑗𝑘
Ψ𝑘𝒳𝑘−1,

𝒳𝑙 = −1

2
𝛿𝑗𝑙−1𝑗𝑙𝑃

−1Ψ𝑙−1Ψ𝑙𝒳𝑙−2 + 𝑃−1Ψ𝑙(𝑉 𝒱𝑗𝑙)𝒳𝑙−1 =

= −1

2
𝛿𝑗𝑙−1𝑗𝑙𝑃

−1Ψ𝑙−1Ψ𝑙𝒳𝑙−2 + 𝑃−1Ψ𝑙𝐸
𝒱𝑗𝑙𝒳𝑙−1, 𝑙 = 1, . . . , 𝑘 − 1,

где 𝐸𝒱 — двумерная спектральная характеристика случайного линейного функционала 𝒥 *𝑊
T2

(см. разд. 2.3 и теорему 2.3) при 𝑘 > 3 и 𝒱 = 𝒱𝑗𝑙 .
3. Соотношения (6.26) — это частный случай соотношений (6.53), а теорема 6.3 — частный

случай теоремы 6.6 при условии 𝜓𝑙(𝑡) ≡ 1 и Ψ𝑙 = 𝐸, где 𝐸 — бесконечная единичная матрица,
𝑙 = 1, . . . , 𝑘. Соотношения (6.30), (6.32) и (6.38) являются частными случаями соотношений
(6.60), (6.62) и (6.68) соответственно при условии 𝑛1 = 𝑛2 = 𝑛3 = 𝑛4 = 0.

4. Следствия 6.1 и 6.3 устанавливают количество различных формул для представления по-
вторных стохастических интегралов Ито. Это количество равно числу всех комбинаций зна-
чений булевых переменных 𝑏1 = (𝑗1 = 𝑗2), . . . , 𝑏𝑘−1 = (𝑗𝑘−1 = 𝑗𝑘) и их, очевидно, 2𝑘−1. Более
того, можно поставить в соответствие каждой формуле целое число 𝑏, которое в двоичном
представлении имеет вид (𝑏𝑘−1 . . . 𝑏1)2. Например, для попарно различных значений 𝑗1, . . . , 𝑗𝑘

имеем 𝑏 = 0, так как 𝑏1 = . . . = 𝑏𝑘−1 = 0, а для совпадающих значений 𝑗1, . . . , 𝑗𝑘 — 𝑏 = 2𝑘−1 − 1,
поскольку 𝑏1 = . . . = 𝑏𝑘−1 = 1. Значениям 𝑏 = 1, 2, . . . , 2𝑘−1 − 2 отвечают формулы для пред-
ставления повторных стохастических интегралов Ито при совпадении только двух соседних
элементов из мультимножества 𝐽 = (𝑗1 . . . 𝑗𝑘), определенного в разд. 4.3.

5. В п. 8 замечаний 6.1 рассмотрены повторные стохастические интегралы Стратоновича
смешанного типа. Аналогично можно ввести повторные стохастические интегралы Ито сме-
шанного типа в предположении, что в формулах (6.20) и (6.48) допустимы нулевые значения
𝑗1, . . . , 𝑗𝑘, но при условии 𝑗1 + . . .+ 𝑗𝑘 > 0. Например, к такому типу относится интеграл крат-
ности 𝑘 = 4 вида (6.20):

I𝒥𝑊 (0𝑗2𝑗30)
T k(·) =

∫︁
T

∫︁ 𝑡4

𝑡0

∫︁ 𝑡3

𝑡0

∫︁ 𝑡2

𝑡0

𝑑𝑡1𝑑𝑊𝑗2(𝑡2)𝑑𝑊𝑗3(𝑡3)𝑑𝑡4.

Система стохастических дифференциальных уравнений Ито, соответствующая интегралу
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смешанного типа имеет вид

𝑑𝑋1(𝑡) = 𝛿𝑗10𝜓1(𝑡)𝑑𝑡+ 𝛿𝑗10𝜓1(𝑡)𝑑𝑊𝑗1(𝑡),

𝑑𝑋2(𝑡) = 𝛿𝑗20𝜓2(𝑡)𝑋1(𝑡)𝑑𝑡+ 𝛿𝑗20𝜓2(𝑡)𝑋1(𝑡)𝑑𝑊𝑗2(𝑡),

. . . ,

𝑑𝑋𝑘(𝑡) = 𝛿𝑗𝑘0𝜓𝑘(𝑡)𝑋𝑘−1(𝑡)𝑑𝑡+ 𝛿𝑗𝑘0𝜓𝑘(𝑡)𝑋𝑘−1(𝑡)𝑑𝑊𝑗𝑘(𝑡),

(6.78)

где 𝛿𝑗𝑙0 = 1− 𝛿𝑗𝑙0, 𝛿𝑗𝑙0 — символ Кронекера (1.4), 𝑙 = 1, . . . , 𝑘. С системой (6.49), а в частном
случае 𝜓𝑙(𝑡) ≡ 1 с системой (6.21) она не совпадает.

Перейдем к эквивалентной системе стохастических дифференциальных уравнений Страто-
новича, опираясь на доказательство леммы 6.2. Сначала запишем систему (6.78) в виде (3.40):

𝑑𝑋(𝑡) = 𝑓
(︀
𝑡,𝑋(𝑡)

)︀
𝑑𝑡+ 𝜎

(︀
𝑡,𝑋(𝑡)

)︀
𝑑𝑊 (𝑡), 𝑋(𝑡0) = 0,

в которой вектор-функция 𝑓(·) : T×R𝑘 → R𝑘 задается выражением

𝑓(𝑡, 𝑥) = [ 𝛿𝑗10𝜓1(𝑡) 𝛿𝑗20𝜓2(𝑡)𝑥1 . . . 𝛿𝑗𝑘0𝜓𝑘(𝑡)𝑥𝑘−1 ]T,

а столбцы матричной функции 𝜎(·) : T×R𝑘 → R𝑘×𝑠 определяются в виде

𝜎*𝑗(𝑡, 𝑥) = [𝛼𝑗1𝜓1(𝑡) 𝛼
𝑗
2𝜓2(𝑡)𝑥1 . . . 𝛼𝑗𝑘𝜓𝑘(𝑡)𝑥𝑘−1 ]T, 𝑗 = 1, . . . , 𝑠,

где 𝛼𝑗𝑙 = 𝛿𝑗𝑗𝑙 𝛿𝑗0, 𝑙 = 1, . . . , 𝑘.
Далее определим вектор-функцию 𝑎(·) : T×R𝑘 → R𝑘, связанную с вектор-функцией 𝑓(·)

формулами (3.3):

𝑎(𝑡, 𝑥) = 𝑓(𝑡, 𝑥)− 1

2

𝑠∑︁
𝑗=1

𝜕𝜎*𝑗(𝑡, 𝑥)

𝜕𝑥
𝜎*𝑗(𝑡, 𝑥),

где

𝜕𝜎*𝑗(𝑡, 𝑥)

𝜕𝑥
𝜎*𝑗(𝑡, 𝑥) =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0

𝛼𝑗1𝛼
𝑗
2𝜓1(𝑡)𝜓2(𝑡)

𝛼𝑗2𝛼
𝑗
3𝜓2(𝑡)𝜓3(𝑡)𝑥1

...
𝛼𝑗𝑘−1𝛼

𝑗
𝑘𝜓𝑘−1(𝑡)𝜓𝑘(𝑡)𝑥𝑘−2

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
=

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0

𝛿𝑗𝑗1 𝛿𝑗𝑗2 𝛿𝑗0𝜓1(𝑡)𝜓2(𝑡)

𝛿𝑗𝑗2 𝛿𝑗𝑗3 𝛿𝑗0𝜓2(𝑡)𝜓3(𝑡)𝑥1
...

𝛿𝑗𝑗𝑘−1
𝛿𝑗𝑗𝑘 𝛿𝑗0𝜓𝑘−1(𝑡)𝜓𝑘(𝑡)𝑥𝑘−2

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
.

Следовательно, вектор сноса в соответствующем векторном стохастическом дифференци-
альном уравнении Стратоновича (3.27) представляется в форме

𝑎(𝑡, 𝑥) =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

𝛿𝑗10𝜓1(𝑡)

𝛿𝑗20𝜓2(𝑡)𝑥1 − (1/2)𝛿𝑗1𝑗2 𝛿𝑗20𝜓1(𝑡)𝜓2(𝑡)

𝛿𝑗30𝜓3(𝑡)𝑥2 − (1/2)𝛿𝑗2𝑗3 𝛿𝑗30𝜓2(𝑡)𝜓3(𝑡)𝑥1
...

𝛿𝑗𝑘0𝜓𝑘(𝑡)𝑥𝑘−1 − (1/2)𝛿𝑗𝑘−1𝑗𝑘 𝛿𝑗𝑘0𝜓𝑘−1(𝑡)𝜓𝑘(𝑡)𝑥𝑘−2

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
,
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отсюда получаем

𝑑𝑋1(𝑡) = 𝛿𝑗10𝜓1(𝑡)𝑑𝑡+ 𝛿𝑗10𝜓1(𝑡)𝑑𝑊𝑗1(𝑡),

𝑑𝑋2(𝑡) =

(︂
𝛿𝑗20𝜓2(𝑡)𝑋1(𝑡)−

1

2
𝛿𝑗1𝑗2 𝛿𝑗20𝜓1(𝑡)𝜓2(𝑡)

)︂
𝑑𝑡+ 𝛿𝑗20𝜓2(𝑡)𝑋1(𝑡) ∘ 𝑑𝑊𝑗2(𝑡),

𝑑𝑋3(𝑡) =

(︂
𝛿𝑗30𝜓3(𝑡)𝑋2(𝑡)−

1

2
𝛿𝑗2𝑗3 𝛿𝑗30𝜓2(𝑡)𝜓3(𝑡)𝑋1(𝑡)

)︂
𝑑𝑡+ 𝛿𝑗30𝜓3(𝑡)𝑋2(𝑡) ∘ 𝑑𝑊𝑗3(𝑡),

. . . ,

𝑑𝑋𝑘(𝑡) =

(︂
𝛿𝑗𝑘0𝜓𝑘(𝑡)𝑋𝑘−1(𝑡)−

1

2
𝛿𝑗𝑘−1𝑗𝑘 𝛿𝑗𝑘0𝜓𝑘−1(𝑡)𝜓𝑘(𝑡)𝑋𝑘−2(𝑡)

)︂
𝑑𝑡+ 𝛿𝑗𝑘0𝜓𝑘(𝑡)𝑋𝑘−1(𝑡) ∘ 𝑑𝑊𝑗𝑘(𝑡).

(6.79)
Так как выполняются соотношения (6.19), можно сделать вывод, что различия систем (6.51)

и (6.79) только в коэффициентах 𝛿𝑗𝑙0 у произведений 𝜓𝑙−1(·)𝜓𝑙(·). Эти коэффициенты легко
учесть при спектральном преобразовании по свойству линейности (2.8). Значит, для представ-
ления повторных стохастических интегралов Ито смешанного типа с помощью спектральной
формы математического описания достаточно опираться на теоремы 6.3 и 6.6, дополнительно
обозначая 𝒱0 = 1, где 1 — спектральная характеристика функции 𝑓0(𝑡) ≡ 1. Однако в соотно-
шениях (6.26) и (6.53) требуется заменить символы Кронекера 𝛿𝑗𝑙−1𝑗𝑙 на величины

𝛿*𝑗𝑙−1𝑗𝑙
= 𝛿𝑗𝑙−1𝑗𝑙 𝛿𝑗𝑙0 = 𝛿𝑗𝑙−1𝑗𝑙 (1− 𝛿𝑗𝑙0), 𝑙 = 2, . . . , 𝑘.

Аналогичным образом следует модифицировать обозначения в структурных схемах, изобра-
женных на рис. 6.3 и 6.4.

В результате повторный стохастический интеграл Ито смешанного типа от функции k(·)
представляется с помощью соотношений

I𝒥𝑊 (𝑗1...𝑗𝑘)
T k(·) = −1

2
𝛿*𝑗𝑘−1𝑗𝑘

1T𝒳𝑘−2 + 𝒱T

𝑗𝑘
𝒳𝑘−1,

𝒳𝑙 = −1

2
𝛿*𝑗𝑙−1𝑗𝑙

𝑃−1𝒳𝑙−2 + 𝑃−1(𝑉 𝒱𝑗𝑙)𝒳𝑙−1, 𝑙 = 2, . . . , 𝑘 − 1, 𝒳0 = 1, 𝒳1 = 𝑃−1𝒱𝑗1 ,
(6.80)

а от функции k𝜓(·) выражается следующим образом (соответствующая теорема сформулиро-
вана и доказана в [347]):

I𝒥𝑊 (𝑗1...𝑗𝑘)
T k𝜓(·) = −1

2
𝛿*𝑗𝑘−1𝑗𝑘

1TΨ𝑘−1Ψ𝑘𝒳𝑘−2 + 𝒱T

𝑗𝑘
Ψ𝑘𝒳𝑘−1,

𝒳𝑙 = −1

2
𝛿*𝑗𝑙−1𝑗𝑙

𝑃−1Ψ𝑙−1Ψ𝑙𝒳𝑙−2 + 𝑃−1Ψ𝑙(𝑉 𝒱𝑗𝑙)𝒳𝑙−1, 𝑙 = 2, . . . , 𝑘 − 1,

𝒳0 = 1, 𝒳1 = 𝑃−1Ψ1𝒱𝑗1 ,

(6.81)

где все обозначения заимствованы из теорем 6.3 и 6.6. Формулы (6.80) и (6.81) можно моди-
фицировать так, как это описано в п. 2.

Для повторных стохастических интегралов Ито смешанного типа следует внести изменения
в свойство повторного стохастического интеграла Ито, связанное со сдвигом и масштаби-
рованием базисной системы:

I𝒥𝑊 (𝑗1...𝑗𝑘)
[𝑡0,𝑇 ]

k𝑛1...𝑛𝑘
(·) 𝑑

= (𝑇 − 𝑡0)𝑘/2+
∑︀𝑘

𝑙=1(𝛿𝑗𝑙0/2+𝑛𝑙) · I𝒥𝑊 (𝑗1...𝑗𝑘)
[0,1] k*

𝑛1...𝑛𝑘
(·).

где все обозначения описаны после формулы (6.55).
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Пример 6.7. Представить в спектральной форме математического описания повторный
стохастический интеграл Ито

I𝒥𝑊 (𝑗1𝑗2𝑗3𝑗4)
T k(·) =

∫︁
T

∫︁ 𝑡4

𝑡0

∫︁ 𝑡3

𝑡0

∫︁ 𝑡2

𝑡0

𝑑𝑊𝑗1(𝑡1)𝑑𝑊𝑗2(𝑡2)𝑑𝑊𝑗3(𝑡3)𝑑𝑊𝑗4(𝑡4)

кратности 𝑘 = 4 при условии T = [0, 𝑇 ], т.е. 𝑡0 = 0, для двух вариантов:

а) 𝑗1 = 𝑗4 = 0, 𝑗2, 𝑗3 ̸= 0; б) 𝑗2 = 𝑗3 = 0, 𝑗1, 𝑗4 ̸= 0.

� Зададим базисную систему {𝑞(𝑖, ·)}∞𝑖=0 пространства 𝐿2(T). Согласно п. 5 замечаний 6.8
для варианта 𝑗1 = 𝑗4 = 0 и 𝑗2, 𝑗3 ̸= 0 повторный стохастический интеграл Ито представляется
с помощью соотношений (6.80), в которых 𝒱𝑗1 = 𝒱𝑗4 = 𝒱0 = 1 — спектральная характеристика
функции 𝑓0(𝑡) ≡ 1, а 𝒱𝑗2 ,𝒱𝑗3 — спектральные характеристики (2.26) белых шумов 𝑉𝑗2(·), 𝑉𝑗3(·)
с элементами 𝜁

(𝑗2)
𝑖2

, 𝜁
(𝑗3)
𝑖3

— независимыми случайными величинами, имеющими стандартное
нормальное распределение. Также в этих соотношениях используются спектральные харак-
теристики 𝑃−1 и 𝐴 оператора интегрирования и оператора умножения на функцию 𝑎1(𝑡) = 𝑡,
спектральная характеристика 𝑉 оператора умножения функций (см. разд. 1.5 и 1.6), 𝐹 и 𝐹 2 —

спектральные характеристики функций и 𝑓1(𝑡) = 𝑡 и 𝑓2(𝑡) = 𝑡2 соответственно (см. разд. 1.1),
определенные относительно базисной системы {𝑞(𝑖, ·)}∞𝑖=0.

Условия на значения 𝑗1, 𝑗2, 𝑗3, 𝑗4 позволяют записать, что 𝛿*𝑗1𝑗2 = 0, 𝛿*𝑗2𝑗3 ∈ {0, 1}, 𝛿
*
𝑗3𝑗4

= 0,
т.е.

𝒳1 = 𝑃−11, 𝒳2 = 𝑃−1(𝑉 𝒱𝑗2)𝒳1, 𝒳3 = −1

2
𝛿*𝑗2𝑗3𝑃

−1𝒳1 + 𝑃−1(𝑉 𝒱𝑗3)𝒳2,
I𝒥𝑊 (0𝑗2𝑗30)
T k(·) = 1T𝒳3.

Эти соотношения можно упростить (см. п. 8 замечаний 6.1):

𝒳1 = 𝐹, 𝒳2 = 𝑃−1(𝑉 𝒱𝑗2)𝐹 = 𝑃−1(𝑉 𝐹 )𝒱𝑗2 = 𝑃−1𝐴𝒱𝑗2 ,

𝒳3 = −1

2
𝛿*𝑗2𝑗3𝑃

−1𝐹 + 𝑃−1(𝑉 𝒱𝑗3)𝑃−1𝐴𝒱𝑗2 = −1

4
𝛿*𝑗2𝑗3𝐹

2 + 𝑃−1(𝑉 𝒱𝑗3)𝑃−1𝐴𝒱𝑗2 .

Далее применим свойство (1.49) сохранения скалярного произведения (см. пример 1.2) и
соотношение 1T𝑃−1(𝑉 𝒱𝑗3) = 𝒱T

𝑗3
(𝑇𝐸 − 𝐴), полученное в примере 6.4. Тогда

I𝒥𝑊 (0𝑗2𝑗30)
T k(·) = −1

4
𝛿*𝑗2𝑗31

T𝐹 2 + 1T𝑃−1(𝑉 𝒱𝑗3)𝑃−1𝐴𝒱𝑗2 = −𝛿*𝑗2𝑗3
𝑇 3

12
+ 𝒱T

𝑗3
(𝑇𝐸 − 𝐴)𝑃−1𝐴𝒱𝑗2 ,

где последнее слагаемое в правой части записанного равенства — это повторный стохастиче-
ский интеграл Стратоновича (6.7) кратности 𝑘 = 2:

S𝒥𝑊 (𝑗2𝑗3)
T

(︀
𝑇 − k01(·)

)︀
k10(·) =

∫︁
T

∫︁ 𝑡3

0

𝑡2 (𝑇 − 𝑡3) ∘ 𝑑𝑊𝑗2(𝑡2) ∘ 𝑑𝑊𝑗3(𝑡3) = 𝒱T

𝑗3
(𝑇𝐸 − 𝐴)𝑃−1𝐴𝒱𝑗2 ,

для которого k10(𝑡2, 𝑡3) = 𝑡21(𝑡3 − 𝑡2), k01(𝑡2, 𝑡3) = 𝑡31(𝑡3 − 𝑡2), и его нетрудно выразить через
повторный стохастический интеграл Ито (6.48) от той же функции. Действительно, по свой-
ству линейности интеграла

S𝒥𝑊 (𝑗2𝑗3)
T

(︀
𝑇 − k01(·)

)︀
k10(·) = 𝑇 S𝒥𝑊 (𝑗2𝑗3)

T k10(·)− S𝒥𝑊 (𝑗2𝑗3)
T k01(·)k10(·) =

= 𝑇 S𝒥𝑊 (𝑗2𝑗3)
T k10(·)− S𝒥𝑊 (𝑗2𝑗3)

T k11(·),

где k11(𝑡2, 𝑡3) = 𝑡2 𝑡31(𝑡3 − 𝑡2).
Таким образом,

S𝒥𝑊 (𝑗2𝑗3)
T

(︀
𝑇 − k01(·)

)︀
k10(·) = 𝑇 I𝒥𝑊 (𝑗2𝑗3)

T k10(·) + 𝛿𝑗2𝑗3
𝑇 3

4
−
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− I𝒥𝑊 (𝑗2𝑗3)
T k11(·)− 𝛿𝑗2𝑗3

𝑇 3

6
= I𝒥𝑊 (𝑗2𝑗3)

T

(︀
𝑇 − k01(·)

)︀
k10(·) + 𝛿𝑗2𝑗3

𝑇 3

12
,

что следует из формулы (6.60). Напомним (см. разд. 5.2), что при 𝑗2 ̸= 𝑗3 повторные стохасти-
ческие интегралы Стратоновича и Ито совпадают, а при 𝑗2 = 𝑗3 они отличаются на величину

tr
(︀
𝑇 − k01(·)

)︀
k10(·) =

1

2

∫︁ 𝑇

0

(𝑇 − 𝑡)𝑡𝑑𝑡 =
𝑇 3

12
,

где коэффициент 1/2 соответствует усреднению функции (𝑇 − k01(·))k10(·) на диагонали квад-
рата T2 (см. разд. 1.9):

lim
𝜀→0
𝒮𝜀

(︀
𝑇 − k01(𝑡, 𝑡)

)︀
k10(𝑡, 𝑡) =

1

2
(𝑇 − 𝑡)𝑡.

Найденная величина определяет математическое ожидание повторного стохастического ин-
теграла Стратоновича:

ES𝒥𝑊 (𝑗2𝑗3)
T

(︀
𝑇 − k01(·)

)︀
k10(·) = 𝛿𝑗2𝑗3

𝑇 3

12
,

и при 𝑗2 = 𝑗3 она равна следу матрицы (𝑇𝐸 − 𝐴)𝑃−1𝐴 согласно следствию 1.1, так как инте-
гральный оператор с симметризованным ядром по отношению к ядру (𝑇 − k01(·))k10(·) явля-
ется ядерным (представляется в виде линейной комбинации ядер, рассмотренных в примере
1.16). При 𝑗2 ̸= 𝑗3 она принимает нулевое значение из-за равенства интегралов S𝒥𝑊 (𝑗2𝑗3)

T (𝑇 −
−k01(·))k10(·) и I𝒥𝑊 (𝑗2𝑗3)

T (𝑇 − k01(·))k10(·):

ES𝒥𝑊 (𝑗2𝑗3)
T

(︀
𝑇 − k01(·)

)︀
k10(·) = 𝛿𝑗2𝑗3 tr(𝑇𝐸 − 𝐴)𝑃−1𝐴.

Следовательно,
I𝒥𝑊 (0𝑗2𝑗30)
T k(·) = I𝒥𝑊 (𝑗2𝑗3)

T

(︀
𝑇 − k01(·)

)︀
k10(·),

E I𝒥𝑊 (0𝑗2𝑗30)
T k(·) = 0, E

(︀
I𝒥𝑊 (0𝑗2𝑗30)
T k(·)

)︀2
= ‖

(︀
𝑇 − k01(·)

)︀
k10(·)‖2𝐿2(T2)

с учетом равенства нулю математических ожиданий кратных, а значит и повторных стохасти-
ческих интегралов Ито, а также свойства изометрии Ито (5.65). В результате

‖
(︀
𝑇 − k01(·)

)︀
k10(·)‖2𝐿2(T2) =

∫︁ 𝑇

0

(𝑇 − 𝑡3)2
∫︁ 𝑡3

0

𝑡22𝑑𝑡2𝑑𝑡3 =
1

3

∫︁ 𝑇

𝑡0

(𝑇 − 𝑡3)2 𝑡33𝑑𝑡3 =
𝑇 6

180

и эта величина равна квадрату нормы матрицы (𝑇𝐸 − 𝐴)𝑃−1𝐴 (см. пример 6.5), поэтому

E
(︀
I𝒥𝑊 (0𝑗2𝑗30)
T k(·)

)︀2
= ‖(𝑇𝐸 − 𝐴)𝑃−1𝐴‖2ℳ2

=
𝑇 6

180
.

Перейдем к варианту 𝑗2 = 𝑗3 = 0 и 𝑗1, 𝑗4 ̸= 0. Здесь следует переопределить спектраль-
ные характеристики 𝒱𝑗𝑙 , 𝑙 = 1, 2, 3, 4. А именно 𝒱𝑗2 = 𝒱𝑗3 = 𝒱0 = 1 и 𝒱𝑗1 ,𝒱𝑗4 — спектраль-
ные характеристики белых шумов 𝑉𝑗1(·), 𝑉𝑗4(·) с элементами 𝜁

(𝑗1)
𝑖1

, 𝜁
(𝑗4)
𝑖4

— независимыми слу-
чайными величинами, которые имеют стандартное нормальное распределение. Кроме того,
𝛿*𝑗1𝑗2 = 𝛿*𝑗2𝑗3 = 𝛿*𝑗3𝑗4 = 0, что означает совпадение повторных стохастических интегралов Стра-
тоновича и Ито. Поэтому применим теорему 6.1 с учетом п. 8 замечаний 6.1:

I𝒥𝑊 (𝑗100𝑗4)
T k(·) = S𝒥𝑊 (𝑗100𝑗4)

T k(·) = 𝒱T

𝑗4
𝑃−1(𝑉 1)𝑃−1(𝑉 1)𝑃−1𝒱𝑗1 =

= 𝒱T

𝑗4
𝑃−1𝐸𝑃−1𝐸𝑃−1𝒱𝑗1 = 𝒱T

𝑗4
𝑃−3𝒱𝑗1 ,

где 𝑃−3 = [𝑃−1]3. Этот же интеграл можно выразить через спектральные характеристики 𝑃−1

и 𝐴, пользуясь одной из формул (1.91). Таким образом,

I𝒥𝑊 (𝑗100𝑗4)
T k(·) = 𝒱T

𝑗4

(︂
1

2
𝐴2𝑃−1 − 𝐴𝑃−1𝐴+

1

2
𝑃−1𝐴2

)︂
𝒱𝑗1 ,
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что совпадает с повторным стохастическим интегралом Стратоновича (6.7) кратности 𝑘 = 2:

S𝒥𝑊 (𝑗1𝑗4)
T

(k01(·)− k10(·))2

2
=

∫︁
T

∫︁ 𝑡4

0

(𝑡4 − 𝑡1)2

2
∘ 𝑑𝑊𝑗1(𝑡1) ∘ 𝑑𝑊𝑗4(𝑡4) =

= 𝒱T

𝑗4

(︂
1

2
𝐴2𝑃−1 − 𝐴𝑃−1𝐴+

1

2
𝑃−1𝐴2

)︂
𝒱𝑗1 .

Далее покажем, что последний интеграл не отличается от повторного стохастического ин-
теграла Ито (6.48) кратности 𝑘 = 2:

I𝒥𝑊 (𝑗1𝑗4)
T

(k01(·)− k10(·))2

2
=

∫︁
T

∫︁ 𝑡4

0

(𝑡4 − 𝑡1)2

2
𝑑𝑊𝑗1(𝑡1)𝑑𝑊𝑗4(𝑡4).

Если 𝑗1 ̸= 𝑗4, то повторные стохастические интегралы Стратоновича и Ито совпадают вне
зависимости от функции, от которой эти интегралы требуется найти. Если 𝑗1 = 𝑗4, то они
отличаются на величину

tr
(k01(·)− k10(·))2

2
=

1

2

∫︁ 𝑇

0

0 · 𝑑𝑡 = 0,

а она, в свою очередь, совпадает со следом матрицы 𝑃−3 (см. пример 1.19):

ES𝒥𝑊 (𝑗1𝑗4)
T

(k01(·)− k10(·))2

2
= tr𝑃−3 = 0.

Таким образом,

I𝒥𝑊 (𝑗100𝑗4)
T k(·) = I𝒥𝑊 (𝑗1𝑗4)

T

(k01(·)− k10(·))2

2
,

E I𝒥𝑊 (𝑗100𝑗4)
T k(·) = 0, E

(︀
I𝒥𝑊 (𝑗100𝑗4)
T k(·)

)︀2
=

⃦⃦⃦⃦
(k01(·)− k10(·))2

2

⃦⃦⃦⃦2

𝐿2(T2)

,

поскольку математические ожидания кратных и повторных стохастических интегралов Ито
равны нулю и, кроме того, выполняется свойство изометрии Ито (5.65). Наконец,⃦⃦⃦⃦

(k01(·)− k10(·))2

2

⃦⃦⃦⃦2

𝐿2(T2)

=
1

4

∫︁ 𝑇

0

∫︁ 𝑡4

0

(𝑡4 − 𝑡1)4𝑑𝑡1𝑑𝑡4 =
1

20

∫︁ 𝑇

0

𝑡54𝑑𝑡4 =
𝑇 6

120

и эта величина равна квадрату нормы матрицы 𝑃−3 (см. пример 6.5), т.е.

E
(︀
I𝒥𝑊 (𝑗100𝑗4)
T k(·)

)︀2
= ‖𝑃−3‖2ℳ2

=
𝑇 6

120
. �

В разд. 6.1 описан вариант, при котором в формулу (6.7) подставляются случайные про-
цессы 𝜓𝑙(·) ∈ ℒ2(T), а не функции 𝜓𝑙(·) ∈ 𝐿2(T), 𝑙 ∈ {1, . . . , 𝑘}. Таким же образом можно по-
ступить и с формулой (6.48), причем это вполне естественно для повторных стохастических
интегралов. Тогда в соотношения (6.53) следует подставить спектральные характеристики Ψ𝑙

операторов умножения на эти случайные процессы (см. разд. 2.6).
Например, интеграл (6.48) (а в частном случае интеграл (6.20)) представляется в форме

I𝒥𝑊 (𝑗1...𝑗𝑘)
T k𝜓(·) =

∫︁
T

. . .

∫︁ 𝑡𝑚+2

𝑡0

∫︁ 𝑡𝑚+1

𝑡0

𝜓𝑚+1(𝑡𝑚+1)𝜓𝑚+2(𝑡𝑚+2) . . . 𝜓𝑘(𝑡𝑘)×

× 𝑑𝑊𝑗𝑚+1(𝑡𝑚+1)𝑑𝑊𝑗𝑚+2(𝑡𝑚+2) . . . 𝑑𝑊𝑗𝑘(𝑡𝑘),

но это интеграл вида (6.48) кратности 𝑘′ = 𝑘 −𝑚, 1 6 𝑚 < 𝑘, при условии

𝜓𝑚+1(𝑡) =

∫︁ 𝑡

𝑡0

. . .

∫︁ 𝜏2

𝑡0

𝜓1(𝜏1) . . . 𝜓𝑚(𝜏𝑚)𝑑𝑊𝑗1(𝜏1) . . . 𝑑𝑊𝑗𝑚(𝜏𝑚),

что можно использовать для спектрального представления повторных стохастических инте-
гралов Ито, проводя предварительное аналитическое интегрирование, если это возможно.
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В заключительной части этого раздела рассмотрим повторные стохастические 𝜃-интегралы
кратности 𝑘 > 2:

𝜃𝒥𝑊 (𝑗1...𝑗𝑘)
T k𝜓(·) =

∫︁
T

. . .

∫︁ 𝑡3

𝑡0

∫︁ 𝑡2

𝑡0

𝜓1(𝑡1)𝜓2(𝑡2) . . . 𝜓𝑘(𝑡𝑘)×

× 𝑑𝜃𝑊𝑗1(𝑡1)𝑑𝜃𝑊𝑗2(𝑡2) . . . 𝑑𝜃𝑊𝑗𝑘(𝑡𝑘), 𝜃 ∈ [0, 1], (6.82)

где T = [𝑡0, 𝑇 ], функция k𝜓(·) задается формулой (4.24) с учетом весовых функций 𝜓𝑙(·) ∈
∈ 𝐿2(T), 𝑙 = 1, . . . , 𝑘; 𝑗1, . . . , 𝑗𝑘 = 1, 2, . . . , 𝑠; 𝑊1(·), . . . ,𝑊𝑠(·) — независимые стандартные вине-
ровские процессы (см. разд. 2.1 и 5.2). Стохастические 𝜃-интегралы кратности 𝑘 = 1 опреде-
лены в разд. 2.3.

Этому интегралу соответствует система линейных стохастических дифференциальных
уравнений с 𝜃-дифференциалом:

𝑑𝑋1(𝑡) = 𝜓1(𝑡)𝑑𝜃𝑊𝑗1(𝑡), 𝑋1(𝑡0) = 0,

𝑑𝑋2(𝑡) = 𝜓2(𝑡)𝑋1(𝑡)𝑑𝜃𝑊𝑗2(𝑡), 𝑋2(𝑡0) = 0,

. . . ,

𝑑𝑋𝑘(𝑡) = 𝜓𝑘(𝑡)𝑋𝑘−1(𝑡)𝑑𝜃𝑊𝑗𝑘(𝑡), 𝑋𝑘(𝑡0) = 0.

(6.83)

Ее решение позволяет выразить интеграл (6.82). Действительно,

𝑋𝑘(𝑡) =

∫︁ 𝑡

𝑡0

. . .

∫︁ 𝜏3

𝑡0

∫︁ 𝜏2

𝑡0

𝜓1(𝜏1)𝜓2(𝜏2) . . . 𝜓𝑘(𝜏𝑘)𝑑𝜃𝑊𝑗1(𝜏1)𝑑𝜃𝑊𝑗2(𝜏2) . . . 𝑑𝜃𝑊𝑗𝑘(𝜏𝑘), (6.84)

следовательно,
𝜃𝒥𝑊 (𝑗1)
T k𝜓(·) = 𝑋1(𝑇 ), 𝜃𝒥𝑊 (𝑗1𝑗2)

T k𝜓(·) = 𝑋2(𝑇 ), . . . , 𝜃𝒥𝑊 (𝑗1...𝑗𝑘)
T k𝜓(·) = 𝑋𝑘(𝑇 ).

В частном случае при условии 𝜓𝑙(𝑡) ≡ 1, 𝑙 = 1, . . . , 𝑘, имеем интеграл

𝜃𝒥𝑊 (𝑗1...𝑗𝑘)
T k(·) =

∫︁
T

. . .

∫︁ 𝑡3

𝑡0

∫︁ 𝑡2

𝑡0

𝑑𝜃𝑊𝑗1(𝑡1)𝑑𝜃𝑊𝑗2(𝑡2) . . . 𝑑𝜃𝑊𝑗𝑘(𝑡𝑘), (6.85)

где функция k(·) задается формулой (4.15). Система стохастических дифференциальных урав-
нений с 𝜃-дифференциалом, отвечающая такому интегралу, — частный случай системы (6.83).

Повторные стохастические 𝜃-интегралы обобщают повторные стохастические интегралы
Стратоновича и Ито, так как при 𝜃 = 1/2 и 𝜃 = 0 формула (6.82) совпадает с формулами (6.7)
и (6.48) соответственно. Аналогично, формула (6.85) преобразуется в формулы (6.1) и (6.20).

Поскольку систему стохастических дифференциальных уравнений с 𝜃-дифференциалом
(6.83) можно преобразовать в эквивалентную систему стохастических дифференциальных
уравнений Стратоновича, нетрудно применить спектральную форму математического описа-
ния (см. разд. 3.3) для представления повторных стохастических 𝜃-интегралов (6.82). Соответ-
ствующая лемма приведена ниже, а ее доказательство с точностью до постоянных множителей
в формулах повторяет доказательство леммы 6.2.

Лемма 6.3. Система стохастических дифференциальных уравнений Стратоновича, эк-
вивалентная системе (6.83), имеет вид

𝑑𝑋1(𝑡) = 𝜓1(𝑡)𝑑𝑊𝑗1(𝑡), 𝑋1(𝑡0) = 0,

𝑑𝑋2(𝑡) =

(︂
𝜃 − 1

2

)︂
𝛿𝑗1𝑗2𝜓1(𝑡)𝜓2(𝑡)𝑑𝑡+ 𝜓2(𝑡)𝑋1(𝑡) ∘ 𝑑𝑊𝑗2(𝑡), 𝑋2(𝑡0) = 0,
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𝑑𝑋3(𝑡) =

(︂
𝜃 − 1

2

)︂
𝛿𝑗2𝑗3𝜓2(𝑡)𝜓3(𝑡)𝑋1(𝑡)𝑑𝑡+ 𝜓3(𝑡)𝑋2(𝑡) ∘ 𝑑𝑊𝑗3(𝑡), 𝑋3(𝑡0) = 0,

. . . ,

𝑑𝑋𝑘(𝑡) =

(︂
𝜃 − 1

2

)︂
𝛿𝑗𝑘−1𝑗𝑘𝜓𝑘−1(𝑡)𝜓𝑘(𝑡)𝑋𝑘−2(𝑡)𝑑𝑡+ 𝜓𝑘(𝑡)𝑋𝑘−1(𝑡) ∘ 𝑑𝑊𝑗𝑘(𝑡), 𝑋𝑘(𝑡0) = 0,

или в частном случае 𝜓𝑙(𝑡) ≡ 1, 𝑙 = 1, . . . , 𝑘,

𝑑𝑋1(𝑡) = 𝑑𝑊𝑗1(𝑡), 𝑋1(𝑡0) = 0,

𝑑𝑋2(𝑡) =

(︂
𝜃 − 1

2

)︂
𝛿𝑗1𝑗2 𝑑𝑡+𝑋1(𝑡) ∘ 𝑑𝑊𝑗2(𝑡), 𝑋2(𝑡0) = 0,

𝑑𝑋3(𝑡) =

(︂
𝜃 − 1

2

)︂
𝛿𝑗2𝑗3𝑋1(𝑡)𝑑𝑡+𝑋2(𝑡) ∘ 𝑑𝑊𝑗3(𝑡), 𝑋3(𝑡0) = 0,

. . . ,

𝑑𝑋𝑘(𝑡) =

(︂
𝜃 − 1

2

)︂
𝛿𝑗𝑘−1𝑗𝑘𝑋𝑘−2(𝑡)𝑑𝑡+𝑋𝑘−1(𝑡) ∘ 𝑑𝑊𝑗𝑘(𝑡), 𝑋𝑘(𝑡0) = 0,

где 𝛿𝑗𝑙−1𝑗𝑙 — символ Кронекера (1.4), 𝑙 = 2, . . . , 𝑘.

Следствие 6.5. Повторные стохастические интегралы Стратоновича (6.7) и повтор-
ные стохастические 𝜃-интегралы (6.82) (в частном случае интегралы (6.1) и (6.85)) совпа-
дают с вероятностью 1, если ни одно из равенств 𝑗𝑙−1 = 𝑗𝑙 не выполнено, 𝑙 = 2, . . . , 𝑘. Если
хотя бы одно из равенств 𝑗𝑙−1 = 𝑗𝑙 выполнено и соответствующее произведение 𝜓𝑙−1(·)𝜓𝑙(·)
тождественно не равно нулю, то интегралы (6.7) и (6.82) ((6.1) и (6.85)) не совпадают.

Теорема 6.9. Пусть 𝒱1, . . . ,𝒱𝑠 — спектральные характеристики белых шумов
𝑉1(·), . . . , 𝑉𝑠(·) соответственно, 1 — спектральная характеристика функции 𝑓0(𝑡) ≡ 1,
𝑃−1 — спектральная характеристика оператора интегрирования, 𝑉 — спектральная ха-
рактеристика оператора умножения функций, Ψ1, . . . ,Ψ𝑘 — спектральные характеристики
операторов умножения на функции 𝜓1(·), . . . , 𝜓𝑘(·) ∈ 𝐿2(T). Спектральные характеристи-
ки 1, 𝑃−1, 𝑉 и Ψ1, . . . ,Ψ𝑘 определены относительно базисной системы {𝑞(𝑖, ·)}∞𝑖=0. Тогда
повторный стохастический 𝜃-интеграл (6.85) представляется с помощью соотношений

𝜃𝒥𝑊 (𝑗1...𝑗𝑘)
T k𝜓(·) =

(︂
𝜃 − 1

2

)︂
𝛿𝑗𝑘−1𝑗𝑘 1

TΨ𝑘−1Ψ𝑘𝒳𝑘−2 + 𝒱T

𝑗𝑘
Ψ𝑘𝒳𝑘−1,

𝒳𝑙 =

(︂
𝜃 − 1

2

)︂
𝛿𝑗𝑙−1𝑗𝑙𝑃

−1Ψ𝑙−1Ψ𝑙𝒳𝑙−2 + 𝑃−1Ψ𝑙(𝑉 𝒱𝑗𝑙)𝒳𝑙−1, 𝑙 = 2, . . . , 𝑘 − 1,

𝒳0 = 1, 𝒳1 = 𝑃−1Ψ1𝒱𝑗1 ,

или в частном случае 𝜓𝑙(𝑡) ≡ 1, 𝑙 = 1, . . . , 𝑘,

𝜃𝒥𝑊 (𝑗1...𝑗𝑘)
T k(·) =

(︂
𝜃 − 1

2

)︂
𝛿𝑗𝑘−1𝑗𝑘 1

T𝒳𝑘−2 + 𝒱T

𝑗𝑘
𝒳𝑘−1,

𝒳𝑙 =

(︂
𝜃 − 1

2

)︂
𝛿𝑗𝑙−1𝑗𝑙𝑃

−1𝒳𝑙−2 + 𝑃−1(𝑉 𝒱𝑗𝑙)𝒳𝑙−1, 𝑙 = 2, . . . , 𝑘 − 1, 𝒳0 = 1, 𝒳1 = 𝑃−1𝒱𝑗1 ,

где 𝛿𝑗𝑙−1𝑗𝑙 — символ Кронекера (1.4), 𝑙 = 2, . . . , 𝑘.

Доказательство теоремы 6.9 практически не отличается от доказательства теоремы 6.6,
поэтому здесь не приводится.
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З ам е ч а н и я 6.9.
1. Теорема 6.9 при 𝜃 = 1/2 совпадает с теоремой 6.2, а при 𝜃 = 0 — с теоремой 6.6, в частном

случае — с теоремами 6.1 и 6.3 соответственно.
2. Можно детально рассмотреть случаи 𝑘 = 2, 3, 4, принимая во внимание значения 𝑗1, . . . , 𝑗𝑘

(их равенства или неравенства в разных комбинациях), как это сделано для повторных стоха-
стических интегралов Ито. В результате будут получены формулы, отличающиеся от соотно-
шений (6.60), (6.62), (6.68) (в частном случае — от соотношений (6.30), (6.32), (6.38)) только
постоянными множителями.

3. Для представления повторных стохастических 𝜃-интегралов в полной мере можно при-
менить п. 2 и п. 4 замечаний 6.8. Для них выполняется свойство, связанное со сдвигом и
масштабированием базисной системы. Оно аналогично свойствам (6.15) и (6.55).

4. Если записать системы стохастических дифференциальных уравнений из леммы 6.3 в
форме Ланжевена (см. разд. 3.3), то их можно рассматривать как математические модели
стохастических систем управления с входными сигналами 𝑓𝑙(·) = 𝑉𝑗𝑙(·) и выходными сигналами
𝑋𝑙(·) — случайными процессами, 𝑙 = 1, . . . , 𝑘. Структурные схемы этих систем управления
будут аналогичны схемам, изображенным на рис. 6.3 и 6.4.

5. Понятие повторного стохастического 𝜃-интеграла смешанного типа определяется таким
же образом, как это сделано для повторных стохастических интегралов Стратоновича и Ито
в п. 8 замечаний 6.1 и в п. 5 замечаний 6.8 соответственно.

Пример 6.8. Представить в спектральной форме математического описания повторные
стохастические 𝜃-интегралы

𝜃𝒥𝑊 (𝑗1𝑗1)
T k(·) =

∫︁
T

∫︁ 𝑡2

𝑡0

𝑑𝜃𝑊𝑗1(𝑡1)𝑑𝜃𝑊𝑗1(𝑡2),
𝜃𝒥𝑊 (𝑗1𝑗1𝑗1)
T k(·) =

∫︁
T

∫︁ 𝑡3

𝑡0

∫︁ 𝑡2

𝑡0

𝑑𝜃𝑊𝑗1(𝑡1)𝑑𝜃𝑊𝑗1(𝑡2)𝑑𝜃𝑊𝑗1(𝑡3),

𝜃𝒥𝑊 (𝑗1𝑗1𝑗1𝑗1)
T k(·) =

∫︁
T

∫︁ 𝑡4

𝑡0

∫︁ 𝑡3

𝑡0

∫︁ 𝑡2

𝑡0

𝑑𝜃𝑊𝑗1(𝑡1)𝑑𝜃𝑊𝑗1(𝑡2)𝑑𝜃𝑊𝑗1(𝑡3)𝑑𝜃𝑊𝑗1(𝑡4),

кратностей 𝑘 = 2, 3, 4 при условии T = [0, 𝑇 ], т.е. 𝑡0 = 0. Выразить их через соответствующие
повторные стохастические интегралы Стратоновича и Ито.

� Пусть {𝑞(𝑖, ·)}∞𝑖=0 — это базисная система пространства 𝐿2(T). Определим относительно
этой базисной системы следующие спектральные характеристики: 1 — спектральная характе-
ристика функции 𝑓0(𝑡) ≡ 1, 𝑃−1 — спектральная характеристика оператора интегрирования,
𝑉 — спектральная характеристика оператора умножения функций (см. разд. 1.1, 1.5 и 1.6).
Пусть также 𝒱𝑗1 — спектральная характеристика (2.26) белого шума 𝑉𝑗1(·), элементы которой
— независимые случайные величины 𝜁

(𝑗1)
𝑖1

, имеющие стандартное нормальное распределение.
Применим теорему 6.9 для кратности 𝑘 = 2, принимая во внимание, что все повторные сто-

хастические интегралы заданы относительно одного винеровского процесса, а также учитывая
формулу (6.27) и замечание 6.2:

𝜃𝒥𝑊 (𝑗1𝑗1)
T k(·) =

(︂
𝜃 − 1

2

)︂
1T1 + 𝒱T

𝑗1
𝑃−1𝒱𝑗1 = S𝒥𝑊 (𝑗1𝑗1)

T k(·) +

(︂
𝜃 − 1

2

)︂
𝑇 = I𝒥𝑊 (𝑗1𝑗1)

T k(·) + 𝜃𝑇.
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Для кратности 𝑘 = 3 имеем
𝜃𝒥𝑊 (𝑗1𝑗1𝑗1)
T k(·) =

(︂
𝜃 − 1

2

)︂
1T𝑃−1𝒱𝑗1 + 𝒱T

𝑗1

[︂(︂
𝜃 − 1

2

)︂
𝑃−11 + 𝑃−1(𝑉 𝒱𝑗2)𝑃−1𝒱𝑗1

]︂
=

=

(︂
𝜃 − 1

2

)︂
𝒱T

𝑗1
[𝑃−1]T1 +

(︂
𝜃 − 1

2

)︂
𝒱T

𝑗1
𝑃−11 + 𝒱T

𝑗1
𝑃−1(𝑉 𝒱𝑗2)𝑃−1𝒱𝑗1 =

=

(︂
𝜃 − 1

2

)︂
𝒱T

𝑗1
(𝑃−1 + [𝑃−1]T)1 + 𝒱T

𝑗1
𝑃−1(𝑉 𝒱𝑗2)𝑃−1𝒱𝑗1 =

=

(︂
𝜃 − 1

2

)︂
𝒱T

𝑗1
1 · 1T1 + 𝒱T

𝑗1
𝑃−1(𝑉 𝒱𝑗2)𝑃−1𝒱𝑗1 =

= S𝒥𝑊 (𝑗1𝑗1𝑗1)
T k(·) +

(︂
𝜃 − 1

2

)︂
𝑇 𝒱T

𝑗1
1 = I𝒥𝑊 (𝑗1𝑗1𝑗1)

T k(·) + 𝜃𝑇 𝒱T

𝑗1
1,

что следует из связи (1.87), формулы (6.27) и п. 1 замечаний 6.3.
Наконец, положим 𝑘 = 4 в теореме 6.9, тогда
𝜃𝒥𝑊 (𝑗1𝑗1𝑗1𝑗1)
T k(·) =

(︂
𝜃 − 1

2

)︂
1T

[︂(︂
𝜃 − 1

2

)︂
𝑃−11 + 𝑃−1(𝑉 𝒱𝑗1)𝑃−1𝒱𝑗1

]︂
+

+ 𝒱T

𝑗1

[︂(︂
𝜃 − 1

2

)︂
𝑃−1𝑃−1𝒱𝑗1 + 𝑃−1(𝑉 𝒱𝑗1)

[︂(︂
𝜃 − 1

2

)︂
𝑃−11 + 𝑃−1(𝑉 𝒱𝑗1)𝑃−1𝒱𝑗1

]︂]︂
=

=

(︂
𝜃 − 1

2

)︂2

1T𝑃−11 +

(︂
𝜃 − 1

2

)︂
1T𝑃−1(𝑉 𝒱𝑗1)𝑃−1𝒱𝑗1 +

+

(︂
𝜃 − 1

2

)︂
𝒱T

𝑗1
𝑃−2𝒱𝑗1 +

(︂
𝜃 − 1

2

)︂
𝒱T

𝑗1
𝑃−1(𝑉 𝒱𝑗1)𝑃−11 + 𝒱T

𝑗1
𝑃−1(𝑉 𝒱𝑗1)𝑃−1(𝑉 𝒱𝑗1)𝑃−1𝒱𝑗1 .

Слагаемые в правой части этого выражения можно упростить и это было сделано при
выводе соотношения (6.38). Используя готовые результаты и ориентируясь на п. 1 замечаний
6.4, получаем

𝜃𝒥𝑊 (𝑗1𝑗1𝑗1𝑗1)
T k(·) =

(︂
𝜃 − 1

2

)︂2
𝑇 2

2
+

(︂
𝜃 − 1

2

)︂
𝒱T

𝑗1
(𝑇𝐸 − 𝐴)𝑃−1𝒱𝑗1 +

+

(︂
𝜃 − 1

2

)︂
𝒱T

𝑗1
(𝐴𝑃−1−𝑃−1𝐴)𝒱𝑗1 +

(︂
𝜃 − 1

2

)︂
𝒱T

𝑗1
𝑃−1𝐴𝒱𝑗1 + 𝒱T

𝑗1
𝑃−1(𝑉 𝒱𝑗1)𝑃−1(𝑉 𝒱𝑗1)𝑃−1𝒱𝑗1 =

=

(︂
𝜃 − 1

2

)︂2
𝑇 2

2
+

(︂
𝜃 − 1

2

)︂
𝑇 𝒱T

𝑗1
𝑃−1𝒱𝑗1 + 𝒱T

𝑗1
𝑃−1(𝑉 𝒱𝑗1)𝑃−1(𝑉 𝒱𝑗1)𝑃−1𝒱𝑗1 =

= S𝒥𝑊 (𝑗1𝑗1𝑗1𝑗1)
T k(·) +

(︂
𝜃 − 1

2

)︂
𝑇 𝒱T

𝑗1
𝑃−1𝒱𝑗1 +

(︂
𝜃 − 1

2

)︂2
𝑇 2

2
=

= I𝒥𝑊 (𝑗1𝑗1𝑗1𝑗1)
T k(·) + 𝜃𝑇 𝒱T

𝑗1
𝑃−1𝒱𝑗1 + (𝜃2 − 𝜃) 𝑇

2

2
,

где 𝐴 — спектральная характеристика оператора умножения на функцию 𝑎1(𝑡) = 𝑡 относи-
тельно базисной системы {𝑞(𝑖, ·)}∞𝑖=0 (см. разд. 1.5). �

6.3. Моменты типовых повторных стохастических интегралов

Построим алгоритм вычисления первых двух моментов (математического ожидания и вто-
рого начального момента) повторных стохастических интегралов Стратоновича S𝒥𝑊 (𝑗1...𝑗𝑘)

T k(·)
и Ито I𝒥𝑊 (𝑗1...𝑗𝑘)

T k(·), где функция k(·) задается формулой (4.15), которые определены соот-
ношениями (6.1) и (6.20), на основе решения обыкновенных дифференциальных уравнений.
Другой способ вычисления первых двух моментов рассмотрен ранее в разд. 5.6.
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Напомним, что если векторный случайный процесс 𝑋(·) задается стохастическим диффе-
ренциальным уравнением Ито (3.1), то его плотность вероятности 𝜙(·) — функция времени
𝑡 ∈ T и вектора 𝑥 ∈ R𝑛 — удовлетворяет уравнению Фоккера–Планка–Колмогорова (3.4).
Математические ожидания 𝑚𝑖(·) и вторые начальные моменты Γ𝑖𝑗(·) координат случайного
процесса 𝑋(·) выражаются через плотность вероятности 𝜙(·):

𝑚𝑖(𝑡) = E𝑋𝑖(𝑡) =

∫︁
R𝑛

𝑥𝑖𝜙(𝑡, 𝑥)𝑑𝑥, Γ𝑖𝑗(𝑡) = E𝑋𝑖(𝑡)𝑋𝑗(𝑡) =

∫︁
R𝑛

𝑥𝑖𝑥𝑗𝜙(𝑡, 𝑥)𝑑𝑥, (6.86)

где 𝑛 — размерность векторного случайного процесса 𝑋(·); 𝑖, 𝑗 = 1, 2, . . . , 𝑛.
Дифференциальные уравнения для моментов можно получить как применяя уравнение

Ито (3.1), так и на основе уравнения Фоккера–Планка–Колмогорова (3.4). Во втором случае
уравнения для математических ожиданий 𝑚𝑖(·) получаются при умножении левой и правой
частей уравнения (3.4) на 𝑥𝑖 и интегрировании по пространству R𝑛:

𝑑

𝑑𝑡

∫︁
R𝑛

𝑥𝑖𝜙(𝑡, 𝑥)𝑑𝑥 =

∫︁
R𝑛

𝑥𝑖
𝜕𝜙(𝑡, 𝑥)

𝜕𝑡
𝑑𝑥 =

∫︁
R𝑛

𝑥𝑖𝒜𝜙(𝑡, 𝑥)𝑑𝑥,

а для вторых начальных моментов Γ𝑖𝑗(·) левую и правую части уравнения (3.4) следует умно-
жить на 𝑥𝑖𝑥𝑗 и проинтегрировать по пространству R𝑛:

𝑑

𝑑𝑡

∫︁
R𝑛

𝑥𝑖𝑥𝑗𝜙(𝑡, 𝑥)𝑑𝑥 =

∫︁
R𝑛

𝑥𝑖𝑥𝑗
𝜕𝜙(𝑡, 𝑥)

𝜕𝑡
𝑑𝑥 =

∫︁
R𝑛

𝑥𝑖𝑥𝑗𝒜𝜙(𝑡, 𝑥)𝑑𝑥,

где дифференциальный оператор 𝒜 задается выражением (3.7). Отсюда получаем обыкновен-
ные дифференциальные уравнения

𝑚̇𝑖(𝑡) =

∫︁
R𝑛

𝜙(𝑡, 𝑥)𝒜*𝑥𝑖𝑑𝑥, Γ̇𝑖𝑗(𝑡) =

∫︁
R𝑛

𝜙(𝑡, 𝑥)𝒜*𝑥𝑖𝑥𝑗 𝑑𝑥, (6.87)

в которых 𝒜* — сопряженный дифференциальный оператор (3.8).
Уравнения (6.87) образуют замкнутую систему, если 𝑓𝑖(·), 𝜎𝑖𝑙(·) — линейные, а 𝑔𝑖𝑗(·) —

квадратичные функции по координатам вектора 𝑥, где 𝑖, 𝑗 = 1, 2, . . . , 𝑛 и 𝑙 = 1, 2, . . . , 𝑠, так как

𝒜*𝑥𝑖 =
𝑛∑︁

𝑖′=1

𝑓𝑖(𝑡, 𝑥)
𝜕𝑥𝑖
𝜕𝑥𝑖′

+
1

2

𝑛∑︁
𝑖′=1

𝑛∑︁
𝑗′=1

𝑔𝑖𝑗(𝑡, 𝑥)
𝜕2𝑥𝑖

𝜕𝑥𝑖′ 𝜕𝑥𝑗′
= 𝑓𝑖(𝑡, 𝑥),

𝒜*𝑥𝑖𝑥𝑗 =
𝑛∑︁

𝑖′=1

𝑓𝑖(𝑡, 𝑥)
𝜕(𝑥𝑖𝑥𝑗)

𝜕𝑥𝑖′
+

1

2

𝑛∑︁
𝑖′=1

𝑛∑︁
𝑗′=1

𝑔𝑖𝑗(𝑡, 𝑥)
𝜕2(𝑥𝑖𝑥𝑗)

𝜕𝑥𝑖′ 𝜕𝑥𝑗′
=

= 𝑓𝑖(𝑡, 𝑥)𝑥𝑗 + 𝑓𝑗(𝑡, 𝑥)𝑥𝑖 + 𝑔𝑖𝑗(𝑡, 𝑥), 𝑖, 𝑗 = 1, 2, . . . , 𝑛,

следовательно, уравнения (6.87) записываются в форме (см. вероятностный смысл коэффици-
ентов сноса и диффузии в разд. 3.1)

𝑚̇𝑖(𝑡) = E𝑓𝑖
(︀
𝑡,𝑋(𝑡)

)︀
, (6.88)

Γ̇𝑖𝑗(𝑡) = E
[︀
𝑓𝑖
(︀
𝑡,𝑋(𝑡)

)︀
𝑋𝑗(𝑡) + 𝑓𝑗

(︀
𝑡,𝑋(𝑡)

)︀
𝑋𝑖(𝑡) + 𝑔𝑖𝑗

(︀
𝑡,𝑋(𝑡)

)︀]︀
, (6.89)

а начальные условия для них имеют вид 𝑚𝑖(𝑡0) = E𝑋𝑖(𝑡0), Γ𝑖𝑗(𝑡0) = E𝑋𝑖(𝑡0)𝑋𝑗(𝑡0).
Повторным стохастическим интегралам Ито I𝒥𝑊 (𝑗1...𝑗𝑘)

T k(·) соответствует система линей-
ных стохастических дифференциальных уравнений Ито (6.21), поэтому моменты повторных
стохастических интегралов Ито вычисляются следующим образом:

E I𝒥𝑊 (𝑗1...𝑗𝑘)
T k(·) = E𝑋𝑘(𝑇 ) = 𝑚𝑘(𝑇 ), E

(︀
I𝒥𝑊 (𝑗1...𝑗𝑘)
T k(·)

)︀2
= E𝑋2

𝑘(𝑇 ) = Γ𝑘𝑘(𝑇 ),
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при любых значениях 𝑗1, . . . , 𝑗𝑘 = 1, 2, . . . , 𝑠, где величины 𝑚𝑘(𝑇 ) и Γ𝑘𝑘(𝑇 ) определяются из
решения задачи Коши для системы дифференциальных уравнений (6.88) и (6.89), причем
подсистема (6.88) может быть решена независимо от подсистемы (6.89). Начальные условия
для указанной системы нулевые.

Для повторных стохастических интегралов Стратоновича S𝒥𝑊 (𝑗1...𝑗𝑘)
T k(·) систему линейных

стохастических дифференциальных уравнений Стратоновича (6.2) нужно переписать в форме
Ито, опираясь на следствие 6.2, а затем сформировать систему обыкновенных дифференци-
альных уравнений типа (6.88) и (6.89):

𝑚̇*
𝑖 (𝑡) = E𝑓 *

𝑖

(︀
𝑡,𝑋(𝑡)

)︀
, (6.90)

Γ̇*
𝑖𝑗(𝑡) = E

[︀
𝑓 *
𝑖

(︀
𝑡,𝑋(𝑡)

)︀
𝑋𝑗(𝑡) + 𝑓 *

𝑗

(︀
𝑡,𝑋(𝑡)

)︀
𝑋𝑖(𝑡) + 𝑔𝑖𝑗

(︀
𝑡,𝑋(𝑡)

)︀]︀
, (6.91)

где 𝑓 *
𝑖 (·) — координаты вектора сноса 𝑓 *(·) в уравнении Ито (6.25), которое соответствует

интегралу S𝒥𝑊 (𝑗1...𝑗𝑘)
T k(·). Начальные условия для этих уравнений также нулевые. Тогда

ES𝒥𝑊 (𝑗1...𝑗𝑘)
T k(·) = E𝑋𝑘(𝑇 ) = 𝑚*

𝑘(𝑇 ), E
(︀
S𝒥𝑊 (𝑗1...𝑗𝑘)
T k(·)

)︀2
= E𝑋2

𝑘(𝑇 ) = Γ*
𝑘𝑘(𝑇 ).

Здесь уместно напомнить (см. разд. 3.1), что при переходе от стохастического дифференци-
ального уравнения Ито к уравнению Стратоновича (или наоборот), вектор сноса изменяется
согласно формулам (3.3), а матрица диффузии остается неизменной.

Далее сформируем алгоритм вычисления первых двух моментов повторных стохастических
интегралов Стратоновича S𝒥𝑊 (𝑗1...𝑗𝑘)

T k(·) и Ито I𝒥𝑊 (𝑗1...𝑗𝑘)
T k(·).

Алгоритм 6.1.

1. Для заданных значений 𝑘, а также 𝑗1, . . . , 𝑗𝑘 записать систему стохастических дифферен-
циальных уравнений Ито: (6.25) для интеграла S𝒥𝑊 (𝑗1...𝑗𝑘)

T k(·) или (6.21) для интеграла
I𝒥𝑊 (𝑗1...𝑗𝑘)
T k(·).

2. Составить систему обыкновенных дифференциальных уравнений для первых двух мо-
ментов: (6.90) и (6.91) для интеграла S𝒥𝑊 (𝑗1...𝑗𝑘)

T k(·) или (6.88) и (6.89) для интеграла
I𝒥𝑊 (𝑗1...𝑗𝑘)
T k(·). В системе достаточно оставить только те уравнения, которые необходи-

мы для нахождения функций 𝑚*
𝑘(·) и Γ*

𝑘𝑘(·) или 𝑚𝑘(·) и Γ𝑘𝑘(·) соответственно.

3. Решить задачу Коши для полученной на шаге 2 системы обыкновенных дифференци-
альных уравнений при нулевых начальных условиях.

4. Вычислить искомые моменты повторных стохастических интегралов: 𝑚*
𝑘(𝑇 ) и Γ*

𝑘𝑘(𝑇 )

для интеграла S𝒥𝑊 (𝑗1...𝑗𝑘)
T k(·) или 𝑚𝑘(𝑇 ) и Γ𝑘𝑘(𝑇 ) для интеграла I𝒥𝑊 (𝑗1...𝑗𝑘)

T k(·).

Пример 6.9. Найти первые два момента повторных стохастических интегралов Ито
I𝒥𝑊 (112)
T k(·) и Стратоновича S𝒥𝑊 (112)

T k(·) кратности 𝑘 = 3 при условии T = [0, 1], т.е. 𝑇 = 1.

� Применим алгоритм 6.1. Для повторного стохастического интеграла I𝒥𝑊 (112)
T k(·) система

стохастических дифференциальных уравнений Ито (6.21) имеет вид

𝑑𝑋1(𝑡) = 𝑑𝑊1(𝑡), 𝑋1(0) = 0,

𝑑𝑋2(𝑡) = 𝑋1(𝑡)𝑑𝑊1(𝑡), 𝑋2(0) = 0,
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𝑑𝑋3(𝑡) = 𝑋2(𝑡)𝑑𝑊2(𝑡), 𝑋3(0) = 0,

где 𝑊1(·) и 𝑊2(·) — независимые стандартные винеровские процессы. Сравнивая эту систему
с уравнением (3.1), находим

𝑛 = 3, 𝑠 = 2, 𝑋(𝑡) = [𝑋1(𝑡) 𝑋2(𝑡) 𝑋3(𝑡) ]T, 𝑊 (𝑡) = [𝑊1(𝑡) 𝑊2(𝑡) ]T,

𝑓(𝑡, 𝑥) =

⎡⎢⎢⎣
0

0

0

⎤⎥⎥⎦ , 𝜎(𝑡, 𝑥) =

⎡⎢⎢⎣
1 0

𝑥1 0

0 𝑥2

⎤⎥⎥⎦ , 𝑔(𝑡, 𝑥) =

⎡⎢⎢⎣
1 𝑥1 0

𝑥1 𝑥21 0

0 0 𝑥22

⎤⎥⎥⎦ .
Так как все координаты вектор-функции 𝑓(·) — это функции, тождественно равные нулю,

задача Коши для системы дифференциальных уравнений (6.88), а именно

𝑚̇1(𝑡) = 𝑚̇2(𝑡) = 𝑚̇3(𝑡) = 0, 𝑚1(0) = 𝑚2(0) = 𝑚3(0) = 0,

имеет тривиальное решение: 𝑚1(𝑡) = 𝑚2(𝑡) = 𝑚3(𝑡) ≡ 0.
Далее записываем часть системы (6.89), которая необходима для получения функции Γ33(·)

и ее решение при нулевых начальных условиях:

Γ̇11(𝑡) = E
[︀
𝑔11

(︀
𝑡,𝑋(𝑡)

)︀]︀
= 1, Γ11(0) = 0, Γ11(𝑡) = 𝑡,

Γ̇22(𝑡) = E
[︀
𝑔22

(︀
𝑡,𝑋(𝑡)

)︀]︀
= E𝑋2

1 (𝑡) = Γ11(𝑡) = 𝑡, Γ22(0) = 0, Γ22(𝑡) =
𝑡2

2
,

Γ̇33(𝑡) = E
[︀
𝑔33

(︀
𝑡,𝑋(𝑡)

)︀]︀
= E𝑋2

2 (𝑡) = Γ22(𝑡) =
𝑡2

2
, Γ33(0) = 0, Γ33(𝑡) =

𝑡3

6
,

т.е.
E I𝒥𝑊 (112)

T k(·) = 𝑚3(1) = 0, E
(︀
I𝒥𝑊 (112)
T k(·)

)︀2
= Γ33(1) =

1

3!
=

1

6
,

что соответствует значениям, которые можно подсчитать с помощью формулы (5.66) (см. так-
же табл. 5.3).

Перейдем к повторному стохастическому интегралу S𝒥𝑊 (112)
T k(·). Ему отвечает система

стохастических дифференциальных уравнений Стратоновича (6.2):

𝑑𝑋1(𝑡) = 𝑑𝑊1(𝑡), 𝑋1(0) = 0,

𝑑𝑋2(𝑡) = 𝑋1(𝑡) ∘ 𝑑𝑊1(𝑡), 𝑋2(0) = 0,

𝑑𝑋3(𝑡) = 𝑋2(𝑡) ∘ 𝑑𝑊2(𝑡), 𝑋3(0) = 0,

а ей, в свою очередь, — система стохастических дифференциальных уравнений Ито (6.25):

𝑑𝑋1(𝑡) = 𝑑𝑊1(𝑡), 𝑋1(0) = 0,

𝑑𝑋2(𝑡) =
1

2
𝑑𝑡+𝑋1(𝑡)𝑑𝑊1(𝑡), 𝑋2(0) = 0,

𝑑𝑋3(𝑡) = 𝑋2(𝑡)𝑑𝑊2(𝑡), 𝑋3(0) = 0,

и для нее другой вектор сноса:

𝑓 *(𝑡, 𝑥) =

[︂
0

1

2
0

]︂T

.

Соответствующие системы уравнений (6.90) и (6.91) для моментов (далее записаны только
те уравнения, которые не совпадают с приведенными выше) и их решения:

𝑚̇*
2(𝑡) =

1

2
, 𝑚*

2(0) = 0, 𝑚*
2(𝑡) =

𝑡

2
,
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Γ̇*
22(𝑡) = E

[︀
2𝑓 *

2

(︀
𝑡,𝑋(𝑡)

)︀
𝑋2(𝑡) + 𝑔22

(︀
𝑡,𝑋(𝑡)

)︀]︀
= E

(︀
𝑋2(𝑡) +𝑋2

1 (𝑡)
)︀

=

= 𝑚*
2(𝑡) + Γ*

11(𝑡) =
3𝑡

2
, Γ*

22(0) = 0, Γ*
22(𝑡) =

3𝑡2

4
,

Γ̇*
33(𝑡) = E

[︀
𝑔33

(︀
𝑡,𝑋(𝑡)

)︀]︀
= E𝑋2

2 (𝑡) = Γ*
22(𝑡) =

3𝑡2

4
, Γ*

33(0) = 0, Γ*
33(𝑡) =

𝑡3

4
,

следовательно,

ES𝒥𝑊 (112)
T k(·) = 𝑚*

3(1) = 0, E
(︀
S𝒥𝑊 (112)
T k(·)

)︀2
= Γ*

33(1) =
1

4
.

В ходе решения этого примера найдены первые два момента повторных стохастических
интегралов Ито I𝒥𝑊 (11)

T k(·) и Стратоновича S𝒥𝑊 (11)
T k(·) кратности 𝑘 = 2:

E I𝒥𝑊 (11)
T k(·) = 𝑚2(1) = 0, E

(︀
I𝒥𝑊 (11)
T k(·)

)︀2
= Γ22(1) =

1

2
,

ES𝒥𝑊 (11)
T k(·) = 𝑚*

2(1) =
1

2
, E

(︀
I𝒥𝑊 (11)
T k(·)

)︀2
= Γ*

22(1) =
3

4
,

и эти результаты совпадают со значениями из табл. 5.3 и 5.4. �

Пример 6.10. Найти первые два момента повторных стохастических интегралов Ито
I𝒥𝑊 (1122)
T k(·) и Стратоновича S𝒥𝑊 (1122)

T k(·) кратности 𝑘 = 4 при условии T = [0, 1], т.е. 𝑇 = 1.

� Как и в предыдущем примере, воспользуемся алгоритмом 6.1. Запишем систему стоха-
стических дифференциальных уравнений Ито (6.21), которая соответствует повторному сто-
хастическому интегралу I𝒥𝑊 (1122)

T k(·):

𝑑𝑋1(𝑡) = 𝑑𝑊1(𝑡), 𝑋1(0) = 0,

𝑑𝑋2(𝑡) = 𝑋1(𝑡)𝑑𝑊1(𝑡), 𝑋2(0) = 0,

𝑑𝑋3(𝑡) = 𝑋2(𝑡)𝑑𝑊2(𝑡), 𝑋3(0) = 0,

𝑑𝑋4(𝑡) = 𝑋3(𝑡)𝑑𝑊2(𝑡), 𝑋4(0) = 0,

где 𝑊1(·) и 𝑊2(·) — независимые стандартные винеровские процессы. Сравнивая эту систему
с уравнением (3.1), имеем

𝑛 = 4, 𝑠 = 2, 𝑋(𝑡) = [𝑋1(𝑡) 𝑋2(𝑡) 𝑋3(𝑡) 𝑋4(𝑡) ]T, 𝑊 (𝑡) = [𝑊1(𝑡) 𝑊2(𝑡) ]T,

𝑓(𝑡, 𝑥) =

⎡⎢⎢⎢⎢⎣
0

0

0

0

⎤⎥⎥⎥⎥⎦ , 𝜎(𝑡, 𝑥) =

⎡⎢⎢⎢⎢⎣
1 0

𝑥1 0

0 𝑥2

0 𝑥3

⎤⎥⎥⎥⎥⎦ , 𝑔(𝑡, 𝑥) =

⎡⎢⎢⎢⎢⎣
1 𝑥1 0 0

𝑥1 𝑥21 0 0

0 0 𝑥22 𝑥2𝑥3

0 0 𝑥2𝑥3 𝑥23

⎤⎥⎥⎥⎥⎦ .
Первые три уравнения системы (6.88) и (6.89) совпадают с уравнениями из примера 6.9,

поэтому достаточно опираться на полученный ранее результат. Тогда

𝑚̇4(𝑡) = 0, 𝑚4(0) = 0, 𝑚4(𝑡) ≡ 0,

Γ̇44(𝑡) = E
[︀
𝑔44

(︀
𝑡,𝑋(𝑡)

)︀]︀
= E𝑋2

3 (𝑡) = Γ33(𝑡) =
𝑡3

6
, Γ44(0) = 0, Γ44(𝑡) =

𝑡4

24
,

т.е.
E I𝒥𝑊 (1122)

T k(·) = 𝑚4(1) = 0, E
(︀
I𝒥𝑊 (1122)
T k(·)

)︀2
= Γ44(1) =

1

4!
=

1

24
,

что совпадает со значениями из табл. 5.3 (см. также формулу (5.66)).
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Следующий этап — это решение системы уравнений (6.90) и (6.91), которым удовлетворяют
первые два момента повторного стохастического интеграла S𝒥𝑊 (1122)

T k(·). Ему отвечает система
стохастических дифференциальных уравнений Стратоновича (6.2):

𝑑𝑋1(𝑡) = 𝑑𝑊1(𝑡), 𝑋1(0) = 0,

𝑑𝑋2(𝑡) = 𝑋1(𝑡) ∘ 𝑑𝑊1(𝑡), 𝑋2(0) = 0,

𝑑𝑋3(𝑡) = 𝑋2(𝑡) ∘ 𝑑𝑊2(𝑡), 𝑋3(0) = 0,

𝑑𝑋4(𝑡) = 𝑋3(𝑡) ∘ 𝑑𝑊2(𝑡), 𝑋4(0) = 0,

или же система стохастических дифференциальных уравнений Ито (6.25):

𝑑𝑋1(𝑡) = 𝑑𝑊1(𝑡), 𝑋1(0) = 0,

𝑑𝑋2(𝑡) =
1

2
𝑑𝑡+𝑋1(𝑡)𝑑𝑊1(𝑡), 𝑋2(0) = 0,

𝑑𝑋3(𝑡) = 𝑋2(𝑡)𝑑𝑊2(𝑡), 𝑋3(0) = 0,

𝑑𝑋4(𝑡) =
1

2
𝑋2(𝑡)𝑑𝑡+𝑋3(𝑡)𝑑𝑊2(𝑡), 𝑋4(0) = 0,

т.е.
𝑓 *(𝑡, 𝑥) =

[︂
0

1

2
0

1

2
𝑥2

]︂T

.

Следовательно, с учетом результатов примера 6.9 находим

𝑚̇*
4(𝑡) = E𝑓4

(︀
𝑡,𝑋(𝑡)

)︀
=

1

2
E𝑋2(𝑡) =

1

2
𝑚*

2(𝑡) =
𝑡

4
, 𝑚*

4(0) = 0, 𝑚*
4(𝑡) =

𝑡2

8
,

Γ̇*
24(𝑡) = E

[︀
𝑓 *
2

(︀
𝑡,𝑋(𝑡)

)︀
𝑋4(𝑡) + 𝑓 *

4

(︀
𝑡,𝑋(𝑡)

)︀
𝑋2(𝑡) + 𝑔24

(︀
𝑡,𝑋(𝑡)

)︀]︀
= E

(︂
1

2
𝑋4(𝑡) +

1

2
𝑋2

2 (𝑡)

)︂
=

=
1

2
𝑚*

4(𝑡) +
1

2
Γ*
22(𝑡) =

7𝑡2

16
, Γ*

24(0) = 0, Γ*
24(𝑡) =

7𝑡3

48
,

Γ̇*
44(𝑡) = E

[︀
2𝑓 *

4

(︀
𝑡,𝑋(𝑡)

)︀
𝑋4(𝑡) + 𝑔44

(︀
𝑡,𝑋(𝑡)

)︀]︀
= E

(︀
𝑋2(𝑡)𝑋4(𝑡) +𝑋2

3 (𝑡)
)︀

=

= Γ*
24(𝑡) + Γ*

33(𝑡) =
19𝑡3

48
, Γ*

44(0) = 0, Γ*
44(𝑡) =

19𝑡4

192
,

а это означает, что

ES𝒥𝑊 (1122)
T k(·) = 𝑚*

4(1) =
1

8
, E

(︀
S𝒥𝑊 (1122)
T k(·)

)︀2
= Γ*

44(1) =
19

192
,

т.е. найденные первые два момента совпадают с соответствующими значениями из табл. 5.4.
Отметим, что для второго начального момента повторного стохастического интеграла

S𝒥𝑊 (1122)
T k(·) потребовалось найти смешанный момент

Γ*
24(𝑡) = Γ*

42(𝑡) = E𝑋2(𝑡)𝑋4(𝑡) =
7𝑡3

48
,

что позволяет записать следующее соотношение:

ES𝒥𝑊 (11)
T k(·)S𝒥𝑊 (1122)

T k(·) = Γ*
24(1) =

7

48
. �

Зам е ч а н и е 6.10. Описанная методика нахождения первых двух моментов (математиче-
ского ожидания и второго начального момента) повторных стохастических интегралов Стра-
тоновича (6.1) и Ито (6.20) может быть расширена на повторные стохастические интегралы
Стратоновича (6.7) и Ито (6.48), а также на повторные стохастические 𝜃-интегралы (6.82).
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Аналогично можно поступить и с повторными стохастическими интегралами смешанного типа
(см. п. 8 замечаний 6.1 и п. 5 замечаний 6.8), поскольку им соответствуют системы стохастиче-
ских дифференциальных уравнений Ито, а также системы обыкновенных дифференциальных
уравнений (6.88) и (6.89) для нахождения указанных моментов.

Пример 6.11. Найти первые два момента повторных стохастических интегралов Ито сме-
шанного типа I𝒥𝑊 (0120)

T k(·) и I𝒥𝑊 (1002)
T k(·) кратности 𝑘 = 4 при условии T = [0, 1], т.е. 𝑇 = 1.

� Применим алгоритм, аналогичный алгоритму 6.1 (см. замечание 6.10). Система стоха-
стических дифференциальных уравнений Ито (6.78), соответствующая повторному стохасти-
ческому интегралу I𝒥𝑊 (0120)

T k(·) имеет вид

𝑑𝑋1(𝑡) = 𝑑𝑡, 𝑋1(0) = 0,

𝑑𝑋2(𝑡) = 𝑋1(𝑡)𝑑𝑊1(𝑡), 𝑋2(0) = 0,

𝑑𝑋3(𝑡) = 𝑋2(𝑡)𝑑𝑊2(𝑡), 𝑋3(0) = 0,

𝑑𝑋4(𝑡) = 𝑋3(𝑡)𝑑𝑡, 𝑋4(0) = 0,

где 𝑊1(·) и 𝑊2(·) — независимые стандартные винеровские процессы. Сравнение данной сис-
темы с уравнением (3.1) показывает, что

𝑛 = 4, 𝑠 = 2, 𝑋(𝑡) = [𝑋1(𝑡) 𝑋2(𝑡) 𝑋3(𝑡) 𝑋4(𝑡) ]T, 𝑊 (𝑡) = [𝑊1(𝑡) 𝑊2(𝑡) ]T,

𝑓(𝑡, 𝑥) =

⎡⎢⎢⎢⎢⎣
1

0

0

𝑥3

⎤⎥⎥⎥⎥⎦ , 𝜎(𝑡, 𝑥) =

⎡⎢⎢⎢⎢⎣
0 0

𝑥1 0

0 𝑥2

0 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎦ , 𝑔(𝑡, 𝑥) =

⎡⎢⎢⎢⎢⎣
0 0 0 0

0 𝑥21 0 0

0 0 𝑥22 0

0 0 0 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎦ .
Далее приведем необходимую часть системы обыкновенных дифференциальных уравнений

(6.88) и (6.89):

𝑚̇1(𝑡) = 1, 𝑚̇3(𝑡) = 0, 𝑚̇4(𝑡) = 𝑚3(𝑡),

𝑚1(0) = 𝑚3(0) = 𝑚4(0) = 0, 𝑚1(𝑡) = 𝑡, 𝑚3(𝑡) = 𝑚4(𝑡) ≡ 0,

Γ̇11(𝑡) = E
[︀
2𝑓1

(︀
𝑡,𝑋(𝑡)

)︀
𝑋1(𝑡)

]︀
= 2E𝑋1(𝑡) = 2𝑚1(𝑡) = 2𝑡, Γ11(0) = 0, Γ11(𝑡) = 𝑡2,

Γ̇22(𝑡) = E
[︀
𝑔22

(︀
𝑡,𝑋(𝑡)

)︀]︀
= E𝑋2

1 (𝑡) = Γ11(𝑡) = Γ11(𝑡) = 𝑡2, Γ22(0) = 0, Γ22(𝑡) =
𝑡3

3
,

Γ̇33(𝑡) = E
[︀
𝑔33

(︀
𝑡,𝑋(𝑡)

)︀]︀
= E𝑋2

2 (𝑡) = Γ22(𝑡) =
𝑡3

3
, Γ33(0) = 0, Γ33(𝑡) =

𝑡4

12
,

Γ̇34(𝑡) = E
[︀
𝑓4
(︀
𝑡,𝑋(𝑡)

)︀
𝑋3(𝑡)

]︀
= E𝑋2

3 (𝑡) = Γ33(𝑡) =
𝑡4

12
, Γ34(0) = 0, Γ34(𝑡) =

𝑡5

60
,

Γ̇44(𝑡) = E
[︀
2𝑓4

(︀
𝑡,𝑋(𝑡)

)︀
𝑋4(𝑡)

]︀
= 2E𝑋3(𝑡)𝑋4(𝑡) = 2Γ34(𝑡) =

𝑡5

30
, Γ44(0) = 0, Γ44(𝑡) =

𝑡6

180
,

т.е.
E I𝒥𝑊 (0120)

T k(·) = 𝑚4(1) = 0, E
(︀
I𝒥𝑊 (0120)
T k(·)

)︀2
= Γ44(1) =

1

180
,

а это соответствует результатам примера 6.7 (такие же моменты у повторного стохастического
интеграла I𝒥𝑊 (0110)

T k(·)).
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Можно обойтись меньшим числом уравнений, если принять во внимание равенство (см.
пример 6.7)

I𝒥𝑊 (0120)
T k(·) = I𝒥𝑊 (12)

T

(︀
1− k01(·)

)︀
k10(·),

следовательно,

𝑑𝑋1(𝑡) = 𝑡𝑑𝑊1(𝑡), 𝑋1(0) = 0,

𝑑𝑋2(𝑡) = (1− 𝑡)𝑋1(𝑡)𝑑𝑊2(𝑡), 𝑋2(0) = 0,

т.е.

𝑛 = 2, 𝑠 = 2, 𝑋(𝑡) = [𝑋1(𝑡) 𝑋2(𝑡) ]T, 𝑊 (𝑡) = [𝑊1(𝑡) 𝑊2(𝑡) ]T,

𝑓(𝑡, 𝑥) =

[︃
0

0

]︃
, 𝜎(𝑡, 𝑥) =

[︃
𝑡 0

0 (1− 𝑡)𝑥1

]︃
, 𝑔(𝑡, 𝑥) =

[︃
𝑡2 0

0 (1− 𝑡)2𝑥21

]︃
.

Тогда система обыкновенных дифференциальных уравнений (6.88) и (6.89) включает соот-
ношения

𝑚̇2(𝑡) = 0, 𝑚2(0) = 0, 𝑚2(𝑡) ≡ 0,

Γ̇11(𝑡) = E
[︀
𝑔11

(︀
𝑡,𝑋(𝑡)

)︀]︀
= 𝑡2, Γ11(0) = 0, Γ11(𝑡) =

𝑡3

3
,

Γ̇22(𝑡) = E
[︀
𝑔22

(︀
𝑡,𝑋(𝑡)

)︀]︀
= (1− 𝑡)2E𝑋2

1 (𝑡) = (1− 𝑡)2Γ11(𝑡) =

=
(1− 𝑡)2 𝑡3

3
, Γ22(0) = 0, Γ22(𝑡) =

(10𝑡2 − 24𝑡+ 15)𝑡4

180
,

т.е.

E I𝒥𝑊 (12)
T

(︀
1− k01(·)

)︀
k10(·) = 𝑚2(1) = 0, E

(︀
I𝒥𝑊 (12)
T

(︀
1− k01(·)

)︀
k10(·)

)︀2
= Γ22(1) =

1

180
.

Перейдем к повторному стохастическому интегралу I𝒥𝑊 (1002)
T k(·). Для него система стоха-

стических дифференциальных уравнений Ито (6.78) записывается следующим образом:

𝑑𝑋1(𝑡) = 𝑑𝑊1(𝑡), 𝑋1(0) = 0,

𝑑𝑋2(𝑡) = 𝑋1(𝑡)𝑑𝑡, 𝑋2(0) = 0,

𝑑𝑋3(𝑡) = 𝑋2(𝑡)𝑑𝑡, 𝑋3(0) = 0,

𝑑𝑋4(𝑡) = 𝑋3(𝑡)𝑑𝑊2(𝑡), 𝑋4(0) = 0,

поэтому (здесь такие же 𝑛, 𝑠, 𝑋(·) и 𝑊 (·), как и в начале решения)

𝑓(𝑡, 𝑥) =

⎡⎢⎢⎢⎢⎣
0

𝑥1

𝑥2

0

⎤⎥⎥⎥⎥⎦ , 𝜎(𝑡, 𝑥) =

⎡⎢⎢⎢⎢⎣
1 0

0 0

0 0

0 𝑥3

⎤⎥⎥⎥⎥⎦ , 𝑔(𝑡, 𝑥) =

⎡⎢⎢⎢⎢⎣
1 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 𝑥23

⎤⎥⎥⎥⎥⎦ .
Из системы (6.88) и (6.89) достаточно записать и решить следующие уравнения:

𝑚̇4(𝑡) = 0, 𝑚4(0) = 0, 𝑚4(𝑡) ≡ 0,

Γ̇11(𝑡) = E
[︀
𝑔11

(︀
𝑡,𝑋(𝑡)

)︀]︀
= 1, Γ11(0) = 0, Γ11(𝑡) = 𝑡,

Γ̇12(𝑡) = E
[︀
𝑓2
(︀
𝑡,𝑋(𝑡)

)︀
𝑋1(𝑡)

)︀]︀
= E𝑋2

1 (𝑡) = Γ11(𝑡) = 𝑡, Γ12(0) = 0, Γ12(𝑡) =
𝑡2

2
,
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Γ̇13(𝑡) = E
[︀
𝑓3
(︀
𝑡,𝑋(𝑡)

)︀
𝑋1(𝑡)

)︀]︀
= E𝑋1(𝑡)𝑋2(𝑡) = Γ12(𝑡) =

𝑡2

2
, Γ13(0) = 0, Γ13(𝑡) =

𝑡3

6
,

Γ̇22(𝑡) = E
[︀
2𝑓2

(︀
𝑡,𝑋(𝑡)

)︀
𝑋2(𝑡)

)︀]︀
= 2E𝑋1(𝑡)𝑋2(𝑡) = 2Γ12(𝑡) = 𝑡2, Γ22(0) = 0, Γ22(𝑡) =

𝑡3

3
,

Γ̇23(𝑡) = E
[︀
𝑓2
(︀
𝑡,𝑋(𝑡)

)︀
𝑋3(𝑡)+𝑓3

(︀
𝑡,𝑋(𝑡)

)︀
𝑋2(𝑡)

)︀]︀
= E

(︀
𝑋1(𝑡)𝑋3(𝑡)+𝑋2

2 (𝑡)
)︀

=

= Γ13(𝑡) + Γ22(𝑡) =
𝑡3

2
, Γ23(0) = 0, Γ23(𝑡) =

𝑡4

8
,

Γ̇33(𝑡) = E
[︀
2𝑓3

(︀
𝑡,𝑋(𝑡)

)︀
𝑋3(𝑡)

)︀]︀
= 2E𝑋2(𝑡)𝑋3(𝑡) = 2Γ23(𝑡) =

𝑡4

4
, Γ33(0) = 0, Γ33(𝑡) =

𝑡5

20
,

Γ̇44(𝑡) = E
[︀
𝑔44

(︀
𝑡,𝑋(𝑡)

)︀]︀
= E𝑋2

3 (𝑡) = Γ33(𝑡) =
𝑡5

20
, Γ44(0) = 0, Γ44(𝑡) =

𝑡6

120
,

т.е.
E I𝒥𝑊 (1002)

T k(·) = 𝑚4(1) = 0, E
(︀
I𝒥𝑊 (1002)
T k(·)

)︀2
= Γ44(1) =

1

120
,

что также совпадает с результатом примера 6.7 (такие же моменты у повторного стохастиче-
ского интеграла I𝒥𝑊 (1001)

T k(·)). �

6.4. Моделирование повторных стохастических интегралов

В этом разделе приведены алгоритмы моделирования повторных стохастических интегра-
лов Стратоновича и Ито по винеровским процессам, построенные на основе теорем 6.2 и 6.6,
а также их частных случаев — теорем 6.1 и 6.3. Здесь и далее 𝑙 = 1, . . . , 𝑘 и 𝑗 = 1, . . . , 𝑠; 𝑘, 𝑠 —

заданные натуральные числа.
Пусть {𝑞(𝑖, ·)}∞𝑖=0 — базисная система пространства 𝐿2(T) (см. разд. 1.1). Напомним неко-

торые обозначения для спектральных характеристик, определенных относительно базисной
системы {𝑞(𝑖, ·)}∞𝑖=0:

1) 1 — спектральная характеристика функции 𝑓0(𝑡) ≡ 1 (см. разд. 1.1);

2) Ψ𝑙 — спектральные характеристики операторов умножения на весовые функции
𝜓𝑙(·) ∈ 𝐿2(T) (см. разд. 1.5);

3) 𝑃−1 — спектральная характеристика оператора интегрирования (см. разд. 1.6);

4) 𝑉 — спектральная характеристика оператора умножения функций (см. разд. 1.5);

5) 𝒱𝑗 — спектральные характеристики гауссовских белых шумов 𝑉𝑗(·) (см. разд. 2.3 и вы-
ражение (2.26)).

Спектральные характеристики 𝒱1, . . . ,𝒱𝑠 образованы независимыми случайными величи-
нами 𝜁(1)𝑖1

, . . . , 𝜁
(𝑠)
𝑖𝑠

, имеющими стандартное нормальное распределение.
При дополнительном условии (4.26) все спектральные характеристики Ψ𝑙 выражаются че-

рез спектральную характеристику 𝐴 оператора умножения на функцию 𝑎1(𝑡) = 𝑡− 𝑡0 с помо-
щью формулы (4.55).

Приведем алгоритм моделирования повторных стохастических интегралов Стратоновича
(6.1) и (6.7) спектральным методом.

Алгоритм 6.2.
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1. Выбрать базисную систему {𝑞(𝑖, ·)}∞𝑖=0 пространства 𝐿2(T).

2. Найти спектральные характеристики Ψ𝑙 операторов умножения на функции 𝜓𝑙(·) (для
моделирования интеграла (6.7)), спектральные характеристики 𝒱𝑗 гауссовских белых
шумов 𝑉𝑗(·), спектральную характеристику 𝑃−1 оператора интегрирования, спектраль-
ную характеристику 𝑉 оператора умножения функций.

3. Представить повторный стохастический интеграл (6.1) с помощью соотношений (6.5)
или в явном виде (6.6), для повторного стохастического интеграла (6.7) использовать
соотношения (6.11) или явную формулу (6.12).

4. Для получения реализаций соответствующих случайных величин (повторных стохасти-
ческих интегралов Стратоновича) использовать реализации спектральных характери-
стик 𝒱𝑗.

Алгоритм моделирования повторных стохастических интегралов Ито (6.20) и (6.48) спект-
ральным методом, приведенный ниже, отличается от алгоритма 6.2 ссылками на формулы и
содержит один дополнительный шаг.

Алгоритм 6.3.

1. Выбрать базисную систему {𝑞(𝑖, ·)}∞𝑖=0 пространства 𝐿2(T).

2. Найти спектральную характеристику 1 функции 𝑓0(𝑡) ≡ 1 (см. разд. 1.1);

3. Найти спектральные характеристики Ψ𝑙 операторов умножения на функции 𝜓𝑙(·) (для
моделирования интеграла (6.48)), спектральные характеристики 𝒱𝑗 белых шумов 𝑉𝑗(·),
спектральную характеристику 𝑃−1 оператора интегрирования, спектральную характе-
ристику 𝑉 оператора умножения функций.

4. Представить повторный стохастический интеграл (6.20) с помощью соотношений (6.26),
для повторного стохастического интеграла (6.48) использовать соотношения (6.53).

5. Для получения реализаций соответствующих случайных величин (повторных стохасти-
ческих интегралов Ито) использовать реализации спектральных характеристик 𝒱𝑗.

Дополнительно рассмотрим площадь Леви [77, 86] — случайную величину, которая выра-
жается через повторные стохастические интегралы Ито кратности 𝑘 = 2:

𝒜𝑊 (𝑗1𝑗2)
T k(·) =

1

2

(︀
I𝒥𝑊 (𝑗1𝑗2)
T k(·)− I𝒥𝑊 (𝑗1𝑗2)

T k(·)
)︀
, 𝑗1 ̸= 𝑗2, (6.92)

где каждая реализация этой случайной величины равна по модулю площади плоской фигу-
ры, ограниченной реализациями винеровских процессов 𝑊𝑗1(·) и 𝑊𝑗2(·). Отсюда, учитывая
следствие 6.1 и применяя теорему 6.1, находим

𝒜𝑊 (𝑗1𝑗2)
T k(·)=

1

2
(𝒱T

𝑗2
𝑃−1𝒱𝑗1−𝒱T

𝑗1
𝑃−1𝒱𝑗2)=

1

2
(𝒱T

𝑗2
𝑃−1𝒱𝑗1−𝒱T

𝑗2
[𝑃−1]T𝒱𝑗1)=

1

2
𝒱T

𝑗2
(𝑃−1−[𝑃−1]T

)︀
𝒱𝑗1 .

Далее воспользуемся представлением (1.89), согласно которому

𝑃−1 − [𝑃−1]T =
1

2
Λ + 𝑃−1 − 1

2
Λ− [𝑃−1]T = 𝑃−1 + 𝑃−1 = 2𝑃−1,

где Λ = 1 · 1T, а 𝑃−1 — кососимметрическая матрица: [𝑃−1]T = −𝑃−1. Для полиномов Лежанд-
ра (1.5), косинусоид (1.6), функций Уолша (1.7), функций Хаара (1.8) и тригонометрических
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функций (1.9) матрица 𝑃−1 отличается от матрицы 𝑃−1 только тем, что 𝑃−1
00 = 0. Тогда

𝒜𝑊 (𝑗1𝑗2)
T k(·) = 𝒱T

𝑗2
𝑃−1𝒱𝑗1 , 𝑗1 ̸= 𝑗2.

Используя соотношение между повторными стохастическими интегралами S𝒥𝑊 (𝑗1𝑗2)
T k(·) и

S𝒥𝑊 (𝑗2𝑗1)
T k(·) [77, 86], находим

I𝒥𝑊 (𝑗1𝑗2)
T k(·) = S𝒥𝑊 (𝑗1𝑗2)

T k(·) = 𝒜𝑊 (𝑗1𝑗2)
T k(·) +

1

2
𝒥𝑊 (𝑗1)
T 𝑓0(·)𝒥𝑊 (𝑗2)

T 𝑓0(·),

I𝒥𝑊 (𝑗2𝑗1)
T k(·) = S𝒥𝑊 (𝑗2𝑗1)

T k(·) = −𝒜𝑊 (𝑗1𝑗2)
T k(·) +

1

2
𝒥𝑊 (𝑗1)
T 𝑓0(·)𝒥𝑊 (𝑗2)

T 𝑓0(·),

что можно использовать для моделирования повторных стохастических интегралов кратности
𝑘 = 2 с помощью моделирования площади Леви при условии 𝑗1 ̸= 𝑗2.

Приближенное моделирование повторных стохастических интегралов Стратоновича и Ито
осуществляется при усечении всех спектральных характеристик до некоторого выбранного
порядка 𝐿 [220–222], т.е. все матрицы, входящие в соотношения (6.5), (6.6) и (6.11), (6.12), а
также (6.26) и (6.53) полагаются конечными размера 𝐿 по каждому измерению: 𝐿 для матриц-
столбцов, 𝐿× 𝐿 для плоских и 𝐿× 𝐿× 𝐿 для пространственных матриц.

По ансамблю реализаций повторных стохастических интегралов Стратоновича и Ито по
винеровким процессам можно получить оценки их первых двух моментов: математического
ожидания и второго начального момента (см. разд. 5.7, а также формулы (5.75) и (5.76)). Обо-
значим количество реализаций 𝑀 (объем выборки), а реализации стохастических интегралов
Стратоновича и Ито, соответствующие реализациям 𝒱𝑚𝑗 спектральных характеристик 𝒱𝑗, —

𝑆𝑚 и 𝐼𝑚 (при фиксированных значениях 𝑗1, . . . , 𝑗𝑘), где 𝑚 = 1, 2, . . . ,𝑀 . Тогда

ES𝒥𝑊 (𝑗1...𝑗𝑘)
T k𝜓(·) ≈ 1

𝑀

𝑀∑︁
𝑚=1

𝑆𝑚, E
(︀
S𝒥𝑊 (𝑗1...𝑗𝑘)
T k𝜓(·)

)︀2 ≈ 1

𝑀

𝑀∑︁
𝑚=1

𝑆2
𝑚, (6.93)

E I𝒥𝑊 (𝑗1...𝑗𝑘)
T k𝜓(·) ≈ 1

𝑀

𝑀∑︁
𝑚=1

𝐼𝑚, E
(︀
I𝒥𝑊 (𝑗1...𝑗𝑘)
T k𝜓(·)

)︀2 ≈ 1

𝑀

𝑀∑︁
𝑚=1

𝐼2𝑚. (6.94)

З ам е ч а н и е 6.11. В этой главе вопросы, связанные с вычислением погрешностей аппрок-
симации повторных стохастических интегралов Стратоновича и Ито по винеровским процес-
сам, подробно не рассматриваются. Причина состоит в том, что при усечении всех спектраль-
ных характеристик до порядка 𝐿 моделирование повторных стохастических интегралов Стра-
тоновича эквивалентно моделированию соответствующих кратных стохастических интегралов
согласно формуле (5.71) (см. разд. 5.7 и п. 7 замечаний 6.1), т.е. достаточно воспользоваться
формулой (5.73) для точного вычислением погрешностей аппроксимации кратных стохастиче-
ских интегралов Стратоновича.

Для повторных стохастических интегралов Ито ситуация более сложная. Это обусловлено
тем, что соотношения (6.26) и (6.53), вообще говоря, неэквивалентны формуле (5.68). Срав-
нение соотношений (6.26), (6.53), а также выражений из п. 1 замечаний 5.2 показывает, что
соотношения (6.26), (6.53) не содержат слагаемых, которые в общем случае стремятся к ну-
лю при 𝐿→∞ (см. п. 2 замечаний 5.6 и следствия 6.1, 6.3). А значит, формула (5.70) для
точного вычисления погрешностей аппроксимации кратных стохастических интегралов Ито
в данном случае определяет оценку погрешностей аппроксимации повторных стохастических
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интегралов Ито.

Пример 6.12. Оценить первые два момента повторных стохастических интегралов Стра-
тоновича S𝒥𝑊 (𝑗1𝑗2)

T k𝜓(·) и Ито I𝒥𝑊 (𝑗1𝑗2)
T k𝜓(·) кратности 𝑘 = 2, где

k𝜓(𝑡1, 𝑡2) = 𝜓1(𝑡1)𝜓2(𝑡2)1(𝑡2 − 𝑡1),

применяя спектральный метод и базисные системы (1.5)– (1.9), T = [0, 1], при условии

а) 𝜓1(𝑡) = e𝜇1𝑡, 𝜓2(𝑡) ≡ 1; б) 𝜓1(𝑡) ≡ 1, 𝜓2(𝑡) = e𝜇2𝑡,

если 𝜇1 = 1 и 𝜇2 = −1. Порядки усечения спектральных характеристик: 𝐿 = 4, 8, . . . , 64.

� Применим алгоритмы 6.2 и 6.3 для решения этого примера (спектральное представление
для заданных повторных стохастических интегралов при произвольных 𝜇1, 𝜇2 ̸= 0 получено в
примерах 6.1 и 6.5).

Для базисных систем (1.5)– (1.9) спектральные характеристики 1, 𝑃−1 и 𝑉 , т.е. спектраль-
ные характеристики функции 𝑓0(𝑡) ≡ 1, оператора интегрирования и оператора умножения
функций, приведены в разд. 1.1, 1.5 и 1.6 соответственно, а спектральные характеристики
Ψ̃1, Ψ̃2 функций 𝜓1(·), 𝜓2(·) найдем, используя описанный в разд. 1.8 способ (см. пример 1.14 и
табл. 1.1), а именно Ψ̃1 = (𝑃 − 𝜇1𝐸)−1∆0, Ψ̃2 = (𝑃 − 𝜇2𝐸)−1∆0, где 𝑃 — спектральная харак-
теристика оператора дифференцирования с учетом начального значения, 𝐸 — бесконечная
единичная матрица, ∆0 — спектральная характеристика дельта-функции 𝛿(·). Для всех при-
меняемых базисных систем спектральные характеристики ∆0 и 𝑃 можно найти в разд. 1.1 и
1.7 соответственно.

Спектральные характеристики Ψ1,Ψ2 операторов умножения на функции 𝜓1(·), 𝜓2(·) выра-
зим при помощи формулы (1.78): Ψ1 = 𝑉 Ψ̃1, Ψ2 = 𝑉 Ψ̃2.

Для каждой базисной системы и каждого порядка усечения моделировались реализации
повторных стохастических интегралов Стратоновича {𝑆𝑚}𝑀𝑚=1 и Ито {𝐼𝑚}𝑀𝑚=1, где 𝑀 = 106 —

объем выборки. Далее по формулам (6.93) и (6.94) оценивались математическое ожидание и
второй начальный момент.

Полученные оценки для условия 𝜓1(𝑡) = e𝜇1𝑡 и 𝜓2(𝑡) ≡ 1 отражены в табл. 6.1– 6.3, а для
условия 𝜓1(𝑡) ≡ 1 и 𝜓2(𝑡) = e𝜇2𝑡 — в табл. 6.4– 6.6.

Точные значения математического ожидания и второго начального момента рассматрива-
емых повторных стохастических интегралов можно взять из примера 6.5. Запишем их при
заданных значениях 𝜇1 и 𝜇2, а также 𝑡0 = 0 и 𝑇 = 1, чтобы убедиться в согласованности ре-
зультатов оценивания даже с учетом того, что элементы спектральных характеристик Ψ̃1, Ψ̃2

и Ψ1,Ψ2 вычисляются неточно.
Если 𝑗1 ̸= 𝑗2, то повторные стохастические интегралы Стратоновича и Ито совпадают и

а) ES𝒥𝑊 (𝑗1𝑗2)
T k𝜓(·) = E I𝒥𝑊 (𝑗1𝑗2)

T k𝜓(·) = 0,

E
(︀
S𝒥𝑊 (𝑗1𝑗2)
T k𝜓(·)

)︀2
= E

(︀
I𝒥𝑊 (𝑗1𝑗2)
T k𝜓(·)

)︀2
=

e2 − 1

4
− 1

2
≈ 1.097264;

б) ES𝒥𝑊 (𝑗1𝑗2)
T k𝜓(·) = E I𝒥𝑊 (𝑗1𝑗2)

T k𝜓(·) = 0,

E
(︀
S𝒥𝑊 (𝑗1𝑗2)
T k𝜓(·)

)︀2
= E

(︀
I𝒥𝑊 (𝑗1𝑗2)
T k𝜓(·)

)︀2
=

1− e−2

4
− e−2

2
≈ 0.148499.
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Если 𝑗1 = 𝑗2, то для интегралов Стратоновича (для интегралов Ито первые два момента
такие же, как и при 𝑗1 ̸= 𝑗2) имеем

а) ES𝒥𝑊 (𝑗1𝑗2)
T k𝜓(·) =

e− 1

2
≈ 0.859141,

E
(︀
S𝒥𝑊 (𝑗1𝑗2)
T k𝜓(·)

)︀2
=

e2 − 1

4
− 1

2
+

(e− 1)2

4
≈ 1.835387;

б) ES𝒥𝑊 (𝑗1𝑗2)
T k𝜓(·) =

1− e−1

2
≈ 0.316060,

E
(︀
S𝒥𝑊 (𝑗1𝑗2)
T k𝜓(·)

)︀2
=

1− e−2

4
− e−2

2
+

(1− e−1)2

4
≈ 0.248393.

Погрешность оценивания моментов повторных стохастических интегралов включает не
только методическую погрешность, связанную с усечением спектральных характеристик, но и
статистическую погрешность. Первая из них вычисляется точно (см. разд. 1.10 и 5.7), но, даже
не делая этого, из полученных данных нетрудно сделать вывод, что минимальную погрешность
в большинстве случаев гарантирует выбор полиномов Лежандра (1.5) или косинусоид (1.6) в
качестве базисной системы, причем полиномы Лежандра обеспечивают этот результат при
всех заданных порядках усечения. Точность оценивания немного снижается для тригономет-
рических функций (1.9), при выборе функций Уолша (1.7) и функций Хаара (1.8) ее можно
считать неудовлетворительной за исключением порядка усечения 𝐿 = 64.

Продемонстрируем, что погрешность оценивания повторных стохастических интегралов
можно уменьшить за счет точного нахождения спектральных характеристик Ψ1,Ψ2 на приме-
ре функций Уолша и Хаара. Воспользуемся соотношениями для вычисления элементов спект-
ральной характеристики 𝐹 𝜇 показательной функции 𝑓𝜇(𝑡) = e𝜇𝑡, которые приведены в примере
6.1. Отметим, что для функций Уолша и Хаара элементы спектральных характеристик опе-
ратора умножения, полученные на основе формулы (1.78) при усечении всех спектральных
характеристик, вычисляются точно. Последнее обстоятельство связано со свойствами функ-
ций Уолша и Хаара, а также с выбором порядка усечения в виде 𝐿 = 2𝑛, 𝑛 ∈ N, т.е. фактически
со структурой соответствующих трехмерных матриц 𝑉 .

Результаты оценивания можно найти в табл. 6.7– 6.12, порядок которых соответствует по-
рядку табл. 6.1– 6.6. По этим данным хорошо видно уменьшение погрешности. �

Пример 6.13. Оценить первые два момента повторных стохастических интегралов Стра-
тоновича S𝒥𝑊 (𝑗1...𝑗𝑘)

T k(·) и Ито I𝒥𝑊 (𝑗1...𝑗𝑘)
T k(·), где функция k(·) задается формулой (4.15), при-

меняя спектральный метод и базисные системы (1.5)– (1.9); T = [0, 1], 𝑘 = 2, 3, 4. Порядки усе-
чения спектральных характеристик: 𝐿 = 4, 8, . . . , 64.

� Для оценки первых двух моментов повторных стохастических интегралов Стратоновича
и Ито воспользуемся алгоритмами 6.2 и 6.3 соответственно.

Необходимые для моделирования спектральные характеристики, а именно спектральная
характеристика 𝑃−1 оператора интегрирования и спектральная характеристика 𝑉 оператора
умножения функций для базисных систем (1.5)– (1.9) приведены в разд. 1.5 и 1.6.

Для каждой базисной системы и каждого порядка усечения моделировались реализации
повторных стохастических интегралов Стратоновича {𝑆𝑚}𝑀𝑚=1 и Ито {𝐼𝑚}𝑀𝑚=1, где 𝑀 = 106 —
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Таблица 6.1. Моменты повторных стохастических интегралов Стратоновича и Ито (𝑗1 ̸= 𝑗2)

Момент Базис 𝐿 = 4 𝐿 = 8 𝐿 = 16 𝐿 = 32 𝐿 = 64

{𝑃 (𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.000352 0.000819 −0.000273 −0.000480 −0.000535
{𝐶(𝑖, ·)}∞𝑖=0 −0.001324 −0.001870 −0.000004 0.000295 0.000738

1 {𝑊̂ (𝑖, ·)}∞𝑖=0 −0.000838 −0.001348 −0.000426 0.001158 0.000795
{𝑋̂(𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.000500 0.001262 −0.000780 −0.000206 0.000109
{𝐹 (𝑖, ·)}∞𝑖=0 −0.000389 −0.001022 −0.000745 0.000334 0.001225

{𝑃 (𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.983365 1.045955 1.070048 1.085067 1.090397
{𝐶(𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.911140 1.030605 1.072274 1.084752 1.090230

2 {𝑊̂ (𝑖, ·)}∞𝑖=0 1.400211 1.217421 1.151804 1.122799 1.110871
{𝑋̂(𝑖, ·)}∞𝑖=0 1.398288 1.216679 1.149095 1.120177 1.110615
{𝐹 (𝑖, ·)}∞𝑖=0 1.141538 1.099092 1.091755 1.091734 1.098036

Таблица 6.2. Моменты повторных стохастических интегралов Стратоновича (𝑗1 = 𝑗2)

Момент Базис 𝐿 = 4 𝐿 = 8 𝐿 = 16 𝐿 = 32 𝐿 = 64

{𝑃 (𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.857598 0.859633 0.856120 0.860099 0.859643
{𝐶(𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.835532 0.854950 0.855953 0.859721 0.858885

1 {𝑊̂ (𝑖, ·)}∞𝑖=0 1.078699 0.954266 0.904316 0.880925 0.869735
{𝑋̂(𝑖, ·)}∞𝑖=0 1.080802 0.954900 0.902838 0.880439 0.870850
{𝐹 (𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.909738 0.880845 0.869267 0.863548 0.861147

{𝑃 (𝑖, ·)}∞𝑖=0 1.831089 1.838533 1.817070 1.841116 1.842263
{𝐶(𝑖, ·)}∞𝑖=0 1.716331 1.813193 1.814154 1.837306 1.839584

2 {𝑊̂ (𝑖, ·)}∞𝑖=0 2.885716 2.248376 2.021804 1.923480 1.880939
{𝑋̂(𝑖, ·)}∞𝑖=0 2.897748 2.250739 2.014444 1.919888 1.884506
{𝐹 (𝑖, ·)}∞𝑖=0 2.228106 1.997845 1.911258 1.875856 1.851286

Таблица 6.3. Моменты повторных стохастических интегралов Ито (𝑗1 = 𝑗2)

Момент Базис 𝐿 = 4 𝐿 = 8 𝐿 = 16 𝐿 = 32 𝐿 = 64

{𝑃 (𝑖, ·)}∞𝑖=0 −0.000978 −0.001183 −0.000036 −0.000493 0.000124
{𝐶(𝑖, ·)}∞𝑖=0 −0.001292 0.000531 −0.002127 0.000829 −0.000195

1 {𝑊̂ (𝑖, ·)}∞𝑖=0 −0.001548 −0.000876 0.000114 −0.000080 −0.000178
{𝑋̂(𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.000555 −0.000243 −0.001364 −0.000566 0.000937
{𝐹 (𝑖, ·)}∞𝑖=0 −0.000331 −0.000045 0.000054 −0.000443 −0.000374

{𝑃 (𝑖, ·)}∞𝑖=0 1.098465 1.094697 1.095518 1.095138 1.100785
{𝐶(𝑖, ·)}∞𝑖=0 1.018219 1.082254 1.081503 1.098187 1.101900

2 {𝑊̂ (𝑖, ·)}∞𝑖=0 1.722128 1.337752 1.204016 1.147452 1.124499
{𝑋̂(𝑖, ·)}∞𝑖=0 1.729616 1.338905 1.199329 1.144716 1.126126
{𝐹 (𝑖, ·)}∞𝑖=0 1.400483 1.221957 1.155632 1.130141 1.109712
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Таблица 6.4. Моменты повторных стохастических интегралов Стратоновича и Ито (𝑗1 ̸= 𝑗2)

Момент Базис 𝐿 = 4 𝐿 = 8 𝐿 = 16 𝐿 = 32 𝐿 = 64

{𝑃 (𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.000637 −0.000001 −0.000056 0.000295 0.000129
{𝐶(𝑖, ·)}∞𝑖=0 −0.000399 −0.000701 0.000151 0.000199 0.000388

1 {𝑊̂ (𝑖, ·)}∞𝑖=0 −0.000406 0.000619 −0.000145 0.000019 0.000301
{𝑋̂(𝑖, ·)}∞𝑖=0 −0.000127 −0.000461 −0.000095 0.000596 0.001267
{𝐹 (𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.000697 −0.000324 −0.000473 0.000367 −0.000076

{𝑃 (𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.133474 0.141399 0.145681 0.146240 0.148352
{𝐶(𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.133149 0.141585 0.145525 0.146958 0.147683

2 {𝑊̂ (𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.112916 0.128627 0.137727 0.142835 0.146166
{𝑋̂(𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.112737 0.128714 0.138062 0.142797 0.146464
{𝐹 (𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.143751 0.143638 0.145963 0.147385 0.147621

Таблица 6.5. Моменты повторных стохастических интегралов Стратоновича (𝑗1 = 𝑗2)

Момент Базис 𝐿 = 4 𝐿 = 8 𝐿 = 16 𝐿 = 32 𝐿 = 64

{𝑃 (𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.315992 0.315996 0.316065 0.315903 0.316627
{𝐶(𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.314643 0.316068 0.314901 0.316385 0.315991

1 {𝑊̂ (𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.294823 0.304805 0.310448 0.313053 0.314753
{𝑋̂(𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.295294 0.304938 0.310065 0.312861 0.314781
{𝐹 (𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.322255 0.318804 0.317298 0.316908 0.316141

{𝑃 (𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.248783 0.248029 0.248476 0.248869 0.249124
{𝐶(𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.246814 0.248583 0.245858 0.249093 0.249251

2 {𝑊̂ (𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.222885 0.233895 0.240719 0.244130 0.246833
{𝑋̂(𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.223492 0.233525 0.239911 0.243546 0.246485
{𝐹 (𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.279640 0.261481 0.254671 0.252318 0.249320

Таблица 6.6. Моменты повторных стохастических интегралов Ито (𝑗1 = 𝑗2)

Момент Базис 𝐿 = 4 𝐿 = 8 𝐿 = 16 𝐿 = 32 𝐿 = 64

{𝑃 (𝑖, ·)}∞𝑖=0 −0.000271 −0.000147 −0.000181 0.000174 −0.000589
{𝐶(𝑖, ·)}∞𝑖=0 −0.000522 0.000217 −0.001109 0.000337 −0.000664

1 {𝑊̂ (𝑖, ·)}∞𝑖=0 −0.000377 −0.000323 −0.000009 −0.000170 0.000120
{𝑋̂(𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.000094 −0.000190 −0.000392 −0.000362 0.000149
{𝐹 (𝑖, ·)}∞𝑖=0 −0.000449 −0.000153 −0.000115 0.000193 −0.000241

{𝑃 (𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.148947 0.148402 0.148471 0.148553 0.148945
{𝐶(𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.147814 0.148684 0.146697 0.148993 0.149401

2 {𝑊̂ (𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.135965 0.140990 0.144341 0.146127 0.147764
{𝑋̂(𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.136293 0.140538 0.143771 0.145665 0.147397
{𝐹 (𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.175792 0.159845 0.153993 0.151887 0.149375
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Таблица 6.7. Моменты повторных стохастических интегралов Стратоновича и Ито (𝑗1 ̸= 𝑗2)

Момент Базис 𝐿 = 4 𝐿 = 8 𝐿 = 16 𝐿 = 32 𝐿 = 64

1 {𝑊̂ (𝑖, ·)}∞𝑖=0 −0.000709 0.001259 −0.000951 0.000756 0.000134
{𝑋̂(𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.000346 0.001170 −0.000749 −0.000196 0.000109

2 {𝑊̂ (𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.926326 1.004030 1.048404 1.070854 1.087241
{𝑋̂(𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.924481 1.003394 1.046522 1.069700 1.085475

Таблица 6.8. Моменты повторных стохастических интегралов Стратоновича (𝑗1 = 𝑗2)

Момент Базис 𝐿 = 4 𝐿 = 8 𝐿 = 16 𝐿 = 32 𝐿 = 64

1 {𝑊̂ (𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.857903 0.858336 0.859245 0.859060 0.858967
{𝑋̂(𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.859562 0.858901 0.857845 0.858585 0.860064

2 {𝑊̂ (𝑖, ·)}∞𝑖=0 1.860847 1.837074 1.834182 1.833574 1.836830
{𝑋̂(𝑖, ·)}∞𝑖=0 1.868342 1.838870 1.827506 1.830122 1.840286

Таблица 6.9. Моменты повторных стохастических интегралов Ито (𝑗1 = 𝑗2)

Момент Базис 𝐿 = 4 𝐿 = 8 𝐿 = 16 𝐿 = 32 𝐿 = 64

1 {𝑊̂ (𝑖, ·)}∞𝑖=0 −0.001238 −0.000805 0.000105 −0.000081 −0.000174
{𝑋̂(𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.000421 −0.000239 −0.001296 −0.000556 0.000923

2 {𝑊̂ (𝑖, ·)}∞𝑖=0 1.124850 1.100335 1.095879 1.095591 1.099006
{𝑋̂(𝑖, ·)}∞𝑖=0 1.129495 1.101158 1.091610 1.092954 1.100576

Таблица 6.10. Моменты повторных стохастических интегралов Стратоновича и Ито (𝑗1 ̸= 𝑗2)

Момент Базис 𝐿 = 4 𝐿 = 8 𝐿 = 16 𝐿 = 32 𝐿 = 64

1 {𝑊̂ (𝑖, ·)}∞𝑖=0 −0.000255 −0.000524 −0.000026 0.000349 0.000484
{𝑋̂(𝑖, ·)}∞𝑖=0 −0.000148 0.000598 −0.000224 0.000128 0.000174

2 {𝑊̂ (𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.125471 0.135775 0.142123 0.145142 0.146922
{𝑋̂(𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.125158 0.135748 0.141690 0.144744 0.146767

Таблица 6.11. Моменты повторных стохастических интегралов Стратоновича (𝑗1 = 𝑗2)

Момент Базис 𝐿 = 4 𝐿 = 8 𝐿 = 16 𝐿 = 32 𝐿 = 64

1 {𝑊̂ (𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.315559 0.316251 0.314949 0.316379 0.315979
{𝑋̂(𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.315613 0.315704 0.315952 0.315810 0.316119

2 {𝑊̂ (𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.251204 0.249729 0.246206 0.249217 0.249126
{𝑋̂(𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.251647 0.248767 0.248203 0.247870 0.248677

Таблица 6.12. Моменты повторных стохастических интегралов Ито (𝑗1 = 𝑗2)

Момент Базис 𝐿 = 4 𝐿 = 8 𝐿 = 16 𝐿 = 32 𝐿 = 64

1 {𝑊̂ (𝑖, ·)}∞𝑖=0 −0.000501 0.000191 −0.001111 0.000318 −0.000082
{𝑋̂(𝑖, ·)}∞𝑖=0 −0.000447 −0.000356 −0.000108 −0.000250 0.000059

2 {𝑊̂ (𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.151627 0.149714 0.147014 0.149122 0.149283
{𝑋̂(𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.152036 0.149098 0.148377 0.148134 0.148746
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объем выборки. Затем с помощью формул (6.93) и (6.94) оценивались математическое ожида-
ние и второй начальный момент.

Найденные оценки для кратности 𝑘 = 2 приведены в табл. 6.13– 6.15, для 𝑘 = 3 — в табл.
6.16– 6.23 и для 𝑘 = 4 — в табл. 6.24– 6.38. Для кратности 𝑘 = 4 среди разных комбинаций
равенств или неравенств значений 𝑗1, . . . , 𝑗4 при условии совпадения повторных стохастических
интегралов Стратоновича и Ито рассмотрен только вариант попарно различных 𝑗1, . . . , 𝑗4.
Результаты оценивания согласуются со значениями из табл. 5.3 и 5.4, а также с примерами
5.11, 6.9 и 6.10. �

Далее приведем примеры моделирования повторных стохастических интегралов смешан-
ного типа от функций (4.15), они же являются повторными стохастическими интегралами от
функций, которые можно представить линейными комбинациями функций (4.24) с дополни-
тельным условием (4.26).

Пример 6.14. Оценить первые два момента повторных стохастических интегралов Стра-
тоновича смешанного типа кратностей 𝑘 = 2 и 𝑘 = 3 из примеров 6.3 и 6.4, применяя спект-
ральный метод и базисные системы (1.5)– (1.9); T = [0, 1]. Порядки усечения спектральных
характеристик: 𝐿 = 4, 8, . . . , 64.

� Начнем с повторных стохастических интегралов Стратоновича из примера 6.3:

S𝒥𝑊 (𝑗1𝑗2)
T k(·) =

∫︁
T

∫︁ 𝑡2

0

𝑑𝑊𝑗1(𝑡1) ∘ 𝑑𝑊𝑗2(𝑡2)

кратности 𝑘 = 2 для двух вариантов:

а) 𝑗1 = 0, 𝑗2 ̸= 0; б) 𝑗2 = 0, 𝑗1 ̸= 0.

Напомним (см. пример 6.3), что эти интегралы выражаются через стохастические интегра-
лы кратности 𝑘 = 1 от детерминированных функций:

S𝒥𝑊 (0𝑗2)
T k(·) = 𝒥𝑊 (𝑗2)

T 𝑓1(·), S𝒥𝑊 (𝑗10)
T k(·) = 𝒥𝑊 (𝑗1)

T

(︀
𝑇 − 𝑓1(·)

)︀
,

где функция k(·) задается формулой (4.15) и 𝑓1(𝑡) = 𝑡.
Для оценки первых двух моментов повторных стохастических интегралов Стратоновича

воспользуемся алгоритмом 6.2 с введением спектральной характеристики 𝒱0 = 1 функции
𝑓0(𝑡) ≡ 1 (см. пример 1.1). Необходимые для моделирования спектральные характеристики
𝑃−1 оператора интегрирования относительно базисных систем (1.5)– (1.9) приведены в разд.
1.6.

Для каждой базисной системы и каждого порядка усечения моделировались реализации
повторных стохастических интегралов Стратоновича {𝑆𝑚}𝑀𝑚=1, где 𝑀 = 106 — объем выборки,
и оценивались математическое ожидание и второй начальный момент по формулам (6.93).

Найденные оценки указаны в табл. 6.39 и 6.40. Результаты оценивания согласуются со
значениями, которые приведены в п. 2 замечаний 6.3.

Перейдем к повторным стохастическим интегралам Стратоновича из примера 6.4:

S𝒥𝑊 (𝑗1𝑗2𝑗3)
T k(·) =

∫︁
T

∫︁ 𝑡3

0

∫︁ 𝑡2

0

𝑑𝑊𝑗1(𝑡1) ∘ 𝑑𝑊𝑗2(𝑡2) ∘ 𝑑𝑊𝑗3(𝑡3)
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Таблица 6.13. Моменты повторных стохастических интегралов Стратоновича и Ито
(𝑘 = 2, 𝑗1 ̸= 𝑗2)

Момент Базис 𝐿 = 4 𝐿 = 8 𝐿 = 16 𝐿 = 32 𝐿 = 64

{𝑃 (𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.000288 0.000371 −0.000325 −0.000067 0.001870
{𝐶(𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.000060 0.000876 −0.001349 0.000281 0.000434

1 {𝑊̂ (𝑖, ·)}∞𝑖=0 −0.000320 −0.001054 −0.000278 0.000290 0.001301
{𝑋̂(𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.001148 −0.000246 −0.001063 0.000880 0.000584
{𝐹 (𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.000450 0.000275 0.000498 −0.000187 −0.000132

{𝑃 (𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.462109 0.482965 0.491277 0.495657 0.497613
{𝐶(𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.465907 0.483632 0.492898 0.495102 0.498588

2 {𝑊̂ (𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.436710 0.468835 0.483437 0.492592 0.496897
{𝑋̂(𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.437996 0.467018 0.484564 0.492725 0.496374
{𝐹 (𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.426607 0.463319 0.479926 0.491145 0.493053

Таблица 6.14. Моменты повторных стохастических интегралов Стратоновича
(𝑘 = 2, 𝑗1 = 𝑗2)

Момент Базис 𝐿 = 4 𝐿 = 8 𝐿 = 16 𝐿 = 32 𝐿 = 64

{𝑃 (𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.498999 0.500191 0.498248 0.500619 0.499881
{𝐶(𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.499242 0.499384 0.499971 0.499813 0.500034

1 {𝑊̂ (𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.500101 0.499677 0.499251 0.499521 0.500392
{𝑋̂(𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.499551 0.499974 0.499955 0.499924 0.499632
{𝐹 (𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.499867 0.499904 0.499622 0.500227 0.499657

{𝑃 (𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.747124 0.751189 0.742385 0.752166 0.752722
{𝐶(𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.749058 0.747995 0.748770 0.748836 0.750799

2 {𝑊̂ (𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.751318 0.747780 0.745994 0.746874 0.750747
{𝑋̂(𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.749250 0.748656 0.749829 0.752009 0.748777
{𝐹 (𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.750222 0.749742 0.749915 0.750591 0.748818

Таблица 6.15. Моменты повторных стохастических интегралов Ито
(𝑘 = 2, 𝑗1 = 𝑗2)

Момент Базис 𝐿 = 4 𝐿 = 8 𝐿 = 16 𝐿 = 32 𝐿 = 64

{𝑃 (𝑖, ·)}∞𝑖=0 −0.001001 0.000191 −0.001752 0.000619 −0.000119
{𝐶(𝑖, ·)}∞𝑖=0 −0.000758 −0.000616 −0.000029 −0.000187 0.000034

1 {𝑊̂ (𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.000101 −0.000323 −0.000749 −0.000479 0.000392
{𝑋̂(𝑖, ·)}∞𝑖=0 −0.000449 −0.000026 −0.000045 −0.000076 −0.000368
{𝐹 (𝑖, ·)}∞𝑖=0 −0.000133 −0.000096 −0.000378 0.000227 −0.000343

{𝑃 (𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.498124 0.500998 0.494137 0.501547 0.502841
{𝐶(𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.499816 0.498611 0.498799 0.499023 0.500765

2 {𝑊̂ (𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.501217 0.498104 0.496743 0.497354 0.500355
{𝑋̂(𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.499699 0.498682 0.499874 0.502085 0.499146
{𝐹 (𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.500355 0.499838 0.500293 0.500364 0.499161
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Таблица 6.16. Моменты повторных стохастических интегралов Стратоновича и Ито
(𝑘 = 3; 𝑗1, 𝑗2, 𝑗3 попарно различны)

Момент Базис 𝐿 = 4 𝐿 = 8 𝐿 = 16 𝐿 = 32 𝐿 = 64

{𝑃 (𝑖, ·)}∞𝑖=0 −0.000315 0.000327 −0.000304 0.000320 0.000371
{𝐶(𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.000439 0.000092 −0.000645 −0.000003 −0.000473

1 {𝑊̂ (𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.000071 0.000079 −0.000455 −0.000092 0.000288
{𝑋̂(𝑖, ·)}∞𝑖=0 −0.000495 0.000110 0.000305 −0.000691 −0.000169
{𝐹 (𝑖, ·)}∞𝑖=0 −0.000333 0.000631 −0.000289 −0.000293 −0.000389

{𝑃 (𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.130476 0.149347 0.158863 0.164229 0.164965
{𝐶(𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.132299 0.151835 0.160826 0.163014 0.163898

2 {𝑊̂ (𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.112706 0.138052 0.151843 0.159341 0.163930
{𝑋̂(𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.113568 0.137966 0.151411 0.158405 0.162616
{𝐹 (𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.119393 0.144292 0.154266 0.161090 0.163791

Таблица 6.17. Моменты повторных стохастических интегралов Стратоновича
(𝑘 = 3, 𝑗1 = 𝑗2 ̸= 𝑗3)

Момент Базис 𝐿 = 4 𝐿 = 8 𝐿 = 16 𝐿 = 32 𝐿 = 64

{𝑃 (𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.000177 0.000639 0.000199 0.000189 −0.000340
{𝐶(𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.000531 0.000386 0.000308 0.000136 0.000490

1 {𝑊̂ (𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.000429 −0.000296 0.000717 −0.000035 −0.000818
{𝑋̂(𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.000377 −0.000332 0.000219 −0.000052 −0.000306
{𝐹 (𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.000472 0.000552 0.000446 0.000339 0.000635

{𝑃 (𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.230419 0.240881 0.244054 0.248567 0.248685
{𝐶(𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.231989 0.243090 0.248019 0.248301 0.249108

2 {𝑊̂ (𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.223151 0.234245 0.242170 0.243756 0.246081
{𝑋̂(𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.223638 0.236978 0.242554 0.245734 0.245243
{𝐹 (𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.220188 0.236843 0.243688 0.247134 0.248331

Таблица 6.18. Моменты повторных стохастических интегралов Ито
(𝑘 = 3, 𝑗1 = 𝑗2 ̸= 𝑗3)

Момент Базис 𝐿 = 4 𝐿 = 8 𝐿 = 16 𝐿 = 32 𝐿 = 64

{𝑃 (𝑖, ·)}∞𝑖=0 −0.000304 0.000315 0.000240 0.000123 0.000180
{𝐶(𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.000190 0.000473 0.000057 −0.000018 0.000113

1 {𝑊̂ (𝑖, ·)}∞𝑖=0 −0.000080 0.000388 0.000116 −0.000073 −0.000282
{𝑋̂(𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.000002 0.000194 −0.000255 −0.000161 0.000047
{𝐹 (𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.000412 0.000671 0.000164 0.000083 −0.000437

{𝑃 (𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.130412 0.149317 0.158983 0.162364 0.164755
{𝐶(𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.149313 0.159617 0.164400 0.165510 0.164671

2 {𝑊̂ (𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.141629 0.151907 0.158003 0.163171 0.164306
{𝑋̂(𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.138793 0.152133 0.159574 0.163049 0.163053
{𝐹 (𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.144120 0.155778 0.158775 0.164820 0.164789
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Таблица 6.19. Моменты повторных стохастических интегралов Стратоновича и Ито
(𝑘 = 3, 𝑗1 = 𝑗3 ̸= 𝑗2)

Момент Базис 𝐿 = 4 𝐿 = 8 𝐿 = 16 𝐿 = 32 𝐿 = 64

{𝑃 (𝑖, ·)}∞𝑖=0 −0.000415 0.000095 0.000345 0.000080 0.000431
{𝐶(𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.000228 −0.000588 −0.000414 −0.000665 −0.000616

1 {𝑊̂ (𝑖, ·)}∞𝑖=0 −0.000107 −0.000286 0.000164 −0.000470 −0.000002
{𝑋̂(𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.000313 −0.000197 −0.000501 −0.000038 0.000209
{𝐹 (𝑖, ·)}∞𝑖=0 −0.000236 −0.000206 0.000283 −0.000006 −0.000673

{𝑃 (𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.130519 0.150282 0.156797 0.163371 0.165064
{𝐶(𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.134000 0.151443 0.158948 0.163769 0.164130

2 {𝑊̂ (𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.121331 0.140014 0.152097 0.158904 0.162455
{𝑋̂(𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.121315 0.139859 0.151488 0.160074 0.162491
{𝐹 (𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.128241 0.147612 0.157415 0.162902 0.163489

Таблица 6.20. Моменты повторных стохастических интегралов Стратоновича
(𝑘 = 3, 𝑗1 ̸= 𝑗2 = 𝑗3)

Момент Базис 𝐿 = 4 𝐿 = 8 𝐿 = 16 𝐿 = 32 𝐿 = 64

{𝑃 (𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.000110 0.000328 −0.000103 0.000258 0.000473
{𝐶(𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.000416 0.001048 −0.000406 −0.000416 −0.000193

1 {𝑊̂ (𝑖, ·)}∞𝑖=0 −0.000711 −0.000037 0.000024 0.000323 0.000110
{𝑋̂(𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.000387 0.000961 −0.000383 −0.000540 0.000366
{𝐹 (𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.000331 0.000802 −0.000335 −0.000601 −0.000063

{𝑃 (𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.230572 0.240895 0.245846 0.249202 0.248103
{𝐶(𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.231337 0.242854 0.246821 0.247515 0.248243

2 {𝑊̂ (𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.221750 0.237741 0.241409 0.247643 0.246838
{𝑋̂(𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.220493 0.234615 0.242536 0.246054 0.248345
{𝐹 (𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.219468 0.236447 0.243450 0.245610 0.247684

Таблица 6.21. Моменты повторных стохастических интегралов Ито
(𝑘 = 3, 𝑗1 ̸= 𝑗2 = 𝑗3)

Момент Базис 𝐿 = 4 𝐿 = 8 𝐿 = 16 𝐿 = 32 𝐿 = 64

{𝑃 (𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.000523 0.000386 −0.000398 −0.000624 0.000508
{𝐶(𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.000429 0.000257 −0.000346 −0.000567 0.000623

1 {𝑊̂ (𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.000511 −0.000008 −0.000064 −0.000575 0.000771
{𝑋̂(𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.000331 0.000146 −0.000239 −0.000016 0.000704
{𝐹 (𝑖, ·)}∞𝑖=0 −0.000455 −0.000012 0.000526 0.000039 0.000030

{𝑃 (𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.149593 0.159411 0.163325 0.164405 0.165415
{𝐶(𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.148604 0.159427 0.163231 0.165468 0.166373

2 {𝑊̂ (𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.138723 0.152065 0.158775 0.163503 0.165758
{𝑋̂(𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.139031 0.151710 0.159236 0.163007 0.165099
{𝐹 (𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.144592 0.157452 0.160420 0.165338 0.164607
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Таблица 6.22. Моменты повторных стохастических интегралов Стратоновича
(𝑘 = 3, 𝑗1 = 𝑗2 = 𝑗3)

Момент Базис 𝐿 = 4 𝐿 = 8 𝐿 = 16 𝐿 = 32 𝐿 = 64

{𝑃 (𝑖, ·)}∞𝑖=0 −0.000021 0.001412 −0.000363 −0.000109 0.000432
{𝐶(𝑖, ·)}∞𝑖=0 −0.000017 0.001379 −0.000369 −0.000111 0.000431

1 {𝑊̂ (𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.000231 0.000963 −0.000875 0.000799 −0.000101
{𝑋̂(𝑖, ·)}∞𝑖=0 −0.001693 0.001457 −0.000487 −0.000533 −0.000185
{𝐹 (𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.000032 0.001478 −0.000426 −0.000111 0.000451

{𝑃 (𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.453027 0.433922 0.423450 0.424265 0.422047
{𝐶(𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.451087 0.432105 0.422265 0.423596 0.421706

2 {𝑊̂ (𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.492358 0.453187 0.422495 0.425380 0.423507
{𝑋̂(𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.497297 0.455436 0.434119 0.424758 0.415045
{𝐹 (𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.536744 0.482593 0.449678 0.438180 0.429303

Таблица 6.23. Моменты повторных стохастических интегралов Ито
(𝑘 = 3, 𝑗1 = 𝑗2 = 𝑗3)

Момент Базис 𝐿 = 4 𝐿 = 8 𝐿 = 16 𝐿 = 32 𝐿 = 64

{𝑃 (𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.000344 0.000710 0.000246 0.000278 0.000185
{𝐶(𝑖, ·)}∞𝑖=0 −0.000450 −0.000089 −0.000064 −0.000037 0.000101

1 {𝑊̂ (𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.000257 0.000139 0.000004 0.000253 0.000212
{𝑋̂(𝑖, ·)}∞𝑖=0 −0.000516 0.000068 0.000173 −0.000200 0.000385
{𝐹 (𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.000396 0.000627 0.000204 0.000064 0.000390

{𝑃 (𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.169918 0.168730 0.161173 0.165762 0.169517
{𝐶(𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.174227 0.168281 0.166097 0.168727 0.166087

2 {𝑊̂ (𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.182791 0.167445 0.169688 0.166370 0.167764
{𝑋̂(𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.183535 0.169308 0.167549 0.166496 0.169794
{𝐹 (𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.217649 0.197331 0.176501 0.175349 0.173893

Таблица 6.24. Моменты повторных стохастических интегралов Стратоновича и Ито
(𝑘 = 4; 𝑗1, 𝑗2, 𝑗3, 𝑗4 попарно различны)

Момент Базис 𝐿 = 4 𝐿 = 8 𝐿 = 16 𝐿 = 32 𝐿 = 64

{𝑃 (𝑖, ·)}∞𝑖=0 −0.000190 0.000026 −0.000110 0.000073 0.000082
{𝐶(𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.000206 0.000197 0.000006 0.000222 0.000064

1 {𝑊̂ (𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.000074 −0.000067 0.000252 0.000223 0.000153
{𝑋̂(𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.000212 0.000041 0.000034 −0.000318 0.000054
{𝐹 (𝑖, ·)}∞𝑖=0 −0.000006 0.000109 −0.000169 −0.000207 0.000254

{𝑃 (𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.025351 0.033116 0.038112 0.039362 0.040343
{𝐶(𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.026284 0.034340 0.038080 0.039713 0.040704

2 {𝑊̂ (𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.020100 0.028711 0.034360 0.037753 0.039522
{𝑋̂(𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.020333 0.028077 0.034366 0.038001 0.039583
{𝐹 (𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.023306 0.032613 0.037427 0.039694 0.040606
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Таблица 6.25. Моменты повторных стохастических интегралов Стратоновича
(𝑘 = 4, 𝑗1 = 𝑗2; 𝑗2, 𝑗3, 𝑗4 попарно различны)

Момент Базис 𝐿 = 4 𝐿 = 8 𝐿 = 16 𝐿 = 32 𝐿 = 64

{𝑃 (𝑖, ·)}∞𝑖=0 −0.000039 −0.000286 0.000247 0.000111 −0.000185
{𝐶(𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.000244 0.000266 −0.000269 0.000202 0.000072

1 {𝑊̂ (𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.000107 0.000440 −0.000103 −0.000298 0.000202
{𝑋̂(𝑖, ·)}∞𝑖=0 −0.000135 0.000057 −0.000253 −0.000006 −0.000078
{𝐹 (𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.000193 0.000080 −0.000371 −0.000028 −0.000109

{𝑃 (𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.049442 0.055137 0.059094 0.060857 0.061186
{𝐶(𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.050212 0.056589 0.059438 0.061003 0.061857

2 {𝑊̂ (𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.043817 0.051173 0.055896 0.059865 0.060904
{𝑋̂(𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.043975 0.051263 0.055797 0.059129 0.061231
{𝐹 (𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.048552 0.056305 0.059307 0.060746 0.061796

Таблица 6.26. Моменты повторных стохастических интегралов Ито
(𝑘 = 4, 𝑗1 = 𝑗2; 𝑗2, 𝑗3, 𝑗4 попарно различны)

Момент Базис 𝐿 = 4 𝐿 = 8 𝐿 = 16 𝐿 = 32 𝐿 = 64

{𝑃 (𝑖, ·)}∞𝑖=0 −0.000083 −0.000127 0.000223 −0.000027 0.000160
{𝐶(𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.000214 0.000233 −0.000062 0.000181 −0.000006

1 {𝑊̂ (𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.000008 0.000110 0.000117 −0.000172 0.000194
{𝑋̂(𝑖, ·)}∞𝑖=0 −0.000060 0.000049 −0.000071 0.000064 −0.000052
{𝐹 (𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.000109 0.000160 −0.000182 −0.000107 −0.000082

{𝑃 (𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.031119 0.035726 0.038859 0.040324 0.040754
{𝐶(𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.032121 0.036981 0.039293 0.040423 0.041142

2 {𝑊̂ (𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.027351 0.032757 0.036484 0.039595 0.040274
{𝑋̂(𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.027510 0.032818 0.036459 0.038970 0.040603
{𝐹 (𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.031338 0.037219 0.039458 0.040360 0.041171

Таблица 6.27. Моменты повторных стохастических интегралов Стратоновича
(𝑘 = 4, 𝑗2 = 𝑗3; 𝑗1, 𝑗3, 𝑗4 попарно различны)

Момент Базис 𝐿 = 4 𝐿 = 8 𝐿 = 16 𝐿 = 32 𝐿 = 64

{𝑃 (𝑖, ·)}∞𝑖=0 −0.000294 0.000009 −0.000180 0.000211 0.000251
{𝐶(𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.000025 0.000069 0.000114 0.000152 −0.000144

1 {𝑊̂ (𝑖, ·)}∞𝑖=0 −0.000395 −0.000064 −0.000127 0.000402 −0.000390
{𝑋̂(𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.000280 −0.000142 −0.000176 0.000059 −0.000068
{𝐹 (𝑖, ·)}∞𝑖=0 −0.000058 −0.000096 0.000180 0.000025 −0.000238

{𝑃 (𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.052763 0.057238 0.059354 0.060418 0.062032
{𝐶(𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.052415 0.057739 0.060423 0.061155 0.061768

2 {𝑊̂ (𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.046784 0.054375 0.057190 0.060043 0.061246
{𝑋̂(𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.046923 0.053854 0.057668 0.060634 0.062341
{𝐹 (𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.047458 0.055820 0.058583 0.060300 0.061788
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Таблица 6.28. Моменты повторных стохастических интегралов Ито
(𝑘 = 4, 𝑗2 = 𝑗3; 𝑗1, 𝑗3, 𝑗4 попарно различны)

Момент Базис 𝐿 = 4 𝐿 = 8 𝐿 = 16 𝐿 = 32 𝐿 = 64

{𝑃 (𝑖, ·)}∞𝑖=0 −0.000316 0.000153 −0.000229 −0.000345 0.000193
{𝐶(𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.000232 0.000161 0.000048 0.000002 0.000069

1 {𝑊̂ (𝑖, ·)}∞𝑖=0 −0.000423 −0.000224 0.000057 0.000297 −0.000350
{𝑋̂(𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.000216 −0.000393 −0.000136 0.000058 −0.000030
{𝐹 (𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.000122 −0.000082 0.000112 −0.000072 0.000053

{𝑃 (𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.032784 0.036745 0.038824 0.039893 0.041166
{𝐶(𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.031948 0.036993 0.039712 0.040393 0.040891

2 {𝑊̂ (𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.027109 0.033591 0.036658 0.039182 0.040402
{𝑋̂(𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.027232 0.033379 0.036958 0.039596 0.041125
{𝐹 (𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.028958 0.035986 0.038594 0.039930 0.041044

Таблица 6.29. Моменты повторных стохастических интегралов Стратоновича
(𝑘 = 4, 𝑗3 = 𝑗4; 𝑗1, 𝑗2, 𝑗3 попарно различны)

Момент Базис 𝐿 = 4 𝐿 = 8 𝐿 = 16 𝐿 = 32 𝐿 = 64

{𝑃 (𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.000090 −0.000030 −0.000074 −0.000211 −0.000088
{𝐶(𝑖, ·)}∞𝑖=0 −0.000130 −0.000358 −0.000220 −0.000146 0.000642

1 {𝑊̂ (𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.000155 −0.000061 0.000126 −0.000051 −0.000188
{𝑋̂(𝑖, ·)}∞𝑖=0 −0.000034 −0.000309 −0.000057 0.000318 −0.000631
{𝐹 (𝑖, ·)}∞𝑖=0 −0.000022 0.000145 0.000140 −0.000231 0.000168

{𝑃 (𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.048176 0.055208 0.058571 0.060201 0.062036
{𝐶(𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.048897 0.056715 0.058994 0.061011 0.061813

2 {𝑊̂ (𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.043944 0.051577 0.056521 0.059512 0.061378
{𝑋̂(𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.043188 0.051368 0.056123 0.059644 0.059981
{𝐹 (𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.048525 0.056203 0.059398 0.061334 0.062170

Таблица 6.30. Моменты повторных стохастических интегралов Ито
(𝑘 = 4, 𝑗3 = 𝑗4; 𝑗1, 𝑗2, 𝑗3 попарно различны)

Момент Базис 𝐿 = 4 𝐿 = 8 𝐿 = 16 𝐿 = 32 𝐿 = 64

{𝑃 (𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.000121 −0.000041 0.000160 −0.000153 −0.000244
{𝐶(𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.000027 −0.000215 −0.000132 0.000028 0.000647

1 {𝑊̂ (𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.000012 0.000053 0.000119 −0.000025 −0.000075
{𝑋̂(𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.000114 −0.000082 −0.000006 0.000026 −0.000508
{𝐹 (𝑖, ·)}∞𝑖=0 −0.000020 0.000196 0.000080 −0.000030 0.000233

{𝑃 (𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.030249 0.035703 0.038602 0.039873 0.041274
{𝐶(𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.031347 0.037081 0.038916 0.040413 0.041087

2 {𝑊̂ (𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.027589 0.033154 0.037032 0.039256 0.040734
{𝑋̂(𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.027119 0.033001 0.036654 0.039251 0.039697
{𝐹 (𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.031470 0.037095 0.039517 0.040892 0.041495
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Таблица 6.31. Моменты повторных стохастических интегралов Стратоновича
(𝑘 = 4, 𝑗1 = 𝑗2 ̸= 𝑗3 = 𝑗4)

Момент Базис 𝐿 = 4 𝐿 = 8 𝐿 = 16 𝐿 = 32 𝐿 = 64

{𝑃 (𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.124626 0.125214 0.124541 0.125153 0.124898
{𝐶(𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.125107 0.124648 0.125088 0.124751 0.124513

1 {𝑊̂ (𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.125074 0.124971 0.124560 0.125231 0.124552
{𝑋̂(𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.124683 0.124913 0.125006 0.125200 0.125220
{𝐹 (𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.125025 0.124923 0.124928 0.124622 0.124698

{𝑃 (𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.093691 0.097697 0.096529 0.098615 0.099411
{𝐶(𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.096154 0.096997 0.098125 0.097580 0.096876

2 {𝑊̂ (𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.094479 0.095445 0.095254 0.097444 0.096027
{𝑋̂(𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.093350 0.095546 0.097384 0.098857 0.098562
{𝐹 (𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.101222 0.101315 0.099771 0.098830 0.098160

Таблица 6.32. Моменты повторных стохастических интегралов Ито
(𝑘 = 4, 𝑗1 = 𝑗2 ̸= 𝑗3 = 𝑗4)

Момент Базис 𝐿 = 4 𝐿 = 8 𝐿 = 16 𝐿 = 32 𝐿 = 64

{𝑃 (𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.000019 0.000023 −0.000285 −0.000007 0.000212
{𝐶(𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.000302 −0.000172 0.000056 −0.000297 −0.000267

1 {𝑊̂ (𝑖, ·)}∞𝑖=0 −0.000081 0.000145 0.000011 0.000208 −0.000348
{𝑋̂(𝑖, ·)}∞𝑖=0 −0.000131 0.000050 0.000033 0.000107 0.000273
{𝐹 (𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.000268 −0.000019 −0.000065 −0.000387 −0.000144

{𝑃 (𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.036338 0.039664 0.039798 0.041054 0.041827
{𝐶(𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.038102 0.039869 0.040555 0.040781 0.040494

2 {𝑊̂ (𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.035940 0.037826 0.038607 0.040102 0.039876
{𝑋̂(𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.035457 0.037805 0.039798 0.041055 0.040908
{𝐹 (𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.040454 0.042195 0.041568 0.041450 0.041127

Таблица 6.33. Моменты повторных стохастических интегралов Стратоновича
(𝑘 = 4, 𝑗1 = 𝑗2 = 𝑗3 ̸= 𝑗4)

Момент Базис 𝐿 = 4 𝐿 = 8 𝐿 = 16 𝐿 = 32 𝐿 = 64

{𝑃 (𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.000263 −0.000181 0.000196 −0.000407 0.000126
{𝐶(𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.000181 −0.000075 0.000050 0.000609 0.000295

1 {𝑊̂ (𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.000087 0.000830 0.000347 −0.000042 0.000076
{𝑋̂(𝑖, ·)}∞𝑖=0 −0.000163 −0.000281 0.000373 −0.000155 −0.000367
{𝐹 (𝑖, ·)}∞𝑖=0 −0.000260 −0.000386 −0.000282 −0.000205 −0.000553

{𝑃 (𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.111851 0.106962 0.105469 0.104425 0.103549
{𝐶(𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.109809 0.105472 0.105562 0.102574 0.102797

2 {𝑊̂ (𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.119604 0.106702 0.104643 0.102724 0.102880
{𝑋̂(𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.118692 0.108561 0.106207 0.103176 0.104125
{𝐹 (𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.125179 0.116607 0.110992 0.108584 0.107031
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Таблица 6.34. Моменты повторных стохастических интегралов Ито
(𝑘 = 4, 𝑗1 = 𝑗2 = 𝑗3 ̸= 𝑗4)

Момент Базис 𝐿 = 4 𝐿 = 8 𝐿 = 16 𝐿 = 32 𝐿 = 64

{𝑃 (𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.000268 −0.000118 −0.000227 −0.000454 −0.000132
{𝐶(𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.000216 0.000226 0.000085 0.000247 0.000188

1 {𝑊̂ (𝑖, ·)}∞𝑖=0 −0.000044 0.000129 0.000211 0.000197 0.000200
{𝑋̂(𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.000023 −0.000316 0.000078 −0.000321 0.000280
{𝐹 (𝑖, ·)}∞𝑖=0 −0.000045 −0.000417 −0.000159 −0.000094 −0.000375

{𝑃 (𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.040266 0.040409 0.040944 0.041155 0.040869
{𝐶(𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.039374 0.039681 0.041205 0.040540 0.040751

2 {𝑊̂ (𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.041991 0.037878 0.038920 0.039269 0.039928
{𝑋̂(𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.041810 0.039180 0.039672 0.039595 0.040892
{𝐹 (𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.047831 0.046473 0.044258 0.043928 0.042956

Таблица 6.35. Моменты повторных стохастических интегралов Стратоновича
(𝑘 = 4, 𝑗1 ̸= 𝑗2 = 𝑗3 = 𝑗4)

Момент Базис 𝐿 = 4 𝐿 = 8 𝐿 = 16 𝐿 = 32 𝐿 = 64

{𝑃 (𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.000060 0.000143 −0.000070 0.000310 −0.000249
{𝐶(𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.000196 −0.000040 0.000205 0.000521 −0.000094

1 {𝑊̂ (𝑖, ·)}∞𝑖=0 −0.000272 0.000290 −0.000223 −0.000207 0.000148
{𝑋̂(𝑖, ·)}∞𝑖=0 −0.000137 −0.000223 0.000158 −0.000884 0.000334
{𝐹 (𝑖, ·)}∞𝑖=0 −0.000282 −0.000063 −0.000298 −0.000109 0.000569

{𝑃 (𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.110383 0.105199 0.105951 0.103715 0.103786
{𝐶(𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.111217 0.105296 0.104803 0.103760 0.102975

2 {𝑊̂ (𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.116819 0.106968 0.106211 0.105556 0.105605
{𝑋̂(𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.116744 0.109093 0.106946 0.104811 0.104962
{𝐹 (𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.127625 0.116781 0.110614 0.109968 0.106180

Таблица 6.36. Моменты повторных стохастических интегралов Ито
(𝑘 = 4, 𝑗1 ̸= 𝑗2 = 𝑗3 = 𝑗4)

Момент Базис 𝐿 = 4 𝐿 = 8 𝐿 = 16 𝐿 = 32 𝐿 = 64

{𝑃 (𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.000109 0.000333 −0.000023 0.000168 −0.000119
{𝐶(𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.000244 −0.000224 0.000035 0.000141 −0.000388

1 {𝑊̂ (𝑖, ·)}∞𝑖=0 −0.000237 0.000176 0.000078 0.000116 −0.000236
{𝑋̂(𝑖, ·)}∞𝑖=0 −0.000131 0.000117 0.000075 −0.000329 0.000072
{𝐹 (𝑖, ·)}∞𝑖=0 −0.000047 −0.000154 −0.000259 0.000124 0.000281

{𝑃 (𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.039470 0.039379 0.041109 0.040540 0.041167
{𝐶(𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.040374 0.039917 0.040760 0.040617 0.040515

2 {𝑊̂ (𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.040639 0.038041 0.039552 0.041045 0.041852
{𝑋̂(𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.040494 0.039162 0.040103 0.040328 0.041229
{𝐹 (𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.049522 0.046481 0.044377 0.044553 0.042664
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Таблица 6.37. Моменты повторных стохастических интегралов Стратоновича (𝑘 = 4, 𝑗1 = 𝑗2 = 𝑗3 = 𝑗4)

Момент Базис 𝐿 = 4 𝐿 = 8 𝐿 = 16 𝐿 = 32 𝐿 = 64

{𝑃 (𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.160279 0.140823 0.133374 0.129274 0.126762
{𝐶(𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.158683 0.139131 0.132259 0.128635 0.126425

1 {𝑊̂ (𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.186951 0.155451 0.140939 0.133094 0.128698
{𝑋̂(𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.186942 0.155447 0.140934 0.133102 0.128694
{𝐹 (𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.197268 0.160852 0.144142 0.134780 0.129595

{𝑃 (𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.238610 0.203727 0.194218 0.191901 0.181322
{𝐶(𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.235501 0.201176 0.192693 0.191046 0.180914

2 {𝑊̂ (𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.307107 0.230435 0.205726 0.197246 0.183851
{𝑋̂(𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.307158 0.230343 0.205683 0.197169 0.183868
{𝐹 (𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.444800 0.317962 0.258958 0.226452 0.199495

Таблица 6.38. Моменты повторных стохастических интегралов Ито (𝑘 = 4, 𝑗1 = 𝑗2 = 𝑗3 = 𝑗4)

Момент Базис 𝐿 = 4 𝐿 = 8 𝐿 = 16 𝐿 = 32 𝐿 = 64

{𝑃 (𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.017896 0.007925 0.004147 0.002447 0.000753
{𝐶(𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.017100 0.007091 0.003595 0.002127 0.000586

1 {𝑊̂ (𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.031168 0.015249 0.007934 0.004343 0.001720
{𝑋̂(𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.031159 0.015245 0.007929 0.004351 0.001715
{𝐹 (𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.036415 0.017911 0.009599 0.005199 0.002190

{𝑃 (𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.051122 0.043808 0.042427 0.043357 0.040071
{𝐶(𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.049875 0.043431 0.042314 0.043318 0.040078

2 {𝑊̂ (𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.067311 0.047772 0.043386 0.043646 0.040120
{𝑋̂(𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.067340 0.047709 0.043364 0.043603 0.040132
{𝐹 (𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.128908 0.088081 0.068378 0.057684 0.047688

кратности 𝑘 = 3 для трех вариантов:

а) 𝑗1 = 0, 𝑗2, 𝑗3 ̸= 0; б) 𝑗2 = 0, 𝑗1, 𝑗3 ̸= 0; в) 𝑗3 = 0, 𝑗1, 𝑗2 ̸= 0.

Они эквивалентны повторным стохастическим интегралам Стратоновича кратности 𝑘 = 2

(см. пример 6.4):
S𝒥𝑊 (0𝑗2𝑗3)
T k(·) = S𝒥𝑊 (𝑗2𝑗3)

T k10(·),
S𝒥𝑊 (𝑗10𝑗3)
T k(·) = S𝒥𝑊 (𝑗1𝑗3)

T

(︀
k01(·)− k10(·)

)︀
, S𝒥𝑊 (𝑗1𝑗20)

T k(·) = S𝒥𝑊 (𝑗1𝑗2)
T

(︀
𝑇 k(·)− k01(·)

)︀
,

где в левых частях k(·) — функция (4.15) при 𝑘 = 3, а в правых частях k10(𝑡1, 𝑡2) = 𝑡11(𝑡2 − 𝑡1),
k01(𝑡1, 𝑡2) = 𝑡21(𝑡2 − 𝑡1), k(𝑡1, 𝑡2) = 1(𝑡2 − 𝑡1).

Также применим алгоритм 6.2 с введением спектральной характеристики 𝒱0 = 1 функции
𝑓0(𝑡) ≡ 1, чтобы оценить первые два момента этих интегралов. В дополнение к обозначенным
выше спектральным характеристикам здесь требуются спектральные характеристики 𝑉 опе-
ратора умножения функций относительно базисных систем (1.5)– (1.9), их нетрудно найти в
разд. 1.5.

Далее аналогично для каждой базисной системы и каждого порядка усечения моделиро-
вались реализации повторных стохастических интегралов Стратоновича {𝑆𝑚}𝑀𝑚=1 при том же
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Таблица 6.39. Моменты стохастических интегралов Стратоновича (𝑘 = 2, 𝑗1 = 0, 𝑗2 ̸= 0)

Момент Базис 𝐿 = 4 𝐿 = 8 𝐿 = 16 𝐿 = 32 𝐿 = 64

{𝑃 (𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.000599 0.000413 0.000852 0.000088 0.000171
{𝐶(𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.000673 0.000270 0.000992 0.000094 0.000880

1 {𝑊̂ (𝑖, ·)}∞𝑖=0 −0.000008 0.000026 −0.000242 −0.000918 0.000688
{𝑋̂(𝑖, ·)}∞𝑖=0 −0.000361 −0.000350 0.000376 −0.000552 −0.000386
{𝐹 (𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.000430 −0.000462 0.000937 −0.000514 0.000601

{𝑃 (𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.332299 0.333637 0.333166 0.333672 0.333392
{𝐶(𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.333084 0.333516 0.333084 0.333708 0.333603

2 {𝑊̂ (𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.327462 0.332358 0.332896 0.333633 0.332830
{𝑋̂(𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.327617 0.332071 0.332572 0.333309 0.333221
{𝐹 (𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.313502 0.322546 0.327174 0.329705 0.331492

Таблица 6.40. Моменты стохастических интегралов Стратоновича (𝑘 = 2, 𝑗1 ̸= 0, 𝑗2 = 0)

Момент Базис 𝐿 = 4 𝐿 = 8 𝐿 = 16 𝐿 = 32 𝐿 = 64

{𝑃 (𝑖, ·)}∞𝑖=0 −0.000859 0.000017 −0.000296 −0.000142 0.000005
{𝐶(𝑖, ·)}∞𝑖=0 −0.000173 −0.000478 0.000681 −0.001068 −0.000521

1 {𝑊̂ (𝑖, ·)}∞𝑖=0 −0.000548 −0.000552 −0.000810 0.000212 −0.000508
{𝑋̂(𝑖, ·)}∞𝑖=0 −0.000614 0.000236 0.000080 −0.000921 0.000561
{𝐹 (𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.000213 0.000482 0.000046 0.000197 −0.000346

{𝑃 (𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.333883 0.333196 0.333284 0.333862 0.333326
{𝐶(𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.332580 0.333038 0.333632 0.333226 0.333545

2 {𝑊̂ (𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.328559 0.332214 0.332861 0.332730 0.332759
{𝑋̂(𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.329276 0.332203 0.332678 0.332686 0.333895
{𝐹 (𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.313352 0.322332 0.326650 0.330449 0.331707

объеме выборки𝑀 = 106 и оценивались математическое ожидание и второй начальный момент
по формулам (6.93).

Полученные оценки приведены в табл. 6.41– 6.46 и они в полной мере соответствуют зна-
чениям из примера 6.4. �

Пример 6.15. Оценить первые два момента повторных стохастических интегралов Ито
смешанного типа кратности 𝑘 = 4 из примера 6.7, применяя спектральный метод и ба-
зисные системы (1.5)– (1.9); T = [0, 1]. Порядки усечения спектральных характеристик:
𝐿 = 4, 8, . . . , 64.

� В примере 6.7 изучались повторные стохастические интегралы Ито

I𝒥𝑊 (𝑗1𝑗2𝑗3𝑗4)
T k(·) =

∫︁
T

∫︁ 𝑡4

𝑡0

∫︁ 𝑡3

𝑡0

∫︁ 𝑡2

𝑡0

𝑑𝑊𝑗1(𝑡1)𝑑𝑊𝑗2(𝑡2)𝑑𝑊𝑗3(𝑡3)𝑑𝑊𝑗4(𝑡4)

кратности 𝑘 = 4 для двух вариантов:

а) 𝑗1 = 𝑗4 = 0, 𝑗2, 𝑗3 ̸= 0; б) 𝑗2 = 𝑗3 = 0, 𝑗1, 𝑗4 ̸= 0,

и там же показано, что

I𝒥𝑊 (0𝑗2𝑗30)
T k(·) = I𝒥𝑊 (𝑗2𝑗3)

T

(︀
𝑇 − k01(·)

)︀
k10(·), I𝒥𝑊 (𝑗100𝑗4)

T k(·) = I𝒥𝑊 (𝑗1𝑗4)
T

(k01(·)− k10(·))2

2
,
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Таблица 6.41. Моменты повторных стохастических интегралов Стратоновича
(𝑘 = 3, 𝑗1 = 0, 𝑗2, 𝑗3 ̸= 0, 𝑗2 ̸= 𝑗3)

Момент Базис 𝐿 = 4 𝐿 = 8 𝐿 = 16 𝐿 = 32 𝐿 = 64

{𝑃 (𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.000188 0.000259 −0.000174 0.000422 −0.000305
{𝐶(𝑖, ·)}∞𝑖=0 −0.000318 −0.000450 −0.000073 −0.000035 0.000063

1 {𝑊̂ (𝑖, ·)}∞𝑖=0 −0.000106 −0.000245 −0.000236 0.000249 0.000127
{𝑋̂(𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.000252 0.000185 −0.000175 −0.000240 −0.000046
{𝐹 (𝑖, ·)}∞𝑖=0 −0.000236 0.000248 −0.000660 0.000154 −0.000056

{𝑃 (𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.071696 0.078250 0.080324 0.081776 0.082697
{𝐶(𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.071585 0.078284 0.081038 0.082065 0.082623

2 {𝑊̂ (𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.065353 0.073667 0.078199 0.080700 0.082130
{𝑋̂(𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.065259 0.073533 0.078147 0.080628 0.082138
{𝐹 (𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.068059 0.076311 0.080221 0.081884 0.082785

Таблица 6.42. Моменты повторных стохастических интегралов Стратоновича
(𝑘 = 3, 𝑗1 = 0, 𝑗2 = 𝑗3 ̸= 0)

Момент Базис 𝐿 = 4 𝐿 = 8 𝐿 = 16 𝐿 = 32 𝐿 = 64

{𝑃 (𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.249742 0.249516 0.250028 0.249727 0.250189
{𝐶(𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.249730 0.250223 0.249676 0.250131 0.249955

1 {𝑊̂ (𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.250226 0.250041 0.249602 0.249960 0.250319
{𝑋̂(𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.250248 0.250021 0.249618 0.249927 0.250326
{𝐹 (𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.250257 0.249738 0.249282 0.249960 0.250292

{𝑃 (𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.146447 0.145432 0.145863 0.145586 0.146017
{𝐶(𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.146081 0.146278 0.145026 0.145822 0.145959

2 {𝑊̂ (𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.149181 0.146452 0.145224 0.145659 0.146476
{𝑋̂(𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.149183 0.146406 0.145221 0.145673 0.146472
{𝐹 (𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.152541 0.149101 0.146903 0.146887 0.147096

Таблица 6.43. Моменты повторных стохастических интегралов Стратоновича
(𝑘 = 3, 𝑗2 = 0, 𝑗1, 𝑗3 ̸= 0, 𝑗1 ̸= 𝑗3)

Момент Базис 𝐿 = 4 𝐿 = 8 𝐿 = 16 𝐿 = 32 𝐿 = 64

{𝑃 (𝑖, ·)}∞𝑖=0 −0.000127 0.000104 −0.000278 0.000175 −0.000167
{𝐶(𝑖, ·)}∞𝑖=0 −0.000050 −0.000242 0.000250 −0.000457 0.000233

1 {𝑊̂ (𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.000138 −0.000473 0.000277 −0.000307 0.000150
{𝑋̂(𝑖, ·)}∞𝑖=0 −0.000404 0.000061 −0.000173 −0.000223 0.000078
{𝐹 (𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.000031 −0.000449 0.000263 0.000024 −0.000392

{𝑃 (𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.082973 0.083156 0.083325 0.083546 0.083544
{𝐶(𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.083264 0.083506 0.083094 0.083265 0.083134

2 {𝑊̂ (𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.079223 0.082187 0.083075 0.082987 0.083103
{𝑋̂(𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.078955 0.082415 0.082976 0.083043 0.083496
{𝐹 (𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.076974 0.079956 0.081495 0.082178 0.082938
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Таблица 6.44. Моменты повторных стохастических интегралов Стратоновича
(𝑘 = 3, 𝑗2 = 0, 𝑗1 = 𝑗3 ̸= 0)

Момент Базис 𝐿 = 4 𝐿 = 8 𝐿 = 16 𝐿 = 32 𝐿 = 64

{𝑃 (𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.036410 0.016545 0.008251 0.004102 0.001603
{𝐶(𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.034169 0.014876 0.007123 0.003134 0.001025

1 {𝑊̂ (𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.062630 0.030661 0.015657 0.007977 0.004164
{𝑋̂(𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.062277 0.031271 0.015392 0.007785 0.003798
{𝐹 (𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.072887 0.036545 0.018595 0.009226 0.004909

{𝑃 (𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.084675 0.083377 0.083966 0.083090 0.083202
{𝐶(𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.083459 0.083667 0.083266 0.082823 0.082827

2 {𝑊̂ (𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.083955 0.083188 0.083049 0.083231 0.083319
{𝑋̂(𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.083975 0.083108 0.083182 0.082932 0.083662
{𝐹 (𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.096007 0.088401 0.085932 0.084353 0.083886

Таблица 6.45. Моменты повторных стохастических интегралов Стратоновича
(𝑘 = 3, 𝑗3 = 0, 𝑗1, 𝑗2 ̸= 0, 𝑗1 ̸= 𝑗2)

Момент Базис 𝐿 = 4 𝐿 = 8 𝐿 = 16 𝐿 = 32 𝐿 = 64

{𝑃 (𝑖, ·)}∞𝑖=0 −0.000381 −0.000489 −0.000178 0.000335 0.000066
{𝐶(𝑖, ·)}∞𝑖=0 −0.000211 −0.000373 0.000212 0.000016 0.000191

1 {𝑊̂ (𝑖, ·)}∞𝑖=0 −0.000175 −0.000300 −0.000064 0.000099 0.000346
{𝑋̂(𝑖, ·)}∞𝑖=0 −0.000184 −0.000297 0.000057 −0.000115 −0.000030
{𝐹 (𝑖, ·)}∞𝑖=0 −0.000159 −0.000396 0.000100 0.000106 0.000233

{𝑃 (𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.071763 0.078111 0.080954 0.082219 0.083007
{𝐶(𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.071700 0.078237 0.081177 0.082113 0.083014

2 {𝑊̂ (𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.065522 0.073599 0.078553 0.080628 0.082437
{𝑋̂(𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.065545 0.073590 0.078513 0.080785 0.082317
{𝐹 (𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.068437 0.076275 0.080373 0.082096 0.082942

Таблица 6.46. Моменты повторных стохастических интегралов Стратоновича
(𝑘 = 3, 𝑗3 = 0, 𝑗1 = 𝑗2 ̸= 0)

Момент Базис 𝐿 = 4 𝐿 = 8 𝐿 = 16 𝐿 = 32 𝐿 = 64

{𝑃 (𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.249684 0.250298 0.249922 0.250165 0.250002
{𝐶(𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.249746 0.250457 0.249639 0.250139 0.249702

1 {𝑊̂ (𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.249728 0.250410 0.250387 0.249726 0.250043
{𝑋̂(𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.249761 0.250408 0.250279 0.249712 0.250149
{𝐹 (𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.249556 0.249741 0.250174 0.250053 0.250063

{𝑃 (𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.146078 0.146579 0.145737 0.146139 0.145972
{𝐶(𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.146159 0.146750 0.145477 0.146125 0.145315

2 {𝑊̂ (𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.148350 0.146922 0.146502 0.145558 0.146131
{𝑋̂(𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.148193 0.146834 0.146220 0.145601 0.146471
{𝐹 (𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.151557 0.149309 0.148223 0.147424 0.146693
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где функция k(·) задается формулой (4.15) и k10(𝑡1, 𝑡2) = 𝑡11(𝑡2 − 𝑡1), k01(𝑡1, 𝑡2) = 𝑡21(𝑡2 − 𝑡1).
Чтобы оценить первые два момента повторных стохастических интегралов Ито, применим

алгоритм 6.3 с дополнительным определением спектральной характеристики 𝒱0 = 1 функции
𝑓0(𝑡) ≡ 1. Спектральные характеристики 1, а также спектральные характеристики 𝑃−1 и 𝑉

оператора интегрирования и оператора умножения функций для всех базисных систем (1.5)–
(1.9) содержатся в примере 1.1, разд. 1.5 и 1.6.

Для каждой базисной системы и каждого порядка усечения моделировались реализации
повторных стохастических интегралов Ито {𝐼𝑚}𝑀𝑚=1, где 𝑀 = 106 — объем выборки, и оцени-
вались математическое ожидание и второй начальный момент согласно формулам (6.94).

Найденные оценки указаны в табл. 6.47– 6.50. Результаты оценивания согласуются со зна-
чениями, полученными в примерах 6.7 и 6.11. �

Таблица 6.47. Моменты повторных стохастических интегралов Ито
(𝑘 = 4, 𝑗1 = 𝑗4 = 0, 𝑗2, 𝑗3 ̸= 0, 𝑗2 ̸= 𝑗3)

Момент Базис 𝐿 = 4 𝐿 = 8 𝐿 = 16 𝐿 = 32 𝐿 = 64

{𝑃 (𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.000045 0.000128 −0.000043 0.000097 −0.000038
{𝐶(𝑖, ·)}∞𝑖=0 −0.000025 −0.000127 −0.000044 −0.000015 0.000097

1 {𝑊̂ (𝑖, ·)}∞𝑖=0 −0.000037 −0.000095 −0.000041 −0.000034 −0.000054
{𝑋̂(𝑖, ·)}∞𝑖=0 −0.000028 −0.000063 −0.000046 0.000016 0.000045
{𝐹 (𝑖, ·)}∞𝑖=0 −0.000042 −0.000065 −0.000097 0.000032 0.000011

{𝑃 (𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.004773 0.005032 0.005256 0.005400 0.005464
{𝐶(𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.004809 0.005161 0.005336 0.005439 0.005497

2 {𝑊̂ (𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.004377 0.004738 0.005094 0.005286 0.005430
{𝑋̂(𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.004372 0.004748 0.005076 0.005293 0.005422
{𝐹 (𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.006571 0.006342 0.006133 0.005938 0.005775

Таблица 6.48. Моменты повторных стохастических интегралов Ито
(𝑘 = 4, 𝑗1 = 𝑗4 = 0, 𝑗2 = 𝑗3 ̸= 0)

Момент Базис 𝐿 = 4 𝐿 = 8 𝐿 = 16 𝐿 = 32 𝐿 = 64

{𝑃 (𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.000098 0.000028 −0.000022 0.000070 −0.000023
{𝐶(𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.000042 −0.000078 −0.000139 −0.000215 −0.000322

1 {𝑊̂ (𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.000107 −0.000072 0.000206 −0.000204 −0.000151
{𝑋̂(𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.000003 −0.000198 0.000007 −0.000065 −0.000162
{𝐹 (𝑖, ·)}∞𝑖=0 −0.000029 −0.000150 0.000129 −0.000030 0.000062

{𝑃 (𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.015041 0.015555 0.016063 0.016460 0.016665
{𝐶(𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.014480 0.015345 0.016074 0.016333 0.016526

2 {𝑊̂ (𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.013916 0.014728 0.015446 0.016040 0.016447
{𝑋̂(𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.013914 0.014652 0.015477 0.015947 0.016393
{𝐹 (𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.015591 0.016524 0.016964 0.016973 0.016795
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Таблица 6.49. Моменты повторных стохастических интегралов Ито
(𝑘 = 4, 𝑗2 = 𝑗3 = 0, 𝑗1, 𝑗4 ̸= 0, 𝑗1 ̸= 𝑗4)

Момент Базис 𝐿 = 4 𝐿 = 8 𝐿 = 16 𝐿 = 32 𝐿 = 64

{𝑃 (𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.000039 −0.000094 −0.000157 −0.000075 −0.000038
{𝐶(𝑖, ·)}∞𝑖=0 −0.000040 0.000041 −0.000105 0.000037 −0.000004

1 {𝑊̂ (𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.000000 −0.000008 0.000026 0.000012 −0.000031
{𝑋̂(𝑖, ·)}∞𝑖=0 −0.000107 −0.000032 −0.000029 −0.000004 0.000089
{𝐹 (𝑖, ·)}∞𝑖=0 −0.000077 0.000041 −0.000027 −0.000098 0.000116

{𝑃 (𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.008317 0.008298 0.008343 0.008326 0.008319
{𝐶(𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.008310 0.008315 0.008345 0.008317 0.008321

2 {𝑊̂ (𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.008462 0.008293 0.008321 0.008323 0.008295
{𝑋̂(𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.008396 0.008334 0.008339 0.008342 0.008316
{𝐹 (𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.009319 0.008777 0.008550 0.008427 0.008431

Таблица 6.50. Моменты повторных стохастических интегралов Ито
(𝑘 = 4, 𝑗2 = 𝑗3 = 0, 𝑗1 = 𝑗4 ̸= 0)

Момент Базис 𝐿 = 4 𝐿 = 8 𝐿 = 16 𝐿 = 32 𝐿 = 64

{𝑃 (𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.000082 0.000092 −0.000067 −0.000133 −0.000029
{𝐶(𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.000223 0.000027 −0.000074 0.000062 0.000028

1 {𝑊̂ (𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.007804 0.001893 0.000532 0.000171 −0.000057
{𝑋̂(𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.007945 0.001959 0.000557 0.000136 −0.000043
{𝐹 (𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.029781 0.016750 0.008964 0.004623 0.002507

{𝑃 (𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.008332 0.008331 0.008351 0.008370 0.008313
{𝐶(𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.008242 0.008352 0.008332 0.008365 0.008324

2 {𝑊̂ (𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.008358 0.008316 0.008309 0.008351 0.008346
{𝑋̂(𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.008505 0.008323 0.008320 0.008374 0.008348
{𝐹 (𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.011728 0.009848 0.008980 0.008623 0.008486

6.5. Численно-спектральные методы решения

стохастических дифференциальных уравнений

Решение линейных стохастических дифференциальных уравнений можно получить, при-
меняя спектральную форму математического описания (см. разд. 3.3), и спектральный метод
рассматривается как альтернатива численным методам [4,77,240,300,305,321]. Для нелинейных
стохастических дифференциальных уравнений (см. разд. 3.1) обойтись только спектральным
методом вряд ли возможно (исключение составляют уравнения, приводимые к линейным с по-
мощью замены переменных). Однако можно предложить комбинированный метод, а именно
численный метод, на каждом шаге которого задействуется спектральный метод для модели-
рования повторных стохастических интегралов по винеровским процессам.

Следуя порядку изложения, принятому в этой главе, запишем сначала разложение решения
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𝑋(·) стохастического дифференциального уравнения Стратоновича (3.2):

𝑋(𝜗+ ℎ) = 𝑋(𝜗) + ℎ𝑎
(︀
𝜗,𝑋(𝜗)

)︀
+

𝑠∑︁
𝑗1=1

𝜎*𝑗1
(︀
𝜗,𝑋(𝜗)

)︀
𝒥𝑊 (𝑗1)

[𝜗,𝜗+ℎ]𝑓0(·) +

+
𝑠∑︁

𝑗1,𝑗2=1

ℒ𝑗1𝜎*𝑗2
(︀
𝜗,𝑋(𝜗)

)︀
S𝒥𝑊 (𝑗1𝑗2)

[𝜗,𝜗+ℎ] k(·) +
ℎ2

2
ℒ0𝑎

(︀
𝜗,𝑋(𝜗)

)︀
+

+
𝑠∑︁

𝑗1=1

[︂
ℒ0𝜎*𝑗1

(︀
𝜗,𝑋(𝜗)

)︀
S𝒥𝑊 (0𝑗1)

[𝜗,𝜗+ℎ]k(·) + ℒ𝑗1𝑎
(︀
𝜗,𝑋(𝜗)

)︀
S𝒥𝑊 (𝑗10)

[𝜗,𝜗+ℎ]k(·)
]︂

+

+
𝑠∑︁

𝑗1,𝑗2,𝑗3=1

ℒ𝑗1ℒ𝑗2𝜎*𝑗3
(︀
𝜗,𝑋(𝜗)

)︀
S𝒥𝑊 (𝑗1𝑗2𝑗3)

[𝜗,𝜗+ℎ] k(·) +
𝑠∑︁

𝑗1,𝑗2=1

ℒ0ℒ𝑗1𝜎*𝑗2
(︀
𝜗,𝑋(𝜗)

)︀
S𝒥𝑊 (0𝑗1𝑗2)

[𝜗,𝜗+ℎ] k(·) +

+
𝑠∑︁

𝑗1,𝑗2=1

ℒ𝑗1ℒ0𝜎*𝑗2
(︀
𝜗,𝑋(𝜗)

)︀
S𝒥𝑊 (𝑗10𝑗2)

[𝜗,𝜗+ℎ] k(·) +
𝑠∑︁

𝑗1,𝑗2=1

ℒ𝑗1ℒ𝑗2𝑎
(︀
𝜗,𝑋(𝜗)

)︀
S𝒥𝑊 (𝑗1𝑗20)

[𝜗,𝜗+ℎ] k(·) +

+
𝑠∑︁

𝑗1,𝑗2,𝑗3,𝑗4=1

ℒ𝑗1ℒ𝑗2ℒ𝑗3𝜎*𝑗4
(︀
𝜗,𝑋(𝜗)

)︀
S𝒥𝑊 (𝑗1𝑗2𝑗3𝑗4)

[𝜗,𝜗+ℎ] k(·) + . . . , (6.95)

в котором 𝜗 > 𝑡0 и ℎ > 0, а функции 𝑎𝑖(·) и 𝜎𝑖𝑙(·) должны иметь достаточную гладкость,
𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑛 и 𝑙 = 1, 2, . . . , 𝑠, k(·) — функция с числом аргументов, совпадающим с крат-
ностью повторного стохастического интеграла, задается формулой (4.15):

𝑘 = 2: k(𝑡1, 𝑡2) = 1(𝑡2 − 𝑡1),

𝑘 = 3: k(𝑡1, 𝑡2, 𝑡3) = 1(𝑡2 − 𝑡1)1(𝑡3 − 𝑡2),

𝑘 = 4: k(𝑡1, 𝑡2, 𝑡3, 𝑡4) = 1(𝑡2 − 𝑡1)1(𝑡3 − 𝑡2)1(𝑡4 − 𝑡3), . . .

Формула (6.95) определяет разложение Тейлора–Стратоновича [300,337]. В нем

ℒ0𝜓(𝑡, 𝑥) =
𝑛∑︁
𝑖=1

𝜕𝜓(𝑡, 𝑥)

𝜕𝑥𝑖
𝑎𝑖(𝑡, 𝑥), ℒ𝑗𝜓(𝑡, 𝑥) =

𝑛∑︁
𝑖=1

𝜕𝜓(𝑡, 𝑥)

𝜕𝑥𝑖
𝜎𝑖𝑗(𝑡, 𝑥), 𝑗 = 1, . . . , 𝑠,

а все повторные стохастические интегралы понимаются в смысле Стратоновича, причем для
интегралов смешанного типа справедливы соотношения (см. п. 8 замечаний 6.1, а также при-
меры 6.3 и 6.4):

S𝒥𝑊 (0𝑗1)
[𝜗,𝜗+ℎ]k(·) = 𝒥𝑊 (𝑗1)

[𝜗,𝜗+ℎ]𝑓1(·),
S𝒥𝑊 (𝑗10)

[𝜗,𝜗+ℎ]k(·) = 𝒥𝑊 (𝑗1)
[𝜗,𝜗+ℎ]

(︀
ℎ− 𝑓1(·)

)︀
,

S𝒥𝑊 (0𝑗1𝑗2)
[𝜗,𝜗+ℎ] k(·) = S𝒥𝑊 (𝑗1𝑗2)

[𝜗,𝜗+ℎ] k10(·), S𝒥𝑊 (𝑗10𝑗2)
[𝜗,𝜗+ℎ] k(·) = S𝒥𝑊 (𝑗1𝑗2)

[𝜗,𝜗+ℎ]

(︀
k01(·)− k10(·)

)︀
,

S𝒥𝑊 (𝑗1𝑗20)
[𝜗,𝜗+ℎ] k(·) = S𝒥𝑊 (𝑗1𝑗2)

[𝜗,𝜗+ℎ]

(︀
ℎk(·)− k01(·)

)︀
,

где в правых частях равенств

𝑓1(𝑡) = 𝑡− 𝜗, k10(𝑡1, 𝑡2) = (𝑡1 − 𝜗)1(𝑡2 − 𝑡1),

k(𝑡1, 𝑡2) = 1(𝑡2 − 𝑡1), k01(𝑡1, 𝑡2) = (𝑡2 − 𝜗)1(𝑡2 − 𝑡1).

При их подстановке в выражение (6.95) с точностью до знаков получается унифицирован-
ное разложение Тейлора–Стратоновича [77, 305]. Отличие состоит в том, что в разложении
(6.95) используются повторные стохастические интегралы только от функций вида (4.15), но
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часть этих интегралов смешанного типа. В унифицированном разложении интегралы смешан-
ного типа отсутствуют за счет перехода к функциям вида (4.24) с дополнительным условием
(4.26). Эти разложения эквивалентны, но последнее содержит меньше типов повторных сто-
хастических интегралов. Например, анализируя записанные в правой части выражения (6.95)
слагаемые, можно выделить 9 типов интегралов, а в соответствующем унифицированном раз-
ложении их только лишь 7.

Для стохастического дифференциального уравнения Ито (3.1) имеет место аналогичное
разложение:

𝑋(𝜗+ ℎ) = 𝑋(𝜗) + ℎ𝑓
(︀
𝜗,𝑋(𝜗)

)︀
+

𝑠∑︁
𝑗1=1

𝜎*𝑗1
(︀
𝜗,𝑋(𝜗)

)︀
𝒥𝑊 (𝑗1)

[𝜗,𝜗+ℎ]𝑓0(·) +

+
𝑠∑︁

𝑗1,𝑗2=1

ℒ𝑗1𝜎*𝑗2
(︀
𝜗,𝑋(𝜗)

)︀
I𝒥𝑊 (𝑗1𝑗2)

[𝜗,𝜗+ℎ] k(·) +
ℎ2

2
𝒜*𝑓

(︀
𝜗,𝑋(𝜗)

)︀
+

+
𝑠∑︁

𝑗1=1

[︂
𝒜*𝜎*𝑗1

(︀
𝜗,𝑋(𝜗)

)︀
I𝒥𝑊 (0𝑗1)

[𝜗,𝜗+ℎ]k(·) + ℒ𝑗1𝑓
(︀
𝜗,𝑋(𝜗)

)︀
I𝒥𝑊 (𝑗10)

[𝜗,𝜗+ℎ]k(·)
]︂

+

+
𝑠∑︁

𝑗1,𝑗2,𝑗3=1

ℒ𝑗1ℒ𝑗2𝜎*𝑗3
(︀
𝜗,𝑋(𝜗)

)︀
I𝒥𝑊 (𝑗1𝑗2𝑗3)

[𝜗,𝜗+ℎ] k(·) +
𝑠∑︁

𝑗1,𝑗2=1

𝒜*ℒ𝑗1𝜎*𝑗2
(︀
𝜗,𝑋(𝜗)

)︀
I𝒥𝑊 (0𝑗1𝑗2)

[𝜗,𝜗+ℎ] k(·) +

+
𝑠∑︁

𝑗1,𝑗2=1

ℒ𝑗1𝒜*𝜎*𝑗2
(︀
𝜗,𝑋(𝜗)

)︀
I𝒥𝑊 (𝑗10𝑗2)

[𝜗,𝜗+ℎ] k(·) +
𝑠∑︁

𝑗1,𝑗2=1

ℒ𝑗1ℒ𝑗2𝑓
(︀
𝜗,𝑋(𝜗)

)︀
I𝒥𝑊 (𝑗1𝑗20)

[𝜗,𝜗+ℎ] k(·) +

+
𝑠∑︁

𝑗1,𝑗2,𝑗3,𝑗4=1

ℒ𝑗1ℒ𝑗2ℒ𝑗3𝜎*𝑗4
(︀
𝜗,𝑋(𝜗)

)︀
I𝒥𝑊 (𝑗1𝑗2𝑗3𝑗4)

[𝜗,𝜗+ℎ] k(·) + . . . , (6.96)

где функции 𝑓𝑖(·) должны иметь достаточную гладкость, 𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑛.
Формула (6.96) описывает разложение Тейлора–Ито [300,337]. Здесь используется обрат-

ный производящий оператор 𝒜* случайного процесса 𝑋(·), заданный формулой (3.8), а все
повторные стохастические интегралы следует понимать в смысле Ито, что отражено в обозна-
чениях. Для них справедливы аналогичные соотношения (см. п. 5 замечаний 6.8 и пример 6.7):

I𝒥𝑊 (0𝑗1)
[𝜗,𝜗+ℎ]k(·) = 𝒥𝑊 (𝑗1)

[𝜗,𝜗+ℎ]𝑓1(·),
I𝒥𝑊 (𝑗10)

[𝜗,𝜗+ℎ]k(·) = 𝒥𝑊 (𝑗1)
[𝜗,𝜗+ℎ]

(︀
ℎ− 𝑓1(·)

)︀
,

I𝒥𝑊 (0𝑗1𝑗2)
[𝜗,𝜗+ℎ] k(·) = I𝒥𝑊 (𝑗1𝑗2)

[𝜗,𝜗+ℎ] k10(·), I𝒥𝑊 (𝑗10𝑗2)
[𝜗,𝜗+ℎ] k(·) = I𝒥𝑊 (𝑗1𝑗2)

[𝜗,𝜗+ℎ]

(︀
k01(·)− k10(·)

)︀
,

I𝒥𝑊 (𝑗1𝑗20)
[𝜗,𝜗+ℎ] k(·) = I𝒥𝑊 (𝑗1𝑗2)

[𝜗,𝜗+ℎ]

(︀
ℎk(·)− k01(·)

)︀
.

Результат их подстановки в формулу (6.96) с точностью до знаков дает унифицированное
разложение Тейлора–Ито [77,305]. Как и в случае унифицированного разложения Тейлора–

Стратоновича, унифицированное разложение Тейлора–Ито не содержит интегралов смешан-
ного типа и общее количество типов повторных стохастических интегралов меньше.

Отличие между дифференциальными операторами ℒ0 и 𝒜* отражает правила диффе-
ренцирования при нелинейном преобразовании решений стохастических дифференциальных
уравнений Стратоновича и Ито: обычное правило дифференцирования сложной функции и
формулу Ито соответственно [4, 77,300].
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Операторы ℒ0, ℒ𝑗, где 𝑗 = 1, . . . , 𝑠, и 𝒜* определены для скалярных функций, в приведен-
ных же разложениях они применяются для вектор-функций покоординатно, например

ℒ0𝑓(·) =
[︀
ℒ0𝑓1(·) . . . ℒ0𝑓𝑛(·)

]︀T
,

и чтобы избежать путаницы, важно пояснить, что здесь 𝑓1(·) — это коэффициент сноса в
уравнении (3.1), т.е. первый элемент вектор-функции 𝑓(·) — вектора сноса (см. разд. 3.1), а в
соотношениях для повторных стохастических интегралов 𝑓1(·) — это функция одной перемен-
ной 𝑓1(𝑡) = 𝑡− 𝜗.

На основе разложений Тейлора–Стратоновича и Тейлора–Ито построено семейство чис-
ленных методов решения стохастических дифференциальных уравнений [4,77,240,300,305,321].

Введем равномерную сетку {𝜗𝑖} с заданным постоянным шагом ℎ — шагом численного
интегрирования, определяющую разбиение отрезка [𝑡0, 𝑇 ]:

𝜗𝑖+1 = 𝜗𝑖 + ℎ, 𝑖 = 0, 1, . . . , 𝑁 − 1; 𝜗0 = 𝑡0, 𝜗𝑁 = 𝑇 ; 𝑁 =
𝑇 − 𝑡0
ℎ

.

Более общий случай переменного шага, задающего разбиение отрезка [𝑡0, 𝑇 ], также может
быть рассмотрен. При численном решении формируется дискретная аппроксимация случай-
ного процесса 𝑋(·) в узлах сетки {𝜗𝑖}. Обозначим ее {𝑋𝑖}: 𝑋(𝜗𝑖) ≈ 𝑋𝑖.

Для численных методов ключевым является то, в каком смысле понимается сходимость
и каким является порядок сходимости. Будем говорить, что численный метод имеет порядок
среднеквадратической сходимости 𝑝, если

max
𝑖∈{1,...,𝑁}

(︀
E |𝑋(𝜗𝑖)−𝑋𝑖|2

)︀ 1
2 6 𝐶ℎ𝑝,

и численный метод имеет порядок сильной сходимости 𝑝, если

max
𝑖∈{1,...,𝑁}

E |𝑋(𝜗𝑖)−𝑋𝑖| 6 𝐶ℎ𝑝.

В обоих определениях предполагается, что 𝐶 > 0 — константа, не зависящая от величины
ℎ, и ℎ→ 0. Отметим также, что второе неравенство следует из первого. Это можно показать
с помощью неравенства Йенсена или неравенства Коши–Буняковского [37].

Для построения численного метода с порядком среднеквадратической или сильной сходи-
мости 𝑝 достаточно оставить в правых частях формул (6.95) и (6.96) слагаемые, подчеркнутые
𝑟 = 2𝑝 раз, но при нечетных 𝑟 старший член разложения, не содержащий стохастических инте-
гралов, нужно брать из формулы (6.96). Например, из разложения (6.96) получаем следующие
явные разностные схемы для численного решения стохастического дифференциального урав-
нения Ито (3.1):

𝑝 = 0.5 (стохастический метод Эйлера, метод Эйлера–Маруямы) :

𝑋𝑖+1 = 𝑋𝑖 + ℎ𝑓(𝜗𝑖, 𝑋𝑖) +
𝑠∑︁

𝑗1=1

𝜎*𝑗1(𝜗𝑖, 𝑋𝑖)𝒥𝑊 (𝑗1)
[𝜗𝑖,𝜗𝑖+ℎ]

𝑓0(·), (6.97)

𝑝 = 1.0 (метод порядка 1.0) :

𝑋𝑖+1 = 𝑋𝑖 + ℎ𝑓(𝜗𝑖, 𝑋𝑖) +
𝑠∑︁

𝑗1=1

𝜎*𝑗1(𝜗𝑖, 𝑋𝑖)𝒥𝑊 (𝑗1)
[𝜗𝑖,𝜗𝑖+ℎ]

𝑓0(·) +
𝑠∑︁

𝑗1,𝑗2=1

ℒ𝑗1𝜎*𝑗2(𝜗𝑖, 𝑋𝑖)
I𝒥𝑊 (𝑗1𝑗2)

[𝜗𝑖,𝜗𝑖+ℎ]
k(·),

(6.98)



464

𝑝 = 1.5 (метод порядка 1.5) :

𝑋𝑖+1 = 𝑋𝑖 + ℎ𝑓(𝜗𝑖, 𝑋𝑖) +
𝑠∑︁

𝑗1=1

𝜎*𝑗1(𝜗𝑖, 𝑋𝑖)𝒥𝑊 (𝑗1)
[𝜗𝑖,𝜗𝑖+ℎ]

𝑓0(·) +
𝑠∑︁

𝑗1,𝑗2=1

ℒ𝑗1𝜎*𝑗2(𝜗𝑖, 𝑋𝑖)
I𝒥𝑊 (𝑗1𝑗2)

[𝜗𝑖,𝜗𝑖+ℎ]
k(·) +

+
ℎ2

2
𝒜*𝑓(𝜗𝑖, 𝑋𝑖) +

𝑠∑︁
𝑗1=1

[︂
𝒜*𝜎*𝑗1(𝜗𝑖, 𝑋𝑖)

I𝒥𝑊 (0𝑗1)
[𝜗𝑖,𝜗𝑖+ℎ]

k(·) + ℒ𝑗1𝑓(𝜗𝑖, 𝑋𝑖)
I𝒥𝑊 (𝑗10)

[𝜗𝑖,𝜗𝑖+ℎ]
k(·)

]︂
+

+
𝑠∑︁

𝑗1,𝑗2,𝑗3=1

ℒ𝑗1ℒ𝑗2𝜎*𝑗3(𝜗𝑖, 𝑋𝑖)
I𝒥𝑊 (𝑗1𝑗2𝑗3)

[𝜗𝑖,𝜗𝑖+ℎ]
k(·), (6.99)

𝑝 = 2.0 (метод порядка 2.0) :

𝑋𝑖+1 = 𝑋𝑖 + ℎ𝑓(𝜗𝑖, 𝑋𝑖) +
𝑠∑︁

𝑗1=1

𝜎*𝑗1(𝜗𝑖, 𝑋𝑖)𝒥𝑊 (𝑗1)
[𝜗𝑖,𝜗𝑖+ℎ]

𝑓0(·) +
𝑠∑︁

𝑗1,𝑗2=1

ℒ𝑗1𝜎*𝑗2(𝜗𝑖, 𝑋𝑖)
I𝒥𝑊 (𝑗1𝑗2)

[𝜗𝑖,𝜗𝑖+ℎ]
k(·) +

+
ℎ2

2
𝒜*𝑓(𝜗𝑖, 𝑋𝑖) +

𝑠∑︁
𝑗1=1

[︂
𝒜*𝜎*𝑗1(𝜗𝑖, 𝑋𝑖)

I𝒥𝑊 (0𝑗1)
[𝜗𝑖,𝜗𝑖+ℎ]

k(·) + ℒ𝑗1𝑓(𝜗𝑖, 𝑋𝑖)
I𝒥𝑊 (𝑗10)

[𝜗𝑖,𝜗𝑖+ℎ]
k(·)

]︂
+

+
𝑠∑︁

𝑗1,𝑗2,𝑗3=1

ℒ𝑗1ℒ𝑗2𝜎*𝑗3(𝜗𝑖, 𝑋𝑖)
I𝒥𝑊 (𝑗1𝑗2𝑗3)

[𝜗𝑖,𝜗𝑖+ℎ]
k(·) +

𝑠∑︁
𝑗1,𝑗2=1

𝒜*ℒ𝑗1𝜎*𝑗2(𝜗𝑖, 𝑋𝑖)
I𝒥𝑊 (0𝑗1𝑗2)

[𝜗𝑖,𝜗𝑖+ℎ]
k(·) +

+
𝑠∑︁

𝑗1,𝑗2=1

ℒ𝑗1𝒜*𝜎*𝑗2(𝜗𝑖, 𝑋𝑖)
I𝒥𝑊 (𝑗10𝑗2)

[𝜗𝑖,𝜗𝑖+ℎ]
k(·) +

𝑠∑︁
𝑗1,𝑗2=1

ℒ𝑗1ℒ𝑗2𝑓(𝜗𝑖, 𝑋𝑖)
I𝒥𝑊 (𝑗1𝑗20)

[𝜗𝑖,𝜗𝑖+ℎ]
k(·) +

+
𝑠∑︁

𝑗1,𝑗2,𝑗3,𝑗4=1

ℒ𝑗1ℒ𝑗2ℒ𝑗3𝜎*𝑗4(𝜗𝑖, 𝑋𝑖)
I𝒥𝑊 (𝑗1𝑗2𝑗3𝑗4)

[𝜗𝑖,𝜗𝑖+ℎ]
k(·), (6.100)

и аналогично для стохастического дифференциального уравнения Стратоновича (3.2):

𝑝 = 1.0 (метод порядка 1.0) :

𝑋𝑖+1 = 𝑋𝑖 + ℎ𝑎(𝜗𝑖, 𝑋𝑖) +
𝑠∑︁

𝑗1=1

𝜎*𝑗1(𝜗𝑖, 𝑋𝑖)𝒥𝑊 (𝑗1)
[𝜗𝑖,𝜗𝑖+ℎ]

𝑓0(·) +
𝑠∑︁

𝑗1,𝑗2=1

ℒ𝑗1𝜎*𝑗2(𝜗𝑖, 𝑋𝑖)
S𝒥𝑊 (𝑗1𝑗2)

[𝜗𝑖,𝜗𝑖+ℎ]
k(·),

(6.101)

𝑝 = 1.5 (метод порядка 1.5) :

𝑋𝑖+1 = 𝑋𝑖 + ℎ𝑎(𝜗𝑖, 𝑋𝑖) +
𝑠∑︁

𝑗1=1

𝜎*𝑗1(𝜗𝑖, 𝑋𝑖)𝒥𝑊 (𝑗1)
[𝜗𝑖,𝜗𝑖+ℎ]

𝑓0(·) +
𝑠∑︁

𝑗1,𝑗2=1

ℒ𝑗1𝜎*𝑗2(𝜗𝑖, 𝑋𝑖)
S𝒥𝑊 (𝑗1𝑗2)

[𝜗𝑖,𝜗𝑖+ℎ]
k(·) +

+
ℎ2

2
𝒜*𝑓(𝜗𝑖, 𝑋𝑖) +

𝑠∑︁
𝑗1=1

[︂
ℒ0𝜎*𝑗1(𝜗𝑖, 𝑋𝑖)

S𝒥𝑊 (0𝑗1)
[𝜗𝑖,𝜗𝑖+ℎ]

k(·) + ℒ𝑗1𝑎(𝜗𝑖, 𝑋𝑖)
S𝒥𝑊 (𝑗10)

[𝜗𝑖,𝜗𝑖+ℎ]
k(·)

]︂
+

+
𝑠∑︁

𝑗1,𝑗2,𝑗3=1

ℒ𝑗1ℒ𝑗2𝜎*𝑗3(𝜗𝑖, 𝑋𝑖)
S𝒥𝑊 (𝑗1𝑗2𝑗3)

[𝜗𝑖,𝜗𝑖+ℎ]
k(·), (6.102)

𝑝 = 2.0 (метод порядка 2.0) :

𝑋𝑖+1 = 𝑋𝑖 + ℎ𝑎(𝜗𝑖, 𝑋𝑖) +
𝑠∑︁

𝑗1=1

𝜎*𝑗1(𝜗𝑖, 𝑋𝑖)𝒥𝑊 (𝑗1)
[𝜗𝑖,𝜗𝑖+ℎ]

𝑓0(·) +
𝑠∑︁

𝑗1,𝑗2=1

ℒ𝑗1𝜎*𝑗2(𝜗𝑖, 𝑋𝑖)
S𝒥𝑊 (𝑗1𝑗2)

[𝜗𝑖,𝜗𝑖+ℎ]
k(·) +

+
ℎ2

2
ℒ0𝑎(𝜗𝑖, 𝑋𝑖) +

𝑠∑︁
𝑗1=1

[︂
ℒ0𝜎*𝑗1(𝜗𝑖, 𝑋𝑖)

S𝒥𝑊 (0𝑗1)
[𝜗𝑖,𝜗𝑖+ℎ]

k(·) + ℒ𝑗1𝑎(𝜗𝑖, 𝑋𝑖)
S𝒥𝑊 (𝑗10)

[𝜗𝑖,𝜗𝑖+ℎ]
k(·)

]︂
+
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+
𝑠∑︁

𝑗1,𝑗2,𝑗3=1

ℒ𝑗1ℒ𝑗2𝜎*𝑗3(𝜗𝑖, 𝑋𝑖)
S𝒥𝑊 (𝑗1𝑗2𝑗3)

[𝜗𝑖,𝜗𝑖+ℎ]
k(·) +

𝑠∑︁
𝑗1,𝑗2=1

ℒ0ℒ𝑗1𝜎*𝑗2(𝜗𝑖, 𝑋𝑖)
S𝒥𝑊 (0𝑗1𝑗2)

[𝜗𝑖,𝜗𝑖+ℎ]
k(·) +

+
𝑠∑︁

𝑗1,𝑗2=1

ℒ𝑗1ℒ0𝜎*𝑗2(𝜗𝑖, 𝑋𝑖)
S𝒥𝑊 (𝑗10𝑗2)

[𝜗𝑖,𝜗𝑖+ℎ]
k(·) +

𝑠∑︁
𝑗1,𝑗2=1

ℒ𝑗1ℒ𝑗2𝑎(𝜗𝑖, 𝑋𝑖)
S𝒥𝑊 (𝑗1𝑗20)

[𝜗𝑖,𝜗𝑖+ℎ]
k(·) +

+
𝑠∑︁

𝑗1,𝑗2,𝑗3,𝑗4=1

ℒ𝑗1ℒ𝑗2ℒ𝑗3𝜎*𝑗4(𝜗𝑖, 𝑋𝑖)
S𝒥𝑊 (𝑗1𝑗2𝑗3𝑗4)

[𝜗𝑖,𝜗𝑖+ℎ]
k(·). (6.103)

Отметим, что моделирование повторных стохастических интегралов на отрезке [𝜗, 𝜗+ℎ] не
отличается от моделирования повторных стохастических интегралов на отрезке [0, ℎ]. Вообще
говоря, достаточно ограничиться отрезком [0, 1], а величину шага ℎ учитывать как число-
вой коэффициент (см. свойства повторных стохастических интегралов Стратоновича и Ито в
разд. 6.1 и 6.2). Тогда согласно формуле (6.15) с учетом п. 8 замечаний 6.1 и формуле (6.55) с
учетом п. 5 замечаний 6.8 получаем соответствие между числовыми коэффициентами и муль-
тимножествами 𝐽 , определяющими повторные стохастические интегралы от функций k(·) в
разложениях (6.95) и (6.96):

ℎ0.5 : (𝑗1), ℎ1.0 : (𝑗1𝑗2),

ℎ1.5 : (0𝑗1), (𝑗10), (𝑗1𝑗2𝑗3), ℎ2.0 : (0𝑗1𝑗2), (𝑗10𝑗2), (𝑗1𝑗20), (𝑗1𝑗2𝑗3𝑗4),

и эти числовые коэффициенты, очевидно, формируют порядок 𝑝 среднеквадратической или
сильной сходимости численного метода.

Точное моделирование некоторых повторных стохастических интегралов Стратоновича и
Ито, а именно

𝒥𝑊 (𝑗)
[0,1] 𝑓0(·), 𝒥𝑊 (𝑗)

[0,1] 𝑓1(·),
S𝒥𝑊 (𝑗𝑗)

[0,1] k(·), I𝒥𝑊 (𝑗𝑗)
[0,1] k(·),

S𝒥𝑊 (𝑗𝑗𝑗)
[0,1] k(·), I𝒥𝑊 (𝑗𝑗𝑗)

[0,1] k(·), S𝒥𝑊 (𝑗𝑗𝑗𝑗)
[0,1] k(·), I𝒥𝑊 (𝑗𝑗𝑗𝑗)

[0,1] k(·)

не составляет проблемы (см. примеры 2.5, 2.12 и 5.5), 𝑗 = 1, . . . , 𝑠. Для остальных интегралов
или же в общем случае при приближенном моделировании может применяться алгоритм 5.1 из
разд. 5.8 либо алгоритмы 6.2 и 6.3 из разд. 6.4, построенные на основе спектральной формы ма-
тематического описания. Алгоритмы 6.2 и 6.3 применяются с минимальными изменениями для
моделирования повторных стохастических интегралов Стратоновича и Ито смешанного типа.
При моделировании повторных стохастических интегралов на основе спектральной формы ма-
тематического описания будем называть соответствующие методы численно-спектральными
методами решения стохастических дифференциальных уравнений.

З ам е ч а н и я 6.12.
1. Выше представлены разностные схемы для численного решения стохастических диф-

ференциальных уравнений: формула (6.97) стохастического метода Эйлера, формулы (6.98)
и (6.101) метода порядка 1.0, формулы (6.99) и (6.102) метода порядка 1.5, а также фор-
мулы (6.100) и (6.103) метода порядка 2.0. Все они относятся к явным одношаговым мето-
дам, основанным на разложениях (6.95) и (6.96). Учет дополнительных слагаемых в разло-
жении позволяет строить явные одношаговые методы с порядками сходимости 2.5, 3.0 и т.д.
Кроме них существуют явные одношаговые конечно-разностные численные методы (предпо-
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лагающие конечно-разностную аппроксимацию производных детерминированных функций),
неявные одношаговые численные методы, явные и неявные многошаговые численные мето-
ды [4,77,93,240,300,305,321].

2. Переход от разложений Тейлора–Стратоновича и Тейлора–Ито к соответствующим
унифицированным разложениям может быть мотивирован не только меньшим числом исполь-
зуемых в них типов повторных стохастических интегралов, но и меньшими вычислительными
затратами для их моделирования за счет сокращения кратности некоторых интегралов. В
спектральной форме математического описания переход к унифицированным разложениям
базируется, например, на формулах (1.91), полученных в примере 1.10 (см. также пример 6.4).

3. Приближенное моделирование повторных стохастических интегралов Стратоновича или
Ито предполагает выбор порядка усечения спектральных характеристик 𝐿. Он может выби-
раться для каждой кратности 𝑘 повторных стохастических интегралов и для каждого инте-
грала отдельно или же быть единым для всех интегралов. В этой и предыдущих главах приве-
дено много примеров, в которых явно или косвенно вычислена среднеквадратическая погреш-
ность аппроксимации типовых повторных стохастических интегралов. Здесь под косвенным
вычислением понимается нахождение погрешности аппроксимации функции одной или мно-
гих переменных, через которую выражается среднеквадратическая погрешность аппроксима-
ции конкретного повторного стохастического интеграла Стратоновича или Ито (см. разд. 5.7).

Так, аппроксимации повторных стохастических интегралов, которые используются в ме-
тодах порядка 1.0, соответствуют примеры 1.21 и 1.22, для методов порядка 1.5 — примеры
1.20 и 4.13, для методов порядка 2.0 — примеры 1.23, 4.12 и 4.13. Для некоторых симмет-
ризованных функций по отношению к функции k(·) и, как следствие, для соответствующих
кратных и повторных стохастических интегралов (см. разд. 5.5) рекомендуется пример 4.16.
В примере 5.9 найдена среднеквадратическая погрешность аппроксимации повторных стоха-
стических интегралов (как абсолютная, так и относительная) для методов порядка 1.0, 1.5 и
2.0. Чтобы достичь более высоких порядков сходимости, требуются повторные стохастические
интегралы, среднеквадратическая погрешность аппроксимации которых может быть найдена
с помощью результатов из примеров 4.14 и 4.15. Во всех перечисленных примерах использо-
вались пять базисных систем: полиномы Лежандра (1.5), косинусоиды (1.6), функции Уолша
(1.7), функции Хаара (1.8) и тригонометрические функции (1.9).

Методика выбора порядка усечения спектральных характеристик 𝐿 описана в работах
[77, 310, 311]. Порядок усечения 𝐿 должен выбираться из условия, чтобы среднеквадратиче-
ские погрешности аппроксимации задействованных повторных стохастических интегралов не
превосходили величины 𝐶ℎ𝑟+1, где 𝐶 > 0 — константа, не зависящая от величины ℎ, 𝑟 = 2𝑝 —

удвоенный порядок сходимости численного метода (𝑟 = 2 для метода порядка 1.0, 𝑟 = 3 для
метода порядка 1.5, 𝑟 = 4 для метода порядка 2.0 и т.д.). Константа 𝐶 связывает порядки
усечения для всех повторных стохастических интегралов, которые используются в конкрет-
ном численном методе, обеспечивая их согласованный выбор. Эта методика иллюстрируется
в работе [311] при выборе полиномов Лежандра в качестве базисной системы.
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4. Моделирование повторных стохастических интегралов с помощью алгоритмов 6.2 и 6.3
уступает по точности моделированию повторных стохастических интегралов согласно алго-
ритму 5.1. Однако важное преимущество алгоритмов 6.2 и 6.3 состоит в том, что достаточно
найти усеченные спектральные характеристики 1, 𝑃−1, 𝐴 и 𝑉 (одну матрицу-столбец, две
плоские и одну пространственную матрицы) для моделирования повторных стохастических
интегралов произвольной кратности, которые используются в численных методах решения
стохастических дифференциальных уравнений, причем необходимость в спектральной харак-
теристике 𝑉 возникает для численно-спектральных методов с порядком сходимости 𝑝 > 1.5,
а спектральная характеристика 𝐴 нужна при использовании унифицированных разложений
Тейлора–Стратоновича и Тейлора–Ито также при 𝑝 > 1.5. Алгоритм 5.1 требует нахождения
усеченных спектральных характеристик K функций (4.15) для разных значений 𝑘, что более
трудоемко.

При использовании унифицированных разложений дополнительно нужна спектральная ха-
рактеристика 𝐹 функции 𝑓1(𝑡) = 𝑡− 𝜗, но ее можно выразить в виде (6.28). Кроме того, для
базисных систем (1.5)– (1.9) она отличается от столбцов спектральных характеристик 𝐴 или
𝑃−1 с номером 𝑗 = 0 только числовым коэффициентом

√
ℎ, а при ℎ = 1 совпадает с ними (см.

разд. 1.5 и 1.6). Чтобы применить алгоритм 5.1, необходимо найти усеченные спектральные ха-
рактеристики K𝑛1...𝑛𝑘 функций (4.24) с дополнительным условием (4.26) для разных значений
𝑘 и 𝑛1, . . . , 𝑛𝑘.

5. В методе Мильштейна при 𝑗1 ̸= 𝑗2 повторные стохастические интегралы кратности 𝑘 = 2

аппроксимируются следующим образом [93,321]:

I𝒥𝑊 (𝑗1𝑗2)
[𝜗,𝜗+ℎ] k(·) = S𝒥𝑊 (𝑗1𝑗2)

[𝜗,𝜗+ℎ] k(·) ≈ ℎ

2
𝜁(𝑗1)𝜁(𝑗2) +

ℎ√
2𝜋

𝑛∑︁
𝑖=1

𝜁(𝑗1)𝜉
(𝑗2)
𝑖 − 𝜉(𝑗1)𝑖 𝜁(𝑗2)

𝑖
+

+
ℎ

2𝜋

𝑛∑︁
𝑖=1

𝜉
(𝑗1)
𝑖 𝜂

(𝑗2)
𝑖 − 𝜂(𝑗1)𝑖 𝜉

(𝑗2)
𝑖

𝑖
+ ℎ

{︂
1

12
− 1

2𝜋2

𝑛∑︁
𝑖=1

1

𝑖2

}︂ 1
2

(𝜁(𝑗1)𝜉
(𝑗2)
0 − 𝜉(𝑗1)0 𝜁(𝑗2)),

где случайные величины 𝜁(𝑗), 𝜉(𝑗)𝑖 при 𝑖 = 0, 1, . . . , 𝑛 и 𝜂
(𝑗)
𝑖 при 𝑖 = 1, . . . , 𝑛 имеют стандартное

нормальное распределение и независимы в совокупности для 𝑗 = 𝑗1 и 𝑗 = 𝑗2, а 𝑛 — заданное
натуральное число. Это выражение соответствует выбору тригонометрических функций (1.9)
в качестве базисной системы {𝑞(𝑖, ·)}∞𝑖=0 пространства 𝐿2([𝜗, 𝜗+ ℎ]) с учетом п. 1 замечаний
1.1, но отличается от частичной суммы ряда 𝒱T

𝑗2
𝑃−1𝒱𝑗1 слагаемым

ℎ

{︂
1

12
− 1

2𝜋2

𝑛∑︁
𝑖=1

1

𝑖2

}︂ 1
2

(𝜁(𝑗1)𝜉
(𝑗2)
0 − 𝜉(𝑗1)0 𝜁(𝑗2)),

а среднеквадратическая погрешность аппроксимации (см. разд. 5.7) определяется выражением

I𝜀
𝑊 (𝑗1𝑗2)
k = ℎ2

(︂
1

12
− 1

2𝜋2

𝑛∑︁
𝑖=1

1

𝑖2

)︂
.

Эту погрешность полезно сравнить с данными из табл. 5.5 при условии 𝐿 = 2(𝑛+ 1) и
данными из табл. 5.20, она приведена в табл. 6.51 для 𝑛 = 1, 3, 7, 15, 31, что отвечает значениям
𝐿 = 4, 8, 16, 32, 64. Такой вариант по точности аппроксимации близок выбору косинусоид (1.6),
которые не требуют введения каких-либо дополнительных слагаемых для достижения такого
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же результата.

Таблица 6.51. Погрешности аппроксимации I𝜀
𝑊 (𝑗1𝑗2)
k и S𝜀

𝑊 (𝑗1𝑗2)
k (𝑘 = 2, 𝑗1 ̸= 𝑗2) в методе Мильштейна

Базис
𝑛 = 1

(𝐿 = 4)

𝑛 = 3

(𝐿 = 8)

𝑛 = 7

(𝐿 = 16)

𝑛 = 15

(𝐿 = 32)

𝑛 = 31

(𝐿 = 64)

{𝐹 (𝑖, ·)}∞𝑖=0 0.032673 0.014379 0.006745 0.003267 0.001608

Напомним, что без указанного выше слагаемого точность аппроксимации повторных стоха-
стических интегралов S𝒥𝑊 (𝑗1𝑗2)

[𝜗,𝜗+ℎ] k(·) и I𝒥𝑊 (𝑗1𝑗2)
[𝜗,𝜗+ℎ] k(·) при выборе тригонометрических функций и

𝑗1 ̸= 𝑗2 наименьшая среди базисных систем (1.5)– (1.9). Аппроксимирующая формула для по-
вторных стохастических интегралов в методе Мильштейна только обозначениями отличается
от аппроксимации, которая получается с помощью методики уменьшения среднеквадратиче-
ских погрешностей (см. п. 3 замечаний 5.6). Ее применение иллюстрируется в примере 5.10,
там же показано, откуда появляется константа 1/12.

6. Апробация алгоритма 5.1 проведена в примере 5.11, а апробация алгоритмов 6.2 и 6.3
— в примерах 6.13 и 6.14. В них оценивались первые два момента повторных стохастических
интегралов Стратоновича и Ито, которые нужны для реализации численных методов решения
стохастических дифференциальных уравнений с порядками среднеквадратической и сильной
сходимости 𝑝 = 1.0, 1.5, 2.0 при использовании базисных систем (1.5)– (1.9).

Пример 6.16. Найти порядки усечения 𝐿 для представления повторных стохастических
интегралов, которые используются в численных методах с порядками среднеквадратической и
сильной сходимости 𝑝 = 1.0, 1.5, 2.0 и шагом численного интегрирования ℎ = 0.1 для полиномов
Лежандра (1.5), косинусоид (1.6) и тригонометрических функций (1.9).

� Воспользуемся методикой выбора значений 𝐿 из работ [77, 310, 311] (см. п. 3 замеча-
ний 6.12), т.е. подберем порядки усечения 𝐿 таким образом, чтобы среднеквадратические по-
грешности аппроксимации повторных стохастических интегралов не превосходили величины
𝐶ℎ𝑟+1, где 𝐶 > 0 — константа, не зависящая от величины ℎ, 𝑟 = 2𝑝 — удвоенный порядок схо-
димости численного метода. Фактически, решается обратная задача по отношению к задаче
нахождения среднеквадратических погрешностей аппроксимации повторных стохастических
интегралов Стратоновича и Ито (см. пример 5.9).

Положим 𝐶 = 1 и найдем минимальные значения 𝐿, удовлетворяющие сформулированному
выше условию. Результаты расчетов представим в виде таблиц. Табл. 6.52 содержит данные
для методов с порядками сходимости 𝑝 = 1.0, 1.5, 2.0 (в случае 𝑗1 = 𝑗2 достаточно взять 𝐿 = 1

для точного представления интеграла при любых 𝐶 и ℎ), табл. 6.53 и 6.54 — для методов с
порядками сходимости 𝑝 = 1.5, 2.0 (для данных в табл. 6.54 использован следующий порядок:
𝑗1, 𝑗2, 𝑗3 различны / 𝑗1 = 𝑗2 ̸= 𝑗3 или 𝑗1 ̸= 𝑗2 = 𝑗3 / 𝑗1 = 𝑗3 ̸= 𝑗2), табл. 6.55 и 6.56 — только для
методов с порядком сходимости 𝑝 = 2.0 (любые комбинации величин 𝑗1, 𝑗2, 𝑗3, 𝑗4).

В общем случае порядок усечения 𝐿, очевидно, зависит от 𝐶 и ℎ. Например, при заданном
значении 𝐶 и величине ℎ = 0.01 порядки усечения для методов с порядком сходимости 𝑝 = 2.0
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указаны в табл. 6.57 и 6.58. Для данных в табл. 6.57 принят следующий порядок: I𝒥𝑊 (0𝑗1𝑗2)
[𝜗,𝜗+ℎ] k(·)

/ I𝒥𝑊 (𝑗10𝑗2)
[𝜗,𝜗+ℎ] k(·) / I𝒥𝑊 (𝑗1𝑗20)

[𝜗,𝜗+ℎ] k(·) (для краткости описан только случай 𝑗1 ̸= 𝑗2), а в табл. 6.58
— 𝑗1, 𝑗2, 𝑗3, 𝑗4 различны / 𝑗1 = 𝑗2; 𝑗2, 𝑗3, 𝑗4 различны или 𝑗2 = 𝑗3; 𝑗1, 𝑗2, 𝑗4 различны или 𝑗3 = 𝑗4;
𝑗1, 𝑗2, 𝑗3 различны / 𝑗1 = 𝑗2 ̸= 𝑗3 = 𝑗4 / 𝑗1 = 𝑗2 = 𝑗3 ̸= 𝑗4 или 𝑗1 ̸= 𝑗2 = 𝑗3 = 𝑗4.

В таблицах отражены только повторные стохастические интегралы Ито и вариант, соот-
ветствующий применению алгоритма 5.1, когда повторные стохастические интегралы смешан-
ного типа от функций вида (4.15) заменяются на повторные стохастические интегралы от
функций вида (4.24) с дополнительным условием (4.26). Для повторных стохастических ин-
тегралов Стратоновича результаты почти не отличаются. Различия появляются только при
выборе тригонометрических функций в качестве базисной системы, которые вряд ли целесо-
образно применять, так как они не обеспечивают высокой точности аппроксимации в отличие
от полиномов Лежандра и косинусоид. Например, для повторных стохастических интегра-
лов Стратоновича вместо значений 21/16/21 в табл. 6.54 будут значения 21/18/21, а вместо
значений 9/7/5/5 в табл. 6.58 — значения 9/9/6/7.

Погрешность аппроксимации повторных стохастических интегралов при применении алго-
ритмов 6.2 и 6.3 выше, но порядок усечения увеличивается только для тригонометрических
функций. Например, вместо значений 21/16/21 в табл. 6.54 будут значения 24/18/26, а вместо
значений 7/6/7 в табл. 6.57 — значения 8/8/8. �

Пример 6.17. Aпробировать численно-спектральные методы решения стохастических
дифференциальных уравнений на основе примера 3.7, используя полиномы Лежандра (1.5)
и косинусоиды (1.6).

� Напомним (см. пример 3.7), что рассматривается стохастическое дифференциальное
уравнение Ито (3.7). Соответствующее ему стохастическое дифференциальное уравнение
Стратоновича имеет вид

𝑑𝑋(𝑡) = 𝑋(𝑡)× 𝑑1/2𝑊 (𝑡) =
(︀
𝐶1𝑋(𝑡) ∘ 𝑑𝑊1(𝑡) + 𝐶2𝑋(𝑡) ∘ 𝑑𝑊2(𝑡) + 𝐶3𝑋(𝑡) ∘ 𝑑𝑊3(𝑡)

)︀
, (6.104)

𝑡 ∈ T = [0, 1], 𝑋(0) = 𝑋0 = [ 0 1 2 ]T,

в котором

𝑋(𝑡) = [𝑋1(𝑡) 𝑋2(𝑡) 𝑋3(𝑡) ]T, 𝑊 (𝑡) = [𝑊1(𝑡) 𝑊2(𝑡) 𝑊3(𝑡) ]T,

𝐶1 =

⎡⎢⎢⎣
0 0 0

0 0 −1

0 1 0

⎤⎥⎥⎦ , 𝐶2 =

⎡⎢⎢⎣
0 0 1

0 0 0

−1 0 0

⎤⎥⎥⎦ , 𝐶3 =

⎡⎢⎢⎣
0 −1 0

1 0 0

0 0 0

⎤⎥⎥⎦
и 𝑊1(·),𝑊2(·),𝑊3(·) — независимые стандартные винеровские процессы.

Ограничимся численно-спектральными методами, построенными на основе разложения
Тейлора–Стратоновича, поскольку, во-первых, методы на основе разложения Тейлора–Ито
дают тот же результат, а во-вторых, в этом примере формулы (6.101)– (6.103) принимают
более простой вид по сравнению с формулами (6.98)– (6.100).

Далее записываем необходимые соотношения для применения численно-спектральных ме-
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Таблица 6.52. Порядки усечения 𝐿 для I𝒥𝑊 (𝑗1𝑗2)
[𝜗,𝜗+ℎ] k(·) (𝑗1 ̸= 𝑗2)

Базис 𝑝 = 1.0 𝑝 = 1.5 𝑝 = 2.0

{𝑃 (𝑖, ·)}∞𝑖=0 2 13 126
{𝐶(𝑖, ·)}∞𝑖=0 2 12 104
{𝐹 (𝑖, ·)}∞𝑖=0 3 31 304

Таблица 6.53. Порядки усечения 𝐿 для I𝒥𝑊 (0𝑗1)
[𝜗,𝜗+ℎ]k(·) и I𝒥𝑊 (𝑗10)

[𝜗,𝜗+ℎ]k(·)

Базис 𝑝 = 1.0 𝑝 = 1.5 𝑝 = 2.0

{𝑃 (𝑖, ·)}∞𝑖=0 − 1 1
{𝐶(𝑖, ·)}∞𝑖=0 − 2 2
{𝐹 (𝑖, ·)}∞𝑖=0 − 2 10

Таблица 6.54. Порядки усечения 𝐿 для I𝒥𝑊 (𝑗1𝑗2𝑗3)
[𝜗,𝜗+ℎ] k(·)

Базис 𝑝 = 1.0 𝑝 = 1.5 𝑝 = 2.0

{𝑃 (𝑖, ·)}∞𝑖=0 − 2/2/2 14/7/14
{𝐶(𝑖, ·)}∞𝑖=0 − 2/2/2 12/7/12
{𝐹 (𝑖, ·)}∞𝑖=0 − 3/2/2 21/16/21

Таблица 6.55. Порядки усечения 𝐿 для I𝒥𝑊 (0𝑗1𝑗2)
[𝜗,𝜗+ℎ] k(·), I𝒥𝑊 (𝑗10𝑗2)

[𝜗,𝜗+ℎ] k(·) и I𝒥𝑊 (𝑗1𝑗20)
[𝜗,𝜗+ℎ] k(·)

Базис 𝑝 = 1.0 𝑝 = 1.5 𝑝 = 2.0

{𝑃 (𝑖, ·)}∞𝑖=0 − − 1
{𝐶(𝑖, ·)}∞𝑖=0 − − 1
{𝐹 (𝑖, ·)}∞𝑖=0 − − 1

Таблица 6.56. Порядки усечения 𝐿 для I𝒥𝑊 (𝑗1𝑗2𝑗3𝑗4)
[𝜗,𝜗+ℎ] k(·)

Базис 𝑝 = 1.0 𝑝 = 1.5 𝑝 = 2.0

{𝑃 (𝑖, ·)}∞𝑖=0 − − 1
{𝐶(𝑖, ·)}∞𝑖=0 − − 1
{𝐹 (𝑖, ·)}∞𝑖=0 − − 1

Таблица 6.57. Порядки усечения 𝐿 для I𝒥𝑊 (0𝑗1𝑗2)
[𝜗,𝜗+ℎ] k(·), I𝒥𝑊 (𝑗10𝑗2)

[𝜗,𝜗+ℎ] k(·) и I𝒥𝑊 (𝑗1𝑗20)
[𝜗,𝜗+ℎ] k(·)

Базис 𝑝 = 1.0 𝑝 = 1.5 𝑝 = 2.0

{𝑃 (𝑖, ·)}∞𝑖=0 − − 5/2/5
{𝐶(𝑖, ·)}∞𝑖=0 − − 5/2/5
{𝐹 (𝑖, ·)}∞𝑖=0 − − 7/6/7

Таблица 6.58. Порядки усечения 𝐿 для I𝒥𝑊 (𝑗1𝑗2𝑗3𝑗4)
[𝜗,𝜗+ℎ] k(·)

Базис 𝑝 = 1.0 𝑝 = 1.5 𝑝 = 2.0

{𝑃 (𝑖, ·)}∞𝑖=0 − − 7/5/3/3
{𝐶(𝑖, ·)}∞𝑖=0 − − 7/5/3/3
{𝐹 (𝑖, ·)}∞𝑖=0 − − 9/7/5/5
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тодов:

𝑎(𝑡, 𝑥) = 𝑂̄3, ℒ0𝑎(𝑡, 𝑥) = 𝑂̄3, 𝑓(𝑡, 𝑥) = −𝑥, 𝒜*𝑓(𝑡, 𝑥) = 𝑥, 𝜎*𝑗1(𝑡, 𝑥) = 𝐶𝑗1𝑥,

ℒ𝑗1𝜎*𝑗2(𝑡, 𝑥) = 𝐶𝑗2𝐶𝑗1𝑥, ℒ𝑗1ℒ𝑗2𝜎*𝑗3(𝑡, 𝑥) = 𝐶𝑗3𝐶𝑗2𝐶𝑗1𝑥, ℒ𝑗1ℒ𝑗2ℒ𝑗3𝜎*𝑗4(𝑡, 𝑥) = 𝐶𝑗4𝐶𝑗3𝐶𝑗2𝐶𝑗1𝑥,

где 𝑂̄3 — нулевая матрица-столбец размеров 3× 1 и 𝑗1, 𝑗2, 𝑗3, 𝑗4 = 1, 2, 3.
Целесообразно принять во внимание равенство 𝐶𝑖𝐶𝑗𝐶𝑘 = 𝑂3, справедливое при условии

𝑖 = 𝑘 ̸= 𝑗 [53], где 𝑂3 — нулевая матрица порядка 3, что позволяет сократить количество мо-
делируемых повторных стохастических интегралов.

Точное решение этого уравнения с вероятностью 1 удовлетворяет условию |𝑋(𝑡)|2 =

= |𝑋0|2 = 5 для любых 𝑡 ∈ T, однако численное решение из-за погрешности этому условию
может не удовлетворять и за характеристику точности метода допустимо принять величину
𝜀 = E||𝑋(𝑇 )|2 − |𝑋0|2|, где 𝑇 = 1 — правая граница отрезка T.

С помощью стохастического метода Эйлера (6.97), методов (6.101), (6.102) и (6.103) по-
рядков 1.0, 1.5 и 2.0 соответственно моделировались реализации дискретной аппроксимации
{𝑋𝑘

𝑖 }𝑀𝑘=1, 𝑖 = 1, . . . , 𝑁 , векторного случайного процесса 𝑋(·), где 𝑀 = 106 — объем выбор-
ки, 𝑁 = 1/ℎ соответствует моменту времени 𝑇 , шаги численного интегрирования ℎ = 0.1,

0.05, 0.025. Для моделирования повторных стохастических интегралов Стратоновича использо-
вался алгоритм 6.2, порядки усечения спектральных характеристик 𝐿 = 8. Тогда погрешность
оценивается величиной

𝜀 =
1

𝑀

𝑀∑︁
𝑘=1

||𝑋𝑘
𝑁 |2 − 5|.

Результаты расчетов при выборе полиномов Лежандра в качестве базисной системы про-
странства 𝐿2(T) приведены в табл. 6.59, а при выборе косинусоид — в табл. 6.60. Они очень
близки и отличия продиктованы не столько методической составляющей погрешности, кото-
рая обусловлена усечением спектральных характеристик, сколько наличием статистической
составляющей погрешности.

Таблица 6.59. Погрешности аппроксимации 𝜀, полиномы Лежандра, 𝑀 = 106

Метод ℎ = 0.1 ℎ = 0.05 ℎ = 0.025

Стохастический метод Эйлера 2.426639 1.736675 1.240764
Метод порядка 1.0 1.705126 0.798418 0.385190
Метод порядка 1.5 0.227283 0.086848 0.032848
Метод порядка 2.0 0.082719 0.022371 0.005795

Таблица 6.60. Погрешности аппроксимации 𝜀, косинусоиды, 𝑀 = 106

Метод ℎ = 0.1 ℎ = 0.05 ℎ = 0.025

Стохастический метод Эйлера 2.429597 1.735973 1.240797
Метод порядка 1.0 1.707077 0.799061 0.385504
Метод порядка 1.5 0.228268 0.086977 0.032777
Метод порядка 2.0 0.082128 0.022232 0.005755
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Представленные результаты вычислений соответствуют порядкам среднеквадратической
или сильной сходимости используемых численных методов, т.е. уменьшение шага численного
интегрирования в 2 раза приводит к сокращению погрешности примерно в 2𝑝 раз, где 𝑝 —

порядок сходимости метода: 𝑝 = 0.5, 1.0, 1.5, 2.0. Однако в данном примере сравнение не про-
водится с точным решением, а рассматривается точность попадания траекторий случайного
процесса 𝑋(·) на многообразие (сферу) [10,241]. �

Выводы по главе 6

1. Получены спектральные представления повторных стохастических интегралов Страто-
новича по винеровским процессам, включая интегралы смешанного типа.

2. Получены спектральные представления повторных стохастических интегралов Ито по
винеровским процессам, включая интегралы смешанного типа.

3. Детально разобраны частные случаи повторных стохастических интегралов Стратоно-
вича и Ито второй, третьей и четвертой кратностей. Доказаны теоремы, показывающие
эквивалентность полученных спектральных представлений и известных разложений.

4. Сформированы алгоритмы статистического моделирования повторных стохастических
интегралов Стратоновича и Ито на основе их спектральных представлений.

5. На основе спектральных представлений повторных стохастических интегралов Стра-
тоновича и Ито предложен численно-спектральный метод анализа и статистического
моделирования нелинейных непрерывных стохастических систем.

Основные результаты опубликованы в работах [11,151,167,168,342,344,345,347].



ПРИЛОЖЕНИЕ

ПРОГРАММНОЕ ОБЕСПЕЧЕНИЕ СПЕКТРАЛЬНОГО МЕТОДА

АНАЛИЗА И СТАТИСТИЧЕСКОГО МОДЕЛИРОВАНИЯ

НЕПРЕРЫВНЫХ СТОХАСТИЧЕСКИХ СИСТЕМ

Программное обеспечение спектральных преобразований и спектрального метода реализо-
вано в системе компьютерной математики Mathcad. Оно имеет модульную структуру (на-
сколько такую структуру возможно реализовать в Mathcad).

Это прежде всего модули (отдельные файлы для Mathcad) с общими функциями, ко-
торых нет в перечне встроенных функций, и программы спектрального метода, реализация
которых не зависит от конкретной базисной системы, например программы численного расче-
та спектральных характеристик функций и линейных операторов или обратное спектральное
преобразование. Такой подход позволяет задать только базисные функции и в первом прибли-
жении сразу получить необходимые спектральные характеристики, дополняя набор программ
или заменяя имеющиеся программы по мере необходимости. В этом состоит принципиальное
отличие от используемого ранее программного обеспечения спектрального метода [179, 200],
также реализованного в Mathcad.

Для каждой базисной системы сформирован отдельный модуль, в котором определены
базисные функции и добавлены программы для нахождения спектральных характеристик ти-
повых функций и линейных операторов, спектральной характеристики оператора умноже-
ния функций, нестационарных спектральных плотностей типовых случайных процессов. Все
спектральные характеристики являются усеченными. Остальные модули — это программы
для конкретных примеров, приведенных в работе: нахождение погрешностей аппроксимации
функций, моделирование типовых случайных процессов, моделирование кратных и повторных
стохастических интегралов.

Отметим, что во многих программах осознанно не используется такая оптимизация, как
введение вспомогательных переменных (за редким исключением), чтобы эти программы ви-
зуально в значительной степени соответствовали формулам из основной части работы, по
возможности используются те же обозначения.

Часть соотношений для расчета спектральных характеристик взяты из [210,220–222,228], а
часть получена автором. Некоторые программы заимствованы из специализированного пакета
расширения Mathcad [179,200].

Программное обеспечение спектральных преобразований и спектрального метода также
реализовано в виде приложения для операционной системы Microsoft Windows на языке
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Pascal/Delphi с применением различных технологий параллельного программирования (для
центральных процессоров и видеоадаптеров). Его описание приведено в [179,185].

П.1. Программы для главы 1

Базисные системы

В основе спектральной формы математического описания лежит представление функций
в виде рядов по функциям базисной системы. Для представления функций одной переменной,
заданных на отрезке T = [0, 𝑇 ], такие базисные системы {𝑞(𝑖, ·)}∞𝑖=0 описаны в разд. 1.1. Это
полиномы Лежандра (1.5), косинусоиды (1.6), функции Уолша (1.7), функции Хаара (1.8) и
тригонометрические функции (1.9). Программы q(i,t) для них приведены на рис. П.1–П.5.

Рис. П.1. Полиномы Лежандра

Рис. П.2. Косинусоиды

На этих рисунках есть и все вспомогательные функ-
ции, например коэффициенты полиномов Лежандра (см.
рис. П.1) или функции Радемахера, которые требуются для
определения функций Уолша (см. рис. П.3).

Рис. П.3. Функции Уолша

Рис. П.4. Функции Хаара
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Программа для функций Хаара (см. рис. П.4) сформирована на основе определения, пред-
полагающего сжатия, сдвиги и нормировку порождающей функции (см. п. 3 замечаний 1.1),
так как это определение проще для программной реализации, чем формула (1.8).

Предполагается, что до вызова любой из представленных здесь и далее программ инициа-
лизируется переменная T — правая граница отрезка T.

Рис. П.5. Тригонометрические функции

Отметим, что базисные системы для пред-
ставления функций одной переменной, задан-
ных на отрезке T = [𝑡0, 𝑇 ], можно получить с
помощью свойств базисных систем, а именно
свойства сдвига и масштабирования (см. свой-
ства базисных систем в разд. 1.1 и п. 1 замеча-
ний 1.1). Везде далее полагается 𝑡0 = 0.

Спектральные характеристики функций и линейных функционалов

В этой части начнем с программ spF(L,f) и spInvert(t,F) для нахождения спектральных ха-
рактеристик 𝐹 функций 𝑓(·) (спектральное преобразование) и для реализации формулы обра-
щения (обратное спектральное преобразование). При спектральном преобразовании в данном
случае (см. рис. П.6) применяется либо численное интегрирование, либо задействуется сим-
вольный процессор Mathcad в зависимости от контекста.

Рис. П.6. Спектральная характеристика 𝐹 и формула обращения

Аналогичные программы spF2(L,f) и spInvert2(t,𝜏 ,F), но для двумерных спектральных ха-
рактеристик функций двух переменных 𝑓(·) (см. разд. 1.2) демонстрируются на рис. П.7.

Рис. П.7. Двумерная спектральная характеристика 𝐹 и формула обращения
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Рис. П.8. Спектральная

характеристика 1

Далее перейдем к программам для нахождения спектраль-
ных характеристик некоторых элементарных функций. Про-
стейшая из них — это функция 𝑓0(𝑡) ≡ 1. Спектральная характе-
ристика 1 для нее найдена в примере 1.1, она одинакова для ба-
зисных систем (1.5)– (1.9). Соответствующая программа spF1(L)

показана на рис. П.8. В ней, как и в следующих программах, параметр L — это порядок усе-
чения спектральных характеристик.

Кроме того, 1 — спектральная характеристика линейного функционала 𝒥T, ставящего в
соответствие функции 𝑓(·) интеграл от этой функции по отрезку T (см. примеры линейных
функционалов на множестве функций одной переменной в разд. 1.1).

В примерах 1.2 и 1.3 найдены спектральные характеристики 𝐹 𝑛 функций 𝑓𝑛(𝑡) = 𝑡𝑛,
𝑛 = 1, 2, 3, . . . , относительно полиномов Лежандра (1.5) и косинусоид (1.6), соответствующие
программы spFtn(L,n) можно найти на рис. П.9 и П.10, а программы spFt1(L), spFt2(L) и
spFt3(L) для частных случаев 𝑛 = 1, 2, 3 — на рис. П.11 и П.12.

Рис. П.9. Спектральная характеристика 𝐹𝑛 (полиномы Лежандра)

Рис. П.10. Спектральная характеристика 𝐹𝑛 (косинусоиды)

Эти же спектральные характеристики определяют линейный функционал 𝒥 𝑛
T в спектраль-

ной форме математического описания, который ставит в соответствие функции 𝑓(·) интеграл
от этой функции с весом 𝑡𝑛 по отрезку T (см. примеры линейных функционалов на множестве
функций одной переменной в разд. 1.1).

В качестве дополнения укажем, что программа spFtn(L,n) для нахождения спектральной
характеристики 𝐹 𝑛 функции 𝑓𝑛(𝑡) = 𝑡𝑛 относительно полиномов Лежандра может без измене-
ний применяться для действительных 𝑛 > 0, а не только для натуральных 𝑛.

Рис. П.13 и П.14 соответствуют спектральным характеристикам 𝐹 = 𝐹 1 функции 𝑓1(𝑡) = 𝑡

относительно функций Уолша (1.7) и функций Хаара (1.8), а также тригонометрических функ-
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Рис. П.11. Спектральные характеристики 𝐹𝑛 (полиномы Лежандра), 𝑛 = 1, 2, 3

Рис. П.12. Спектральные характеристики 𝐹𝑛 (косинусоиды), 𝑛 = 1, 2, 3

ций (1.9).

Рис. П.13. Спектральные характеристики 𝐹 (слева — функции Уолша, справа — функции Хаара)

Рис. П.14. Спектральная характеристика 𝐹 (тригонометрические функции)
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Важное замечание состоит в том, что программы spFt1(L) для нахождения спектральных
характеристик 𝐹 относительно функций Уолша и Хаара предполагают выполнение условия
𝐿 = 2𝑛, 𝑛 ∈ N, хотя оно явно и не проверяется. Такой порядок усечения спектральных харак-
теристик считается оптимальным для указанных базисных систем.

Программа spF1(L) для спектральной характеристики 1 применялась в примерах 3.3, 3.6 и
3.7, а программы spFt1(L) для спектральных характеристик 𝐹 — в примерах 1.20, 2.23 и 3.3.
Также они использовались в примерах 6.12, 6.14 и 6.15.

Рис. П.15. Спектральная характерис-

тика 1*𝑡 (косинусоиды)

Дополнительно приведем программу spF𝜒(L,t) для
спектральной характеристики 1*

𝑡 индикатора множества
[0, 𝑡] относительно косинусоид, где 𝑡 ∈ T, найденной в при-
мере 1.4. Она показана на рис. П.15 и применена в примере
3.8. Аналогичные программы можно сформировать и для
других базисных систем, однако в этой работе достаточно
косинусоид.

Рис. П.16. Спектральные характеристики Δ0 и Δ𝜏

На рис. П.16 показаны программы sp∆0(L) и sp∆𝜏(L), с помощью которых можно найти
спектральные характеристики ∆0 и ∆𝜏 дельта-функций 𝛿(·) и 𝛿((·) − 𝜏) для произвольной
базисной системы, так как ее элементы — это всего лишь значения базисных функций при
𝑡 = 0 и 𝑡 = 𝜏 . Напомним (см. примеры линейных функционалов на множестве функций одной
переменной в разд. 1.1), что ∆0 и ∆𝜏 являются спектральными характеристиками линейных
функционалов 𝛿0 и 𝛿𝜏 , ставящих в соответствие функции 𝑓(·) значения этой функции в точках
𝑡 = 0 и 𝑡 = 𝜏 . Программы sp∆0(L) сформированы и для каждой из базисных систем (1.5)– (1.9)
(см. рис. П.17 –П.19). Они применялись для расчетов в примерах 2.24 и 3.3– 3.10.

Рис. П.20 содержит программу spΛ(L) для нахождения двумерной спектральной харак-
теристики Λ функции 𝑧(𝑡, 𝜏) ≡ 1, или двумерной спектральной характеристики линейного
функционала 𝒥T2 , ставящего в соответствие функции двух переменных 𝑓(·) интеграл от этой
функции по квадрату T2, а также программу sp∆00(L) для нахождения матрицы начальных
значений ∆0,0, или двумерной спектральной характеристики линейного функционала 𝛿0,0, ста-
вящего в соответствие функции двух переменных 𝑓(·) значение этой функции в точке (0, 0)

(см. примеры линейных функционалов на множестве функций двух переменных в разд. 1.2).

Изменение базисной системы

Спектральные характеристики функций зависят от выбранной базисной системы. В общем
случае спектральные характеристики одной и той же функции относительно двух различных
базисных систем отличаются, но в то же время одну из них можно выразить через другую,
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Рис. П.17. Спектральные характеристики Δ0 (слева — полиномы Лежандра, справа — косинусоиды)

Рис. П.18. Спектральные характеристики Δ0 (слева — функции Уолша, справа — функции Хаара)

Рис. П.19. Спектральная характеристика Δ0 (тригонометрические функции)

Рис. П.20. Спектральные характеристики Λ (слева) и Δ0,0 (справа)

используя матрицы изменения базисных систем и применяя соотношения из разд. 1.3. Там же
приведены примеры матриц для следующих пар базисов: косинусоиды и полиномы Лежандра,
косинусоиды и функции Хаара, косинусоиды и тригонометрические функции, функции Хаара
и функции Уолша. Соответствующие программы sp∆CP(L), sp∆CX(L), sp∆CF(L) и sp∆XW(L)

для вычисления этих матриц показаны на рис. П.21–П.24.
Например, в предыдущем разделе описан набор программ spFt1(L), spFt2(L), spFt3(L) и

spFtn(L,n) для нахождения спектральных характеристик 𝐹 𝑛 функций 𝑓𝑛(𝑡) = 𝑡𝑛, 𝑛 = 1, 2, 3, . . . ,

относительно полиномов Лежандра и косинусоид, а для функций Уолша и Хаара, а также
тригонометрических функций параметр ограничен значением 𝑛 = 1 (он ограничен только в
рамках этого приложения, так как получить спектральные характеристики 𝐹 𝑛 относитель-
но функций Уолша и Хаара не составляет проблемы [210, 222]). Но для этих базисных сис-
тем спектральные характеристики 𝐹 𝑛 можно найти, изменяя базисную систему. Аналогично
можно поступить со спектральными характеристиками 𝐹 𝑎 показательной функции 𝑓(𝑡) = e𝑎𝑡,
которые рассматриваются в следующих разделах. Для программы sp∆XW(L), показанной на
рис. П.24, Walsh(i,t) — значение базисной функции 𝑞(𝑖, 𝑡) системы функций Уолша (см. также
рис. П.3). Кроме того, на рис. П.25 и П.26 приведены программы sp∆XП(L) и sp∆WП(L) для
вычисления матриц, связывающих блочно-импульсные функции (1.15) с функциями Уолша и
Хаара. Эти программы задействованы в примерах 2.22 и 2.23.
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Рис. П.21. Косинусоиды и полиномы Лежандра

Рис. П.22. Косинусоиды и функции Хаара

Рис. П.23. Косинусоиды и тригонометрические функции

Рис. П.24. Функции Хаара и функции Уолша
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Рис. П.25. Функции Уолша и блочно-импульсные функции

Рис. П.26. Функции Хаара и блочно-импульсные функции

Спектральные характеристики операторов умножения

Рис. П.27. Спектральная характеристика 𝐴

В этой части собраны программы для нахож-
дения спектральных характеристик операторов
умножения (см. разд. 1.5). Наряду с операторами
интегрирования и дифференцирования операторы
умножения играют важную роль. Им соответству-
ет одно из элементарных звеньев линейных систем
управления, а именно усилительное звено (выход-

ной сигнал — это входной сигнал с дополнительным коэффициентом, который в общем случае
зависит от времени [105]). Рис. П.27 содержит программу spA(L,a) для нахождения спектраль-
ных характеристик оператора умножения на функцию 𝑎(·), реализация которой не зависит
от базисной системы и использует встроенные в Mathcad функции интегрирования. Далее
основное внимание уделено спектральным характеристикам 𝐴 оператора умножения на функ-
цию 𝑎1(𝑡) = 𝑡 относительно базисных систем (1.5)– (1.9) (см. рис. П.28 –П.31).

Спектральная характеристика 𝐴 оператора умножения на функцию 𝑎1(𝑡) = 𝑡 важна не
только для описания в спектральной форме операторов умножения на функции 𝑎𝑛(𝑡) = 𝑡𝑛,
𝑛 = 1, 2, 3, . . . Ее можно использовать для приближенного представления спектральных харак-
теристик операторов умножения на функции, которые аппроксимируются полиномами как с
помощью разложения в степенные ряды (ряды Тейлора [50,233]), так и в ортогональные ряды
(см. разд. 1.1), например по полиномам Лежандра (1.5).

Существенное значение спектральные характеристики 𝐴 имеют для спектрального пред-
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Рис. П.28. Спектральные характеристики 𝐴 (слева — полиномы Лежандра, справа — косинусоиды)

Рис. П.29. Спектральная характеристика 𝐴 (функции Уолша)

Рис. П.30. Спектральная характеристика 𝐴 (функции Хаара)
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ставления функций, задающих повторные детерминированные и стохастические интегралы
специального вида, и для представления самих повторных стохастических интегралов (см.
разд. 4.2, 6.1 и 6.2).

Здесь, как и для спектральных характеристик функций и линейных функционалов, в про-
граммах spAt1(L), соответствующих функциям Уолша и Хаара, подразумевается, что порядок
усечения 𝐿 = 2𝑛, 𝑛 ∈ N. Аналогичное замечание справедливо для программ расчета спектраль-
ных характеристик операторов интегрирования и дифференцирования, которые рассмотрены
далее. Программы spAt1(L) для нахождения спектральных характеристик 𝐴 использовались
в примерах 1.23, 3.3, 4.12 и 4.14.

Рис. П.31. Спектральная характеристика 𝐴 (тригонометрические функции)

Рис. П.32. Спектральная ха-

рактеристика 𝐴𝑛

Согласно свойству (1.64) спектрального преобразования ком-
позиции операторов спектральная характеристика 𝐴𝑛 оператора
умножения на функцию 𝑎𝑛(𝑡) = 𝑡𝑛 относительно произвольной ба-
зисной системы представляется в виде 𝐴𝑛 = (𝐴)𝑛. Соответствующая программа spAtn(L,n) по-
казана на рис. П.32, однако следует помнить, что за счет усечения спектральной характе-
ристики 𝐴 элементы спектральной характеристики 𝐴𝑛 в общем случае вычисляются неточно.
Если потери в точности нежелательны, то требуется находить спектральную характеристику
𝐴𝑛 для каждого 𝑛 тем или иным способом (см. пример 1.10).

Рис. П.33. Спектральная ха-

рактеристика 𝑉

Как нетрудно заметить, во всех программах из этой части при-
меняется свойство (1.74) симметричности спектральной характе-
ристики оператора умножения.

Перейдем к программам, которые требуются для нахождения
спектральных характеристик 𝑉 оператора умножения функций.
Напомним (см. разд. 1.5), что эта спектральная характеристика
представляется в виде трехмерной матрицы, что вносит опреде-
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ленные сложности, связанные с тем, что Mathcad такие объекты в явном виде не поддержи-
вает. Однако есть возможность использовать векторы и матрицы, элементами которых могут
быть не только числа, что позволяет задавать многомерные матрицы (не обязательно трех-
мерные), применяя табличную (блочно-иерархическую) форму [112].

Для этих объектов следует сформировать специальные программы для выполнения нуж-
ных алгебраических операций. В частности, трехмерная матрица представляется в виде век-
тора, каждый элемент которого — квадратная матрица — соответствующее простое сечение
спектральной характеристики 𝑉 (см. п. 3 замечаний 1.10). Вспомогательная подпрограмма
spV(L) для задания трехмерной матрицы, а также программы VF(V,F) и VA(V,A) для умно-
жения трехмерной матрицы 𝑉 на матрицу-столбец 𝐹 и на квадратную матрицу 𝐴 (см. п. 5
замечаний 1.10) показаны на рис. П.33, а на рис. П.34–П.39 отражены программы spVk(L,k)

для нахождения простых сечений спектральной характеристики 𝑉 , в том числе относительно
базисных систем (1.5)– (1.9).

Рис. П.34. Сечение спектральной характеристики 𝑉

Рис. П.35. Сечение спектральной характеристики 𝑉 (полиномы Лежандра)

Рис. П.36. Сечение спектральной характеристики 𝑉 (косинусоиды)

Рис. П.37. Сечение спектральной характеристики 𝑉 (функции Уолша)
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В полной мере при такой реализации не получается использовать свойство (1.81) сим-
метричности спектральной характеристики оператора умножения функций, а для простых
сечений оно применяется выборочно.

Рис. П.38. Сечение спектральной характеристики 𝑉 (функции Хаара)

В программе spVk(L,k) для нахождения простых сечений спектральной характеристики
𝑉 относительно функций Уолша задействуется функция xor(i,j), ее реализацию можно найти
на рис. П.29. Программы spV(L) и spVk(L,k) для нахождения спектральных характеристик 𝑉

применялись в примерах 2.22, 3.5– 3.7, 4.13– 4.16 и 6.12– 6.15.

Рис. П.39. Сечение спектральной характеристики 𝑉 (тригонометрические функции)
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Спектральные характеристики операторов интегрирования

Рис. П.40. Спектральная характеристика 𝑃−1

Оператор интегрирования соответствует
интегрирующему звену, которое использует-
ся при описании линейных систем управ-
ления (выходной сигнал — это первообраз-
ная входного сигнала при нулевом началь-
ном условии [105]). Его спектральная харак-
теристика 𝑃−1 — это двумерная спектраль-
ная характеристика единичной ступенчатой функции, или функции Хевисайда (1.28), как
функции двух переменных (см. разд. 1.6, а также пример 1.7). Соответствующие програм-
мы spI(L) можно найти на рис. П.40 для общего случая и на рис. П.41–П.44 для базисных
систем (1.5)– (1.9).

Рис. П.41. Спектральные характеристики 𝑃−1 (слева — полиномы Лежандра, справа — косинусоиды)

Под общим случаем понимается численное интегрирование, но именно для этой спектраль-
ной характеристики оно требует значительных вычислительных ресурсов при нахождении
повторных интегралов, которые отвечают различным значениям индексов функций базисной
системы. Другой путь предполагает использование символьного процессора Mathcad, одна-
ко он не гарантирует получение результата. Рациональные варианты применения программы,
показанной на рис. П.40, — это нахождение спектральной характеристики 𝑃−1 оператора ин-
тегрирования при отсутствии простых соотношений для выбранной базисной системы или
проверка программ, реализующих имеющиеся соотношения.

Эти спектральные характеристики важны при решении линейных обыкновенных и сто-
хастических дифференциальных уравнений спектральным методом (см. разд. 1.8 и 3.3). Без
них невозможно обойтись при спектральном представлении повторных детерминированных и
стохастических интегралов (см. разд. 4.2, 6.1 и 6.2).

Во всех программах spI(L), описанных в этой части, используется связь (1.87) спектраль-
ных характеристик оператора интегрирования и сопряженного с ним. Они применялись для
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Рис. П.42. Спектральная характеристика 𝑃−1 (функции Уолша)

Рис. П.43. Спектральная характеристика 𝑃−1 (функции Хаара)

расчетов в примерах 1.21– 1.23, 3.1, 3.2, 4.12– 4.16 и 6.12– 6.15.

Рис. П.44. Спектральная характеристика 𝑃−1 (тригонометрические функции)
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Рис. П.45. Спектральная ха-

рактеристика 𝑃−𝑛

Опираясь на свойство (1.64) спектрального преобразования
композиции операторов, можно выразить спектральную характе-
ристику 𝑃−𝑛 оператора интегрирования 𝑛-го порядка относитель-
но произвольной базисной системы как [𝑃−1]𝑛. Соответствующая
программа spIn(L) приведена на рис. П.45.

Спектральные характеристики операторов дифференцирования

Последний из трех линейных операторов, подробно изученных в контексте применения
спектральной формы математического описания, — оператор дифференцирования. Он соот-
ветствует дифференцирующему звену при описании линейных систем управления (выходной
сигнал — это производная входного сигнала [105]). Программа spP(L) для нахождения его
спектральной характеристики 𝒫 приведена на рис. П.46, там же показана программа spP0(L)

для расчета спектральной характеристики 𝑃 оператора дифференцирования с учетом началь-
ного значения (см. разд. 1.7). Далее, рис. П.47–П.51 и П.53–П.57 содержат программы spP(L)

и spP0(L) для спектральных характеристик 𝒫 и 𝑃 относительно тех же базисных систем (1.5)–
(1.9).

Рис. П.46. Спектральные характеристики 𝒫 и 𝑃

Программы spP(L) и spP0(L), реализация которых основана на определении спектраль-
ных характеристик 𝒫 и 𝑃 операторов дифференцирования и показана на рис. П.46, исполь-
зуют численные методы дифференцирования и интегрирования или символьный процессор
Mathcad. Оба подхода имеют свои недостатки. В первом из них неизбежно появляются по-
грешности вычисления элементов указанных спектральных характеристик, а во втором нет
гарантий, что результат будет получен из-за имеющихся ограничений символьного процессо-
ра. Поэтому такой вариант может быть рекомендован в основном для сравнения в процессе
отладки и тестирования программ, соответствующих конкретным базисным системам.

Рис. П.47. Спектральная характеристика 𝒫 (полиномы Лежандра)

Эти спектральные характеристики связаны формулой (1.97), а именно с помощью дву-
мерной спектральной характеристики линейного функционала 𝛿0,0, ставящего в соответствие
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Рис. П.48. Спектральная характеристика 𝒫 (косинусоиды)

функции двух переменных 𝑓(·) ∈ 𝐷(T2) значение этой функции в точке (0, 0) (см. примеры
линейных функционалов на множестве функций двух переменных в разд. 1.2).

Спектральные характеристики 𝑃 операторов дифференцирования с учетом начального
значения необходимы для решения линейных обыкновенных и стохастических дифферен-
циальных уравнений спектральным методом (см. разд. 1.8 и 3.3). Приведенные программы
spP0(L) задействованы в примерах 2.24, 3.3– 3.10 и 6.12.

Имея программы spP(L) и sp∆0(L) для нахождения спектральной характеристики 𝒫 опера-
тора дифференцирования и спектральной характеристики ∆0 дельта-функции 𝛿(·), несложно
сформировать программу spP0(L) для нахождения спектральной характеристики 𝑃 оператора
дифференцирования с учетом начального значения (см. рис. П.52), чтобы не рассматривать
каждую базисную систему отдельно, но важно помнить о п. 1 замечаний 1.12, который касается
тригонометрических функций.

Один из вариантов приближенного нахождения спектральной характеристики 𝑃 опера-
тора дифференцирования с учетом начального значения состоит в обращении спектральной
характеристики 𝑃−1 оператора интегрирования.

В разд. 1.7 определена спектральная характеристика оператора дифференцирования с уче-
том конечного значения функции. Здесь не приводятся программы для их нахождения, как и
не приведены соотношения для вычисления их элементов при выборе базисных систем (1.5)–
(1.9) в основной части работы. Однако вывод таких соотношений и формирование соответству-
ющих программ не составляет сложной задачи. Для этого достаточно использовать спектраль-
ную характеристику ∆𝑇 дельта-функции 𝛿(𝑇 − (·)), или спектральную характеристику линей-
ного функционала 𝛿𝑇 , ставящего в соответствие функции 𝑓(·) значение этой функции в точке
𝑡 = 𝑇 (см. примеры линейных функционалов на множестве функций одной переменной в разд.
1.1). Программа для нахождения спектральной характеристики ∆𝑇 реализуется тривиально
по аналогии с программой для нахождения спектральных характеристик ∆0 дельта-функции
𝛿(·), показанной на рис. П.16, вне зависимости от базисной системы.

Спектральная характеристика 𝒫𝑛 оператора дифференцирования 𝑛-го порядка относитель-
но произвольной базисной системы представляется в виде (𝒫)𝑛 (см. свойство (1.64) спект-
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Рис. П.49. Спектральная характеристика 𝒫 (функции Уолша)

Рис. П.50. Спектральная характеристика 𝒫 (функции Хаара)

Рис. П.51. Спектральная характеристика 𝒫 (тригонометрические функции)
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Рис. П.52. Связь спектральных характеристик 𝒫 и 𝑃

Рис. П.53. Спектральная характеристика 𝑃 (полиномы Лежандра)

Рис. П.54. Спектральная характеристика 𝑃 (косинусоиды)

Рис. П.55. Спектральная характеристика 𝑃 (функции Уолша)

рального преобразования композиции операторов). Соответствующая программа spPn(L) для
нахождения этой спектральной характеристики, а также аналогичная ей программа spP0n(L)

представлены на рис. П.58.
Аналогично реализуются программы нахождения спектральных характеристик других ли-

нейных операторов. В качестве примера можно привести спектральные характеристики опе-
раторов отражения (инверсии) и дробного интегродифференцирования [154,177,180,181,201].
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Рис. П.56. Спектральная характеристика 𝑃 (функции Хаара)

Рис. П.57. Спектральная характеристика 𝑃 (тригонометрические функции)

Рис. П.58. Спектральные характеристики 𝒫𝑛 и 𝑃𝑛

Линейные преобразования функций времени

Выше приведены программы для нахождения спектральных характеристик функций од-
ной переменной: универсальная, но использующая численное интегрирование с возможностью
применения символьного процессора Mathcad, и набор программ для некоторых элементар-
ных функций, причем отдельные программы в общем случае нужны не только для конкрет-
ных функций, но и для конкретных базисных систем, относительно которых требуется найти
спектральные характеристики.
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Можно предложить еще один вариант, связанный с линейными преобразованиями функций
(см. разд. 1.8 и табл. 1.1). Он предполагает выражение спектральных характеристик функций
через спектральные характеристики других функций, включая и обобщенные, и спектральные
характеристики типовых линейных операторов: умножения, интегрирования и дифференци-
рования. Здесь для иллюстрации полезно сослаться на пример 1.13.

Далее на рис. П.59 приведены программы для нахождения спектральных характеристик
некоторых элементарных функций, которые формируют решения линейных дифференциаль-
ных уравнений с постоянными коэффициентами [115]. Все они предполагают, что заранее вы-
числены: ∆ — спектральная характеристика ∆0 дельта-функции 𝛿(·), I — спектральная ха-
рактеристика 𝑃−1 оператора интегрирования, P — спектральная характеристика 𝑃 оператора
дифференцирования с учетом начального значения. Кроме того, необходимо сформировать
единичную матрицу E с теми же размерами, что и матрицы I и P, и инициализировать пере-
менные n, a и 𝜔 (числовые параметры). Такой подход не обеспечивает в общем случае точного
вычисления элементов спектральных характеристик, но имеет некоторые преимущества: про-
стоту реализации и независимость от базисной системы. Одна из описанных программ для
нахождения спектральных характеристик показательной функции применялась при решении
примера 6.12.

Рис. П.59. Соответствие функций и их спектральных характеристик
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П.2. Программы для главы 2

Нестационарные спектральные плотности случайных процессов

Первая нестационарная спектральная плотность случайного процесса — это спектраль-
ная характеристика его математического ожидания, а вторая (начальная) нестационарная
спектральная плотность случайного процесса — это двумерная спектральная характеристика
корреляционной функции (моментной функции второго порядка). Фактически, эта часть до-
полняет разд. П.1, но, следуя изложению основной части работы (см. разд. 2.1), она выделена
отдельно.

На рис. П.60 и П.61 показаны программы spFexp(L,a) для нахождения спектральных ха-
рактеристик 𝐹 𝑎 показательной функции 𝑓(𝑡) = e𝑎𝑡 относительно полиномов Лежандра (1.5)
и косинусоид (1.6). Эти спектральные характеристики с точностью до постоянного множи-
теля — первые нестационарные спектральные плотности процесса Орнштейна–Уленбека и
геометрического броуновского движения (см. примеры случайных процессов в разд. 2.1).

Рис. П.60. Спектральная характеристика 𝐹 𝑎 (полиномы Лежандра)

Вторая из приведенных программ spFexp(L,a) использовалась в примерах 2.21, 3.4 и 3.5, а
соответствующая спектральная характеристика найдена в примере 2.1.

Рис. П.61. Спектральная характеристика 𝐹 𝑎 (косинусоиды)

Далее на рис. П.62–П.64 показаны программы spSW(L) для нахождения вторых неста-
ционарных спектральных плотностей 𝑆𝑊 винеровского процесса (двумерных спектральных
характеристик функции 𝑅𝑊 (𝑡, 𝜏) = min{𝑡, 𝜏}) относительно базисных систем (1.5)– (1.9).

Данные двумерные спектральные характеристики относительно полиномов Лежандра (1.5)
и тригонометрических функций (1.9) найдены в примерах 2.2 и 2.16 соответственно, а для
косинусоид (1.6), функций Уолша (1.7) и функций Хаара (1.8) — в примере 2.22. Отметим,
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Рис. П.62. Вторые нестационарные спектральные плотности 𝑆𝑊 (слева — полиномы Лежандра, справа

— косинусоиды)

что при расчете вторых нестационарных спектральных плотностей 𝑆𝑊 относительно функций
Уолша и Хаара используются блочно-импульсные функции (1.15), поэтому здесь применяются
матрицы, связывающие блочно-импульсные функции с функциями Уолша и Хаара (см. разд.
1.3 и П.1, а также рис. П.25 и П.26).

Рис. П.63. Вторые нестационарные спектральные плотности 𝑆𝑊 (слева — функции Уолша, справа —

функции Хаара)

Так как первая нестационарная спектральная плотность винеровского процесса — это ну-
левая матрица-столбец (винеровский процесс имеет нулевое математическое ожидание), для
любой базисной системы вторая нестационарная спектральная плотность 𝑆𝑊 совпадает со
второй начальной нестационарной спектральной плотностью 𝐵𝑊 .

Все перечисленные программы spSW(L) применялись для расчетов в примерах 2.22, 2.23,
3.1и 3.3.

Для второй нестационарной спектральной плотности 𝑆𝑌 броуновского моста (а это двумер-
ная спектральная характеристика функции 𝑅𝑌 (𝑡, 𝜏) = min{𝑡, 𝜏} − 𝑡𝜏/𝑇 ) достаточно использо-
вать имеющиеся программы для нахождения второй нестационарной спектральной плотно-
сти 𝑆𝑊 винеровского процесса и спектральной характеристики 𝐹 = 𝐹 1 функции 𝑓1(𝑡) = 𝑡 (см.



496

Рис. П.64. Вторая нестационарная спектральная плотность 𝑆𝑊 (тригонометрические функции)

пример 2.23 и разд. П.1). Соответствующая программа spSBB(L) приведена на рис. П.65, она
использовалась в примерах 2.23 и 3.3.

Рис. П.65. Вторая нестационарная спектральная плотность 𝑆𝑌

На рис. П.66 демонстрируется программа spSOU(L,𝜇,𝜎) для нахождения второй нестацио-
нарной спектральной плотности 𝑆𝑋 процесса Орнштейна–Уленбека (двумерной спектральной
характеристики функции 𝑅𝑋(𝑡, 𝜏) = 𝜎2(e𝜇(𝑡+𝜏) − e𝜇 |𝑡−𝜏 |)/(2𝜇)) относительно косинусоид (см.
пример 2.17). Эта программа задействована в примере 2.24.

Во всех представленных программах для нахождения вторых нестационарных спектраль-
ных плотностей используется свойство, согласно которому эти характеристики задаются сим-
метрическими матрицами (см. разд. 2.1).

Cпектральные характеристики случайных процессов

Здесь ограничимся программами spGWN(L) и spPWN(L) для моделирования реализаций
спектральных характеристик гауссовского белого шума 𝒱 и пуассоновского белого шума 𝒩
интенсивности 𝜆 (см. разд. 2.3), которая должна быть инициализирована как глобальная пе-
ременная.

Спектральная характеристика 𝒱 не зависит от базисной системы (см. п. 1 замечаний 2.3,
в том числе и поэтому реализация программы spGWN(L) тривиальна. При моделировании
реализаций спектральной характеристики𝒩 используются значения базисных функций в виде
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Рис. П.66. Вторая нестационарная спектральная плотность 𝑆𝑋 (косинусоиды)

спектральной характеристики ∆𝜏 дельта-функции 𝛿((·)−𝜏), или спектральной характеристики
линейного функционала 𝛿𝜏 , ставящего в соответствие функции 𝑓(·) ее значения в точке 𝑡 = 𝜏

(см. примеры линейных функционалов на множестве функций одной переменной в разд. 1.1,
п. 1 замечаний 2.4, а также рис. П.16). Соответствующие программы применялись во многих
примерах, а именно 3.1– 3.10.

Рис. П.67. Спектральные характеристики гауссовского и пуассоновского белых шумов

Программы для моделирования типовых случайных процессов рассматриваются в следу-
ющем разделе.

Линейные преобразования случайных процессов

Другой вариант нахождения нестационарных спектральных плотностей состоит в приме-
нении результатов, изложенных в разд. 2.4, т.е. с помощью формирующих фильтров. Для
типовых случайных процессов можно ограничиться готовыми программами расчета спект-
ральных характеристик функций и линейных операторов. Например, чтобы получить вторую
нестационарную спектральную плотность 𝑆𝑊 винеровского процесса согласно формуле (2.61),
достаточно сформировать спектральную характеристику 𝑃−1 оператора интегрирования, а
чтобы получить вторую нестационарную спектральную плотность 𝑆𝑋 процесса Орнштейна–

Уленбека, требуется спектральная характеристика 𝑃 оператора дифференцирования с учетом
начального значения (см. пример 2.17). Все необходимые для этого программы приведены в
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разд. П.1, а рис. П.68 содержит программы spSW(L) и spSOU(L,𝜇,𝜎), составленные на основе
формирующих фильтров.

Рис. П.68. Вторые нестационарные спектральные плотности 𝑆𝑊 и 𝑆𝑋

Для первой из них (она применялась в примере 2.22) предварительно должна быть вы-
числена матрица I — спектральная характеристика оператора интегрирования. Для второй
из них (часть результатов примера 2.24 получена с ее помощью) необходимо сформировать
матрицу P — спектральную характеристику оператора дифференцирования с учетом началь-
ного значения, единичную матрицу E таких же размеров, и должны быть инициализированы
переменные 𝜇 и 𝜎 — числовые параметры, характеризующие процесс Орнштейна–Уленбека.

Аналогично можно поступить и для броуновского моста. Здесь дополнительно нужна
спектральная характеристика 𝐴 оператора умножения на функцию 𝑎1(𝑡) = 𝑡, однако более
простой путь — использование программы, показанной на рис. П.65.

П.3. Программы для главы 3

Нестационарные спектральные плотности случайных процессов

Дополним материал предыдущего раздела. На рис. П.69 и П.70 представлены програм-
мы spFexp(L,a) для нахождения спектральных характеристик 𝐹 𝑎 показательной функции
𝑓(𝑡) = e𝑎𝑡 относительно функций Уолша (1.7) и функций Хаара (1.8). Они с точностью до
постоянного множителя задают первые нестационарные спектральные плотности процесса
Орнштейна–Уленбека и геометрического броуновского движения (см. примеры случайных
процессов в разд. 2.1). Соотношения для них приведены в примере 3.5 и там же эти програм-
мы использованы для расчетов. Кроме того, они задействованы в примере 6.12.

Рис. П.69. Спектральная характеристика 𝐹 𝑎 (функции Уолша)
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Рис. П.70. Спектральная характеристика 𝐹 𝑎 (функции Хаара)

Моделирование типовых случайных процессов

Далее перейдем к основной части этого раздела — программам моделирования типовых
случайных процессов (см. разд. 3.5): винеровского процесса (броуновского движения) (см. рис.
П.71), броуновского моста (см. рис. П.72), процесса Орнштейна–Уленбека (см. рис. П.73),
геометрического броуновского движения (см. рис. П.74), осциллятора Кубо (см. рис. П.75) и
вращательной диффузии (см. рис. П.76).

Рис. П.71. Моделирование винеровского процесса

Предполагается, что до вызова любой из представленных в этой части программ инициали-
зируются следующие переменные: T — правая граница отрезка T, L — порядок усечения спект-
ральных характеристик, а также загружается модуль с программами расчета спектральных
характеристик типовых функций и линейных операторов для выбранной базисной системы.
С помощью этих программ решены примеры 3.1– 3.7.

Рис. П.72. Моделирование броуновского моста

С точки зрения применения спектральной формы математического описания и спектраль-
ного метода перечисленные примеры имеют свои особенности. Первый из них (винеровский
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процесс) требует нахождения только спектральной характеристики 𝑃−1 оператора интегриро-
вания. Для второго примера (броуновский мост) необходимо найти спектральную характерис-
тику 𝑃 оператора дифференцирования с учетом начального значения, а также спектральную
характеристику 𝑈 оператора умножения на функцию 1/(𝑇 − 𝑡) и это единственный пример из
рассмотренных, для которого подобная спектральная характеристика нетривиальна, т.е. не яв-
ляется диагональной матрицей, соответствующей умножению на константу. Кроме того, в этом
примере неявно задано конечное условие, что представляет некоторый интерес для апробации
алгоритма решения линейного стохастического дифференциального уравнения спектральным
методом.

Рис. П.73. Моделирование процесса Орнштейна–Уленбека

В третьем и четвертом примерах (процесс Орнштейна–Уленбека и геометрическое бро-
уновское движение) рассматриваются простейшие линейные стохастические системы с адди-
тивным и мультипликативным шумом соответственно, поэтому для пятого примера требуется
дополнительно рассчитать спектральную характеристику 𝑉 оператора умножения функций.

Рис. П.74. Моделирование геометрического броуновского движения

В пятом примере (осциллятор Кубо) в отличие от предыдущих примеров, которые иллю-
стрируют одномерный случай, описывается двумерный случай, т.е. решается векторное ли-
нейное стохастическое дифференциальное уравнение (см. разд. 3.3). Помимо этого он инте-
ресен тем, что является одним из примеров линейной инвариантной стохастической систе-
мы [47, 53, 242]. Это означает, что решение задачи Коши для стохастических дифференци-
альных уравнений, которые описывают данную стохастическую систему, с вероятностью 1
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принадлежит многообразию, в данном случае круговому цилиндру, который характеризует-
ся начальными данными. И спектральный метод применяется не только для приближенного
моделирования траекторий, но и для вычисления их отклонения от многообразия вследствие
методической погрешности.

Рис. П.75. Моделирование осциллятора Кубо

Шестой пример (вращательная диффузия) содержит трехмерную линейную инвариантную
стохастическую систему [53] с тремя независимыми винеровскими процессами. Решение задачи
Коши для заданных стохастических дифференциальных уравнений с вероятностью 1 принад-
лежит многообразию — сфере в трехмерном пространстве. И спектральный метод здесь также
применяется не только для приближенного моделирования траекторий, но и для вычисления
их отклонения от рассматриваемого многообразия.

Рис. П.76. Моделирование вращательной диффузии
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Спектральный метод может применяться и в теории оценивания, в разд. 3.4 содержатся
теоретические основы этого подхода. Здесь же приведем дополнение к программе моделиро-
вания процесса Орнштейна–Уленбека (см. рис. П.73), которое требуется для решения задачи
оценивания из примера 3.8. Оно показано на рис. П.77 и в нем представлено только модели-
рование оцениваемой траектории, измерений и пример вычисления весовых коэффициентов
для одной реализации. Кроме того, на этом рисунке есть программа spA𝜒(L,t) для нахождения
спектральной характеристики оператора умножения на индикатор множества [0, 𝑡] относитель-
но косинусоид, где 𝑡 ∈ T.

Рис. П.77. Оценивание траектории процесса Орнштейна–Уленбека

Моделирование турбулентного ветра

В развитие разд. 3.5 моделирование типовых случайных процессов затрагивается в разд.
3.6, но в нем задачи формулируются как прикладные, т.е. описывающие реальные процессы.
Речь идет о моделировании турбулентного ветра с помощью формирующего фильтра Драй-
дена в двух постановках: самой простой (одномерной, см. пример 3.9) и более сложной (дву-
мерной, см. пример 3.10). Соответствующие программы показаны на рис. П.78 и П.79.

Указанные программы составляют основу решения примеров 3.9 и 3.10. Первая из них
отличается от программы для моделирования процесса Орнштейна–Уленбека только число-
выми параметрами (см. рис. П.73). Вторая в отличие от программ, показанных на рис. П.75 и
П.76, не использует операций агрегирования и декомпозиции.

Аналогично, до вызова этих программ необходимо инициализировать две переменные: T —

правую границу отрезка T, L — порядок усечения спектральных характеристик, и загрузить



503

Рис. П.78. Формирующий фильтр Драйдена

Рис. П.79. Модифицированный формирующий фильтр Драйдена

модуль с программами расчета спектральных характеристик типовых функций и линейных
операторов для выбранной базисной системы.

П.4. Программы для главы 4

Спектральные характеристики функций и линейных функционалов

Глава 4 имеет вполне определенную направленность, связанную с представлением функ-
ций k(·) и k𝜓(·), заданных формулами (4.15) и (4.24) соответственно, причем для функции
k𝜓(·) основное внимание уделяется варианту (4.26), т.е. функции k𝑛1...𝑛𝑘

(·), 𝑛𝑙 ∈ {0, 1, 2, . . . },
𝑙 = 1, . . . , 𝑘. Это, разумеется, находит отражение и в программах.

Так, на рис. П.80 и П.81 показаны программы spK3coef(i) для расчета коэффициентов
разложения функции k(·) — элементов спектральных характеристик K — при 𝑘 = 3 отно-
сительно полиномов Лежандра (1.5) и косинусоид (1.6) (см. пример 4.3). Значениям 𝑘 = 1 и
𝑘 = 2 соответствуют функция 𝑓0(𝑡) ≡ 1 и единичная ступенчатая функция 1(·), а программы
для нахождения их спектральных характеристик описаны в разд. П.1 с учетом того, что дву-
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мерная спектральная характеристика единичной ступенчатой функции — это спектральная
характеристика 𝑃−1 оператора интегрирования. Векторный параметр i описан ниже.

Рис. П.80. Элементы спектральной характеристики K при 𝑘 = 3 (полиномы Лежандра)

На рис. П.80 можно найти вспомогательные подпрограммы H(i,j) и V(i,j,k) для вычисления
элементов спектральной характеристики 𝐻 = 𝑃−1 оператора интегрирования и спектральной
характеристики 𝑉 оператора умножения функций (см. также разд. П.1 и рис. П.35, П.41). Их
параметры i, j и k — это скаляры.

Затем на рис. П.82–П.84 представлен набор вспомогательных подпрограмм, соответству-
ющих следующим операциям (см. выражения (4.17), (4.18) и (4.30)):

• D−1 — подпрограмма polyint(M),

• V𝑗 — подпрограмма polymult(M,j),

• L𝑘 — подпрограмма polymultint(M,k),

• M𝑛 — подпрограмма polymultmonom(M,n),

• U — подпрограммы polydegree(M) и polysimplify(M),

включая дополнительную программу Atn(i,j,n) вычисления элементов спектральной характе-
ристики 𝐴𝑛 оператора умножения на функцию 𝑎𝑛(𝑡) = 𝑡𝑛 относительно полиномов Лежандра,
рекуррентные формулы для которых получены в примере 1.10, 𝑛 = 0, 1, 2, . . .
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Рис. П.81. Элементы спектральной характеристики K при 𝑘 = 3 (косинусоиды)

Рис. П.82. Операция D−1 (полиномы Лежандра)

Здесь уместно напомнить используемый формат данных (см. разд. 4.1): M — это матрица,
каждый столбец которой содержит пару чисел (𝑖, 𝑎), где 𝑖 ∈ {0, 1, 2, . . . } и 𝑎 ∈ R. Эта пара
задает полином 𝑎𝑃 (𝑖, 𝑡), т.е. полином Лежандра степени 𝑖 с коэффициентом 𝑎, а вся матрица
M содержит информацию о линейной комбинации полиномов Лежандра.

Указанный набор вспомогательных подпрограмм нужен при формировании программ
spKcoef(i) и spKncoef(i,n) расчета коэффициентов разложения функций k(·) и k𝑛1...𝑛𝑘

(·) для про-
извольного 𝑘 ∈ N относительно полиномов Лежандра (см. рис. П.85 и П.86). В данном случае
векторный параметр i содержит значения индексов 𝑖1, . . . , 𝑖𝑘 (в этой и следующих программах
нумерация их индексов начинается с нуля из-за особенностей реализации, аналогичная ситуа-
ция для программ spK3coef(i), показанных на рис. П.80 и П.81). Величина 𝑘 определяется как
размер вектора i.
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Рис. П.83. Операции V𝑗 , L𝑘 и U (полиномы Лежандра)

Рис. П.84. Операция M𝑛 (полиномы Лежандра)

Рис. П.85. Элементы спектральной характеристики K (полиномы Лежандра)

Произвольность 𝑘 и 𝑛1, . . . , 𝑛𝑘, а также 𝐿 понимается в том смысле, что никаких формаль-
ных ограничений на эти величины не накладывается. В то же время здесь рассматриваются
не алгоритмы вычислений, а их конкретная реализация в виде программ, поэтому эти вели-
чины в неявной форме ограничены, например объемом памяти, которую выделяет Mathcad
для хранения данных.

Далее на рис. П.87–П.90 показаны вспомогательные подпрограммы, которые соответству-
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Рис. П.86. Элементы спектральной характеристики K𝑛1...𝑛𝑘 (полиномы Лежандра)

ют следующим операциям (см. выражения (4.20), (4.21) и (4.27)):

• D−1 — подпрограмма trigint(M),

• Asin
𝑗 — подпрограмма trigmult1(M,j),

• Acos
𝑗 — подпрограмма trigmult2(M,j),

• Q𝜋 — подпрограмма trigvalue(M,t),

• M𝑛 — подпрограмма trigmult0(M,n).

Можно дополнить, что, вообще говоря, вместо операции Q𝜋 реализована более общая опе-
рация Q𝑡, но здесь она применяется при условии 𝑡 = 𝜋.

Для перечисленных выше вспомогательных подпрограмм принят специальный формат дан-
ных (см. разд. 4.1): M — это матрица, каждый столбец которой определяет четверку чисел
(𝛾, 𝑎, 𝜈, 𝑖), где 𝛾 ∈ {0, 1, 2}, 𝑎 ∈ R, 𝜈 ∈ {0, 1, 2, . . . } и 𝑖 ∈ N. Любая такая четверка задает функ-
цию одной переменной, а именно при 𝛾 = 0 — 𝑎𝑡𝜈 , при 𝛾 = 1 — 𝑎𝑡𝜈 sin 𝑖𝑡 и при 𝛾 = 2 — 𝑎𝑡𝜈 cos 𝑖𝑡.
Вся матрица M определяет сумму соответствующих функций.

На основе вспомогательных подпрограмм сформированы программы spKcoef(i) и
spKncoef(i,n) расчета коэффициентов разложения функций k(·) и k𝑛1...𝑛𝑘

(·) для произвольного
𝑘 ∈ N относительно косинусоид (см. рис. П.91 и П.92) и тригонометрических функций (см.
рис. П.93 и П.94).

Предложенные алгоритмы расчета элементов спектральных характеристик K и K𝑛1...𝑛𝑘 (см.
разд. 4.1) и соответствующие им программы вряд ли можно считать оптимальными по таким
критериям, как количество выполняемых операций и время вычислений. Но они являются
компромиссными по сравнению с двумя другими вариантами: применением символьного про-
цессора Mathcad и получением явных формул для коэффициентов разложения функций k(·)
и k𝑛1...𝑛𝑘

(·) при произвольных 𝑘 и 𝑛1, . . . , 𝑛𝑘.
Рис. П.95 содержит вспомогательные подпрограммы, которые необходимы для расчета ко-

эффициентов разложения функции k(·) при любом 𝑘 ∈ N относительно блочно-импульсных
функций (1.15), единственный входной параметр для которых — это упорядоченный набор
значений 𝑖 = (𝑖1 . . . 𝑖𝑘)

T (в программах нумерация индексов начинается с нуля):
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Рис. П.87. Операция D−1 (косинусоиды, тригонометрические функции)

• подсчет максимального числа размещений элементов из классов эквивалентности, ко-
торые соответствуют множеству элементов вектора i и бинарному отношению «=» —

подпрограмма coincidence(i),

• проверка упорядоченности элементов вектора i по бинарным отношениям «<» и «6» —

подпрограммы order1(i) и order2(i).

Через блочно-импульсные функции выражаются как функции Уолша (1.7), так и функции
Хаара (1.8), при этом они обеспечивают наиболее простые расчетные и легко реализуемые в
виде программы формулы. Соответствующая программа отражена на рис. П.96.

Чтобы получить коэффициенты разложения функции k(·) относительно функций Уолша
и Хаара, применяется процедура изменения базисной системы (см. свойства спектрального
преобразования функций многих переменных в разд. 4.1). Для этого задействуются програм-
мы sp∆XП(L) и sp∆WП(L) нахождения матриц, связывающих блочно-импульсные функции
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Рис. П.88. Операция Asin
𝑗 (косинусоиды, тригонометрические функции)

Рис. П.89. Операция Acos
𝑗 (косинусоиды, тригонометрические функции)

Рис. П.90. Операции Q𝑡 и M𝑛 (косинусоиды, тригонометрические функции)
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Рис. П.91. Элементы спектральной характеристики K (косинусоиды)

Рис. П.92. Элементы спектральной характеристики K𝑛1...𝑛𝑘 (косинусоиды)

(1.15) с функциями Уолша и Хаара (см. рис. П.25 и П.26). Отметим, что схожий подход при-
менялся ранее в разд. П.2, а именно в программах расчета второй нестационарной спектраль-
ной плотности винеровского процесса и, следовательно, второй нестационарной спектральной
плотности броуновского моста (см. рис. П.63 и П.65). Реализация программы spKcoef(i) для
функций Уолша и Хаара показана на рис. П.97, она требует предварительного расчета мат-
рицы ∆ изменения базисной системы. При вычислении используется свойство коэффициентов
разложения функции k(·) относительно блочно-импульсных функций, позволяющее сократить
число слагаемых.

В программе spKcoef(i) имеется ограничение на величину 𝑘: 𝑘 = 2, 3, 4, однако не составляет
труда такое ограничение снять.

Следом на рис. П.98 показана программа расчета коэффициентов разложения функций
k𝑛1𝑛2(·), т.е. при 𝑘 = 2, относительно блочно-импульсных функций для двух вариантов: 𝑛1 = 0,
𝑛2 = 1 и 𝑛1 = 1, 𝑛2 = 0. Эти величины используются для вычисления коэффициентов разложе-
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Рис. П.93. Элементы спектральной характеристики K (тригонометрические функции)

Рис. П.94. Элементы спектральной характеристики K𝑛1...𝑛𝑘 (тригонометрические функции)

ния функций k𝑛1𝑛2(·) относительно функций Уолша и Хара таким же образом, как это описано
выше (программа не приводится, так как она аналогична программе с рис. П.97).

Программы spKcoef(i) и spKncoef(i,n) расчета коэффициентов разложения функций k(·)
и k𝑛1...𝑛𝑘

(·) используются в программах формирования спектральных характеристик этих
функций с заданным порядком усечения 𝐿. Все спектральные характеристики представ-
ляются векторами размера 𝐿𝑘, а для доступа к их элементам применяется функция
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Рис. П.95. Вспомогательные подпрограммы для блочно-импульсных функций

Рис. П.96. Элементы спектральной характеристики K (блочно-импульсные функции)

Рис. П.97. Элементы спектральной характеристики K (функции Уолша и Хаара)

Рис. П.98. Элементы спектральной характеристики K𝑛1𝑛2 (блочно-импульсные функции)

indk(i,L), которая переводит упорядоченный набор значений индексов 𝑖 = (𝑖1 . . . 𝑖𝑘)
T в значение

𝑖1𝐿
𝑘−1 + 𝑖2𝐿

𝑘−2 + . . .+ 𝑖𝑘. Также реализована обратная функция invindk(i,k,L). Таким образом,
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устанавливается взаимнооднозначное соответствие между векторами размера 𝐿𝑘 и 𝑘-мерными
матрицами-столбцами размера 𝐿 по каждому измерению (см. рис. П.99). Перечисленные про-
граммы применялись для вычислений в примерах 4.12– 4.16 и 5.9– 5.11.

На рис. П.100 демонстрируются программы spK2(L) и spK2n(L,n) для формирования спект-
ральных характеристик K и K𝑛1𝑛2 (𝑘 = 2), на рис. П.101 — программы spK3(L) и spK3n(L,n)

для спектральных характеристик K и K𝑛1𝑛2𝑛3 (𝑘 = 3), а на рис. П.102 — программы spK4(L) и
spK4n(L,n) для спектральных характеристик K и K𝑛1𝑛2𝑛3𝑛4 (𝑘 = 4). Они не зависят от базисной
системы, но предполагают, что предварительно загружается модуль с программами расчета
спектральных характеристик типовых функций и линейных операторов для выбранной базис-
ной системы, включающий программы расчета коэффициентов разложения функций k(·) и
k𝑛1...𝑛𝑘

(·).
Как и в случае параметра i, параметр n является векторным, он содержит показатели

степеней 𝑛1, . . . , 𝑛𝑘, т.е. 𝑛 = (𝑛1 . . . 𝑛𝑘)
T, однако в программе принята нумерация индексов с

нуля.
Конечно, можно сформировать универсальную программу для нахождения спектральных

характеристик K𝑛1...𝑛𝑘 функций k𝑛1...𝑛𝑘
(·) при произвольном 𝑘 и использовать ее в том числе

для нахождения спектральных характеристик K функций k(·), полагая 𝑛1 = . . . = 𝑛𝑘 = 0 (см.
рис. П.103). Но, во-первых, это отчасти нарушает принцип следования изложению основной
части работы, а во-вторых, при использовании подобной универсальной программы расчета
спектральных характеристик будут выполняться лишние операции и, следовательно, будет
увеличиваться время вычислений.

Далее перейдем к программам для приближенного нахождения спектральных характери-
стик K и K𝑛1...𝑛𝑘 на основе утверждений 4.4 и 4.5, а также формул (4.51) и (4.56). На рис. П.104
показаны программы spK2approx(L) и spK2napprox(L,n) для нахождения спектральных харак-
теристик K и K𝑛1𝑛2 (𝑘 = 2), на рис. П.105 — программы spK3approx(L) и spK3napprox(L,n) для
спектральных характеристик K и K𝑛1𝑛2𝑛3 (𝑘 = 3) и на рис. П.106 — программы spK4approx(L)

и spK4napprox(L,n) для спектральных характеристик K и K𝑛1𝑛2𝑛3𝑛4 (𝑘 = 4). Они не зависят
от базисной системы, но также предполагают, что до их вызова загружен модуль с програм-
мами расчета спектральных характеристик типовых функций и линейных операторов для
выбранной базисной системы, причем в данном случае достаточно программ для нахождения
спектральных характеристик 𝑃−1 и 𝐴 оператора интегрирования и оператора умножения на
функцию 𝑎1(𝑡) = 𝑡, а также при 𝑘 > 2 спектральной характеристики оператора умножения
функций (см. разд. 4.2 и П.1).

Важно добавить, что из перечисленных программ spK2approx(L) обеспечивает точное на-
хождение спектральной характеристики K относительно произвольной базисной системы, а ее
идентификатор содержит постфикс approx только для того, чтобы отличать ее от программы
spK2(L) (см. рис. П.100) и показать принадлежность к описываемому набору программ.

Здесь, как и в программах для точного нахождения спектральных характеристик K и
K𝑛1...𝑛𝑘 , на первый план выходит следование изложению основной части работы. В том чис-
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Рис. П.99. Преобразование индексов

Рис. П.100. Спектральные характеристики K и K𝑛1𝑛2 (𝑘 = 2)

Рис. П.101. Спектральные характеристики K и K𝑛1𝑛2𝑛3 (𝑘 = 3)

Рис. П.102. Спектральные характеристики K и K𝑛1𝑛2𝑛3𝑛4 (𝑘 = 4)

Рис. П.103. Спектральные характеристики K и K𝑛1...𝑛𝑘 для произвольного 𝑘

ле поэтому, а также для наглядности приведены отдельные программы, отвечающие значе-
ниям 𝑘 = 2, 3, 4. Для спектральных характеристик K можно обойтись программами расчета
спектральных характеристик K𝑛1...𝑛𝑘 , полагая 𝑛1 = . . . = 𝑛𝑘 = 0, но это неизбежно приведет к
выполнению лишних операций.

Программы для приближенного нахождения спектральных характеристик K и K𝑛1...𝑛𝑘 ис-
пользовались при расчетах в примерах 4.12– 4.16 наряду с программами для точного нахож-
дения указанных спектральных характеристик.
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Рис. П.104. Приближенные спектральные характеристики K и K𝑛1𝑛2 (𝑘 = 2)

Рис. П.105. Приближенные спектральные характеристики K и K𝑛1𝑛2𝑛3 (𝑘 = 3)

Рис. П.106. Приближенные спектральные характеристики K и K𝑛1𝑛2𝑛3𝑛4 (𝑘 = 4)

Спектральные характеристики симметризованных функций

Рис. П.107 и П.108 содержат набор вспомогательных подпрограмм, необходимых для сим-
метризации спектральных характеристик функций многих переменных:

• инициализация вектора размера N (заполнение массива константой c) — подпрограмма
fillvector(N,c),

• удаление дублирующих элементов мультимножества (прореживание) — подпрограмма
thinning(J),

• построение фактор-множества — подпрограмма factorization(J,type),

• вычисление величины 𝑀2
𝐽

по формуле (4.58), связанной с определением симметризован-
ных функций, — подпрограмма maxnorm(J),



516

• формирование подмножества значений по набору индексов F элементов исходного мно-
жества D — подпрограмма factorcopy(D,F),

• формирование симметрической группы подстановок — подпрограмма permutations(J),

где параметр type в подпрограмме factorization(J,type) может принимать два значения: 0 для
факторизации множества индексов и 1 для факторизации множества значений индексов (см.
разд. 4.3 и 5.2).

Рис. П.107. Вспомогательные подпрограммы для симметризации (инициализация, прореживание,

факторизация и др.)

Векторный параметр J — это мультимножество 𝐽 = (𝑗1 . . . 𝑗𝑘). Именно 𝐽 определяет сим-
метризованные функции и их спектральные характеристики с помощью симметрической груп-
пы подстановок (см. п. 3 замечаний 4.3).

Перечисленные вспомогательные подпрограммы задействованы в программах
spK2symm(K,L,J), spK3symm(K,L,J), spK4symm(K,L,J) симметризации спектральных характери-
стик функций с числом переменных 𝑘 = 2, 3, 4, например, спектральных характеристик K и
K𝑛1...𝑛𝑘 функций k(·) и k𝑛1...𝑛𝑘

(·) соответственно или спектральных характеристик из примера
4.4 (см. рис. П.1–П.5). Эти программы использовались в примере 4.16.

Как и для нахождения спектральных характеристик K и K𝑛1...𝑛𝑘 , можно сформировать
универсальную программу симметризации, однако в описываемом программном обеспечении
реализовано три отдельных варианта, которые отвечают разным значениям 𝑘. Программы
для вычисления погрешности аппроксимации функций k(·), k𝑛1...𝑛𝑘

(·) или соответствующих
им симметризованных функций здесь не приводятся, поскольку их реализация тривиальна
(см. формулы (4.97) или (4.98)).

Конечно, симметризация спектральных характеристик при конкретных значениях 𝑗1, . . . , 𝑗𝑘
реализуется значительно проще, но количество разных комбинаций их равенств или нера-
венств растет с увеличением 𝑘. Если ограничиться только задачами представления повторных
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Рис. П.108. Вспомогательная подпрограмма для симметризации (формирование симметрической

группы подстановок)

Рис. П.109. Симметризация спектральных характеристик (𝑘 = 2)

стохастических интегралов, то следует учитывать 2𝑘−1 вариантов, из которых только один не
требует симметризации (см. п. 4 замечаний 6.8).
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Рис. П.110. Симметризация спектральных характеристик (𝑘 = 3)

Рис. П.111. Симметризация спектральных характеристик (𝑘 = 4)

П.5. Программы для главы 5

Базисные системы

Начнем с программ для базисных систем, которые используются при представлении функ-
ций, заданных на неограниченных множествах: полиномы Эрмита (5.8), полиномы Лагер-
ра (5.10) и полиномы (5.11), ортогональные относительно плотности вероятности гамма-
распределения. Здесь рассматриваются только ненормированные варианты, они все описаны в
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разд. 5.1, а программы H(i,x), L(i,x,𝛼) и G(i,x) для них и для соответствующих весовых функций
показаны на рис. П.112–П.114.

Рис. П.112. Ненормированные полиномы Эрмита

Рис. П.113. Ненормированные полиномы Лагерра

В разд. П.1 приведены программы q(i,t) для базисных систем (1.5)– (1.9) и все они име-
ют один идентификатор и набор параметров. Это сделано для простоты изменения базисной
системы, что лежит в основе модульной структуры описываемого программного обеспече-
ния спектральных преобразований и спектрального метода. В этом разделе программы H(i,x),
L(i,x,𝛼), G(i,x) для вычисления значений полиномов (5.8), (5.10) и (5.11) имеют разные иден-
тификаторы, поскольку применяются для разных целей. Переменным m, 𝜎, 𝛼 и 𝜅 должны
быть предварительно присвоены нужные значения. В частности, полиномы Эрмита необходи-
мы для ортогонализации последовательности случайных величин, образованных в результате
преобразования нормально распределенной с параметрами m и 𝜎 случайной величины.

Для ортогонализации последовательности случайных величин, элементы которой получе-
ны в результате преобразования случайной величины, имеющей пуассоновское распределение
с параметром 𝜆, применяются полиномы Шарлье (5.16). Программы для вычисления их зна-
чений показаны на рис. П.115. Конкретное значение переменной 𝜆 присваивается заранее, т.е.
до вызова программ S(i,n) и Sm(i,n).

Рис. П.114. Ненормированные полиномы, ортогональные относительно плотности вероятности гамма-

распределения

Рис. П.115. Полиномы Шарлье (стандартные и модифицированные)

Описанные здесь программы применялись в примере 5.1 для моделирования случайных
величин с последующей статистической обработкой.
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Кратные стохастические интегралы Ито и Стратоновича

Для моделирования кратных и повторных стохастических интегралов Ито и Стратоновича
разработанное программное обеспечение содержит программы spGWNs(L,s) и spPWNs(L,s). Эти
программы нужны для получения s реализаций спектральных характеристик независимых
гауссовских белых шумов 𝒱𝑗 и пуассоновских белых шумов 𝒩𝑗 интенсивности 𝜆 (см. разд. 2.3),
𝑗 = 1, . . . , 𝑠. Они основаны на программах, показанных на рис. П.67. Их применение позволило
решить примеры 6.12– 6.15, программа spGWNs(L,s) также применялась при решении примера
3.7. Интенсивность запоминается в глобальной переменной 𝜆, а не передается в программы
spPWN(L) и spPWNs(L,s) как параметр для унификации списка параметров с программами
spGWN(L) и spGWNs(L,s).

Рис. П.116. Спектральные характеристики независимых гауссовских и пуассоновских белых шумов

Приведем программы нахождения произведений Вика для наборов случайных величин,
имеющих стандартное нормальное распределение (см. разд. 5.3). Разработано два варианта
таких программ. Первый вариант рассчитан на наборы двух, трех и четырех случайных вели-
чин и он соответствует формулам из п. 1 замечания 5.2. Параметры этих программ включают:
𝜁 — набор реализаций случайных величин, i — значения их индексов, J — номера случайных
процессов, которые им соответствуют. Все перечисленные параметры — это векторы одинако-
вой размерности 𝑘: 2 для Wick2(𝜁,i,J), 3 для Wick3(𝜁,i,J), 4 для Wick4(𝜁,i,J) (см. рис. П.117).

Рис. П.117. Произведение Вика для случайных величин, имеющих стандартное нормальное распре-

деление (𝑘 = 2, 3, 4)

Второй вариант — программа Wick(𝜉,i,J,P) — является универсальным, т.е. без ограниче-
ний на количество случайных величин и их закон распределения (см. рис. П.118). Здесь набор
случайных величин обозначен 𝜉. Информация о законе распределения передается параметром
P — идентификатором программы вычисления значений ортогональных полиномов: поли-
номов Эрмита H для нормального закона распределения или модифицированных полиномов
Шарлье Sm для центрированного пуассоновского закона распределения. Этот вариант исполь-
зует как ранее описанные вспомогательные подпрограммы factorization(J,type) и factorcopy(D,F)

(см. рис. П.107), так и новую подпрограмму preWick(𝜉,i,J) для построения фактор-множества
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по набору реализаций случайных величин. Его можно использовать совместно не только с
идентификаторами программ H и Sm, но и, например, с G и S, т.е. для гамма-распределения
и нецентрированного пуассоновского распределения.

Рис. П.118. Произведение Вика (универсальный вариант)

Следующие из перечисленных ниже программ востребованы для приближенного моде-
лирования кратных стохастических интегралов Ито и Стратоновича кратностей 𝑘 = 2, 3, 4:
isi2(K,L,Υ,J), isi3(K,L,Υ,J), isi4(K,L,Υ,J) и ssi2(K,L,Υ,J), ssi3(K,L,Υ,J), ssi4(K,L,Υ,J). У них одина-
ковый набор параметров: K — спектральная характеристика функции, интеграл от которой
следует моделировать, например K и K𝑛1...𝑛𝑘 для функций k(·) и k𝑛1...𝑛𝑘

(·), программы для
их нахождения описаны в разд. П.4, L — порядок усечения (он может быть меньше, чем
порядок усечения спектральной характеристики K), Υ — набор реализаций спектральных ха-
рактеристик независимых гауссовских или пуассоновских белых шумов в зависимости от то-
го, по винеровским или центрированным пуассоновским процессам определен моделируемый
кратный стохастический интеграл (возможность выбора центрированных пуассоновских про-
цессов предусмотрена для интегралов, понимаемых в смысле Ито), J — это мультимножество
𝐽 = (𝑗1 . . . 𝑗𝑘), которое определяет индексы винеровских случайных процессов (см. разд. 5.2).

Все перечисленные программы показаны на рис. П.119–П.124, с их помощью можно ре-
шить такие примеры, как 5.11. Отметим, что приведенная в разд. П.4 вспомогательная подпро-
грамма maxnorm(J) используется для вычисления нормы кратных стохастических интегралов,
в том числе и для подсчета погрешности их аппроксимации (см. разд. 5.7), она применялась
в примере 5.9.

Рис. П.125 содержит программы приближенного моделирования кратных стохастических
интегралов Ито и Стратоновича произвольной кратности: isi(K,L,Υ,J,P) и ssi(K,L,Υ,J). У первой
из них дополнительный параметр P — идентификатор программы вычисления значений орто-
гональных полиномов. Этот параметр выбирается так же, как и для программы Wick(𝜉,i,J,P).
Подобная реализация, безусловно, имеет компактный вид, однако вряд ли ее можно считать
оптимальной по такому критерию, как время вычислений.
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Рис. П.119. Кратный стохастический интеграл Ито (𝑘 = 2)

Рис. П.120. Кратный стохастический интеграл Ито (𝑘 = 3)

Рис. П.121. Кратный стохастический интеграл Ито (𝑘 = 4)

П.6. Программы для главы 6

Здесь опишем реализацию алгоритмов моделирования повторных стохастических интегра-
лов Стратоновича и Ито по винеровским процессам с применением спектральной формы ма-
тематического описания (см. разд. 6.1 и 6.2, а именно теоремы 6.1– 6.6). Речь идет о повтор-
ных стохастических интегралах, которые можно рассматривать как кратные от функций k(·)
и k𝜓(·), заданных формулами (4.15) и (4.24) соответственно. В последнем случае предпола-
гается, что справедливо дополнительное условие (4.26), т.е. k𝜓(·) — это функция k𝑛1...𝑛𝑘

(·),
𝑛𝑙 ∈ {0, 1, 2, . . . }, 𝑙 = 1, . . . , 𝑘.

Описанные далее программы не предполагают предварительного нахождения спектраль-
ных характеристик K и K𝑛1...𝑛𝑘 функций k(·) и k𝑛1...𝑛𝑘

(·), в этом их преимущество. При наличии
же таких спектральных характеристик достаточно пользоваться программами из разд. П.5.
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Рис. П.122. Кратный стохастический интеграл Стратоновича (𝑘 = 2)

Рис. П.123. Кратный стохастический интеграл Стратоновича (𝑘 = 3)

Рис. П.124. Кратный стохастический интеграл Стратоновича (𝑘 = 4)

Рис. П.125. Кратные стохастические интегралы Ито (слева) и Стратоновича (справа) произвольной

кратности 𝑘

Повторные стохастические интегралы Стратоновича

Для моделирования повторных стохастических интегралов Стратоновича должны быть
предварительно вычислены: I — спектральная характеристика 𝑃−1 оператора интегрирова-
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ния, A — спектральная характеристика 𝐴 оператора умножения на функцию 𝑎1(𝑡) = 𝑡 (толь-
ко для интегралов, соответствующих функции k𝑛1...𝑛𝑘

(·)), а при 𝑘 > 2 дополнительно V —

спектральная характеристика 𝑉 оператора умножения функций. Для моделирования повтор-
ных стохастических интегралов Ито к ним добавляется F1 — спектральная характеристика
1 функции 𝑓0(𝑡) ≡ 1. При моделировании повторных стохастических интегралов смешанного
типа спектральная характеристика 1 требуется в любом случае (см. п. 8 замечаний 6.1 и п. 5
замечаний 6.8).

Если для расчетов выбрать базисные системы (1.5)– (1.9), то необходимые программы
spI(L), spAt1(L), spV(L) и spF1(L) можно найти в разд. П.1.

Отметим, что если ориентироваться на программы моделирования стохастических интегра-
лов кратности 𝑘, которые описаны в разд. П.5, то при усечении до порядка 𝐿 нужно хранить
𝐿𝑘 элементов спектральной характеристики (можно предложить программы моделирования
кратных стохастических интегралов без предварительного расчета спектральных характери-
стик K и K𝑛1...𝑛𝑘 , но это не имеет практического смысла, так как неэффективно при много-
кратном моделировании). Здесь же достаточно хранить 2𝐿2 + 𝐿 элементов при 𝑘 = 2 (матри-
цы 𝑃−1, 𝐴 и матрица-столбец 1). При 𝑘 > 2 к ним следует добавить 𝐿3 элементов трехмерной
матрицы 𝑉 и общее число элементов 𝐿3 + 2𝐿2 + 𝐿 = (𝐿+ 1)2𝐿 не зависит от 𝑘. Применение
инвариантных соотношений для спектральных характеристик K и K𝑛1...𝑛𝑘 [344] позволяет сни-
зить число элементов примерно в два раза, но и для матриц 𝑃−1, 𝐴 и 𝑉 можно использовать
свойства симметрии и ограничиться 𝐿(𝐿+1)/2 элементами матриц 𝑃−1, 𝐴 и 𝐿(𝐿+ 1)(𝐿+ 2)/6

элементами матрицы 𝑉 , т.е. хранить всего 𝐿(𝐿+ 2)(𝐿+ 7)/6 элементов.
Рис. П.126–П.128 содержат программы моделирования повторных стохастических инте-

гралов Стратоновича. Для программ ssi2(Υ,J), ssi3(Υ,J), ssi4(Υ,J) используются следующие
параметры (см. рис. П.126): Υ — это набор реализаций спектральных характеристик незави-
симых гауссовских белых шумов, который можно получить с помощью программы, показанной
на рис. П.116, а также векторный параметр J — это мультимножество 𝐽 = (𝑗1 . . . 𝑗𝑘) с номе-
рами винеровских процессов, относительно которых определены повторные стохастические
интегралы. Они соответствуют функции k(·), т.е. единичным весовым функциям.

Идентификаторы программ, которые приведены на рис. П.127, содержат постфикс n и
дополнительный векторный параметр n с показателями степеней 𝑛1, . . . , 𝑛𝑘 (в программе при-
нята нумерация индексов с нуля). Они соответствуют функции k𝑛1...𝑛𝑘

(·), т.е. в общем случае
неединичным весовым функциям. Программы ssi(Υ,J) и ssin(Υ,J,n) подходят для произвольной
кратности (см. рис. П.128).

Повторные стохастические интегралы Ито

Далее на рис. П.129–П.131 показаны программы моделирования повторных стохастиче-
ских интегралов Ито, они имеют те же параметры, а их идентификаторы отличаются одной
буквой: isi2(Υ,J), isi3(Υ,J), isi4(Υ,J), isi(Υ,J), isi2n(Υ,J,n), isi3n(Υ,J,n), isi4n(Υ,J,n) и isin(Υ,J,n).
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Рис. П.126. Повторные стохастические интегралы Стратоновича, соответствующие функции k(·)
(𝑘 = 2, 3, 4)

Рис. П.127. Повторные стохастические интегралы Стратоновича, соответствующие функции k𝑛1...𝑛𝑘
(·)

(𝑘 = 2, 3, 4)

Рис. П.128. Повторные стохастические интегралы Стратоновича произвольной кратности 𝑘

Перечисленные в этом разделе программы использовались в примерах 6.13– 6.15. Если
весовые функции определены иначе, нежели условием (4.26), то соответствующие программы
моделирования повторных стохастических интегралов Стратоновичаи Ито отличаются только
используемыми спектральными характеристиками операторов умножения на весовые функ-
ции. Например, такие программы (здесь они не приводятся) потребовались при решении при-
мера 6.12. Также небольшие изменения в программах потребуются для моделирования повтор-
ных стохастических интегралов смешанного типа и повторных стохастических 𝜃-интегралов.

В обязательном порядке до вызова программ, которые показаны на рис. П.126–П.131,
необходимо инициализировать следующие переменные: T — правая граница отрезка T, L —

порядок усечения спектральных характеристик. Кроме того, должен быть загружен модуль с
программами расчета спектральных характеристик типовых функций и линейных операторов
для выбранной базисной системы.

Основные результаты, касающиеся разработанного программного обеспечения, опублико-
ваны в работах [150,174,175,179,185].
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Рис. П.129. Повторные стохастические интегралы Ито, соответствующие функции k(·) (𝑘 = 2, 3, 4)

Рис. П.130. Повторные стохастические интегралы Ито, соответствующие функции k𝑛1...𝑛𝑘
(·)

(𝑘 = 2, 3, 4)

Рис. П.131. Повторные стохастические интегралы Ито произвольной кратности 𝑘



ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Основным итогом диссертационной работы является обобщение спектрального метода для
анализа и статистического моделирования непрерывных стохастических систем, что заключа-
ется в следующих результатах:

1. Алгоритмическое обеспечение представления случайных процессов в спектральной фор-
ме математического описания систем управления [151,163,341].

2. Обобщение спектрального метода для анализа и статистического моделирования линей-
ных непрерывных стохастических систем [155,158,163,341,343,350].

3. Обобщение спектрального метода для оценивания состояний (фильтрация, сглаживание
и прогнозирование) линейных непрерывных стохастических систем с полиномиальными
измерителями [74,341,343].

4. Ортогональные разложения кратных стохастических интегралов Ито и Стратоновича
произвольной кратности в приложении к анализу и статистическому моделированию
нелинейных непрерывных стохастических систем [151,161,162,165,172,173,348].

5. Методы расчета коэффициентов разложения функций многих переменных, определяю-
щих повторные стохастические интегралы, применяемые для статистического модели-
рования нелинейных непрерывных стохастических систем [172,344].

6. Представления повторных стохастических интегралов Ито и Стратоновича произволь-
ной кратности на основе спектральной формы математического описания систем управ-
ления [11,342,344,345,347].

7. Формулы для точного вычисления среднеквадратической погрешности аппроксимации
кратных и повторных стохастических интегралов Ито и Стратоновича на основе пере-
хода к симметризованным функциям [173].

8. Метод аппроксимации множества спектральных характеристик функций одной пере-
менной с ограничениями (типовые ограничения на управляющие воздействия или вход-
ные/выходные сигналы) [138,141].

9. Алгоритмическое обеспечение статистического моделирования кратных и повторных
стохастических интегралов Ито и Стратоновича на основе спектральной формы мате-
матического описания систем управления [131,150,154,174,179].
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286. Itô K. On stochastic differential equations // Mem. Am. Math. Soc. — 1951. No. 4. — P. 1–51.
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integral equation with multi-stochastic terms // Math. Sci. — 2018. Vol. 12. No. 4. — P. 295–303.

326. Morrison K. Spectral approximation of multiplication operators // New York J. Math. — 1995.

No. 1. — P. 75–96.
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— 2001. Vol. 91. No. 1. — 151–168.

352. Saito Y., Mitsui T. Simulation of stochastic differential equations // Ann. Inst. Statist. Math. —

1993. Vol. 45. No. 3. — P. 419–432.

353. Schurz H. Numerical analysis of stochastic differential equations without tears // Handbook of

Stochastic Analysis and Applications (ed. by V. Lakshmikantham, D. Kannan). — Marcel Dekker,

2002. — P. 237–359.

354. Segall A., Kailath T. Orthogonal functionals of independent-increment processes // IEEE Trans. Inf.

Theory. — 1976. Vol. 22. No. 3. — P. 287–298.

355. Semenov V.V., Sotskova I.L. The spectral method for solving Fokker–Planck–Kolmogorov equation

for stochastic control system analysis // 2nd IFAC Symp. on Stochastic Control: Preprints. Part 1.

— 1986. — P. 131–136.

356. Silverman B.W. Density Estimation for Statistics and Data Analysis. — Chapman & Hall/CRC,

1986.
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