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Аннотация. Представлен новый подход для составления уравнений колебаний 

упругих конструкций, имеющих циклически симметричную структуру. Упругие 

элементы конструкции, работающие на растяжение, кручение и изгиб, соединенные 

между собой, рассматриваются как конечные элементы. Перемещения и углы 

поворотов в узлах, которые расположены симметрично относительно центральной 

оси конструкции, выражаются через шесть обобщенных координат узла. Для такого  

представления используются тригонометрические функции ортогональные на 

дискретном множестве равноотстоящих точек. Таким образом, уравнения колебания 

распадаются на отдельные группы уравнений, имеющих размерность шестого 

порядка. 
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Abstract. The article presents a new approach to the oscillation equations composing of 

elastic structures with cyclically symmetric structure. A cyclically symmetric elastic 

system is under consideration. At the k = 0, 1, 2, ..., N – 1 nodes of the system, located on 

a circle at equidistant points with angular coordinates of θk, the identic elastic rods of 

constant cross-section are being connected, working in tension-compression, torsion and 

bending-shear in and out of the plane of the system. To compose the oscillations equations 

of the system, both displacement and rotation angles components, symmetrical with 

respect to the radial plane passing through the k-th node, are being represented as cosine 
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expansions in the circumferential direction, while skew symmetric ones are represented as 

sine expansions with wave numbers of n = 0, 1, 2, …, N/2. 

Expressions of potential and kinetic energies for all elements of the system are being 

composed. With account for the cos nθk and sin nθk functions orthogonality conditions for 

different n on a system of equidistant points, the terms of these expressions for different n 

from the set of n = 0, 1, 2, ..., 2/N  are being obtained uncoupled among themselves. As 

the result, the Lagrange equations in generalized coordinates for a cyclically symmetric 

system with 6N degrees of freedom disintegrate into separate groups of six equations for 

each number n being accounted for. 

Thus, the solution of the problem of a cyclically symmetric system oscillations of 

еру 6N order  is being reduced to solving a number of problems for uncoupled subsystems 

of equations of the sixth order, representing separately harmonics n = 0, 1, 2, ..., ≤ N/2. 

Keywords: cyclically symmetric systems, rod systems, antenna, oscillation equations, 

uncoupled equations 

For citation: Grishanina T.V., Guseva E.E. Method for calculating elastic vibrations of a 

cyclically symmetric structure. Trudy MAI, 2021, no. 121. DOI: 10.34759/trd-2021-121-

05 

 

Введение 

Антенна является одним из основных элементов бортового радиокомплекса 

космического аппарата, предназначенного для обеспечения связи с наземными и 

другими объектами. Космические аппараты обычно оснащены малыми антеннами, 

которые, как правило, имеют монолитную структуру. Большие антенны, которые 
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развертываются непосредственно в космосе, представляют собой стержневую 

систему, на которые натягивается отражающая пленка [1-9]. Схема такой антенны, 

вынесенной на трехгранной штанге стержневой конструкции, приведена на рис. 1.  

В настоящее время составные конструкции разворачивающихся антенн 

рассчитывают, используя программные комплексы, основанные на методе конечных 

элементов [10-12]. Для расчета конструкций, имеющих регулярную структуру, 

можно использовать редуцированные модели с использованием условий 

цикличности [13, 14], а также – условий ортогональности синусов и косинусов на 

дискретном множестве равноотстоящих точек [15, 16]. 

Расчетная модель циклических систем 

Рассмотрим метод расчета колебаний циклически симметричных систем, 

представляющих конструкцию развертывающейся антенны. Данная конструкция 

состоит из следующих основных элементов (см. рис. 2): 1 – рама из упругих 

стержней (в развернутом состоянии стержни в местах соединения друг с другом 

(узлах) жестко фиксируются, образуя правильный многоугольник); 2 – центральная 

стойка, расположенная в центре рамы, перпендикулярно её плоскости; 3 – растяжки, 

связывающие узлы рамы с крайними точками стойки; 4 – пленочные элементы, 

расположенные в плоскости рамы. 
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Каждый узел такой антенны при пространственных колебаниях имеет шесть 

степеней свободы, представляющих перемещения в трех ортогональных 

направлениях и поворотам относительно осей, совпадающих с этими 

направлениями. Если система имеет N узлов, то общее число степеней свободы (без 

учета растяжек и стойки) будет равно 6N. Ортогональность функций knsin  и 

kncos  на дискретном множестве N равностоящих точек при n =0, 1, …, 2/N  [16] 

позволяет выразить перемещения и углы поворота в узлах через эти функции. Тогда 

для циклически симметричной системы из уравнений Лагранжа при 2/0 Nn   

получим шесть уравнений, определяющих свободные колебания этой системы, для 

каждого n. Коэффициенты жесткостей и масс элементов можно получить из 

выражений потенциальной и кинетической энергии системы, записанных в 

обобщенных координатах. 

Рис. 1. Схема антенны Рис. 2. Циклически симметричная конструкция 
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3 
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Перемещения и углы поворота узлов целесообразно рассматривать 

относительно двух систем координат: системы, связанной непосредственно со 

стержнем; системы, связанной с центром симметрии. 

Рассмотрим k-ый стержень рамы, соединяющий узлы k и k + 1, (рис. 3). Его 

положение определяется углом k , который отсчитывается от плоскости симметрии: 
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Рис. 3 Перемещения в узлах рамы 
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Ортогональность функций knsin  и kncos  при 
2

0
N

n   на дискретном 

множестве N равностоящих k  точек позволяет принять: 
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где )(tqq ii   (i = 1, 2, …, 6) – обобщенные координаты в узле k = 0. 

Далее ограничимся рассмотрением случая когда 
2

1
N

n  . 

Потенциальная энергия рамы равна сумме потенциальных энергий её 

элементов, которые состоят из энергии растяжения, энергии кручения и энергии 

изгиба-сдвига стержня в двух плоскостях [1, 17, 18]. Поперечные сечения стержней 

в пределах их длин будем считать постоянными. 
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где E – модуль упругости, F – площадь поперечного сечения стержня, l – длина 

стержня. 

Используя выражения (1) и (2) с учетом (3) выражение (4) преобразуется к 

виду:  
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Функции knsin  и kncos  ортогональны при различных n = 0, 1, 2, … 2/N . 

Кроме того, выполняются условия 
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где крGJ  – крутильная жесткость стержня. 

После аналогичных преобразований координат выражение (6) принимает вид: 
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3) Изгиб-сдвиг в плоскости рамы [17, 19] 
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параметры EI, cGF  определяются в плоскости рамы. 
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После перехода к центральным координатам, с учетом ортогональности 

получим следующее выражение для потенциальной энергии изгиба в плоскости 

рамы: 
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4) Изгиб-сдвиг из плоскости рамы 

Аналогично (8) получаем: 
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параметры EI, cGF  определяются для плоскости, перпендикулярной плоскости 

рамы. 

)].cossincossin4)sin(cossin

)sin(coscos(2)sincoscossin(4

)coscossinsin(sin8sin4[
22

1

42
2222

2

2222
44

2
424

4234
2

344







nnqqnnnq

nnqlcnqnqd

nqnqnqcnqb
N

П







    (11) 

Потенциальная энергия всей рамы 
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где рама,ijk  – коэффициенты обобщенных жесткостей рамы ( рама,рама, jiij kk  ). 

В частности: 0,sincos2cossin2 12
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EF
Nk  , и т.д. 

Аналогично формуле (4) записывается потенциальная энергия растяжения для 

нижних и верхних растяжек, неподвижно закрепленных на крайних сечениях стойки 
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Учитывая кинематические условия сопряжения верхней и нижней растяжек с 

k-ым узлом 

 cossinверх., kkk wu    и   sincosнижн., kkk wu  , 

потенциальная энергия всех растяжек примет вид 
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Таким образом, потенциальная энергия всей циклически симметричной 

конструкции запишется в виде: 
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где .раст,рама, ijijij kkk   ( jiij kk  ). 

Кинетическая энергия системы в общем случае записывается аналогично (13) 
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где ijm  – коэффициенты обобщенных масс ( jiij mm  ). 
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В первом приближении конструкцию можно представить в виде 

сосредоточенных в узлах масс, соединенных невесомыми стержнями. Кинетическую 

энергию растяжек и инерцию вращения можно не учитывать. Тогда кинетическая 

энергия конструкции записывается в виде: 
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где m – масса, сосредоточенная в узле. 

Уравнения свободных колебаний системы получаем как уравнения Лагранжа в 

обобщенных координатах [17, 20] по отдельности для каждой гармоники n = 0, 1, 2, 

… 2/N : 

).6,,2,1(,0)(
6

1

 


iqkqm
j

jijjij                                       (15) 

Используя эти уравнения, можно получить собственные частоты и формы 

колебаний циклически симметричной системы. 

Выводы 

Приведенный метод преобразования циклически симметричной системы к 

основным обобщенным координатам, в которых уравнения для каждого n при 

2/0 Nn   распадаются на отдельные группы, может быть также использован и в 

общих случаях, например для упругого диска с лопатками и др. 

Представленный в статье метод позволяет составить удобную программу для 

компьютера, с помощью которой можно определять соответственные частоты и 

формы колебаний циклических систем.  
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