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Ââåäåíèå

Âîçäåéñòâèå âûñîêî÷àñòîòíîé âèáðàöèè íà ìåõàíè÷åñêèå ñèñòåìû ìîæåò

ïðèâåñòè ê èçìåíåíèþ õàðàêòåðà äâèæåíèÿ è óñòîé÷èâîñòè ñèñòåì, à òàêæå ê ïî�

ÿâëåíèþ íîâûõ äèíàìè÷åñêèõ ý��åêòîâ è ÿâëåíèé. Â íàñòîÿùåå âðåìÿ ìíîãèå

èç íèõ õîðîøî èçâåñòíû è íàøëè ïðèìåíåíèå â ðàçëè÷íûõ ñ�åðàõ ïðîèçâîä�

ñòâà, â òîì ÷èñëå â àâèàöèîííîé ïðîìûøëåííîñòè è ðàêåòîñòðîåíèè. Èçó÷åíèå

íîâûõ äèíàìè÷åñêèõ ý��åêòîâ ñïîñîáñòâóåò ñîçäàíèþ è ñîâåðøåíñòâîâàíèþ

âèáðàöèîííûõ óñòðîéñòâ.

Çàäà÷à ïîèñêà è îáîñíîâàíèÿ âîçäåéñòâèÿ âûñîêî÷àñòîòíûõ âîçìóùå�

íèé íà ìåõàíè÷åñêèå ñèñòåìû áåðåò ñâîå íà÷àëî ñ ðàáîòû À. Ñòå�åíñîíà

(1908 ã.) [89, 90℄, ãäå áûë îïèñàí ý��åêò ñòàáèëèçàöèè ïåðåâåðíóòîãî ìàòåìà�

òè÷åñêîãî ìàÿòíèêà ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ ÷àñòîòû âåðòèêàëüíûõ

âèáðàöèé òî÷êè ïîäâåñà. Ôèçè÷åñêîå îáîñíîâàíèå ýòîãî ý��åêòà ñòàáèëèçàöèè,

à òàêæå ìåõàíè÷åñêàÿ êîíñòðóêöèÿ äëÿ ýêñïåðèìåíòàëüíîãî èññëåäîâàíèÿ áû�

ëè ïðåäëîæåíû Ï.Ë. Êàïèöåé â ðàáîòàõ [25,26℄. Ïî÷òè îäíîâðåìåííî ñ [25,26℄ â

ðàáîòå [9℄ íà ïðèìåðå óñòðîéñòâà ñ âèáðèðóþùèì ïîäâåñîì ñ ïîìîùüþ ìåòîäà

îñðåäíåíèÿ áûëà ïîëó÷åíà îöåíêà ÷àñòîòû âèáðàöèè, ãàðàíòèðóþùàÿ óñòîé÷è�

âîñòü âåðõíåãî îòíîñèòåëüíîãî ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ ìàÿòíèêà, ñîâïàäàþùàÿ

ñ ðåçóëüòàòàìè Êàïèöû.

Èññëåäîâàíèå óñòîé÷èâîñòè ìàòåìàòè÷åñêîãî ìàÿòíèêà áûëî ïðîäîëæåíî

â ðàáîòàõ [5, 35, 37, 56, 59, 61, 71, 77, 80, 83℄. �àññìîòðåíû äâèæåíèÿ òî÷êè ïîä�

âåñà âäîëü ãîðèçîíòàëè [35, 71℄, âåðòèêàëè [5, 56, 77℄ è ïðîèçâîëüíîé íàêëîí�

íîé îñè [37, 56, 71, 80, 83℄. Èññëåäîâàíèÿ óñòîé÷èâîñòè äâèæåíèÿ ïî ýëëèïòè÷å�

ñêèì òðàåêòîðèÿì ïðîâåäåíû â ðàáîòàõ [8, 56, 71℄. Âëèÿíèå âûñîêî÷àñòîòíûõ

âèáðàöèé èçó÷àëîñü äëÿ äðóãèõ ìàÿòíèêîâûõ ñèñòåì: �èçè÷åñêîãî [9℄ è ñ�åðè�

÷åñêîãî [39℄ ìàÿòíèêîâ, à òàêæå ñèñòåìû ìàÿòíèêîâ [56℄ ïðè ïðÿìîëèíåéíîì

õàðàêòåðå äâèæåíèÿ òî÷êè ïîäâåñà (âäîëü âåðòèêàëè, ãîðèçîíòàëè èëè íàêëîí�
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íîé). Îòìåòèì, ÷òî â áîëüøèíñòâå ðàáîò èññëåäîâàíèå ïðîâîäèòñÿ ñ ïîìîùüþ

àñèìïòîòè÷åñêèõ ìåòîäîâ. Ñòðîãîå äîêàçàòåëüñòâî ñóùåñòâîâàíèÿ è èññëåäî�

âàíèå óñòîé÷èâîñòè (â ëèíåéíîé è íåëèíåéíîé ïîñòàíîâêàõ) âûñîêî÷àñòîòíûõ

ïåðèîäè÷åñêèõ äâèæåíèé ìàÿòíèêà äàíû â ðàáîòàõ [37,59, 61, 71℄. Ñòðîãèé àíà�

ëèç óñòîé÷èâîñòè îòíîñèòåëüíûõ ïîëîæåíèé ðàâíîâåñèÿ ìàÿòíèêà íà âåðòèêàëè

ïðè âåðòèêàëüíûõ ãàðìîíè÷åñêèõ êîëåáàíèÿõ ïðîèçâîëüíûõ çíà÷åíèÿõ ÷àñòî�

òû è àìïëèòóäû òî÷êè ïîäâåñà â íåëèíåéíîé ïîñòàíîâêå ïðîâåäåí â [5℄. Âîïðîñ

î ñóùåñòâîâàíèè âûñîêî÷àñòîòíûõ ïåðèîäè÷åñêèõ äâèæåíèé ìàÿòíèêà, áè�óð�

êàöèÿõ, à òàêæå ñòðîãèé íåëèíåéíûé àíàëèç óñòîé÷èâîñòè ïðè ïðîèçâîëüíîì

âûñîêî÷àñòîòíîì ïåðèîäè÷åñêîì äâèæåíèè òî÷êè ïîäâåñà â âåðòèêàëüíîé ïëîñ�

êîñòè, ñîâïàäàþùåé ñ ïëîñêîñòüþ äâèæåíèÿ ìàÿòíèêà, ðàññìîòðåí â ìîíîãðà�

�èè [71℄.

�ÿä ðàáîò ñâÿçàí ñ èññëåäîâàíèåì äèíàìèêè äâîéíîãî ìàÿòíèêà ñ âèáðè�

ðóþùåé òî÷êîé ïîäâåñà [24,56,67,68,81,84,90℄. Ïðèáëèæåííûé àíàëèç óñòîé÷è�

âîñòè ÷åòûðåõ ¾îñíîâíûõ¿ ïîëîæåíèé îòíîñèòåëüíûõ ðàâíîâåñèé íà âåðòèêàëè

äâîéíîãî ìàÿòíèêà, ñîñòîÿùåãî èç òîíêèõ ñòåðæíåé, ïðè âûñîêî÷àñòîòíûõ âåð�

òèêàëüíûõ âèáðàöèÿõ òî÷êè ïîäâåñà èçëîæåí â ðàáîòàõ [56, 90℄. Äëÿ ñëó÷àÿ

äâóõ øàðíèðíî ñîåäèíåííûõ �èçè÷åñêèõ ìàÿòíèêîâ â ñòàòüå [67℄ ýòà çàäà÷à

áûëà ðåøåíà â ëèíåéíîì ïðèáëèæåíèè, à äëÿ ñëó÷àÿ ñèñòåìû äâóõ îäèíàêîâûõ

ñòåðæíåé � â ñòðîãîé íåëèíåéíîé ïîñòàíîâêå. Äëÿ ñëó÷àÿ äâóõ îäèíàêîâûõ

ñòåðæíåé òàêæå èññëåäîâàíû âûñîêî÷àñòîòíûå ïåðèîäè÷åñêèå äâèæåíèÿ äâîé�

íîãî ìàÿòíèêà, îòëè÷íûå îò óêàçàííûõ ðàâíîâåñèé. Ïîëíûé íåëèíåéíûé àíàëèç

¾îñíîâíûõ¿ ïîëîæåíèé îòíîñèòåëüíîãî ðàâíîâåñèÿ äëÿ ñëó÷àÿ ïðîèçâîëüíûõ

çíà÷åíèé ÷àñòîòû è àìïëèòóäû âåðòèêàëüíûõ ãàðìîíè÷åñêèõ êîëåáàíèé òî÷�

êè ïîäâåñà äëÿ ñèñòåìû äâîéíîãî ìàÿòíèêà, ñîñòîÿùåãî èç äâóõ îäèíàêîâûõ

ñòåðæíåé, ðàññìîòðåí â [68℄. Â êíèãå [24℄ äëÿ äâîéíîãî ìàÿòíèêà, ñîñòîÿùåãî

èç îäèíàêîâûõ òî÷å÷íûõ ìàññ, ïðè âåðòèêàëüíûõ è êîñûõ âûñîêî÷àñòîòíûõ

âèáðàöèÿõ òî÷êè ïîäâåñà, ïî çàäàííûì óãëàì îòêëîíåíèÿ ìàÿòíèêà íàéäåíû
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(â ïðèáëèæåííîé ñèñòåìå) ïàðàìåòðû âèáðàöèè äëÿ îáåñïå÷åíèÿ óñòîé÷èâîñòè.

Ñëó÷àé N-çâåííîãî ìàÿòíèêà ðàññìîòðåí â ðàáîòàõ [76,86℄.

Çàäà÷à ïîëó÷èëà ñâîå ðàçâèòèå â èññëåäîâàíèÿõ óñòîé÷èâîñòè äâèæåíèé

òâåðäûõ òåë áîëåå ñëîæíîé êîí�èãóðàöèè ïðè âûñîêî÷àñòîòíûõ âèáðàöèÿõ èõ

òî÷êè ïîäâåñà. Îäíîé èç èçó÷àåìûõ çàäà÷ ÿâëÿåòñÿ çàäà÷à î äâèæåíèè âîë÷êà

Ëàãðàíæà ñ âèáðèðóþùåé òî÷êîé ïîäâåñà. �àçëè÷íûå àñïåêòû åãî äâèæåíèÿ

èññëåäóþòñÿ â ðàáîòàõ [6,42,60,62�65,82℄ (ñì. òàêæå [71℄). Â ÷àñòíîñòè, ïðè âèá�

ðàöèÿõ âäîëü âåðòèêàëè ïðè ïðîèçâîëüíûõ çíà÷åíèÿõ ÷àñòîòû è àìïëèòóäû

íàéäåíî ñòðîãîå ðåøåíèå çàäà÷è îá óñòîé÷èâîñòè ¾ñïÿùåãî¿ âîë÷êà Ëàãðàíæà

â [62℄. Äëÿ ñëó÷àÿ áûñòðûõ âèáðàöèé ìàëîé àìïëèòóäû â ðàáîòàõ [60, 63, 82℄

ðåøåí âîïðîñ î ñóùåñòâîâàíèè, áè�óðêàöèÿõ è óñòîé÷èâîñòè ïåðèîäè÷åñêèõ

äâèæåíèé âîë÷êà, áëèçêèõ ê åãî ðåãóëÿðíîé ïðåöåññèè. Â ñòàòüå [65℄ â ïðåäïî�

ëîæåíèè, ÷òî àìïëèòóäà êîëåáàíèé òî÷êè ïîäâåñà âîë÷êà ìàëà, ðåøåí âîïðîñ

îá óñòîé÷èâîñòè ïåðèîäè÷åñêèõ äâèæåíèé âîë÷êà, ðîæäàþùèõñÿ èç åãî ðåãóëÿð�

íîé ïðåöåññèè, ïðè ðåçîíàíñå â âûíóæäåííûõ êîëåáàíèÿõ è ïðè åãî îòñóòñòâèè.

Â ðàáîòàõ [6, 42℄ â ðàìêàõ ïðèáëèæåííîé ñèñòåìû ðàññìàòðèâàþòñÿ âîïðîñû

ñóùåñòâîâàíèÿ, áè�óðêàöèé è óñòîé÷èâîñòè ñòàöèîíàðíûõ âðàùåíèé âîë÷êà

Ëàãðàíæà, òî÷êà ïîäâåñà êîòîðîãî ñîâåðøàåò âûñîêî÷àñòîòíûå ïåðèîäè÷åñêèå

âèáðàöèè ìàëîé àìïëèòóäû â òðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå; â ÷àñòíîñòè ïîëó÷åíî

óñëîâèå óñòîé÷èâîñòè ¾ñïÿùåãî¿ âîë÷êà Ëàãðàíæà, îáîáùàþùåå êëàññè÷åñêîå

óñëîâèå Ìàéåâñêîãî�×åòàåâà. Âîçìóùåííûå äâèæåíèÿ òâåðäîãî òåëà, áëèçêèå

ê ñëó÷àþ Ëàãðàíæà, ðàññìîòðåíû â êíèãå [72℄.

Ïðè áûñòðî êîëåáëþùåéñÿ òî÷êå ïîäâåñà ãîëîíîìíîé ñèñòåìû ïîëó÷åíû

ïðåäåëüíûå óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ïðè ñòðåìëåíèè ÷àñòîòû êîëåáàíèé ê áåñêî�

íå÷íîñòè [32℄; äëÿ êîëåáàíèÿ âäîëü âåðòèêàëè íàéäåíû ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ

ïðåäåëüíîé ñèñòåìû, à òàêæå óñëîâèÿ èõ óñòîé÷èâîñòè [33,34℄.

Èçó÷åíèå äèíàìèêè òâåðäîãî òåëà, èìåþùåãî ïðîèçâîëüíóþ ãåîìåòðèþ

ìàññ, îäíà èç òî÷åê êîòîðîãî ñîâåðøàåò âûñîêî÷àñòîòíûå ïåðèîäè÷åñêèå èëè
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óñëîâíî-ïåðèîäè÷åñêèå âèáðàöèè ìàëîé àìïëèòóäû, ïðîâåäåíî â ðàáîòàõ [40,

41℄. Â ýòèõ ðàáîòàõ ìåòîäàìè òåîðèè âîçìóùåíèé ïîëó÷åíà ñèñòåìà ìîäè�è�

öèðîâàííûõ óðàâíåíèé äâèæåíèÿ òèïà óðàâíåíèé Ýéëåðà�Ïóàññîíà, â ïðàâûå

÷àñòè êîòîðûõ äîáàâëåíû êîìïîíåíòû âåêòîðà âèáðàöèîííîãî ìîìåíòà [40,41℄.

Êîìïîíåíòû âèáðàöèîííîãî ìîìåíòà ìîæíî âû÷èñëèòü èç âèáðàöèîííîãî ïî�

òåíöèàëà, êîòîðûé ðàâåí ñðåäíåìó ïî âðåìåíè çíà÷åíèþ êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè

îñöèëëÿöèîííîãî äâèæåíèÿ, ñîîáùàåìîìó òåëó ïîñðåäñòâîì âèáðàöèè åãî òî÷êè

ïîäâåñà [8, 25, 35, 40, 56℄. Ïîëó÷åííàÿ â [40,41℄ ñèñòåìà ÿâëÿåòñÿ ïðèáëèæåííîé,

âûïèñàíà ïîãðåøíîñòü ïðè àïïðîêñèìàöèè ðåøåíèé òî÷íîé ñèñòåìû.

Â ðàìêàõ ýòîé ïðèáëèæåííîé ñèñòåìû èçó÷åíû ÷àñòíûå äâèæåíèÿ äèíà�

ìè÷åñêè ñèììåòðè÷íîãî òåëà äëÿ çàêîíîâ äâèæåíèÿ òî÷êè ïîäâåñà, äîïóñêàþ�

ùèõ äâå öèêëè÷åñêèå êîîðäèíàòû [42℄. Ïðîâåäåíî èññëåäîâàíèå óñòîé÷èâîñòè

îòíîñèòåëüíûõ ðàâíîâåñèé òåëà ñ ïðîèçâîëüíîé ãåîìåòðèåé ìàññ, êîãäà ðàäèóñ�

âåêòîð öåíòðà ìàññ çàíèìàåò âåðòèêàëüíîå [41℄ èëè íàêëîííîå [69℄ ïîëîæåíèå, à

òî÷êà ïîäâåñà ñîâåðøàåò áûñòðûå âåðòèêàëüíûå âèáðàöèè. Â ðàáîòå [7℄ ðàññìîò�

ðåí ñëó÷àé áûñòðûõ ãîðèçîíòàëüíûõ ãàðìîíè÷åñêèõ âèáðàöèé òî÷êè ïîäâåñà è

ðåøåí âîïðîñ î ñóùåñòâîâàíèè, ÷èñëå è óñòîé÷èâîñòè ïåðèîäè÷åñêèõ äâèæåíèé

äëÿ òåëà ñ öåíòðîì ìàññ, ëåæàùèì íà ãëàâíîé îñè è â ãëàâíîé ïëîñêîñòè èíåð�

öèè, è äëÿ äèíàìè÷åñêè ñèììåòðè÷íîãî òåëà. Âëèÿíèå âÿçêîãî òðåíèÿ íà óñòîé�

÷èâîñòü îòíîñèòåëüíûõ ðàâíîâåñèé íà âåðòèêàëè òåëà (äëÿ ðàçëè÷íûõ âàðèàí�

òîâ ãåîìåòðèè ìàññ)â ñëó÷àå áûñòðûõ âåðòèêàëüíûõ ãàðìîíè÷åñêèõ âèáðàöèé

èçó÷åíî â ñòàòüå [53℄.

Âàæíûì íàïðàâëåíèåì â äèíàìèêå òâåðäîãî òåëà ÿâëÿåòñÿ èçó÷åíèå ñòà�

öèîíàðíûõ ðåæèìîâ äâèæåíèÿ. Êëàññè÷åñêîé ÿâëÿåòñÿ çàäà÷à îá óñòîé÷èâî�

ñòè ïåðìàíåíòíûõ âðàùåíèé òÿæåëîãî òâåðäîãî òåëà ñ íåïîäâèæíîé òî÷êîé,

îòêðûòûõ â 1894 ãîäó îäíîâðåìåííî Ìëîäçååâñêèì Á.Ê. [43℄ è Øòàóäå Î. [88℄.

Ïåðìàíåíòíûå âðàùåíèÿ ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé âðàùåíèÿ âîêðóã îñåé, íåïîäâèæ�

íûõ â òåëå è â àáñîëþòíîì ïðîñòðàíñòâå. Â áîëåå ðàííåé ðàáîòå [23℄ èçó÷åíû
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íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ óñòîé÷èâîñòè âîë÷êà Ëàãðàíæà è íåñèììåòðè÷íîãî òåëà

ïðè âðàùåíèè âîêðóã âåðòèêàëüíîé îñè, ñîäåðæàùåé öåíòð ìàññ. Èññëåäîâàíèþ

ïåðìàíåíòíûõ âðàùåíèé ïîñâÿùåíà îáøèðíàÿ ëèòåðàòóðà. Ïîäðîáíàÿ èñòîðèÿ

èçó÷åíèÿ âîïðîñà è áèáëèîãðà�èÿ ñîäåðæàòñÿ â ìîíîãðà�èè [66℄.

Îñè ïåðìàíåíòíûõ âðàùåíèé òÿæåëîãî òâåðäîãî òåëà ñ íåïîäâèæíîé òî÷�

êîé âñåãäà âåðòèêàëüíû, à ìíîæåñòâî äîïóñòèìûõ îñåé ïåðìàíåíòíûõ âðàùå�

íèé â îáùåì ñëó÷àå ãåîìåòðèè ìàññ òåëà ðàñïîëàãàþòñÿ íà ïîâåðõíîñòè ýë�

ëèïòè÷åñêîãî êîíóñà (êîíóñà Øòàóäå), â ÷àñòíûõ ñëó÷àÿõ ãåîìåòðèè ìàññ � â

�èêñèðîâàííûõ ïëîñêîñòÿõ. Íàèáîëüøåå ÷èñëî ðàáîò ïîñâÿùåíî èññëåäîâàíèþ

óñòîé÷èâîñòè ïåðìàíåíòíûõ âðàùåíèé òåëà âîêðóã ãëàâíîé îñè èíåðöèè, ñîäåð�

æàùåé öåíòð ìàññ òåëà. Â ìîíîãðà�èè [79℄ �. �ðàììåëü ïðîâåë êà÷åñòâåííûé

àíàëèç íåîáõîäèìûõ óñëîâèé óñòîé÷èâîñòè, à òàêæå ïðåäëîæèë èõ ãåîìåòðè÷å�

ñêóþ èíòåðïðåòàöèþ â îáùåì ñëó÷àå ðàñïðåäåëåíèÿ ìàññ â òåëå. Íåîáõîäèìûå

óñëîâèÿ óñòîé÷èâîñòè èçó÷àëèñü òàêæå â ìîíîãðà�èè [85℄ è ðàáîòàõ [44�47℄.

Äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ óñòîé÷èâîñòè áûëè ïîëó÷åíû Â.Â. �óìÿíöåâûì ìåòîäîì

ñâÿçêè èçâåñòíûõ èíòåãðàëîâ óðàâíåíèé äâèæåíèÿ ñèñòåìû [48℄, ðàçðàáîòàí�

íûì ×åòàåâûì. Ýòè óñëîâèÿ èññëåäîâàëèñü òàêæå â ðàáîòàõ [45,55℄. ×èñëî ïåð�

ìàíåíòíûõ âðàùåíèé, à òàêæå ñìåíà óñòîé÷èâîñòè íà íèõ èçó÷àëàñü â [57℄ ñ

ïîìîùüþ áè�óðêàöèîííûõ äèàãðàìì, ïîñòðîåííûõ ñ ïðèìåíåíèåì òåõíèêè òî�

ïîëîãè÷åñêîãî îïèñàíèÿ ñîâìåñòíûõ óðîâíåé èíòåãðàëîâ ìîìåíòà è ýíåðãèè â

�àçîâîì ïðîñòðàíñòâå, ïðåäëîæåííîé Ñìåéëîì [87℄. Â íåëèíåéíîé ïîñòàíîâ�

êå âîïðîñ óñòîé÷èâîñòè âðàùåíèé ðàññìîòðåí â [29, 30, 54, 74℄. Óñòîé÷èâîñòü

ïåðìàíåíòíûõ âðàùåíèé âîë÷êîâ Ëàãðàíæà è Êîâàëåâñêîé èçó÷àëàñü â ðàáî�

òàõ [49,51,73℄. Ïîëíîå ðåøåíèå çàäà÷è îá óñòîé÷èâîñòè ïåðìàíåíòíûõ âðàùåíèé

òåëà ñ íåïîäâèæíîé òî÷êîé â ëèíåéíîé è íåëèíåéíîé ïîñòàíîâêàõ äëÿ ÷àñòíûõ

è îáùåãî ñëó÷àåâ ãåîìåòðèè ìàññ òâåðäîãî òåëà, îõâàòûâàþùåå âåñü äèàïàçîí

äîïóñòèìûõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ, îñóùåñòâëåí â ìîíîãðà�èè [66℄.

Èññëåäîâàíèå óñòîé÷èâîñòè ðàâíîìåðíûõ âðàùåíèé òâåðäîãî òåëà ñ íåïî�
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äâèæíîé òî÷êîé ïðè íåêîòîðûõ ïîñòîÿííî äåéñòâóþùèõ âîçìóùåíèÿõ ïðîâî�

äÿòñÿ â ìîíîãðà�èè [52℄. Â ðàáîòàõ [3, 27, 28, 31, 36, 50, 58℄ ðàññìàòðèâàåòñÿ

óñòîé÷èâîñòü ïåðìàíåíòíûõ âðàùåíèé ãèðîñòàòà. Â ñòàòüÿõ [1,2,44℄ ïðîâîäèòñÿ

èññëåäîâàíèå ïåðìàíåíòíûõ âðàùåíèé òåëà ñ íåïîäâèæíîé òî÷êîé â öåíòðàëü�

íîì íüþòîíîâñêîì ãðàâèòàöèîííîì ïîëå.

Îòìåòèì, ÷òî â ñëó÷àå âåðòèêàëüíûõ âèáðàöèé òî÷êè ïîäâåñà, êàê è â

ñëó÷àå òåëà ñ íåïîäâèæíîé òî÷êîé, îäíà èç êîîðäèíàò òåëà (óãîë ïðåöåññèè)

öèêëè÷åñêàÿ, à îñü ïåðìàíåíòíîãî âðàùåíèÿ ìîæåò áûòü òàêæå òîëüêî âåðòè�

êàëüíîé. Ïîýòîìó äëÿ îáîèõ ñëó÷àåâ ñóùåñòâóþò îáùèå òèïû ïåðìàíåíòíûõ

âðàùåíèé (õîòÿ íàëè÷èå âèáðàöèé ìîæåò êà÷åñòâåííî èçìåíèòü õàðàêòåð èõ

óñòîé÷èâîñòè); â òî æå âðåìÿ â ñëó÷àå âèáðàöèé ñóùåñòâóþò ïåðìàíåíòíûå

âðàùåíèÿ, íåâîçìîæíûå äëÿ òåëà ñ íåïîäâèæíîé òî÷êîé. Â ðàáîòå [70℄ íàéäåíû

è èññëåäîâàíû äâà íîâûõ òèïà ñòàöèîíàðíûõ âðàùåíèé òåëà, îáóñëîâëåííûõ

áûñòðûìè âåðòèêàëüíûìè âèáðàöèÿìè òî÷êè ïîäâåñà è íåâîçìîæíûìè äëÿ

òåëà ñ íåïîäâèæíîé òî÷êîé; ïåðâîå ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé êîíè÷åñêîå äâèæåíèå

âîêðóã âåðòèêàëè íåñèììåòðè÷íîãî òåëà ñ öåíòðîì ìàññ íà ãëàâíîé îñè

èíåðöèè, à âòîðîå � ïåðìàíåíòíîå âðàùåíèå âîêðóã ãëàâíîé îñè èíåðöèè â

ñëó÷àå, êîãäà öåíòð ìàññ òåëà íå ëåæèò íà ýòîé îñè.

Öåëüþ äàííîé äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ èññëåäîâàíèå óñòîé÷èâî�

ñòè ÷àñòíûõ ðåæèìîâ äâèæåíèÿ òÿæåëîãî òâåðäîãî òåëà è äâîéíîãî ìàÿòíèêà â

ïðåäïîëîæåíèè ÷òî òî÷êà ïîäâåñà ñîâåðøàåò âûñîêî÷àñòîòíûå ãàðìîíè÷åñêèå

âèáðàöèè ìàëîé àìïëèòóäû.

Äèññåðòàöèîííàÿ ðàáîòà ñîñòîèò èç ââåäåíèÿ, äâóõ ÷àñòåé, âêëþ÷àþùèõ

ïÿòü ãëàâ, è ñïèñêà ëèòåðàòóðû.

Â ïåðâîé ÷àñòè èçó÷àåòñÿ äèíàìèêà òÿæåëîãî òâåðäîãî òåëà äëÿ ðàçëè÷�

íûõ âàðèàíòîâ ãåîìåòðèè ìàññ, îäíà èç òî÷åê òåëà (òî÷êà ïîäâåñà) ñîâåðøàåò

áûñòðûå âåðòèêàëüíûå âèáðàöèè.
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Â ïåðâîé ãëàâå ïðèâîäèòñÿ âûâîä ïðèáëèæåííîé ñèñòåìû àâòîíîìíûõ äè��

�åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé äâèæåíèÿ òåëà, çàïèñàííûõ â �îðìå êàíîíè÷åñêèõ

óðàâíåíèé �àìèëüòîíà. Ïðèâåäåíû òàêæå ïîëó÷åííûå â [40, 41℄ äè��åðåíöè�

àëüíûå óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ, çàïèñàííûå â âèäå ìîäè�èöèðîâàííûõ óðàâíå�

íèé Ýéëåðà�Ïóàññîíà. Íà îñíîâå [40,41℄ âûïèñàíà ïîãðåøíîñòü àïïðîêñèìàöèè

ðåøåíèé ïîëíîé íåàâòîíîìíîé ñèñòåìû ðåøåíèÿìè èññëåäóåìîé ñèñòåìû. Äàëü�

íåéøåå èññëåäîâàíèå ïðîâîäèòñÿ â ðàìêàõ ïîëó÷åííîé ïðèáëèæåííîé àâòîíîì�

íîé ñèñòåìû. �àññìàòðèâàþòñÿ ÷àñòíûå äâèæåíèÿ � ïåðìàíåíòíûå âðàùåíèÿ

òåëà âîêðóã îñè, íåïîäâèæíîé â òåëå è â ñèñòåìå êîîðäèíàò, äâèæóùåéñÿ ïî�

ñòóïàòåëüíî âìåñòå ñ òåëîì. Ïîêàçàíî, ÷òî òàêèå äâèæåíèÿ ìîãóò ïðîèñõîäèòü

òîëüêî âîêðóã âåðòèêàëüíî ðàñïîëîæåííûõ îñåé. Ïîëó÷åíî óðàâíåíèå, îáîáùà�

þùåå èçâåñòíîå óðàâíåíèå êîíóñà Øòàóäå, îïèñûâàþùåå ãåîìåòðè÷åñêîå ìåñòî

îñåé ïåðìàíåíòíûõ âðàùåíèé. Îïèñàíû äîïóñòèìûå îñè ïåðìàíåíòíûõ âðàùå�

íèé, à òàêæå óñëîâèÿ èõ ñóùåñòâîâàíèÿ äëÿ ñëó÷àåâ ðàñïîëîæåíèÿ öåíòðà ìàññ

íà ãëàâíîé îñè èíåðöèè (âðàùåíèå âîêðóã ãëàâíîé îñè, ñîäåðæàùåé öåíòð ìàññ,

èëè îñè, ëåæàùåé â ñìåæíîé åé ãëàâíîé ïëîñêîñòè èíåðöèè) è äèíàìè÷åñêè

ñèììåòðè÷íîãî òåëà.

Â ñëåäóþùèõ ãëàâàõ ïðîâîäèòñÿ ëèíåéíûé è íåëèíåéíûé àíàëèç óñòîé�

÷èâîñòè ïåðìàíåíòíûõ âðàùåíèé òåëà ñëó÷àåâ, äîïóñòèìûå äóãè äëÿ êîòîðûõ

íàéäåíû â ïåðâîé ãëàâå. Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ñðàâíèâàþòñÿ ñ ñîîòâåòñòâó�

þùèìè ðåçóëüòàòàìè äëÿ òåëà ñ íåïîäâèæíîé òî÷êîé.

Âî âòîðîé ãëàâå èññëåäóþòñÿ ïåðìàíåíòíûå âðàùåíèÿ òâåðäîãî òåëà âî�

êðóã ãëàâíîé îñè èíåðöèè, ñîäåðæàùåé åãî öåíòð ìàññ. Âûäåëåíû ñëó÷àè ðàñ�

ïîëîæåíèÿ öåíòðà ìàññ âûøå èëè íèæå òî÷êè ïîäâåñà. Â ïðîñòðàíñòâå ÷åòû�

ðåõ ïàðàìåòðîâ çàäà÷è (äâóõ èíåðöèîííûõ ïàðàìåòðîâ, à òàêæå áåçðàçìåðíûõ

÷àñòîòû âèáðàöèè è óãëîâîé ñêîðîñòè ïåðìàíåíòíîãî âðàùåíèÿ) íàéäåíû íåîá�

õîäèìûå è â ðÿäå ñëó÷àåâ äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ óñòîé÷èâîñòè èçó÷àåìûõ äâè�

æåíèé òåëà. Âûïèñàíû óðàâíåíèÿ ïîâåðõíîñòè ðåçîíàíñà ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà è
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ïîâåðõíîñòè âûðîæäåíèÿ. Â îáëàñòè ñóùåñòâîâàíèÿ òîëüêî íåîáõîäèìûõ óñëî�

âèé óñòîé÷èâîñòè ïðîâåäåí íåëèíåéíûé àíàëèç óñòîé÷èâîñòè äëÿ äâóõ ÷àñòíûõ

ñëó÷àåâ ãåîìåòðèè ìàññ: äèíàìè÷åñêàÿ ñèììåòðèÿ è ñëó÷àé Áîáûëåâà�Ñòåêëî�

âà. Ïðè ýòîì èñïîëüçîâàíû èçâåñòíûå ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ óñòîé÷èâîñòè àâòî�

íîìíûõ ãàìèëüòîíîâûõ ñèñòåì ñ äâóìÿ ñòåïåíÿìè ñâîáîäû.

Â òðåòüåé ãëàâå èññëåäóþòñÿ ïåðìàíåíòíûå âðàùåíèÿ òâåðäîãî òåëà âî�

êðóã îñåé, ëåæàùèõ â ãëàâíîé ïëîñêîñòè èíåðöèè, ïðèìûêàþùåé ê ãëàâíîé îñè

èíåðöèè, ñîäåðæàùåé öåíòð ìàññ. Ýòà çàäà÷à òàêæå ÷åòûðåõïàðàìåòðè÷åñêàÿ.

Ïðîâåäåí ïîëíûé ëèíåéíûé àíàëèç óñòîé÷èâîñòè, íàéäåíû íåêîòîðûå äîñòàòî÷�

íûå óñëîâèÿ óñòîé÷èâîñòè. Îñóùåñòâëåí íåëèíåéíûé àíàëèç óñòîé÷èâîñòè òåõ

æå, ÷òî è â ïðåäûäóùåé ãëàâå ÷àñòíûõ ñëó÷àåâ ãåîìåòðèè ìàññ òåëà. �àññìîò�

ðåíû ñëó÷àè ðåçîíàíñà òðåòüåãî è ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà, à òàêæå ñëó÷àé âûðîæ�

äåíèÿ.

Èññëåäîâàíèå ïåðìàíåíòíûõ âðàùåíèé òâåðäîãî òåëà â ñëó÷àå äèíàìè÷å�

ñêè ñèììåòðè÷íîãî òâåðäîãî òåëà äëÿ îäíîãî ÷àñòíîãî ñëó÷àÿ ïåðìàíåíòíûõ

âðàùåíèé, îáóñëîâëåííûõ âèáðàöèÿìè è íå ñóùåñòâóþùèõ äëÿ òåëà ñ íåïî�

äâèæíîé òî÷êîé, ïðîâåäåíî â ÷åòâåðòîé ãëàâå. Äëÿ ýòîãî ñëó÷àÿ îñü âðàùå�

íèÿ ëåæèò â ãëàâíîé ïëîñêîñòè èíåðöèè, íå ñîäåðæàùåé öåíòð ìàññ òåëà è íå

ñîâïàäàþùåé ñ ýêâàòîðèàëüíîé ïëîñêîñòüþ èíåðöèè, à ÷àñòîòà âèáðàöèè è óã�

ëîâàÿ ñêîðîñòü âðàùåíèÿ ñâÿçàíû ñïåöèàëüíûì ñîîòíîøåíèåì. Â òðåõìåðíîì

ïðîñòðàíñòâå ïàðàìåòðîâ çàäà÷è ïðîâåäåí ïîëíûé, ëèíåéíûé è íåëèíåéíûé,

àíàëèç óñòîé÷èâîñòè ñîîòâåòñòâóþùåãî ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ ïðèâåäåííîé ñè�

ñòåìû. �àññìîòðåíû ñëó÷àè ðåçîíàíñîâ òðåòüåãî è ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêîâ, à òàê�

æå ñëó÷àè âûðîæäåíèÿ.

Âî âòîðîé ÷àñòè èññëåäóåòñÿ äâîéíîé ìàÿòíèê � ñèñòåìà èç äâóõ

òîíêèõ øàðíèðíî ñîåäèíåííûõ îäíîðîäíûõ ñòåðæíåé, òî÷êà ïîäâåñà êîòîðîé,

ñîâïàäàþùàÿ ñ êîíöîì îäíîãî èç ñòåðæíåé, ñîâåðøàåò âûñîêî÷àñòîòíûå ãàð�

ìîíè÷åñêèå êîëåáàíèÿ ìàëîé àìïëèòóäû âäîëü ãîðèçîíòàëè. Â ïðèáëèæåííîé
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çàäà÷å ðåøàåòñÿ âîïðîñ îá óñòîé÷èâîñòè ÷åòûðåõ ïîëîæåíèé îòíîñèòåëüíîãî

ðàâíîâåñèÿ ìàÿòíèêà íà âåðòèêàëè, äëÿ êîòîðûõ òî÷êè ïîäâåñà è öåíòðû

ìàññ ëåæàò íà îäíîé âåðòèêàëè (âèñÿùèé, ïåðåâåðíóòûé, äâà âàðèàíòà ñëî�

æåííûõ ìàÿòíèêîâ). Ïîêàçàíî, ÷òî óñòîé÷èâûì ìîæåò áûòü òîëüêî íèæíåå

(¾âèñÿùåå¿) ïîëîæåíèå îòíîñèòåëüíîãî ðàâíîâåñèÿ. Äëÿ ñèñòåìû, ñîñòîÿùåé

èç äâóõ îäèíàêîâûõ ñòåðæíåé, ïðîâåäåí íåëèíåéíûé àíàëèç óñòîé÷èâîñòè

ðîæäàþùåãîñÿ èç íåãî ïåðèîäè÷åñêîãî äâèæåíèÿ. Äëÿ ýòîé æå ñèñòåìû

èçó÷åí âîïðîñ î ñóùåñòâîâàíèè, áè�óðêàöèÿõ è óñòîé÷èâîñòè â ëèíåéíîì

ïðèáëèæåíèè âûñîêî÷àñòîòíûõ ïåðèîäè÷åñêèõ äâèæåíèé ìàëîé àìïëèòóäû,

îòëè÷íûõ îò ïîëîæåíèé îòíîñèòåëüíîãî ðàâíîâåñèÿ íà âåðòèêàëè. Ïîêàçàíî,

÷òî â çàâèñèìîñòè îò ÷àñòîòû êîëåáàíèé òî÷êè ïîäâåñà äîïîëíèòåëüíûõ

(¾áîêîâûõ¿) ïåðèîäè÷åñêèõ äâèæåíèé ìîæåò áûòü îò îäíîé äî øåñòè ñèì�

ìåòðè÷íûõ ïàð. Îäíà èëè äâå ïàðû óñòîé÷èâû â îáëàñòè ñóùåñòâîâàíèÿ,

îñòàëüíûå íåóñòîé÷èâû. Äâèæåíèÿ ñóùåñòâóþò òîëüêî â äèàïàçîíå ÷àñòîò

êîëåáàíèé òî÷êè ïîäâåñà, äëÿ êîòîðûõ ¾âèñÿùåå¿ ïîëîæåíèå îòíîñèòåëüíîãî

ðàâíîâåñèÿ ïðèáëèæåííîé ñèñòåìû íåóñòîé÷èâî.

Ïðè ïðîâåäåíèè èññëåäîâàíèÿ â äèññåðòàöèîííîé ðàáîòå èñïîëüçîâàëèñü

ìåòîäû òåîðèé óñòîé÷èâîñòè ëèíåéíûõ è íåëèíåéíûõ ãàìèëüòîíîâûõ ñèñòåì,

âêëþ÷àÿ óñòîé÷èâîñòü ïðè ðåçîíàíñàõ è ÊÀÌ�òåîðèè. Áûëè ïðèìåíåíû ìå�

òîäû íîðìàëüíûõ �îðì Ïóàíêàðå, íîðìàëèçàöèÿ ãàìèëüòîíèàíîâ ïðîâîäèëàñü

ïðè ïîìîùè ïðåîáðàçîâàíèÿ Áèðêãî�à è ïðåîáðàçîâàíèÿ Äåïðè�Õîðè. Ïðè ïðî�

âåäåíèè àíàëèçà èñïîëüçîâàëèñü êîìïüþòåðíûå ñèñòåìû àíàëèòè÷åñêèõ âû÷èñ�

ëåíèé è ÷èñëåííûå ðàñ÷åòû.

Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äàííîé äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû äîêëàäûâàëèñü íà

íàó÷íûõ ñåìèíàðàõ, ðîññèéñêèõ è ìåæäóíàðîäíûõ êîí�åðåíöèÿõ [11�17℄, à òàê�

æå áûëè îïóáëèêîâàíû â íàó÷íûõ æóðíàëàõ, ðåêîìåíäîâàííûõ ÂÀÊ [18�21℄.
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×àñòü I. Èññëåäîâàíèå óñòîé÷èâîñòè

ïåðìàíåíòíûõ âðàùåíèé òÿæåëîãî òâåðäîãî òåëà

ïðè íàëè÷èè âûñîêî÷àñòîòíûõ ãàðìîíè÷åñêèõ

âèáðàöèé îäíîé èç åãî òî÷åê

�ëàâà 1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è. Äîïóñòèìûå äóãè

1.1.1. Ôóíêöèÿ �àìèëüòîíà òâåðäîãî òåëà ñ âèáðèðóþùåé òî÷êîé

ïîäâåñà

�àññìîòðèì äâèæåíèå òâåðäîãî òåëà â îäíîðîäíîì ïîëå òÿæåñòè. Áóäåì

ñ÷èòàòü, ÷òî îäíà èç òî÷åê òåëà O (òî÷êà ïîäâåñà) ñîâåðøàåò âåðòèêàëüíûå

ãàðìîíè÷åñêèå êîëåáàíèÿ îòíîñèòåëüíî íåêîòîðîé íåïîäâèæíîé òî÷êè O∗
ïî

çàêîíó O∗O = ζ(t) = a cosΩt.

Ïóñòü OXY Z � ïîñòóïàòåëüíî äâèæóùàÿñÿ ñèñòåìà êîîðäèíàò, îñü OZ

êîòîðîé íàïðàâëåíà âåðòèêàëüíî ââåðõ; Oxyz � æåñòêî ñâÿçàííàÿ ñ òåëîì ñè�

ñòåìà êîîðäèíàò, åå îñè íàïðàâëåíû âäîëü ãëàâíûõ îñåé èíåðöèè òåëà äëÿ òî÷êè

O. Îðèåíòàöèþ ñèñòåìû êîîðäèíàò Oxyz îòíîñèòåëüíî ñèñòåìû OXY Z çàäà�

äèì ïðè ïîìîùè óãëîâ Ýéëåðà ψ, θ, ϕ.

Ìîìåíòû èíåðöèè îòíîñèòåëüíî îñåé Ox, Oy è Oz îáîçíà÷èì ÷åðåç A, B

è C. Â ñèñòåìå Oxyz ðàäèóñ-âåêòîð
−→
OG öåíòðà ìàññ èìååò êîîðäèíàòû xG, yG,

zG. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî
−→
OG 6= 0 è, áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè, xG > 0.

Êèíåòè÷åñêàÿ è ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèè òåëà âû÷èñëÿþòñÿ ïî �îðìóëàì:

T =
1

2
mv2O +m−→vO · −→vGr

+
1

2
(Ap2 + Bq2 + Cr2), Π = mg(ζ(t) +

−→
OG · −→n ).

Çäåñüm�ìàññà òåëà,

−→vO = ζ̇(t)−→n � ñêîðîñòü òî÷êè ïîäâåñà,

−→vGr
= −→ω×−→

OG

� îòíîñèòåëüíàÿ (â ñèñòåìå êîîðäèíàò OXY Z) ñêîðîñòü òî÷êè G; −→ω è

−→n �

âåêòîðû àáñîëþòíîé óãëîâîé ñêîðîñòè òåëà è îðòà îñè OZ, êîìïîíåíòû p, q,
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r è γ1, γ2, γ3 êîòîðûõ â ñâÿçàííîé ñ òåëîì ñèñòåìå êîîðäèíàò îïðåäåëÿþòñÿ

ñîîòíîøåíèÿìè

p = ψ̇ sin θ sinϕ+ θ̇ cosϕ, q = ψ̇ sin θ cosϕ− θ̇ sinϕ, r = ψ̇ cos θ + ϕ̇, (1.1.1)

γ1 = sin θ sinϕ, γ2 = sin θ cosϕ, γ3 = cos θ. (1.1.2)

Òàêèì îáðàçîì, êèíåòè÷åñêàÿ è ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ ìîãóò áûòü çàïè�

ñàíû â ñëåäóþùåì âèäå:

T =
1

2
ma2Ω2 sin2Ωt+

1

2
(Ap2 +Bq2 + Cr2)− (1.1.3)

−maΩ sinΩt
[
γ1(qzG − ryG) + γ2(rxG − pzG) + γ3(pyG − qxG)

]
,

Π = mga cosΩt+mg(xGγ1 + ygγ2 + zGγ3).

Äâèæåíèÿ ñèñòåìû áóäåì îïèñûâàòü ïðè ïîìîùè êàíîíè÷åñêèõ äè��åðåí�

öèàëüíûõ óðàâíåíèé. Ââåäåì êàíîíè÷åñêè ñîïðÿæåííûå ñ êîîðäèíàòàìè ψ, θ,

ϕ èìïóëüñû ïî �îðìóëàì

pψ =
∂T

∂ψ
=

[
Aγ21 +Bγ22 + Cγ23

]
ψ̇ + (A−B)γ1 cosϕθ̇ + Cγ3ϕ̇,

pθ =
∂T

∂θ
= (A− B)γ1ψ̇ + (A cos2 ϕ+ B sin2 ϕ)θ̇− (1.1.4)

−maΩ sinΩt[(xG sinϕ+ yG cosϕ) cos θ − zG sin θ],

pϕ =
∂T

∂ϕ
= C(ψ̇ cos θ + ϕ̇)−maΩ sinΩt(xGγ2 − yGγ1).

�àçðåøèâ ñîîòíîøåíèå ( 1.1.4) îòíîñèòåëüíî îáîáùåííûõ ñêîðîñòåé ψ̇, θ̇,

ϕ̇, ïîëó÷èì:

ψ̇ =
(A cos2 ϕ+ B sin2 ϕ)(pψ − p̂ϕ cos θ)− (A−B)γ1 cosϕp̂θ

AB sin2 θ
, (1.1.5)

θ̇ =
(A sin2 ϕ+ B cos2 ϕ)p̂θ sin θ − (A−B) sinϕ cosϕ(pψ − p̂ϕ cos θ)

AB sin θ
,

ϕ̇ =
p̂ϕ
C

− cos θ
(A cos2 ϕ+ B sin2 ϕ)(pψ − p̂ϕ cos θ)− (A− B)γ1 cosϕp̂θ

AB sin2 θ
,
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ãäå

p̂θ = pθ +maΩ sinΩt
[
(xG sinϕ+ yG cosϕ) cos θ − zG sin θ

]
, (1.1.6)

p̂ϕ = pϕ +maΩ sinΩt sin θ
(
xG cosϕ− yG sinϕ

)
.

Èñïîëüçóÿ âûïèñàííûå ñîîòíîøåíèÿ ( 1.1.3) è ( 1.1.5), ñîñòàâèì ãàìèëüòî�

íèàí ïî �îðìóëå

H = pψψ̇ + pθθ̇ + pϕϕ̇− T + Π.

Îñóùåñòâèì äàëåå êàíîíè÷åñêóþ óíèâàëåíòíóþ çàìåíó ïåðåìåííûõ, çàäà�

âàåìóþ �îðìóëàìè ( 1.1.6) è ñîîòíîøåíèÿìè

ψ̂ = ψ, θ̂ = θ, ϕ̂ = ϕ, p̂ψ = pψ. (1.1.7)

Ýòà çàìåíà çàäàåòñÿ ïðîèçâîäÿùåé �óíêöèåé

S = ψp̂ψ + θp̂θ + ϕp̂ϕ −maΩ sinΩt
[
(xG sinϕ+ yG cosϕ) sin θ + zG cos θ

]
.

Ïðåîáðàçîâàííûé ãàìèëüòîíèàí ñèñòåìû èìååò âèä

Ĥ =
(A cos2 ϕ̂+B sin2 ϕ̂)(p̂ψ − p̂ϕ cos θ̂)

2

2AB sin2 θ̂
+
A sin2 ϕ̂ +B cos2 ϕ̂

2AB
p̂2θ+

+
p̂2ϕ
2C

+
(B −A) sin ϕ̂ cos ϕ̂(p̂ψ − p̂ϕ cos θ̂)p̂θ

AB sin θ̂
+ (1.1.8)

+m(g − aΩ2 cosΩt)
[
(xG sinϕ+ yG cosϕ) sin θ + zG cos θ

]
.

Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî àìïëèòóäà a êîëåáàíèé òî÷êè ïîäâåñà ìàëà ïî

ñðàâíåíèþ ñ ïðèâåäåííîé äëèíîé ℓ = A/(mxG), à ÷àñòîòà Ω êîëåáàíèé âåëè�

êà ïî ñðàâíåíèþ ñ õàðàêòåðíîé ÷àñòîòîé Ω1 =
√
g/ℓ, ïðè ýòîì ñ÷èòàåì, ÷òî

aΩ ∼ 1. Ââåäåì ìàëûé ïàðàìåòð ε è áåçðàçìåðíóþ ÷àñòîòó ω0 ïî �îðìóëàì

ε2 =
a

ℓ
(0 < ε≪ 1);

Ω1

Ω
= ε2ω0. (1.1.9)
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Ïåðåïèøåì ãàìèëüòîíèàí ( 1.1.8) â áåçðàçìåðíîì âèäå. Ñ ýòîé öåëüþ ââå�

äåì áåçðàçìåðíûå ïàðàìåòðû

α =
A

B
, β =

A

C
, σ1 =

yG
xG
, σ2 =

zG
xG
. (1.1.10)

Ïàðàìåòðû σ1 è σ2, çàäàþùèå ïîëîæåíèå öåíòðà ìàññ â òåëå, íåîòðèöà�

òåëüíû, à èíåðöèîííûå ïàðàìåòðû α è β äîëæíû óäîâëåòâîðÿòü íåðàâåíñòâàì,

ñëåäóþùèì èç íåðàâåíñòâ òðåóãîëüíèêà äëÿ ìîìåíòîâ èíåðöèè

α + β − αβ > 0, α− β + αβ > 0, β − α+ αβ > 0. (1.1.11)

Îáåçðàçìåðèì èìïóëüñû è âðåìÿ ïðè ïîìîùè ìíîæèòåëåé AΩ è Ω ñîîò�

âåòñòâåííî. Â áåçðàçìåðíûõ ïåðåìåííûõ è ïàðàìåòðàõ ãàìèëüòîíèàí ñèñòåìû

çàïèøåòñÿ â âèäå:

H̃ =
α cos2 ϕ̂+ sin2 ϕ̂

2 sin2 θ̂
(p̃ψ − p̃ϕ cos θ̂)

2 +
1

2
(α sin2 ϕ̂+ cos2 ϕ̂)p̃2θ+

+
(1− α) sin ϕ̂ cos ϕ̂

sin θ̂
(p̃ψ − p̃ϕ cos θ̂)p̃θ +

1

2
βp̃2ϕ+ (1.1.12)

+(ε2ω2
0 − ε cos τ)[(sin ϕ̂ + σ1 cos ϕ̂) sin θ̂ + σ2 cos θ̂].

1.1.2. Ïðåîáðàçîâàíèå ãàìèëüòîíèàíà. Ïðèáëèæåííàÿ àâòîíîìíàÿ

ñèñòåìà. Òî÷íîñòü ðåøåíèé

Îñóùåñòâèì â ( 1.1.12) êàíîíè÷åñêóþ çàìåíó ïåðåìåííûõ ïî �îðìóëàì:

θ̂ = x1, ϕ̂ = x2, p̃ψ = εp, p̃θ = εX1, p̃ϕ = εX2. (1.1.13)

è ïðåäñòàâèì �óíêöèþ �àìèëüòîíà â âèäå:

H = εH1 +
ε3

6
H3, (1.1.14)

H1 =
(1− α) sin x2 cosx2(p−X2 cosx1)X1

sin x1
+

(α sin2 x2 + cos2 x2)X
2
1

2
+

1

2
βX2

2+

+
(α cos2 x2 + sin2 x2)(p−X2 cosx1)

2

2 sin2 x1
− cos τ [(sinx2 + σ1 cosx2) sinx1 + σ2 cosx1],

H3 = 6ω2
0[(sinx2 + σ1 cosx2) sinx1 + σ2 cosx1].
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Íàéäåì äàëåå áëèçêóþ ê òîæäåñòâåííîé óíèâàëåíòíóþ êàíîíè÷åñêóþ çà�

ìåíó ïåðåìåííûõ, óíè÷òîæàþùóþ íåçàâèñèìóþ ïåðåìåííóþ τ â ñëàãàåìûõ äî

÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà âêëþ÷èòåëüíî îòíîñèòåëüíî ε. Ýòî ïðåîáðàçîâàíèå ìîæåò

áûòü ïîëó÷åíî, íàïðèìåð, ïðè ïîìîùè ìåòîäà Äåïðè�Õîðè [71℄ è èìååò âèä:

xj = yj + εy
(1)
j +

ε2

2!
y
(2)
j +O(ε3),

Xj = Yj + εY
(1)
j +

ε2

2!
Y

(2)
j +O(ε3), (1.1.15)

y
(1)
1 = 0, y

(1)
2 = 0, Y

(1)
1 = sin τ [(sin y2 + σ1 cos y2) cos y1 − σ2 sin y1],

Y
(1)
2 = sin τ sin y1(cos y2 − σ1 sin y2),

y
(2)
1 = −2 cos τ(α sin2 y2 + cos2 y2)

[
(sin y2 + σ1 cos y2) cos y1 − σ2 sin y1

]
+

+2(1− α) cos τ sin(2y2) cos y1(cos y2 − σ1 sin y2),

y
(2)
2 = 4 cos τ(1− α) sin(2y2) ctg y1

[
(sin y2 + σ1 cos y2) cos y1 − σ2 sin y1

]
−

− cos τ
[
(α cos2 y2 + sin2 y2) ctg

2 y1 + β
]
(cos y2 − σ1 sin y2) sin y1.

Ñëàãàåìûå Y
(2)
1 , Y

(2)
2 íå âûïèñàíû â ñèëó èõ ãðîìîçäêîñòè.

Ïðåîáðàçîâàííûé ãàìèëüòîíèàí èìååò âèä:

K = εK1 +
ε3

6
K3 + O(ε4), (1.1.16)

K1 =
(α cos2 y2 + sin2 y2)(p− Y2 cos y1)

2

2 sin2 y1
+

(α sin2 y2 + cos2 y2)Y
2
1

2
+

1

2
βY 2

2 +

+
(1− α) sin y2 cos y2(p− Y2 cos y1)Y1

sin y1
,

K3 = 6ω2
0[(sin y2 + σ1 cos y2) sin y1 + σ2 cos y1] +

3

2
(σ1 cos y1 − σ2 sin y1 cos y2)

2+

+
3

2

[
α(cos y1 − σ2 sin y1 sin y2)

2 + β sin2 y1(cos y2 − σ1 sin y2)
2
]
.

Ñëàãàåìîå O(ε4) 2π-ïåðèîäè÷íî ïî âðåìåíè τ è óãëîâûì êîîðäèíàòàì y1, y2.

Îòáðîñèì â ( 1.1.16) ñëàãàåìûå ÷åòâåðòîãî è áîëåå âûñîêèõ ïîðÿäêîâ ïî

ε. Ïîëó÷åííûé ãàìèëüòîíèàí îòâå÷àåò ïðèáëèæåííîé àâòîíîìíîé ñèñòåìå. Ïðè

ýòîì ðåøåíèÿ ïîëó÷åííîé ïðèáëèæåííîé àâòîíîìíîé ñèñòåìû àïïðîêñèìèðóþò
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ðåøåíèÿ ñèñòåìû ( 1.1.16) ñ ïîãðåøíîñòüþ ïîðÿäêà ε4−κ íà èíòåðâàëå âðåìåíè

τ ïîðÿäêà ε−κ (0 < κ < 4) [40,41℄. Äàëåå áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî κ = 5/2 (ñì [71℄).

Âåðíåìñÿ ê ðàçìåðíûì èìïóëüñàì è âðåìåíè (ïðè ïîìîùè ìíîæèòåëåé

AΩ è Ω), à òàêæå ñäåëàåì îáðàòíóþ ñåðèþ çàìåí ê ( 1.1.9), ( 1.1.10) è âåðíåìñÿ

ê ðàçìåðíûì âåëè÷èíàì. Ñîõðàíÿÿ çà ïåðåìåííûìè ñèñòåìû èñõîäíûå îáîçíà�

÷åíèÿ, çàïèøåì ïîëó÷åííûé ðàçìåðíûé ãàìèëüòîíèàí â âèäå:

H =
(A cosϕ2 +B sinϕ2)(pψ − pϕ cos θ)

2

2AB sin θ2
+
A sinϕ2 +B cosϕ2

2AB
p2θ+

+
(B −A) sinϕ cosϕ(pψ − pϕ cos θ)pθ

AB sin θ
+
p2ϕ
2C

+ (1.1.17)

+mg
[
(xG sinϕ+ yG cosϕ) sin θ + zG cos θ

]
+ Π(ν).

Çäåñü Π(ν)
� âèáðàöèîííûé ïîòåíöèàë, êîòîðûé áûë âïåðâûå ïîëó÷åí â [40,41℄

äëÿ ïåðèîäè÷åñêèõ èëè óñëîâíî-ïåðèîäè÷åñêèõ âèáðàöèé ìàëîé àìïëèòóäû è

ïðîèçâîëüíîé ãåîìåòðèè ìàññ òåëà. Âèáðàöèîííûé ïîòåíöèàë çàäàåòñÿ �îðìó�

ëîé

Π(ν) =
m2a2Ω2

4

[
(zGγ2 − yGγ3)

2

A
+

(xGγ3 − zGγ1)
2

B
+

(yGγ1 − xGγ2)
2

C

]
.

Îòìåòèì, ÷òî êîîðäèíàòà ψ â ñèñòåìå ñ ãàìèëüòîíèàíîì ( 1.1.17) êàê â

èñõîäíîé, òàê è â ïðåîáðàçîâàííîé ïðèáëèæåííîé ñèñòåìå öèêëè÷åñêàÿ, ñîîò�

âåòñòâóþùèé åé èìïóëüñ pψ ïîñòîÿíåí.

Ñäåëàåì îáðàòíóþ çàìåíó ( 1.1.15) â ãàìèëüòîíèàíå ( 1.1.17). Ñðàâíèì ðå�

øåíèÿ ïîëó÷åííîé ñèñòåìû ñ ðåøåíèåì ñèñòåìû ñ ãàìèëüòîíèàíîì ( 1.1.8). Ïî�

ëó÷àåì, ÷òî ðåøåíèÿ ïîëíîé íåàâòîíîìíîé ñèñòåìû ñ ãàìèëüòîíèàíîì ( 1.1.8)

íà èíòåðâàëå âðåìåíè τ ïîðÿäêà ε−1/2
ñâÿçàíû ñ ðåøåíèÿìè ïðåîáðàçîâàííîé

ïðèáëèæåííîé àâòîíîìíîé ñèñòåìû ñ ãàìèëüòîíèàíîì ( 1.1.17) ïðè ïîìîùè ñî�

îòíîøåíèé âèäà

θ̂ = θ + O(ε3/2), ϕ̂ = ϕ+O(ε3/2),

p̂θ = pθ −mζ̇(t)
[
xG sinϕ cos θ + yG cosϕ cos θ − zG sin θ

]
+O(ε1/2),
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p̂ϕ = pϕ −mζ̇(t)
[
xG cosϕ− yG sinϕ

]
sin θ + O(ε1/2).

Â ãàìèëüòîíèàíå ( 1.1.17) âíîâü ïåðåéäåì ê áåçðàçìåðíûì ïàðàìåòðàì

( 1.1.10) è îáåçðàçìåðèì èìïóëüñû è âðåìÿ ïðè ïîìîùè ìíîæèòåëåé AΩ1 è Ω1

ñîîòâåòñòâåííî. Ïðåîáðàçîâàííûé ãàìèëüòîíèàí ïðèìåò âèä (çà ïåðåìåííûìè

îñòàâëÿåì ïðåæíèå îáîçíà÷åíèÿ):

H =
α cos2 ϕ+ sin2 ϕ

2 sin2 θ
(pψ − pϕ cos θ)

2 +
1

2
(α sin2 ϕ+ cos2 ϕ)p2θ+ (1.1.18)

+
(1− α) sinϕ cosϕ

sin θ
(pψ − pϕ cos θ)pθ +

1

2
βp2ϕ +

ξ

2

[
(σ2 sin θ cosϕ− σ1 cos θ)

2+

+(cos θ − σ2 sin θ sinϕ)
2α + (cosϕ− σ1 sinϕ)

2β sin2 θ
]
.

Çäåñü áûë ââåäåí áåçðàçìåðíûé ïàðàìåòð ξ

ξ =
mxGa

2Ω2

2Ag
(ξ > 0),

õàðàêòåðèçóþùèé ÷àñòîòó âèáðàöèè òî÷êè ïîäâåñà.

Óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ñèñòåìû ñ ãàìèëüòîíèàíîì ( 1.1.18) çàäàþòñÿ ñîîò�

íîøåíèÿìè

dpθ
dt

= −∂H
∂θ

,
dpϕ
dt

= −∂H
∂ϕ

,
dpψ
dt

= −∂H
∂ψ

= 0, (1.1.19)

dθ

dt
=
∂H

∂pθ
,

dϕ

dt
=
∂H

∂pϕ
,

dψ

dt
=
∂H

∂pψ
.

1.1.3. Ïðèáëèæåííûå óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ â �îðìå

ìîäè�èöèðîâàííûõ óðàâíåíèé Ýéëåðà�Ïóàññîíà

Äâèæåíèÿ òåëà ñ âèáðèðóþùåé òî÷êîé ïîäâåñà ìîæíî îïèñàòü òàêæå ïðè

ïîìîùè ïðèáëèæåííîé àâòîíîìíîé ñèñòåìû äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, çà�

ïèñàííîé â �îðìå ìîäè�èöèðîâàííûõ óðàâíåíèé Ýéëåðà�Ïóàññîíà [40℄, â ïðà�

âûå ÷àñòè êîòîðûõ ñëåäóåò äîáàâèòü êîìïîíåíòû âåêòîðà âèáðàöèîííîãî ìî�

ìåíòà M (ν), ïîëó÷àåìûå ïî �îðìóëàì

M (ν)
x =

∂Π(ν)

∂γ3
γ2 −

∂Π(ν)

∂γ2
γ3 =

(maΩ)2

2
·
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·
[xGγ2(xGγ3 − zGγ1)

B
− (zGγ3 + γ2yG)(zGγ2 − yGγ3)

A
− xGγ3(xGγ2 − yGγ1)

C

]
,

M (ν)
y =

∂Π(ν)

∂γ1
γ3 −

∂Π(ν)

∂γ3
γ1 =

(maΩ)2

2
· (1.1.20)

·
[yGγ1(zGγ2 − yGγ3)

A
− (xGγ1 + zGγ3)(xGγ3 − zGγ1)

B
− γ3yG(xGγ2 − yGγ1)

C

]
,

M (ν)
z =

∂Π(ν)

∂γ2
γ1 −

∂Π(ν)

∂γ1
γ2 =

(maΩ)2

2
·

·
[(xGγ1 + γ2yG)(xGγ2 − yGγ1)

C
+
γ2zG(xGγ3 − zGγ1)

B
+
γ1zG(zGγ2 − yGγ3)

A

]
.

Óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ òåëà èìåþò âèä:

A
dp

dt
+ (C − B)qr = mg(zGγ2 − yGγ3) +M (ν)

x ,

B
dq

dt
+ (A− C)pr = mg(xGγ3 − zGγ1) +M (ν)

y , (1.1.21)

C
dr

dt
+ (B −A)pq = mg(yGγ1 − xGγ2) +M (ν)

z ,

dγ1
dt

= rγ2 − qγ3,
dγ2
dt

= pγ3 − rγ1,
dγ3
dt

= qγ1 − pγ2. (1.1.22)

�åøåíèÿ ïðèáëèæåííûõ óðàâíåíèé ( 1.1.21), ( 1.1.22), ( 1.1.20) íà èíòåðâà�

ëå âðåìåíè t ïîðÿäêà ε−1/2
ñâÿçàíû ñ ðåøåíèÿìè èñõîäíûõ ïîëíûõ óðàâíåíèé

Ýéëåðà�Ïóàññîíà [40, 41℄ ïðè ïîìîùè ñîîòíîøåíèé:

γ̂i = γi +O(ε3/2), (i = 1, 2, 3),

p̂ = p+ δx + O(ε1/2), q̂ = q + δy + O(ε1/2), r̂ = r + δz +O(ε1/2),

δx =
m

A
(zGυOy − yGυOz), δy =

m

B
(xGυOz − zGυOx), δz =

m

C
(yGυOx − xGυOy).

Èññëåäîâàíèå äâèæåíèÿ òâåðäîãî òåëà ñ âèáðèðóþùåé òî÷êîé ïîäâåñà áóäåì

ïðîâîäèòü â ðàìêàõ ïðèáëèæåííîé ñèñòåìû, îïèñûâàåìîé êàíîíè÷åñêèìè óðàâ�

íåíèÿìè ( 1.1.5), ( 1.1.19) ñ �óíêöèåé �àìèëüòîíà ( 1.1.18), ëèáî óðàâíåíèÿìè

Ýéëåðà�Ïóàññîíà ( 1.1.21).
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1.1.4. Ïåðìàíåíòíûå âðàùåíèÿ

�àññìîòðèì ÷àñòíûå äâèæåíèÿ � ïåðìàíåíòíûå âðàùåíèÿ òåëà, ïðîèñõî�

äÿùèå âîêðóã îñè, �èêñèðîâàííîé â òåëå è â ñèñòåìå êîîðäèíàò OXY Z. Äëÿ

ïåðìàíåíòíûõ âðàùåíèé âåêòîð

−→ω óãëîâîé ñêîðîñòè òåëà è ìîäóëü âåêòîðà

−→
KO

êèíåòè÷åñêîãî ìîìåíòà òåëà (â ðàìêàõ ïðèáëèæåííîé ñèñòåìû) ïîñòîÿííû. Ïî

òåîðåìå îá èçìåíåíèè êèíåòè÷åñêîãî ìîìåíòà èìååì

d
−→
KO

dt
= −→ω ×−→

KO =
−→
OG×m−→g +

−−→
M (ν).

Ìîìåíò ñèëû òÿæåñòè íàïðàâëåí ïî ãîðèçîíòàëè. Â ñèëó óñëîâèÿ

M (ν)
x γ1 +M (ν)

y γ2 +M (ν)
z γ3 = 0

âèáðàöèîííûé ìîìåíò òàêæå ãîðèçîíòàëåí.

Ïðè ñäåëàííûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ âåêòîð

d
−→
KO

dt
ïåðïåíäèêóëÿðåí îñè âðàùå�

íèÿ òåëà è âðàùàåòñÿ âîêðóã íåå ñ óãëîâîé ñêîðîñòüþ

−→ω , îñòàâàÿñü ãîðèçîí�

òàëüíûì. Ñëåäîâàòåëüíî, êàê è äëÿ òåëà ñ íåïîäâèæíîé òî÷êîé ïîäâåñà, îñü

ïåðìàíåíòíîãî âðàùåíèÿ òåëà ìîæåò áûòü íàïðàâëåíà òîëüêî ïî âåðòèêàëè.

Äëÿ îïðåäåëåííîñòè ñ÷èòàåì, ÷òî âåêòîðû

−→ω è

−→n ñîíàïðàâëåíû. Òîãäà èìååì

p

γ1
=

q

γ2
=

r

γ3
= ω = const > 0. (1.1.23)

Ó÷èòûâàÿ ýòî óñëîâèå è ïîñòîÿíñòâî âåëè÷èí p, q, r, ïåðåïèøåì óðàâíåíèÿ

äâèæåíèÿ ( 1.1.21) â âèäå

(C −B)γ2γ3ω
2 = mg(zGγ2 − yGγ3) +M (ν)

x ,

(A− C)γ1γ3ω
2 = mg(xGγ3 − zGγ1) +M (ν)

y , (1.1.24)

(B −A)γ1γ2ω
2 = mg(yGγ1 − xGγ2) +M (ν)

z .

Åñëè òåïåðü óìíîæèòü êàæäîå èç òðåõ óðàâíåíèé ( 1.1.24) ñîîòâåòñòâåííî

íà xG, yG, zG è ñëîæèòü èõ ïî÷ëåííî, òî ïîëó÷èì óðàâíåíèå

2ABCω2
[
(C − B)xGγ2γ3 + (A− C)yGγ1γ3 + (B −A)zGγ1γ2

]
= (1.1.25)
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= a2m2Ω2
[
A(C − B)x2G(xGγ2γ3 − yGγ1γ3 − zGγ1γ2)+

+B(C − A)y2G(xGγ2γ3 − yGγ1γ3 + zGγ1γ2)− C(B − A)z2G(xGγ2γ3+

+yGγ1γ3 − zGγ1γ2) + xGyGzG

[
(C − B)Aγ21 + (A− C)Bγ22 + (B − A)Cγ23

]]
,

îïèñûâàþùåå â ïðîñòðàíñòâå âåëè÷èí γ1, γ2, γ3 ìíîæåñòâî äîïóñòèìûõ îñåé

ïåðìàíåíòíûõ âðàùåíèé. Òàê êàê ïðàâàÿ è ëåâàÿ ÷àñòè â ( 1.1.25) � êâàäðà�

òè÷íûå �îðìû ýòèõ âåëè÷èí, òî óðàâíåíèå ( 1.1.25) ÿâëÿåòñÿ â îáùåì ñëó÷àå

óðàâíåíèåì ýëëèïòè÷åñêîãî êîíóñà [22℄.

ÏðèΩ = 0 (ñëó÷àé îòñóòñòâèÿ âèáðàöèè) ïîëó÷àåì èçâåñòíîå óðàâíåíèå êî�

íóñà Øòàóäå [88℄, îïèñûâàþùåå ìíîæåñòâî îñåé ïåðìàíåíòíûõ âðàùåíèé òâåð�

äîãî òåëà ñ íåïîäâèæíîé òî÷êîé:

(C − B)xGγ2γ3 + (A− C)yGγ1γ3 + (B − A)zGγ1γ2 = 0.

Ïðè ω = 0 óðàâíåíèå ( 1.1.25) îïðåäåëÿåò êîíóñ âåðòèêàëüíûõ îñåé â òåëå ñ

âèáðèðóþùèì ïîäâåñîì â ïîëîæåíèÿõ îòíîñèòåëüíîãî ðàâíîâåñèÿ [40, 69℄. Îáà

êîíóñà (ïðè Ω = 0 è ω = 0) �èêñèðîâàíû â òåëå.

Â îáùåì ñëó÷àå Ω 6= 0 è ω 6= 0 êîíóñ ( 1.1.25) íå �èêñèðîâàí, åãî ïîëîæå�

íèå â òåëå çàâèñèò îò ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó ýòèìè ïàðàìåòðàìè. Îñè ïåðìàíåíò�

íûõ âðàùåíèé ÿâëÿþòñÿ îáðàçóþùèìè êîíóñà ( 1.1.25). Ê ÷èñëó îáðàçóþùèõ

îòíîñèòñÿ ïðÿìàÿ OG, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç öåíòð ìàññ òåëà.

Âåëè÷èíû γ1, γ2, γ3, çàäàþùèå îñü ïåðìàíåíòíîãî âðàùåíèÿ, è ñîîòâåò�

ñòâóþùàÿ óãëîâàÿ ñêîðîñòü ω äîëæíû óäîâëåòâîðÿòü ãåîìåòðè÷åñêîìó ñîîòíî�

øåíèþ γ21 + γ22 + γ23 = 1 è óðàâíåíèÿì èç ( 1.1.24).

Ââåäåì áåçðàçìåðíóþ ÷àñòîòó ïåðìàíåíòíîãî âðàùåíèÿ η :

η = ω/Ω1 (η > 0). (1.1.26)

Â áåçðàçìåðíûõ ïåðåìåííûõ ( 1.1.10),( 1.1.26) ñèñòåìà óðàâíåíèé ( 1.1.24)
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èìååò âèä:

α− β

αβ
γ2γ3η

2 = σ2γ2 − σ1γ3− (1.1.27)

−ξ
[
(σ2γ3 + σ1γ2)(σ2γ2 − σ1γ3)− αγ2(γ3 − σ2γ1)− βγ3(σ1γ1 − γ2)

]
,

β − 1

β
γ1γ3η

2 = γ3 − σ2γ1+

+ξ
[
σ1γ1(σ2γ2 − σ1γ3)− α(γ1 + σ2γ3)(γ3 − σ2γ1) + βγ3σ1(σ1γ1 − γ2)

]
,

1− α

α
γ1γ2η

2 = σ1γ1 − γ2+

+ξ
[
σ2γ1(σ2γ2 − σ1γ3) + αγ2σ2(γ3 − σ2γ1)− β(γ1 + σ1γ2)(σ1γ1 − γ2)

]
,

à óðàâíåíèå êîíóñà ( 1.1.25) � âèä

η2
(
1− α

α
σ2γ1γ2 +

β − 1

β
σ1γ1γ3 +

α− β

αβ
γ2γ3

)
− ξ

(
(1− α)σ2

2(σ2γ1γ2−

−σ1γ1γ3 − γ2γ3) + (1− β)σ2
1(σ2γ1γ2 − σ1γ1γ3 + γ2γ3) + (α− β)(γ2γ3−

−σ2γ1γ2 − σ1γ1γ3) +
[
(1− α)γ23 + (β − 1)γ22 + (α− β)γ21

]
σ1σ2

)
= 0. (1.1.28)

1.1.5. �åîìåòðè÷åñêàÿ èíòåðïðåòàöèÿ. Äîïóñòèìûå äóãè

�àññìîòðèì ìíîæåñòâî äîïóñòèìûõ îñåé ïåðìàíåíòíûõ âðàùåíèé òåëà.

Íàïðàâëÿþùèå êîñèíóñû γ1, γ2, γ3 ýòèõ îñåé â ñîîòíîøåíèÿõ ( 1.1.24) èëè

( 1.1.27), ïðè çàäàííîì ðàñïðåäåëåíèè ìàññ â òåëå, äîëæíû áûòü âûáðàíû òàê,

÷òîáû îáåñïå÷èòü íåîòðèöàòåëüíîñòü âåëè÷èíû η2.

Çàìåòèì, ÷òî îäíîâðåìåííàÿ çàìåíà çíàêîâ γ1, γ2 è γ3, íå îáÿçàòåëüíî ìå�

íÿåò çíàêè ïðàâûõ ÷àñòåé óðàâíåíèé ( 1.1.27), â îòëè÷èå îò ñëó÷àÿ òåëà ñ íåïî�

äâèæíîé òî÷êîé. È, ñëåäîâàòåëüíî, ëþáàÿ èç äâóõ ïîëóîáðàçóþùèõ êàæäîé îá�

ðàçóþùåé ìîæåò áûòü íàïðàâëåíà âåðòèêàëüíî ââåðõ. È íàîáîðîò, âîçìîæíû

ñëó÷àè, êîãäà íè îäíà èç ïîëóîáðàçóþùèõ êîíóñà íå áóäåò îñüþ ïåðìàíåíòíîãî

âðàùåíèÿ. Ýòî îòëè÷àåò äàííóþ çàäà÷ó îò ñëó÷àÿ òåëà ñ íåïîäâèæíîé òî÷êîé,

äëÿ êîòîðîãî èç äâóõ ïîëóîáðàçóùèõ êîíóñà Øòàóäå îäíà âñåãäà ñëóæèò îñüþ
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ïåðìàíåíòíîãî âðàùåíèÿ (äëÿ òåëà ñ öåíòðîì ìàññ íà ãëàâíîé îñè îáå ïîëóîñè

ýòîé îñè ìîãóò áûòü íàïðàâëåíû âåðòèêàëüíî ââåðõ).

Äëÿ èññëåäîâàíèÿ ìíîæåñòâà äîïóñòèìûõ îñåé ïåðìàíåíòíûõ âðàùåíèé

ñòðîèòñÿ ñ�åðà åäèíè÷íîãî ðàäèóñà ñ öåíòðîì â òî÷êå O. �àññìàòðèâàþòñÿ

ìíîæåñòâà òî÷åê ïåðåñå÷åíèÿ äîïóñòèìûõ îñåé ïåðìàíåíòíûõ âðàùåíèé òåëà ñ

ýòîé ñ�åðîé, îáðàçóþùèå íà ñ�åðå äóãè, êîòîðûå òàêæå íàçûâàþòñÿ äîïóñòè�

ìûìè.

Â äèññåðòàöèè ðàññìàòðèâàþòñÿ äâà ÷àñòíûõ ñëó÷àÿ ãåîìåòðèè ìàññ òåëà,

êîãäà öåíòð ìàññ ëåæèò íà ãëàâíîé îñè èíåðöèè òåëà è êîãäà òåëî äèíàìè÷åñêè

ñèììåòðè÷íî. Â ýòèõ ñëó÷àÿõ êîíóñ ( 1.1.28) ðàñïàäàåòñÿ íà äâå ïëîñêîñòè (êàê

è â ñëó÷àå òåëà ñ íåïîäâèæíîé òî÷êîé ïîäâåñà) èëè, ïðè íåêîòîðûõ çíà÷åíèÿõ

ïàðàìåòðîâ, èñ÷åçàåò.

1. Äîïóñòèìûå äóãè â ñëó÷àå ðàñïîëîæåíèÿ öåíòðà ìàññ òåëà íà

îäíîé èç ãëàâíûõ îñåé èíåðöèè

�àññìîòðèì ÷àñòíûé ñëó÷àé, ïðè êîòîðîì öåíòð ìàññ ëåæèò íà îäíîé èç

ãëàâíûõ îñåé èíåðöèè, íàïðèìåð, íà îñè Ox, òîãäà σ1 = σ2 = 0. Óðàâíåíèå

êîíóñà ( 1.1.28) ïðèíèìàåò ñëåäóþùèé âèä

β − α

αβ
γ2γ3(ξαβ − η2) = 0. (1.1.29)

Óðàâíåíèÿ ( 1.1.27) ñâîäÿòñÿ ê ñèñòåìå:

α− β

αβ
γ2γ3η

2 = ξγ2γ3(α− β), (1.1.30)

β − 1

β
γ1γ3η

2 = γ3(1− ξαγ1),

α− 1

α
γ1γ2η

2 = γ2(1− ξβγ1).

Ïðè α = β èìååì ñëó÷àé Ëàãðàíæà, äàëåå åãî ðàññìàòðèâàòü íå áóäåì.

�àññìîòðèì äðóãèå âàðèàíòû âûïîëíåíèÿ óðàâíåíèé ( 1.1.29) è ( 1.1.30).
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1. Åñëè îñüþ âðàùåíèÿ ÿâëÿåòñÿ îñü Ox, ñîäåðæàùàÿ öåíòð ìàññ (ñëó÷àé

γ2 = γ3 = 0), òî óðàâíåíèÿ ( 1.1.30) óäîâëåòâîðÿþòñÿ òîæäåñòâåííî. Óãëîâàÿ

ñêîðîñòü η ïåðìàíåíòíîãî âðàùåíèÿ ìîæåò áûòü ïðîèçâîëüíîé, êàê è â ñëó÷àå

òåëà ñ íåïîäâèæíîé òî÷êîé.

2. Åñëè îñü âðàùåíèÿ ëåæèò â îäíîé èç ãëàâíûõ ïëîñêîñòåé èíåðöèè, íà�

ïðèìåð, â ïëîñêîñòè Oxz, íî íå ñîâïàäàåò ñ îñüþ Ox. Òîãäà γ2 = 0, γ3 6= 0. Ïðè

ýòîì ïåðâîå è òðåòüå óðàâíåíèÿ èç ( 1.1.30) âûïîëíÿþòñÿ òîæäåñòâåííî, à èç

âòîðîãî ïîëó÷èì ñîîòíîøåíèå

β − 1

β
η2γ1 = 1− ξαγ1. (1.1.31)

Íåñëîæíûé àíàëèç ñîîòíîøåíèÿ ( 1.1.31) ïîêàçûâàåò, ÷òî äëÿ çíà÷åíèé ξ

èç èíòåðâàëà 0 6 ξ < 1/α (âêëþ÷àþùåãî ñëó÷àé îòñóòñâèÿ âèáðàöèé ξ = 0)

ïðè β > 1 (A > C) äîïóñòèìûå äóãè îïðåäåëÿþòñÿ óñëîâèåì γ1 > 0, îçíà�

÷àþùèì, ÷òî ïðè âðàùåíèè öåíòð ìàññ òåëà íàõîäèòñÿ âûøå òî÷êè ïîäâåñà.

Åñëè æå β < 1 (A < C), òî èìååì γ1 < 0, è öåíòð ìàññ íàõîäèòñÿ íèæå òî÷êè

ïîäâåñà. Äîïóñòèìûå äóãè â ïëîñêîñòè Oxz ñîñòàâëÿþò â ýòèõ äâóõ ñëó÷àÿõ ïî�

ëóîêðóæíîñòè, ïîêàçàííûå òîíêèìè ñïëîøíûìè ëèíèÿìè íà ðèñ. 1 a è b (äóãè

I) ñîîòâåòñòâåííî.

PSfrag replaements
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x
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O

(a)

PSfrag replaements

z

x

I
O

(b)

�èñ. 1. Äîïóñòèìûå äóãè â ñëó÷àå ξ < 1/α ïðè β > 1 è β < 1
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Ïðè óâåëè÷åíèè ïàðàìåòðà ξ (ξ > 1/α) îáëàñòè äîïóñòèìûõ äóã ìåíÿþòñÿ:

â ñëó÷àå β > 1 äîïóñòèìûå äóãè îïðåäåëÿþòñÿ óñëîâèåì 0 < γ1 < 1/(ξα), à â

ñëó÷àå β < 1 � óñëîâèåì 0 < γ1 < 1, à òàêæå 1/(ξα) < γ1 < 1. Äîïóñòèìûå

äóãè â ïåðâîì ñëó÷àå ïîêàçàíû òîíêèìè ñïëîøíûìè ëèíèÿìè íà ðèñ. 2 a (äóãè

I, II), âî âòîðîì ñëó÷àå � íà ðèñ. 2 b (äóãè I, II).

PSfrag replaements

z

x

I

II

O

(a)

PSfrag replaements

z

x

I
II

O

(b)

�èñ. 2. Äîïóñòèìûå äóãè â ñëó÷àå ξ > 1/α ïðè β > 1 è β < 1

3. Äëÿ îñåé, ëåæàùèõ â ãëàâíîé ïëîñêîñòè Oxy, íî íå ñîâïàäàþùèõ ñ îñüþ

Ox (γ2 6= 0, γ3 = 0), èìååì

α− 1

α
η2γ1 = 1− ξβγ1.

Ýòîò ñëó÷àé �îðìàëüíî ñâîäèòñÿ ê ïðåäûäóùåìó çàìåíàìè β → α è

ϕ0 → θ0.

4. Óðàâíåíèå ( 1.1.29) óäîâëåòâîðÿåòñÿ ïðè âñåõ çíà÷åíèÿõ γj, åñëè âûïîë�

íåíî óñëîâèå η2 = ξαβ. Ïðè ýòîì ïåðâîå óðàâíåíèå èç ( 1.1.30) âûïîëíÿåòñÿ

òîæäåñòâåííî, à âòîðîå è òðåòüå ïðèâîäÿòñÿ ê âèäó

γ1γ3(ξαβγ1 − 1) = 0,

γ2(ξαβγ1 − 1) = 0.
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Îáà ýòèõ óñëîâèÿ âûïîëíÿþòñÿ ïðè

γ1 = γ∗1 =
1

ξαβ
< 1. (1.1.32)

Äîïóñòèìîé äóãîé ÿâëÿåòñÿ îêðóæíîñòü ðàäèóñà

√
1− 1

ξ2α2β2
, ðàñïîëî�

æåííàÿ â ïëîñêîñòè γ2 (γ2 6= 0), γ3 (γ3 6= 0) ñ öåíòðîì íà îñè Oγ1 â òî÷êå ñ

êîîðäèíàòîé γ1 = γ∗1 (γ∗1 > 0).

2. Äîïóñòèìûå äóãè â ñëó÷àå äèíàìè÷åñêè ñèììåòðè÷íîãî òåëà

�àññìîòðèì ñëó÷àé äèíàìè÷åñêè ñèììåòðè÷íîãî òåëà. Ïóñòü, íàïðèìåð,

A = B (ò.å. α = 1). Èç îãðàíè÷åíèé íà èíåðöèîííûå ïàðàìåòðû ( 1.1.11) ïî�

ëó÷àåì, ÷òî ïàðàìåòð β èçìåíÿåòñÿ â äèàïàçîíå β > 1/2. Èñêëþ÷èì èç ýòîãî

äèàïàçîíà òî÷êó β = 1, îòâå÷àþùóþ ÷àñòíîìó ñëó÷àþ ñ�åðè÷åñêîé ñèììåòðèè.

Öåíòð ìàññ òåëà ðàñïîëîæåí ïðîèçâîëüíî. Îñè Ox è Oy ïîäâèæíîé ñèñòåìû êî�

îðäèíàò Oxyz âûáåðåì äëÿ âûïîëíåíèÿ ïðåäïîëîæåíèÿ, ÷òî öåíòð ìàññ ëåæèò

â ïëîñêîñòè Oxz. Òîãäà σ1 = 0, σ2 > 0.

Óðàâíåíèå ( 1.1.25) â áåçðàçìåðíûõ êîîðäèíàòàõ ñâîäèòñÿ ê âèäó:

γ2
β

[
η2γ3 − βξ(γ3 − σ2γ1)

]
= 0,

è, òàêèì îáðàçîì, îïèñûâàåò ñîâîêóïíîñòü äâóõ ïëîñêîñòåé â ïðîñòðàíñòâå âå�

ëè÷èí γ1, γ2, γ3, â êîòîðûõ ìîãóò ðàñïîëàãàòüñÿ äîïóñòèìûå îñè ïåðìàíåíòíûõ

âðàùåíèé òåëà.

1. Ïðè γ2 = 0 îñè âðàùåíèÿ ëåæàò â ïëîñêîñòè Oxz, ñîäåðæàùåé öåíòð

ìàññ. Ïåðâîå è òðåòüå èç óðàâíåíèé ( 1.1.27) óäîâëåòâîðÿþòñÿ òîæäåñòâåííî, à

èç ïåðâîãî óðàâíåíèÿ ïîëó÷àåì

β − 1

β
η2γ1γ3 = [σ2γ1 − γ3][ξ(σ2γ3 + γ1)− 1].

Ïðè �èêñèðîâàííîì çíà÷åíèè ïàðàìåòðà β çíàê âåëè÷èíû η2 ìåíÿåòñÿ ïðè

ïåðåõîäå ÷åðåç ïðÿìûå γ1 = 0, γ3 = 0, γ1+σ2γ3 = 1/ξ è γ3 = σ2γ1, ðàçáèâàþùèå
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ïëîñêîñòü Oγ1γ3 íà ðÿä îáëàñòåé (ðèñ. 3). Â ñëó÷àå 1/2 6 β < 1 îáëàñòè, ãäå

âåëè÷èíà η2 ïðèíèìàåò îòðèöàòåëüíûå çíà÷åíèÿ, çàêðàøåíû; îáëàñòè, ãäå η2 >

0, îñòàâëåíû íåçàêðàøåííûìè. Â ñëó÷àå β > 1 çàêðàøåííûå è íåçàêðàøåííûå

îáëàñòè ìåíÿþòñÿ ìåñòàìè.

0

PSfrag replaements

γ1

γ3

1

ξσ2

1

ξ

γ 3
=
σ 2
γ 1

γ
1 +

σ
2 γ

3 =
1

ξ

�èñ. 3. Îáëàñòè âîçìîæíîãî ñóùåñòâîâàíèÿ äîïóñòèìûõ äóã â ñëó÷àå 1/2 6 β < 1 è γ2 = 0

Òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìûõ ξ(σ2γ3 + γ1) = 1, σ2γ1 = γ3 ñ îñÿìè êîîðäèíàò

è òî÷êè èõ âçàèìíîãî ïåðåñå÷åíèÿ òàêîâû:

K (κ, σ2κ) , L

(
1

ξ
, 0

)
, M

(
0,

1

ξσ2

)
; ζ =

1

σ2
2 + 1

, κ =
ζ

ξ
.

Âåëè÷èíû γ1 è γ3 äîëæíû óäîâëåòâîðÿòü óðàâíåíèþ îêðóæíîñòè γ21+γ
2
3 =

1. Â çàâèñèìîñòè îò çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ ξ è σ2, âîçìîæíû ïÿòü âàðèàíòîâ

ðàñïîëîæåíèÿ òî÷åê K, M è L íà ðèñ. 3 îòíîñèòåëüíî ýòîé îêðóæíîñòè: íè îäíà

òî÷êà íå ïîïàäàåò âíóòðü íåå, ïîïàäàåò òî÷êà K, èëè òî÷êè K, L, èëè òî÷êè

K, M, èëè âñå òðè òî÷êè. Äóãè îêðóæíîñòè, ïîïàäàþùèå â íåçàêðàøåííûå

îáëàñòè, ÿâëÿþòñÿ äîïóñòèìûìè äóãàìè â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå.

Äîïóñòèìûå äóãè äëÿ ñëó÷àÿ 1/2 6 β < 1 è ïÿòè ïåðå÷èñëåííûõ âàðè�

àíòîâ îïèñàíû â òàáëèöå 1.1. Â ïåðâîì ñòîëáöå òàáëèöû ïðèâåäåíû èíòåðâàëû

èçìåíåíèÿ áåçðàçìåðíîé ÷àñòîòû âèáðàöèè òî÷êè ïîäâåñà ξ, à âî âòîðîì �

äèàïàçîíû èçìåíåíèÿ âåëè÷èí γ1 è γ3 íà äîïóñòèìûõ äóãàõ, â çàâèñèìîñòè îò
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ïàðàìåòðà σ2, â òðåòüåì � ññûëêè íà ðèñóíîê, ãäå ñîîòâåòñòâóþùèå äóãè èçîá�

ðàæåíû â ïëîñêîñòè Oxz.

Òàáëèöà 1.1. Äîïóñòèìûå äóãè

Èíòåðâàë ξ Äîï. äóãè �èñóíîê

ξ < max (κ, σ2κ)

I : 0 < γ1 < γ3/σ2, γ3 > 0

II : γ1 < 0, γ3 > 0

III : γ3/σ2 < γ1 < 0, γ3 < 0

ðèñ. 4 a

max (κ, σ2κ) < ξ < min

(
1

σ2
, 1

)
I : 0 < γ1 < γ∗, γ3 > 0

II : γ∗∗ < γ1 < γ3/σ2, γ3 > 0

III : γ1 < 0, γ3 > 0

IV : γ3/σ2 < γ1 < 0, γ3 < 0

ðèñ. 4 b

1 < ξ <
1

σ2
(σ2 < 1)

I : γ∗∗ < γ1 < γ3/σ2, γ3 > 0

II : γ1 < 0, γ3 > 0

III : γ3/σ2 < γ1 < 0, γ3 < 0

IV : γ∗ < γ1 < 1, γ3 < 0

ðèñ. 4 c

1

σ2
< ξ < 1 (σ2 > 1)

I : 0 < γ1 < γ∗, γ3 > 0

II : 0 < γ1 < γ3/σ2, γ3 > 0

III : −1 < γ1 < γ∗∗, γ3 > 0

IV : γ3/σ2 < γ1 < 0, γ3 < 0

ðèñ. 4 d

ξ > max

(
1

σ2
, 1

)
I : 0 < γ1 < γ3/σ2, γ3 > 0

II : −1 < γ1 < γ∗∗, γ3 > 0

III : γ3/σ2 < γ1 < 0, γ3 < 0

IV : γ∗ < γ1 < 1, γ3 < 0

ðèñ. 4 e

Çäåñü ââåäåíû ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ:

γ∗,∗∗ = 1± κσ2

√
(σ2

2 + 1)ξ2 − 1,

ïðè÷åì çíàêè + è − ñîîòâåòñòâóþò γ∗ è γ∗∗.
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�èñ. 4. Äîïóñòèìûå äóãè äëÿ ðàçíûõ çíà÷åíèé σ2 è ξ ïðè 1/2 6 β < 1

Äëÿ ðàññìàòðèâàåìîãî íà ðèñ. 4 ñëó÷àÿ 1/2 6 β < 1 äîïóñòèìûå äóãè

ïîêàçàíû ñïëîøíûìè ëèíèÿìè, îñòàëüíûå ÷àñòè îêðóæíîñòè � ïóíêòèðíûìè



31

ëèíèÿìè. Â ñëó÷àå β > 1 äîïóñòèìûå äóãè � ýòî ïóíêòèðíûå äóãè íà åäèíè÷íîé

îêðóæíîñòè íà ðèñ. 4.

Àíàëèçèðóÿ ðåçóëüòàò, çàêëþ÷àåì, ÷òî äëÿ äîñòàòî÷íî íåáîëüøèõ çíà÷å�

íèé ÷àñòîòû âèáðàöèè (ξ < max (κ, σκ)) äîïóñòèìûå äóãè, îáîçíà÷åííûå íà

ðèñ. 4 a öè�ðàìè I, II, III, ñîâïàäàþò ñ äóãàìè â ñëó÷àå íåïîäâèæíîé (ξ = 0)

òî÷êè ïîäâåñà òåëà. Ïðè óâåëè÷åíèè ξ îò îäíîãî èç êîíöîâ äóãè I îòäåëÿåòñÿ äó�

ãà IV, êîòîðàÿ ëèáî îñòàåòñÿ â ïåðâîì êâàäðàíòå, ëèáî ïåðåõîäèò â ÷åòâåðòûé

êâàäðàíò êîîðäèíàòíîé ïëîñêîñòè. Äîïóñòèìàÿ äóãà II âî âòîðîì êâàäðàíòå

ìîæåò ñîñòàâëÿòü ÷åòâåðòü îêðóæíîñòè (ðèñ. 4 a�c), ñ ðîñòîì ξ óìåíüøàåòñÿ

(ðèñ. 4 d, e). Äîïóñòèìûå äóãè III â òðåòüåì êâàäðàíòå ïëîñêîñòè Oxz íå çàâè�

ñÿò îò ÷àñòîòû âèáðàöèè òî÷êè ïîäâåñà.

2. Ïóñòü òåïåðü âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå

η2γ3 − βξ(γ3 − σ2γ1) = 0. (1.1.33)

Âûðàçèâ èç òðåòüåãî óðàâíåíèÿ èç ( 1.1.27) γ1, èìååì

γ1 =
1− ξσ2γ3

ξβ
.

Òîãäà ïåðâîå è âòîðîå èç óðàâíåíèé ( 1.1.27) ïðèíèìàþò âèä

η2γ3 = ξ(β + σ2
2)γ3 − σ2, (1.1.34)

γ3η
2[ξσ2γ3 − 1] = 0.

Åñëè γ3 = 0, òî ïåðâîå óðàâíåíèå ( 1.1.34) ìîæåò áûòü óäîâëåòâîðåíî òîëü�

êî ïðè óñëîâèè áåñêîíå÷íî áîëüøîé óãëîâîé ñêîðîñòè ïåðìàíåíòíîãî âðàùåíèÿ

èëè áåñêîíå÷íî áîëüøîé ÷àñòîòå âèáðàöèè òî÷êè ïîäâåñà. Òàêèì îáðàçîì, îñè

ïåðìàíåíòíûõ âðàùåíèé òåëà íå ìîãóò íàõîäèòüñÿ â ýêâàòîðèàëüíîé ïëîñêî�

ñòè èíåðöèè. Ýòîò æå ðåçóëüòàò ñïðàâåäëèâ è äëÿ ñëó÷àÿ òåëà ñ íåïîäâèæíîé

òî÷êîé.
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Ïðè γ3 6= 0 ñèñòåìà óðàâíåíèé ( 1.1.34), ñ ó÷åòîì ãåîìåòðè÷åñêîãî ñîîòíî�

øåíèÿ, èìååò äâà ðåøåíèÿ âèäà

γ1 = 0, γ2 = ±
√

1− 1

ξ2σ2
2

, γ3 =
1

ξσ2
(ξσ2 > 1). (1.1.35)

Ñîîòâåòñòâóþùèå èì îñè ïåðìàíåíòíûõ âðàùåíèé ëåæàò â ãëàâíîé ïëîñêîñòè

Oyz, ñì. ðèñ. 5. Ïåðìàíåíòíûå âðàùåíèÿ âîêðóã ýòèõ îñåé îòâå÷àþò �èçè÷åñêè

îäíîìó è òîìó æå äâèæåíèþ òåëà. Îòìåòèì, ÷òî äëÿ òåëà ñ íåïîäâèæíîé òî÷êîé

ðåøåíèÿ ( 1.1.35) íå ñóùåñòâóþò, îíè îáóñëîâëåíû âèáðàöèÿìè òî÷êè ïîäâåñà

òåëà.

PSfrag replaements

y

z

III

O

�èñ. 5. Äîïóñòèìûå îñè ïðè η2γ3 − βξ(γ3 − σ2γ1) = 0.

Ïîäñòàíîâêà ðåøåíèÿ ( 1.1.35) â óñëîâèå ( 1.1.33) äàåò ñîîòíîøåíèå, ñâÿçû�

âàþùåå ïàðàìåòðû çàäà÷è (÷àñòîòó âèáðàöèé òî÷êè ïîäâåñà è óãëîâóþ ñêîðîñòü

ïåðìàíåíòíîãî âðàùåíèÿ):

ξ = η2/β. (1.1.36)
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�ëàâà 2. Ïåðìàíåíòíûå âðàùåíèÿ âîêðóã ãëàâíîé îñè,

ñîäåðæàùåé öåíòð ìàññ

�àññìîòðèì ñëó÷àé ïåðìàíåíòíûõ âðàùåíèé âîêðóã ãëàâíîé îñè, ñîäåðæà�

ùåé öåíòð ìàññ òåëà. Êàê íàéäåíî â ðàçäåëå 1.1.5, óãëîâàÿ ñêîðîñòü âðàùåíèÿ

ìîæåò áûòü ïðîèçâîëüíîé.

Ñèñòåìà ( 1.1.18) èìååò ÷àñòíûå ðåøåíèÿ � ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ

θ0 =
π

2
, ϕ = ϕ0 (cosϕ0 = 0), pθ0 = 0, pϕ0

= 0, pψ = Aω = const, (1.2.1)

îòâå÷àþùèå ïåðìàíåíòíûì âðàùåíèÿì òåëà âîêðóã âåðòèêàëüíî ðàñïîëîæåí�

íîé îñè Ox, ñîäåðæàùåé öåíòð ìàññ òåëà, ñ ïîñòîÿííîé óãëîâîé ñêîðîñòüþ ω.

Ïðè ýòîì òî÷êà G ìîæåò ðàñïîëàãàòüñÿ âûøå (ñëó÷àé ϕ0 = π/2) èëè íèæå

(ñëó÷àé ϕ0 = 3π/2) òî÷êè ïîäâåñà.

Áóäåì èññëåäîâàòü óñòîé÷èâîñòü ðåøåíèé ( 1.2.1) (ïî îòíîøåíèþ ê êîîðäè�

íàòàì θ, ϕ è îòâå÷àþùèì èì èìïóëüñàì), îñòàâàÿñü â ðàìêàõ ðàññìàòðèâàåìîé

ïðèáëèæåííîé ñèñòåìû.

Çàìåòèì, ÷òî ïîñòîÿííûé áåçðàçìåðíûé èìïóëüñ, îòâå÷àþùèé êîîðäèíàòå

ψ áóäåò ðàâåí óãëîâîé ñêîðîñòè ïåðìàíåíòíîãî âðàùåíèÿ η.

1.2.1. Ëèíåéíûé àíàëèç óñòîé÷èâîñòè

Äëÿ èññëåäîâàíèÿ óñòîé÷èâîñòè îïèñàííûõ ÷àñòíûõ ðåøåíèé ââåäåì â ãà�

ìèëüòîíèàíå ( 1.1.18) âîçìóùåíèÿ ïî �îðìóëàì

θ = θ0 + x1, ϕ = ϕ0 + x2, p2 = y1, p3 = y2

è ïðåäñòàâèì åãî â âèäå (àääèòèâíûå ïîñòîÿííûå îòáðîøåíû)

H = H2 +H3 +H4 + . . . . (1.2.2)
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Çäåñü Hk (k = 2, 3, 4) � �îðìû ñòåïåíè k îòíîñèòåëüíî âîçìóùåíèé, èìåþùèå

âèä:

H2 =
η2 − s+ αξ

2
x21 +

(α− 1)η2 − s+ βξ

2
x22 +

α

2
y21 +

β

2
y22 + ηx1y2 + (α− 1)ηx2y1,

H3 = 0, H4 =
8η2 − 4αξ + s

24
x41 −

4(α− 1)η2 + 4βξ − s

24
x42+ (1.2.3)

+
2(α− 1)η2 − 2βξ + s

4
x21x

2
2 +

1

2
x21y

2
2 −

α− 1

2
x22y

2
1 +

5η

6
x31y2−

− 2(α− 1)η

3
x32y1 +

(α− 1)η

2
x21x2y1 + (α− 1)ηx1x

2
2y2 + (α− 1)x1x2y1y2,

ãäå s = sign (sinϕ0), à ìíîãîòî÷èå îçíà÷àåò ñîâîêóïíîñòü ñëàãàåìûõ íå ìåíåå

ïÿòîé ñòåïåíè îòíîñèòåëüíî âîçìóùåíèé.

Äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ óñòîé÷èâîñòè èññëåäóåìûõ ðåøåíèé íàéäåì êàê óñëî�

âèÿ ïîëîæèòåëüíîé îïðåäåëåííîñòè êâàäðàòè÷íîé �îðìû H2 èç ( 1.2.3). Ýòè

óñëîâèÿ ñâîäÿòñÿ ê ñèñòåìå íåðàâåíñòâ

η2(α− 1)− sα + ξαβ > 0, η2(β − 1)− sβ + ξαβ > 0. (1.2.4)

Åñëè �îðìà H2 çíàêîïåðåìåííà, òî áóäåì èññëåäîâàòü õàðàêòåðèñòè÷åñêîå

óðàâíåíèå ñîîòâåòñòâóþùåé åé ëèíåéíîé ñèñòåìû, èìåþùåå âèä

λ4 + aλ2 + b = 0, (1.2.5)

a = (2− α− β + αβ)η2 − s(α+ β) + ξ(α2 + β2),

b = [η2(α− 1)− sα + ξαβ][η2(β − 1)− sβ + ξαβ].

Ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé

a > 0, b > 0, d = a2 − 4b > 0 (1.2.6)

êîðíè ±iκj (j = 1, 2) óðàâíåíèÿ ( 1.2.5) ÷èñòî ìíèìûå, è èññëåäóåìûå ðåøåíèÿ

óñòîé÷èâû â ëèíåéíîì ïðèáëèæåíèè. Íåðàâåíñòâà ( 1.2.6) ÿâëÿþòñÿ íåîáõîäè�

ìûìè óñëîâèÿìè óñòîé÷èâîñòè ðåøåíèé ( 1.2.1).
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Åñëè õîòÿ áû îäíî èç íåðàâåíñòâ ( 1.2.6) âûïîëíÿåòñÿ ñ ïðîòèâîïîëîæíûì

çíàêîì, òî èìååò ìåñòî íåóñòîé÷èâîñòü, òàê êàê â ýòîì ñëó÷àå ó õàðàêòåðèñòè�

÷åñêîãî óðàâíåíèÿ áóäóò êîðíè ñ ïîëîæèòåëüíîé âåùåñòâåííîé ÷àñòüþ.

Èçëîæèì ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå ïðè èññëåäîâàíèè óñëîâèé óñòîé÷èâîñòè

( 1.2.4), ( 1.2.6).

1. Ñëó÷àé s = −1 (öåíòð ìàññ òåëà íèæå òî÷êè ïîäâåñà). Äîïóñòèìóþ

÷àñòü ïëîñêîñòè ïàðàìåòðîâ α, β ðàçîáüåì íà 6 îáëàñòåé ïðÿìûìè α = β, α = 1,

β = 1. Ýòè îáëàñòè ðàñïîëîæåíû ñèììåòðè÷íî îòíîñèòåëüíî ïðÿìîé α = β; îíè

îáîçíà÷åíû öè�ðàìè 1�3 è 1′�3′ (ðèñ. 6).

PSfrag replaements

α

β

0 1

1
1

2

3

1′
2′

3′

�èñ. 6. �àçáèåíèå äîïóñòèìîé îáëàñòè ïàðàìåòðîâ α, β ïðè s = −1

Â îáëàñòÿõ 1, 2 äîñòàòî÷íûå (è îäíîâðåìåííî íåîáõîäèìûå) óñëîâèÿ óñòîé�

÷èâîñòè âûïîëíÿþòñÿ, åñëè óãëîâàÿ ñêîðîñòü η ïåðìàíåíòíîãî âðàùåíèÿ óäî�

âëåòâîðÿåò óñëîâèþ η < η∗(ξ), à â îáëàñòè 3 � ïðè ëþáûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà

η (η > 0). Â îáëàñòè 1 ìîãóò âûïîëíÿòüñÿ òàêæå òîëüêî íåîáõîäèìûå (íå ÿâ�

ëÿþùèåñÿ äîñòàòî÷íûìè) óñëîâèÿ óñòîé÷èâîñòè, îïðåäåëÿåìûå íåðàâåíñòâîì

η > η∗∗(ξ). Âåëè÷èíû η∗(ξ), η∗∗(ξ) çàäàþòñÿ ñîîòíîøåíèÿìè

η2∗(ξ) =
α(ξβ + 1)

1− α
, η2∗∗(ξ) =

β(ξα+ 1)

1− β
.
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Â óêàçàííûõ óñëîâèÿõ óñòîé÷èâîñòè ïàðàìåòð ξ â ïðàâûõ ÷àñòÿõ ìîæåò

ïðèíèìàòü ëþáûå ïîëîæèòåëüíûå çíà÷åíèÿ (÷àñòîòà âèáðàöèè òî÷êè ïîäâåñà

òåëà ïðîèçâîëüíà). �ðàíèöà èçìåíåíèÿ ïàðàìåòðà η (óãëîâîé ñêîðîñòè ïåðìà�

íåíòíîãî âðàùåíèÿ) çàâèñèò îò âûáðàííîãî çíà÷åíèÿ ξ.

Â îáëàñòÿõ 1′�3′ óñëîâèÿ óñòîé÷èâîñòè ïîëó÷àþòñÿ èç ñîîòâåòñòâóþùèõ

óñëîâèé äëÿ îáëàñòåé 1�3 çàìåíîé α↔ β.

Èç ïðèâåäåííûõ ðåçóëüòàòîâ ñëåäóåò, ÷òî íàëè÷èå âèáðàöèé (ïî ñðàâíåíèþ

ñî ñëó÷àåì íåïîäâèæíîé òî÷êè ïîäâåñà) ðàñøèðÿåò äèàïàçîí óãëîâûõ ñêîðîñòåé

ïåðìàíåíòíûõ âðàùåíèé òåëà, äëÿ êîòîðûõ âûïîëíåíû äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ

óñòîé÷èâîñòè. Â òî æå âðåìÿ ñäâèãàåòñÿ, â ñòîðîíó óâåëè÷åíèÿ, íèæíÿÿ ãðàíèöà

óãëîâûõ ñêîðîñòåé, îáåñïå÷èâàþùèõ âûïîëíåíèå òîëüêî íåîáõîäèìûõ óñëîâèé

óñòîé÷èâîñòè.

Çàìåòèì, ÷òî ðàçáèåíèå ïëîñêîñòè ïàðàìåòðîâ α, β íà îáëàñòè çäåñü (êàê

è â ñëó÷àå s = 1, ðàññìàòðèâàåìîì â ñëåäóþùåì ðàçäåëå) íå çàâèñèò îò ïàðà�

ìåòðîâ ξ è η è ñîâïàäàåò ñ ñîîòâåòñòâóþùèì ðàçáèåíèåì ïðè ðåøåíèè çàäà÷è

äëÿ òåëà ñ íåïîäâèæíîé òî÷êîé ïîäâåñà [29, 66℄.

2. Ñëó÷àé s = 1 (öåíòð ìàññ òåëà âûøå òî÷êè ïîäâåñà). Âûäåëèì â äî�

ïóñòèìîé ÷àñòè ïëîñêîñòè ïàðàìåòðîâ α, β îáëàñòè 1�5 è ñèììåòðè÷íûå èì

îòíîñèòåëüíî ïðÿìîé α = β îáëàñòè 1′�5′ (ðèñ. 7). Ýòè îáëàñòè ðàçäåëåíû, ïî�

ìèìî ïðÿìîé α = β, òàêæå ïðÿìûìè α = 1, β = 1 è äâóìÿ ñèììåòðè÷íûìè

êðèâûìè DB è D′B. Êðèâàÿ DB çàäàåòñÿ óðàâíåíèåì

α =
β(2β − 3)

(β − 1)2

è ïåðåñåêàåò ãðàíèöû îáëàñòåé â òî÷êàõ D((9−
√
17)/8; (

√
17− 1)/2), B(2; 2) è

H(1; (
√
5 + 1)/2).

Â òàáë. 1.2 ïðèâåäåíû óñëîâèÿ óñòîé÷èâîñòè ðåøåíèé ( 1.2.1) â îáëàñòÿõ

1�5. Ýòè óñëîâèÿ ïðåäñòàâëÿþòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì. Äëÿ êàæäîé èç îáëà�

ñòåé ïîëóîñü ïîëîæèòåëüíûõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðà ξ ðàçáèòà íà íåñêîëüêî èí�
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PSfrag replaements
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1
1

2
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1′
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4′
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D

B

D′

�èñ. 7. �àçáèåíèå äîïóñòèìîé îáëàñòè ïàðàìåòðîâ α, β ïðè s = 1

òåðâàëîâ (âòîðîé ñòîëáåö òàáë. 1.2), ãðàíèöû êîòîðûõ çàâèñÿò îò èññëåäóåìîé

òî÷êè (α, β) îáëàñòè. Âûáèðàåòñÿ èíòåðâàë ñ òðåáóåìûì çíà÷åíèåì ξ (îòâå�

÷àþùèì òðåáóåìîé ÷àñòîòå âèáðàöèè òî÷êè ïîäâåñà). Â ñîîòâåòñòâóþùåé åìó

ñòðîêå òàáë. 1.2 âûïèñàíû äîñòàòî÷íûå (è îäíîâðåìåííî íåîáõîäèìûå) è òîëü�

êî íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ óñòîé÷èâîñòè â âèäå îãðàíè÷åíèé íà (áåçðàçìåðíóþ)

óãëîâóþ ñêîðîñòü η ïåðìàíåíòíûõ âðàùåíèé òåëà ñ ãðàíèöàìè � �óíêöèÿìè

âûáðàííûõ çíà÷åíèé α, β, ξ.

Òàáëèöà 1.2. Äîñòàòî÷íûå è íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ óñòîé÷èâîñòè â ñëó÷àå s = 1

Îáë. Çíà÷åíèÿ ξ Äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ Òîëüêî íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ

ξ 6 ξ1 � η > η4

ξ1 < ξ < ξ3 � η1 < η < η3, η > η4

1 ξ3 < ξ < 1/α � η > η1

1/α < ξ < 1/(αβ) η < η2 η > η1

ξ > 1/(αβ) η < η1 η > η2

ξ 6 ξ1 � η4 < η < η2

ξ1 < ξ < ξ3 � η1 < η < η3, η4 < η < η2
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2 ξ3 < ξ < 1/(αβ) � η1 < η < η2

1/(αβ) < ξ < 1/α η2 < η < η1 �

ξ > 1/α η < η1 �

ξ < 1/(αβ) η > η1 η4 < η < η2

3 1/(αβ) < ξ < ξ1 η > η2 η4 < η < η1

ξ1 < ξ < 1/α η > η2 �

ξ > 1/α ∀η �

ξ < ξ2 � �

ξ2 < ξ 6 ξ1 � η4 < η < η2

4 ξ1 < ξ < ξ3 � η1 < η < η3, η4 < η < η2

ξ3 < ξ < 1/(αβ) � η1 < η < η2

1/(αβ) < ξ < 1/α η2 < η < η1 �

ξ > 1/α η < η1 �

ξ < ξ2 η > η1 �

ξ2 < ξ < 1/(αβ) η > η1 η4 < η < η2

5 1/(αβ) < ξ < ξ1 η > η2 η4 < η < η1

ξ1 < ξ < 1/α η > η2 �

ξ > 1/α ∀η �

Ââåäåííûå â òàáë. 1.2 îáîçíà÷åíèÿ òàêîâû:

ξ1 =
3α− 2α2 − 2αβ + α2β + β

2αβ − α2β − 2αβ2 + α2β2 + α2 − α3 + β2
, (1.2.7)

ξ2 =
3β − 2αβ − 2β2 + αβ2 + α

2αβ − 2α2β − αβ2 + α2β2 + α2 + β2 − β3
,

ξ3 =
α− 2

α2 − α− β
, η21 =

α(ξβ − 1)

1− α
, η22 =

β(ξα− 1)

1− β
,

η3,4 =
(α2 + β2 − 2α− 2β)ξ + 4− α− β

α+ β − αβ
∓

∓ 2
√
[(α2 − α− β)ξ + 2− α][(β2 − α− β)ξ + 2− β]

α + β − αβ
.
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Çäåñü âåðõíèé è íèæíèé çíàêè îòíîñÿòñÿ ñîîòâåòñòâåííî ê η3 è η4.

Ïðî÷åðê â òàáëèöå îçíà÷àåò, ÷òî ñîîòâåòñòâóþùèå óñëîâèÿ íå âûïîëíåíû

íè ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà η. Â îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ äëÿ íå âûïèñàííûõ

â òàáëèöå çíà÷åíèé ïàðàìåòðà η èìååò ìåñòî íåóñòîé÷èâîñòü.

Àíàëèçèðóÿ ïðèâåäåííûå ðåçóëüòàòû, çàêëþ÷àåì, ÷òî â îáëàñòÿõ 3 è 5

ïðè íàëè÷èè âèáðàöèè íèæíÿÿ ãðàíèöà äèàïàçîíà óãëîâûõ ñêîðîñòåé ïåðìà�

íåíòíûõ âðàùåíèé, äëÿ êîòîðûõ âûïîëíåíû äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ óñòîé÷èâî�

ñòè, íèæå ïî ñðàâíåíèþ ñî ñëó÷àåì íåïîäâèæíîé òî÷êè ïîäâåñà. Ýòà íèæíÿÿ

ãðàíèöà óìåíüøàåòñÿ ñ ðîñòîì ÷àñòîòû âèáðàöèé, à ïðè ξ > 1/α äîñòàòî÷íûå

óñëîâèÿ óñòîé÷èâîñòè âûïîëíÿþòñÿ ïðè ëþáûõ çíà÷åíèÿõ óãëîâîé ñêîðîñòè.

Â îáëàñòÿõ 1 è 2 ïðè îòñóòñòâèè âèáðàöèè (ξ = 0) âûïîëíÿþòñÿ òîëüêî

íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ óñòîé÷èâîñòè. Íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà

ξ, ïîÿâëÿþòñÿ îáëàñòè äîñòàòî÷íûõ óñëîâèé óñòîé÷èâîñòè, äëÿ íèõ óãëîâàÿ ñêî�

ðîñòü ïåðìàíåíòíîãî âðàùåíèÿ íå äîëæíà ïðåâûøàòü íåêîòîðîãî ìàêñèìàëü�

íîãî çíà÷åíèÿ.

Â îáëàñòè 4 â ñëó÷àå îòñóòñòâèÿ âèáðàöèè ðàññìàòðèâàåìûå ïåðìàíåíò�

íûå âðàùåíèÿ íåóñòîé÷èâû. Ñ ðîñòîì ξ âîçíèêàþò ñíà÷àëà îáëàñòè âûïîëíåíèÿ

òîëüêî íåîáõîäèìûõ óñëîâèé óñòîé÷èâîñòè (â îãðàíè÷åííîì äèàïàçîíå óãëîâûõ

ñêîðîñòåé ïåðìàíåíòíûõ âðàùåíèé), ïåðåõîäÿùèå ñ ïîñëåäóþùèì ðîñòîì ÷àñòî�

òû âèáðàöèé â äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ.

Óñëîâèÿ óñòîé÷èâîñòè â ñèììåòðè÷íûõ îáëàñòÿõ 1′�5′ ïîëó÷àþòñÿ èç ïðè�

âåäåííûõ óñëîâèé ïóòåì çàìåíû α ↔ β, âûâîäû ïî ðåçóëüòàòàì óñòîé÷èâîñòè

àíàëîãè÷íû.

Ïðèâåäåì òàêæå óñëîâèÿ óñòîé÷èâîñòè èññëåäóåìûõ äâèæåíèé äëÿ ñëó�

÷àÿ äèíàìè÷åñêè ñèììåòðè÷íîãî òåëà (α = 1), ñîîòâåòñòâóþùåãî ãðàíèöàì

ðàññìîòðåííûõ îáëàñòåé. Â ñëó÷àå ðàñïîëîæåíèÿ öåíòðà ìàññ òåëà íèæå òî÷êè

ïîäâåñà (s = −1) ïðè β < 1 äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ óñòîé÷èâîñòè îïðåäåëÿþòñÿ
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ñîîòíîøåíèåì

η2 <
β(1 + ξ)

1− β
;

ïðè âûïîëíåíèè íåðàâåíñòâà ñ ïðîòèâîïîëîæíûì çíàêîì èìååì íåóñòîé÷è�

âîñòü. Åñëè æå β > 1, òî ïåðìàíåíòíûå âðàùåíèÿ óñòîé÷èâû ïðè ëþáûõ çíà÷å�

íèÿõ ïàðàìåòðîâ η è ξ.

�åçóëüòàòû èññëåäîâàíèÿ äëÿ ñëó÷àÿ ðàñïîëîæåíèÿ öåíòðà ìàññ òåëà âû�

øå òî÷êè ïîäâåñà (s = 1) ïðåäñòàâëåíû â òàáë. 1.3. Âåëè÷èíû ξj è ηj îïðåäåëÿ�

þòñÿ èç �îðìóë ( 1.2.7) ïðè α = 1. Âåëè÷èíà ξ4 çàäàåòñÿ �îðìóëîé

ξ4 =
β − 2

β2 − β − 1
. (1.2.8)

Òàáëèöà 1.3. Äîñòàòî÷íûå è íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ óñòîé÷èâîñòè â ñëó÷àå α = 1, s = 1

Çíà÷åíèÿ β Çíà÷åíèÿ ξ
Äîñòàòî÷íûå

óñëîâèÿ

Òîëüêî íåîáõîäèìûå

óñëîâèÿ

1

2
< β < 1

ξ 6 ξ2 � η > η4

ξ2 < ξ < ξ4 � η2 < η < η3 èëè η > η4

ξ4 < ξ < 1/β � η > η2

ξ > 1/β η < η2 �

1 < β <
1 +

√
5

2

ξ < 1/β � η4 < η < η2

1/β < ξ < 1 η > η1 �

ξ > 1 ∀η �

β >
1 +

√
5

2

ξ < ξ2 � �

ξ2 < ξ < 1/β � η4 < η < η2

1/β < ξ < 1 η > η1 �

ξ > 1 ∀η �
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1.2.2. Íåëèíåéíûé àíàëèç óñòîé÷èâîñòè.

Ïðîäîëæèì èññëåäîâàíèå óñòîé÷èâîñòè ðåøåíèé ( 1.2.1) â òåõ îáëàñòÿõ,

ãäå âûïîëíåíû òîëüêî íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ óñòîé÷èâîñòè. Ñ ýòîé öåëüþ ïðî�

âåäåì íîðìàëèçàöèþ ãàìèëüòîíèàíà âîçìóùåííîãî äâèæåíèÿ ( 1.2.3) â ÷ëåíàõ

äî ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà âêëþ÷èòåëüíî.

Îñóùåñòâèì â ( 1.2.3) ëèíåéíîå óíèâàëåíòíîå êàíîíè÷åñêîå ïðåîáðàçîâà�

íèå xi, yi → qi, pi (i = 1, 2) ïî �îðìóëàì

x1 = n11q1 + n12q2, x2 = n23p1 + n24p2, (1.2.9)

y1 = n33p1 + n34p2, y2 = n41q1 + n42q2,

n11 =

√
2κ1(κ(β − 2)η2 + β(s− (α + β)ξ)(β − α) + β

√
d)√

ςo1
,

n12 =

√
2κ2(κ(β − 2)η2 + β(s− (α + β)ξ)(β − α)− β

√
d)√

ςo2
,

n23 =
κη

√
2ς

o1
, n24 = −κη

√
2ς

o2
,

n33 = −
√
ς[(β − α)[s− (α + β)ξ] + κη2 +

√
d]√

2o1
,

n34 =

√
ς[(β − α)[s− (α+ β)ξ] + κη2 −

√
d]√

2o2
,

n41 =
η
√
2κ1[κη

2 − [2α2β − (α + β)2]ξ − (3β + α− 2αβ)s−
√
d]√

ςo1
,

n42 =
η
√
2κ2[κη

2 − [2α2β − (α + β)2]ξ − (3β + α− 2αβ)s+
√
d]√

ςo2
,

ς = (1− β)η2 + (s− αξ)β, κ = α+ β − αβ,

o1 =

√
κ1

[
− βκ2η4 − 2κ

(
(υξ + χs)β + (β − 2)

√
d
)
η2 − z

]
,

o2 =

√
κ2

[
βκ2η4 + 2κ

(
(υξ + χs)β − (β − 2)

√
d
)
η2 + z

]
,

χ = β + α− 4, υ = β(2− β) + α(2− α),

z = β
[√

d− (β − α)[(β + α)ξ − s]
]2
,
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κ1,2 =

√
2

4

√
η2(2− κ) + ξ(α2 + β2)− s(α+ β)±

√
d), (κ1 > κ2).

Çäåñü d � äèñêðèìèíàíò õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ ( 1.2.5), îïðåäåëåí�

íûé â ñîîòíîøåíèÿõ ( 1.2.6), à κ1 è κ2 � ÷àñòîòû ìàëûõ ëèíåéíûõ êîëåáàíèé

ñèñòåìû.

Â ðåçóëüòàòå ýòîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ êâàäðàòè÷íàÿ ÷àñòü ãàìèëüòîíèàíà

ïðèâîäèòñÿ ê íîðìàëüíîé �îðìå âèäà

H̃2 =
1

2
κ1(q

2
1 + p21)−

1

2
κ2(q

2
2 + p22). (1.2.10)

Äàëåå ïðîâåäåì íåëèíåéíóþ íîðìàëèçàöèþ. Â ãàìèëüòîíèàíå âîçìóùåí�

íîãî äâèæåíèÿ îòñóòñòâóþò ÷ëåíû òðåòüåé ñòåïåíè îòíîñèòåëüíî âîçìóùåíèé,

ïîýòîìó ðåçîíàíñ òðåòüåãî ïîðÿäêà íåñóùåñòâåíåí (åñëè èñêëþ÷èòü ñëó÷àé âû�

ðîæäåíèÿ). Ïðè îòñóòñòâèè ðåçîíàíñà ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà íîðìàëèçîâàííûé äî

÷ëåíîâ ÷åòâåðòîé ñòåïåíè âêëþ÷èòåëüíî ãàìèëüòîíèàí âîçìóùåííîãî äâèæåíèÿ

èìååò âèä

H = κ1r1 − κ2r2 + c20r
2
1 + c11r1r2 + c02r

2
2 + O(r

5/2
j ), (1.2.11)

c20 =
1

16
(s+ 8η2 − 4αξ)n411 +

1

16
(s+ 4(η2(1− α)− βξ))n423 +

5

4
n311n41η+

+η(1− α)n33n
3
23 +

3

4
(1− α)n223n

2
33 +

1

2
(α− 1)n11n23n41(ηn23 + n33)+

+
3

4
n241n

2
11 +

1

8
(s+ 2(η2(α− 1)− βξ))n211n

2
23 +

1

4
(α− 1)ηn211n23n33,

c11 =
1

4

[
(4(1− α)η2 + s− 4βξ)n224 − 8η(α− 1)n24n34 + 2(α− 1)η2n212+

+(s− 2βξ)n212 + 4(α− 1)ηn42n12 − 2(α− 1)n234

]
n223 +

1

2
(α− 1)(ηn212+

+2n42n12 − 4ηn224 − 4n34n24)n33n23 + 2n11n12n41n42 + 2η2n211n
2
12+

+
5

2
η(n11n42 + n12n41)n11n12 +

1

4

[
4(α− 1)ηn11n41 + (s− 2βξ)n211+

+2(α− 1)η2n211 − 2(α− 1)n233

]
n224 +

1

2
(α− 1)(ηn211 + 2n11n41)n34n24+

+
1

2
n212n

2
41 +

1

4

[
(s− 4αξ)n212 + 2n242

]
n211,
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c02 = −η(α− 1)n34n
3
24 +

1

16

[
4(1− α)η2 + s− 4βξ

]
n424 +

1

16
(s− 4αξ)n412+

+
3

4
n212n

2
42 +

1

2
η2n412 +

5

4
ηn312n42 +

1

4
(α− 1)(ηn212 + 2n42n12)n34n24+

+
1

8

[
2(α− 1)η2n212 + (s− 2βξ)n212 + 4(α− 1)ηn42n12 − 6(α− 1)n234

]
n224.

Çäåñü ââåäåíû ñèìïëåêòè÷åñêèå ¾ïîëÿðíûå¿ êîîðäèíàòû ϕj è rj, çàäàâàå�

ìûå �îðìóëàìè qj =
√

2rj sinϕj, pj =
√

2rj cosϕj (j = 1, 2).

Èññëåäóåìûå ïåðìàíåíòíûå âðàùåíèÿ óñòîé÷èâû ïî Ëÿïóíîâó ïðè âûïîë�

íåíèè óñëîâèÿ òåîðåìû Àðíîëüäà � Ìîçåðà [4℄.

∆ = c20κ
2
2 + c11κ1κ2 + c02κ

2
1 6= 0. (1.2.12)

Åñëè â ñèñòåìå ðåàëèçóåòñÿ ðåçîíàíñ ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà (κ1 = 3κ2), òî

íîðìàëèçîâàííàÿ �óíêöèÿ �àìèëüòîíà èìååò âèä

H = κ2(3r1 − r2) + c20r
2
1 + c11r1r2 + c02r

2
2 + k4

√
r1r

3/2
2 cos(ϕ1 + 3ϕ2)+

+O(r
5/2
j ),

(1.2.13)

k4 =
1

12

[
[(s− 4βξ)− 4(α− 1)η2]n23 − 4η(α− 1)n33

]
n324 −

1

4

[
[2η(α− 1)×

×(ηn11 + n41) + (s− 2βξ)]n11n12 + 2η(α− 1)((n42n11 + 2n23n34)+

+n34n33)
]
n224 −

1

4

[
[(α− 1)η(2ηn23 + n33) + (s− 2βξ)n23]n

2
12+

+2(α− 1)[η(n11n34 + 2n23n42) + n33n42 + n41n34]n12 + 2(α− 1)(n23n34+

+n42n11)n34

]
n24 +

1

12
n12

[
[6η2n11 + 5ηn41 + (s− 4αξ)n11]n

2
12 − 3n12×

×[η
(
(α− 1)n23n34 − 5n42n11

)
− 2n41n42]− 6((α− 1)n23n34 − n42n11)n42

]
.

Ïðè ýòîì, åñëè âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå

|c20 + 3c11 + 9c02| > 3
√
3k4 (k > 0), (1.2.14)

òî èññëåäóåìîå ðåøåíèå óñòîé÷èâî ïî Ëÿïóíîâó [38℄. Ïðè âûïîëíåíèè íåðàâåí�

ñòâà ñ ïðîòèâîïîëîæíûì çíàêîì èìååì íåóñòîé÷èâîñòü.
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Èç âûðàæåíèé äëÿ κ1, κ2 ñëåäóåò, ÷òî ðåçîíàíñíîå ñîîòíîøåíèå κ1 = 3κ2

ýêâèâàëåíòíî áèêâàäðàòíîìó îòíîñèòåëüíî ïàðàìåòðà η óðàâíåíèþ âèäà

uη4 + 2vη2 + w = 0, (1.2.15)

u = (αβ − α− β − 8)[9(αβ − α− β) + 8],

v = sv0 + v1 ξ, v0 = 9(α2 + β2)− (9αβ + 68)(α+ β) + 118αβ,

v1 = −9(α3 + β3) + 18(α2 + β2) + αβ[9(α2 + β2)− 59(α+ β) + 100],

w = w0 + sw1 ξ + w2 ξ
2, w0 = (9β − α)(β − 9α),

w1 = 82αβ(α+ β)− 18(α3 + β3), w2 = (9β2 − α2)(β2 − 9α2).

Ïîýòîìó, â çàâèñèìîñòè îò âûáðàííîé îáëàñòè, â ïðîñòðàíñòâå ïàðàìåòðîâ çà�

äà÷è ìîæåò áûòü äâå èëè îäíà ïîâåðõíîñòè ðåçîíàíñà ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà, èëè

ðåçîíàíñíûé ñëó÷àé íå ðåàëèçóåòñÿ.

Òàêèì îáðàçîì, óñòîé÷èâîñòü ìîæåò íàðóøèòüñÿ, åñëè òî÷êà (α, β, ξ, η)

èç èññëåäóåìîé îáëàñòè ïðîñòðàíñòâà ïàðàìåòðîâ ïðèíàäëåæèò ïîâåðõíîñòè

ðåçîíàíñà ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà (ñëó÷àé κ1 = 3κ2) èëè ïîâåðõíîñòè âûðîæäåíèÿ

(ñëó÷àé ∆ = 0).

1.2.3. Íåêîòîðûå ÷àñòíûå ñëó÷àè.

Äåòàëüíûé íåëèíåéíûé àíàëèç óñòîé÷èâîñòè èññëåäóåìûõ ðåøåíèé ïðî�

âåäåì äëÿ äâóõ ÷àñòíûõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðà α: α = 1 (ñëó÷àé äèíàìè÷åñêè

ñèììåòðè÷íîãî òåëà) è α = 2 (ñëó÷àé Áîáûëåâà � Ñòåêëîâà). Â òðåõìåðíîì

ïðîñòðàíñòâå ïàðàìåòðîâ ξ, η, β áóäåì ñòðîèòü ñå÷åíèÿ β = const äëÿ ðàçëè÷�

íûõ (äîïóñòèìûõ) çíà÷åíèé ïàðàìåòðà β. �åçóëüòàòû àíàëèçà óñòîé÷èâîñòè

áóäåì ïðåäñòàâëÿòü â ïëîñêîñòè ïàðàìåòðîâ ξ è η, õàðàêòåðèçóþùèõ ÷àñòîòó

âèáðàöèè òî÷êè ïîäâåñà è óãëîâóþ ñêîðîñòü âðàùåíèé. Çäåñü æå áóäóò ïðèâå�

äåíû ïîëó÷åííûå â ðàçä. 1.2.1 îáëàñòè äîñòàòî÷íûõ óñëîâèé óñòîé÷èâîñòè.



45

1. Ñëó÷àé äèíàìè÷åñêîé ñèììåòðèè òåëà. Ïóñòü òåëî äèíàìè÷åñêè ñèì�

ìåòðè÷íî (α = 1, β > 1/2). �àññìîòðèì ñëó÷àé s = 1 ðàñïîëîæåíèÿ öåíòðà

ìàññ òåëà âûøå òî÷êè ïîäâåñà, äëÿ êîòîðîãî ìîãóò âûïîëíÿòüñÿ êàê äîñòàòî÷�

íûå, òàê è òîëüêî íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ óñòîé÷èâîñòè (ñì. òàáë. 1.4).

Òàáëèöà 1.4. Äîñòàòî÷íûå è íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ óñòîé÷èâîñòè â ñëó÷àå α = 1, s = 1

Çíà÷åíèÿ β Çíà÷åíèÿ ξ
Äîñòàòî÷íûå

óñëîâèÿ

Òîëüêî íåîáõîäèìûå

óñëîâèÿ

1/2 < β < 1

ξ 6 ξ2 � η > η4

ξ2 < ξ < ξ4 � η2 < η < η3, η > η4

ξ4 < ξ < 1/β � η > η2

ξ > 1/β η < η2 �

1 6 β <
1 +

√
5

2

ξ < 1/β � η4 < η < η2

1/β < ξ < 1 η > η1 �

ξ > 1 ∀η �

β >
1 +

√
5

2

ξ < ξ2 � �

ξ2 < ξ < 1/β � η4 < η < η2

1/β < ξ < 1 η > η1 �

ξ > 1 ∀η �

Ýòè îáëàñòè ïîêàçàíû íà ðèñ. 8 a�c, îòâå÷àþùèõ èíòåðâàëàì 1/2 < β < 1,

1 6 β < (1 +
√
5)/2, β > (1 +

√
5)/2 èçìåíåíèÿ ïàðàìåòðà β. Îáëàñòè íåóñòîé�

÷èâîñòè íà ðèñ. 8 çàêðàøåíû ñåðûì öâåòîì. Îáëàñòè âûïîëíåíèÿ äîñòàòî÷íûõ

è òîëüêî íåîáõîäèìûõ óñëîâèé óñòîé÷èâîñòè íå çàêðàøåíû è ëåæàò ñîîòâåò�

ñòâåííî ïðàâåå è ëåâåå ãðàíè÷íîé ïðÿìîé ξ = 1/β. Êðèâûå ðåçîíàíñà ÷åòâåð�

òîãî ïîðÿäêà ïîêàçàíû ïîëóæèðíûìè, à êðèâûå âûðîæäåíèÿ � ïóíêòèðíûìè

ëèíèÿìè.

Ïðè β ∈ (1/2, 1) (ðèñ. 8 a) îáëàñòü âûïîëíåíèÿ òîëüêî íåîáõîäèìûõ óñëî�
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PSfrag replaements

η

ξξ20 1/β

(a)

PSfrag replaements

η

ξ0 1/β

(b)

PSfrag replaements

η

ξ0 1/β

(c)

�èñ. 8. Íåëèíåéíûé àíàëèç

âèé óñòîé÷èâîñòè íå îãðàíè÷åíà ñâåðõó. Â îáëàñòè èìååòñÿ êðèâàÿ ðåçîíàíñà

÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà, ñîåäèíÿþùàÿ îäíó èç òî÷åê ëåâîé ãðàíèöû îáëàñòè ñ óã�

ëîâîé òî÷êîé (òî÷êîé âîçâðàòà) íèæíåé ãðàíèöû. Èìåþòñÿ òàêæå äâå âåòâè

êðèâîé âûðîæäåíèÿ, âûõîäÿùèå èç òî÷åê íèæíåé ãðàíèöû ëåâåå è ïðàâåå òî÷�

êè âîçâðàòà. Ëåâàÿ èç ýòèõ âåòâåé, ïåðåñåêàÿ ðåçîíàíñíóþ êðèâóþ, ïðè η → ∞
àñèìïòîòè÷åñêè ñòðåìèòñÿ ê îñè ξ = 0. Ïðàâàÿ âåòâü çàêàí÷èâàåòñÿ â óãëîâîé

òî÷êå íà ãðàíèöå η = 1/β îáëàñòè. Ñ ðîñòîì β ëåâûé êîíåö ýòîé âåòâè ¾ïîë�

çåò¿ âäîëü íèæíåé ãðàíèöû îáëàñòè ïî íàïðàâëåíèþ ê óãëîâîé òî÷êå, ïðè



47

β = 2/3 êðèâàÿ âûðîæäàåòñÿ â òî÷êó è ñ ïîñëåäóþùèì ðîñòîì β èñ÷åçàåò. Ïðè

2/3 < β < 1 êà÷åñòâåííûé õàðàêòåð ðåçîíàíñíîé êðèâîé è ïåðâîé âåòâè êðèâîé

âûðîæäåíèÿ ñîõðàíÿåòñÿ. Ýòîò ñëó÷àé íà ðèñ. 8 íå îòðàæåí.

Ïðè ïåðåõîäå ÷åðåç òî÷êó β = 1 ó îáëàñòè âûïîëíåíèÿ òîëüêî íåîáõî�

äèìûõ óñëîâèé óñòîé÷èâîñòè ïîÿâëÿåòñÿ âåðõíÿÿ ãðàíèöà, è îáëàñòü ïðèíèìà�

åò âèä êðèâîëèíåéíîãî ÷åòûðåõóãîëüíèêà (ðèñ. 8 b), à ïðè β > (1 +
√
5)/2 �

êðèâîëèíåéíîãî òðåóãîëüíèêà (ðèñ. 8 c). Â îáëàñòè èìååòñÿ êðèâàÿ ðåçîíàíñà

÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà, êîòîðàÿ ñîåäèíÿåò ëèáî òî÷êó ëåâîé ãðàíèöû îáëàñòè ñ

óãëîâîé òî÷êîé íà ïðàâîé ãðàíèöå ξ = 1/β (ðèñ. 8 b), ëèáî äâå ¾âåðøèíû¿ êðè�

âîëèíåéíîãî òðåóãîëüíèêà (ðèñ. 8 c). Åäèíñòâåííàÿ âåòâü êðèâîé âûðîæäåíèÿ

ñîåäèíÿåò òî÷êè íà äâóõ ãðàíèöàõ èññëåäóåìîé îáëàñòè è èìååò òî÷êó ïåðåñå�

÷åíèÿ ñ ðåçîíàíñíîé êðèâîé. Â äèàïàçîíå (1 +
√
5)/2 < β < 2 (ðèñ. 8 c) ïðàâàÿ

ãðàíè÷íàÿ òî÷êà êðèâîé âûðîæäåíèÿ ñ ðîñòîì β ¾ïîëçåò¿ âäîëü âåðõíåé ãðà�

íèöû, ïðè β = 2 (ñëó÷àé Ñ.Â. Êîâàëåâñêîé) îêàçûâàåòñÿ â óãëîâîé òî÷êå è ïðè

âñåõ β > 2 îñòàåòñÿ â ýòîé òî÷êå.

Áûëà ïðîâåäåíà ïðîâåðêà óñòîé÷èâîñòè ïî Ëÿïóíîâó èññëåäóåìûõ ðåøå�

íèé äëÿ çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ ξ, η, ëåæàùèõ íà êðèâûõ ðåçîíàíñîâ ÷åòâåðòî�

ãî ïîðÿäêà â ïîñòðîåííûõ îáëàñòÿõ âûïîëíåíèÿ òîëüêî íåîáõîäèìûõ óñëîâèé

óñòîé÷èâîñòè. Äëÿ ðàññìîòðåííûõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðà β óñòàíîâëåíî, ÷òî åñòü

îáëàñòè, íà êîòîðûõ êðèòåðèé ( 1.2.12) íå âûïîëíÿåòñÿ. Îáëàñòè íåóñòîé÷èâî�

ñòè íà ðåçîíàíñíîé êðèâîé íå ïîêàçàíû íà ðèñ. 8.

Ïðè β ∈ (1/2, 1) íà ðåçîíàíñíîé êðèâîé åñòü íåáîëüøîé ó÷àñòîê óñòîé÷è�

âîñòè, íà÷èíàþùèéñÿ ïîñëå òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ðåçîíàíñíîé êðèâîé è êðèâîé

âûðîæäåíèÿ è çàêàí÷èâàþùèéñÿ äî óãëîâîé òî÷êè îáëàñòè (äî êîíöà êðèâîé).

Îñòàëüíûå ó÷àñòêè êðèâîé ÿâëÿþòñÿ íåóñòîé÷èâûìè. Ñ ðîñòîì β ó÷àñòêè ñî�

êðàùàþòñÿ, è ïðè β = 1 ïåðâûé èç ó÷àñòêîâ ¾îòðûâàåòñÿ¿ îò îñè îðäèíàò,

à âòîðîé � ïðîïàäàåò. Ïðè ýòîì îáùàÿ òî÷êà ðåçîíàíñíîé êðèâîé è êðèâîé

âûðîæäåíèÿ íàõîäèòñÿ âíóòðè çîíû íåóñòîé÷èâîñòè.
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2. Ñëó÷àé Áîáûëåâà � Ñòåêëîâà (α = 2, 2/3 < β < 2). Âíîâü ðàññìîòðèì

òîëüêî ñëó÷àé s = 1, äëÿ êîòîðîãî èìåþòñÿ îáëàñòè âûïîëíåíèÿ êàê äîñòàòî÷�

íûõ, òàê è òîëüêî íåîáõîäèìûõ óñëîâèé óñòîé÷èâîñòè. Äëÿ âñåõ çíà÷åíèé β èç

èññëåäóåìîãî äèàïàçîíà êà÷åñòâåííûé âèä îáëàñòåé óñòîé÷èâîñòè îäèí è òîò æå

(ñì. ðèñ. 9). Îáëàñòè âûïîëíåíèÿ äîñòàòî÷íûõ è òîëüêî íåîáõîäèìûõ óñëîâèé

óñòîé÷èâîñòè èìåþò îáùóþ ãðàíè÷íóþ òî÷êó ñ êîîðäèíàòàìè

(
1/(2β), 1

)
.

PSfrag replaements

η

ξ

1

0 1/(2β)

�èñ. 9. Íåëèíåéíûé àíàëèç

Îáëàñòü âûïîëíåíèÿ íåîáõîäèìûõ óñëîâèé óñòîé÷èâîñòè (ëåâàÿ îáëàñòü íà

ðèñ. 9) èìååò âèä êðèâîëèíåéíîãî òðåóãîëüíèêà. Âíóòðè îáëàñòè èìåþòñÿ êðè�

âàÿ ðåçîíàíñà ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà, ñîåäèíÿþùàÿ äâå óãëîâûå òî÷êè îáëàñòè, è

êðèâàÿ âûðîæäåíèÿ, ñîåäèíÿþùàÿ îäíó èç òî÷åê ëåâîé ãðàíèöû ñ ïðîòèâîëå�

æàùåé óãëîâîé òî÷êîé; äâå êðèâûå èìåþò òî÷êó ïåðåñå÷åíèÿ.

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó ñëó÷àþ áûëà ïðîâåäåíà ïðîâåðêà óñòîé÷èâîñòè

ïî Ëÿïóíîâó èññëåäóåìûõ äâèæåíèé äëÿ çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ, ëåæàùèõ íà

êðèâûõ ðåçîíàíñà ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà. Óñòàíîâëåíî, ÷òî äëÿ âñåõ òî÷åê ðåçî�

íàíñíûõ êðèâûõ, êðîìå íåáîëüøîé çîíû íåóñòîé÷èâîñòè âîêðóã òî÷åê èõ ïåðå�

ñå÷åíèÿ ñ êðèâûìè âûðîæäåíèÿ, èìååò ìåñòî óñòîé÷èâîñòü.
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�ëàâà 3. Ïåðìàíåíòíûå âðàùåíèÿ âîêðóã îñåé, ëåæàùèõ

â ãëàâíîé ïëîñêîñòè èíåðöèè

�àññìîòðèì ñëó÷àé ïåðìàíåíòíûõ âðàùåíèé òåëà âîêðóã îñåé èç ãëàâíûõ

ïëîñêîñòåé èíåðöèè; ïóñòü ýòî ïëîñêîñòü Oxz. Ýòèì âðàùåíèÿì îòâå÷àþò ïîëî�

æåíèÿ ðàâíîâåñèÿ ïðèâåäåííîé ñèñòåìû ( 1.1.18) ñ äâóìÿ ñòåïåíÿìè ñâîáîäû,

çàäàâàåìûå ñîîòíîøåíèÿìè

θ = θ0, ϕ = ϕ0, pθ0 = 0, pϕ0
=
η

β
cos θ0, pψ = η

(
sin2 θ0 +

cos2 θ0
β

)
, (1.3.1)

ãäå ϕ0 = π/2 èëè ϕ0 = 3π/2, à âåëè÷èíà θ0 îïðåäåëÿåòñÿ èç óðàâíåíèÿ

(
β − 1

β
η2 + ξα

)
s sin θ0 = 1, s = sign(sinϕ0). (1.3.2)

Áóäåì èññëåäîâàòü óñòîé÷èâîñòü óêàçàííûõ ïîëîæåíèé ðàâíîâåñèÿ ïðè

�èêñèðîâàííîì çíà÷åíèè ïàðàìåòðà η.

Ìíîæåñòâî äîïóñòèìûõ äóã âðàùåíèé îïèñàíî â ðàçäåëå 1.1.5.

Ñ ó÷åòîì âûïèñàííûõ îãðàíè÷åíèé íà θ0 äëÿ êàæäîé äîïóñòèìîé äóãè

ìîæíî ïðè ïîìîùè ( 1.3.2) íàéòè äèàïàçîí èçìåíåíèÿ âåëè÷èíû η2. Âñå ïîëó�

÷åííûå ðåçóëüòàòû ïðåäñòàâèì â âèäå òàáëèöû1.5, ãäå ââåäåíû îáîçíà÷åíèÿ

η21 =
(1− ξα)β

β − 1
, η22 =

(ξα + 1)β

1− β
.

Òàáëèöà 1.5. Äîïóñòèìûå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ s, θ0, η

β > 1 β < 1

ξ > 1/α ξ < 1/α ξ > 1/α ξ < 1/α

s 1 1 1 −1 −1

sin θ0
(
0, 1/(ξα)

) (
0, 1

) (
1/(ξα), 1

) (
0, 1

) (
0, 1

)

η η > 0 η2 > η21 η2 < η21 η2 > η22 η2 > η22
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Äàëåå, ó÷èòûâàÿ ñîîòíîøåíèå ( 1.3.2), çà íåçàâèñèìûå âûáèðàåì ïàðàìåò�

ðû α, β, η è ξ. Óñòîé÷èâîñòü ðåøåíèé ( 1.3.1) ïî îòíîøåíèþ ê êîîðäèíàòàì θ, ϕ

è îòâå÷àþùèì èì èìïóëüñàì áóäåì èññëåäîâàòü â äîïóñòèìîé ÷àñòè ïðîñòðàí�

ñòâà ýòèõ ïàðàìåòðîâ.

1.3.1. �àìèëüòîíèàí âîçìóùåííîãî äâèæåíèÿ

Àíàëîãè÷íî ðàçäåëó 1.2.1, ââåäåì âîçìóùåíèÿ è ïîëó÷èì �îðìû Hk ãà�

ìèëüòîíèàíà ( 1.2.2):

H2 =
1

2
a1x

2
1 +

1

2
a2x

2
2 +

1

2
a3y

2
1 +

1

2
a4y

2
2 + a5x1y2 + a6x2y1, (1.3.3)

H3 = b1x
3
1 + b2x

2
1y2 + b3x1x

2
2 + b4x1x2y1 + b5x1y

2
2 + b6x

2
2y2 + b7x2y1y2, (1.3.4)

H4 = c1x
4
1 + c2x

3
1y2 + c3x

2
1x

2
2 + c4x

2
1x2y1 + c5x

2
1y

2
2 + c6x1x

2
2y2+

+c7x1x2y1y2 + c8x
4
2 + c9x

3
2y1 + c10x

2
2y

2
1 + c11x

2
2y

2
2. (1.3.5)

Çäåñü

a1 =
(3β2 − 3β + 1)(β − 1)2η6 + ξαβ(β − 1)(5β2 − 5β + 2)η4

z2β2
+

+
β2[ξ2α2(β2 + 1− β)− (3β2 − 4β + 1)]η2 − αξβ4(ξ2α2 − 1)

z2β2
; (1.3.6)

a2 =
β
(
(αβ − 2β + 1)η2 − ξβ(α− β)

)

z2
; a5 =

η
(
z2(2β − 1)− (β − 1)β2

)
s

zβ2
;

a3 = α; a4 =
z2 + (β − 1)β2

β2
; a6 =

s(α− 1)ηβ

z
; z = (β − 1)η2 + ξαβ.

Êîý��èöèåíòû �îðì H3 è H4 íå ïðèâîäÿòñÿ â ñèëó èõ ãðîìîçäêîñòè.

�àçîáüåì îáëàñòü ( 1.1.11) äîïóñòèìûõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ α, β íà äåâÿòü

îáëàñòåé 1�9 (ðèñ. 10). �ðàíèöàìè îáëàñòåé ñëóæàò ïðÿìûå

α = β, β = 2/3, β = 1, β = 4/3, β = 2.

Âíóòðè îáëàñòè 2 âûäåëèì ïîäîáëàñòü 2*, îòäåëÿåìóþ êðèâîé

(β2 − 4β + 2)α2 + (3β − 1)(β − 1)α− β(β − 1)2 = 0.
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Äàëåå âñå ðåçóëüòàòû áóäåì ïðåäñòàâëÿòü äëÿ ýòèõ îáëàñòåé èçìåíåíèÿ

ïàðàìåòðîâ α, β è îòâå÷àþùèõ èì äîïóñòèìûõ çíà÷åíèé ξ, η.

*

PSfrag replaements

α

β

2/3

4/3

0

1

1

2

2

2

2

3 4

5 6

7 8

9

�èñ. 10. �àçáèåíèå äîïóñòèìîé îáëàñòè ïàðàìåòðîâ α, β

1.3.2. Äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ óñòîé÷èâîñòè

Äîñòàòî÷íûìè óñëîâèÿìè óñòîé÷èâîñòè ðàññìàòðèâàåìîãî äâèæåíèÿ çàïè�

ñûâàþòñÿ â âèäå ñèñòåìû íåðàâåíñòâ

a4 > 0, a2a3 > a26, a1a4 > a25. (1.3.7)

Ïåðâîå èç íèõ âûïîëíåíî âñåãäà â îáëàñòè äîïóñòèìûõ çíà÷åíèé ïàðàìåò�

ðîâ. Âòîðîå è òðåòüå íåðàâåíñòâà ñâîäÿòñÿ ê ñèñòåìå âèäà

(β − α)(ξαβ − η2) > 0, (1.3.8)

F (ζ) = A′ζ3 +B′ζ2 + C ′ζ +D′ < 0, ζ = η2 (ζ > 0).

Çäåñü

A′ = (β − 1)3, B′ = 3ξαβ(β − 1)2, C ′ = 3(β − 1)β2(ξ2α2 + 1− β),

D′ = β3ξα(β + ξ2α2 − 1).
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Ê ýòîé ñèñòåìå ñëåäóåò äîáàâèòü îãðàíè÷åíèÿ íà äîïóñòèìûå çíà÷åíèÿ ïàðà�

ìåòðîâ èç òàáë. 1.5.

�àññìîòðèì âòîðîå íåðàâåíñòâî èç ( 1.3.8). Äèñêðèìèíàíò êóáè÷åñêîãî

óðàâíåíèÿ F (ζ) = 0 èìååò âèä

∆ = −108β6(β − 1)8(4ξ2α2 − β + 1).

Ïðè ∆ > 0 ýòî óðàâíåíèå èìååò òðè âåùåñòâåííûõ êîðíÿ, ïðè ∆ < 0 � îäèí.

Ïóñòü ñíà÷àëà β < 1. Òîãäà ñòàðøèé êîý��èöèåíò A′
è äèñêðèìèíàíò ∆

êóáè÷åñêîãî ìíîãî÷ëåíà F (ζ) îòðèöàòåëüíûå, à óðàâíåíèå F (ζ) = 0 èìååò åäèí�

ñòâåííûé âåùåñòâåííûé êîðåíü. Ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ ξ <
√
1− β/α ýòîò

êîðåíü îòðèöàòåëåí, ïîýòîìó äëÿ ëþáûõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ η, ξ ïîëó÷àåì

F (ζ) < 0.

Èññëåäóåì äâà èíòåðâàëà äîïóñòèìûõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðà ζ èç òàáë. 1.5 â

ñëó÷àå ξ >
√
1− β/α, êîãäà êîðåíü ìíîãî÷ëåíà F (ζ) ïîëîæèòåëåí. Ïðîâåðèì

èíòåðâàë ζ > η22. Äëÿ åãî ëåâîãî ãðàíè÷íîãî çíà÷åíèÿ èìååì

F |ζ=η2
2
= β3[−4ξα(1− β) + 3β − 4] < 0,

è çíà÷èò, íåðàâåíñòâî F (ζ) < 0 âûïîëíåíî äëÿ ëþáûõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðà ζ èç

äàííîãî èíòåðâàëà.

Íà ïðàâîé ãðàíèöå ζ = η21 âòîðîãî èíòåðâàëà ζ < η21 ìíîãî÷ëåí F (ζ) ïðè�

íèìàåò çíà÷åíèå

F |ζ=η2
1
= β3[−4ξα(1− β)− 3β + 4],

çíàê êîòîðîãî ìîæåò áûòü êàê ïîëîæèòåëüíûì, òàê è îòðèöàòåëüíûì. Îòñþäà

íàõîäèì, ÷òî äîñòàòî÷íîå óñëîâèå F (ζ) < 0 óäîâëåòâîðÿåòñÿ ïðè âûïîëíåíèè

íåðàâåíñòâ

ξ >
4− 3β

4α(1− β)
, η2∗ < ζ < η21,
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ãäå η∗ � êîðåíü áèêóáè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ. Äëÿ îñòàëüíûõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ

ξ è η èç ðàññìàòðèâàåìûõ èíòåðâàëîâ ýòî óñëîâèå íå âûïîëíÿåòñÿ.

Â ñëó÷àå β > 1 ñòàðøèé êîý��èöèåíò êóáè÷åñêîãî ìíîãî÷ëåíà F (ζ) ïîëî�

æèòåëåí. Ïðè ξ >
√
β − 1/(2α) äèñêðèìèíàíò ∆ îòðèöàòåëåí, ïîýòîìó ìíîãî�

÷ëåí F (ζ) èìååò åäèíñòâåííûé âåùåñòâåííûé êîðåíü (îòðèöàòåëüíûé), à íåðà�

âåíñòâî F (ζ) < 0 íå èìååò ðåøåíèé íà ïîëîæèòåëüíîé ïîëóîñè Oζ.

Åñëè ξ 6
√
β − 1/(2α), òî äèñêðèìèíàíò ∆ ïîëîæèòåëåí è ìíîãî÷ëåí F (ζ)

èìååò òðè âåùåñòâåííûõ êîðíÿ. Ïðè ýòîì �óíêöèÿ F (ζ) èìååò äâå òî÷êè ýêñ�

òðåìóìà (ðàçíûõ çíàêîâ). Ó÷èòûâàÿ, ÷òî ñâîáîäíûé ÷ëåí D′
ïîëîæèòåëåí, çà�

êëþ÷àåì, ÷òî îäèí èç êîðíåé îòðèöàòåëåí, à äâà ïîëîæèòåëüíû. Îáîçíà÷èì

ïîëîæèòåëüíûå êîðíè ÷åðåç η∗ è η∗∗ (η∗ > η∗∗). Òàêèì îáðàçîì, ðåøåíèå íåðà�

âåíñòâà F (ζ) < 0 â äàííîì ñëó÷àå çàäàåòñÿ èíòåðâàëîì η2∗∗ < ζ < η2∗.

Ñîâìåñòèì ïîëó÷åííûå ðåøåíèÿ áèêóáè÷åñêîãî íåðàâåíñòâà F (ζ) < 0 ñ

ðåøåíèåì ïåðâîãî íåðàâåíñòâà èç ( 1.3.8). Íåñëîæíûé àíàëèç ïðèâåäåò ê ðå�

çóëüòàòàì, ïðèâåäåííûì â òàáë. 1.6.

Çäåñü ââåäåíû ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ:

ξ1 =
3β − 4

4α(β − 1)
, ξ2 =

√
3β2 − 7β + 4

α2β3
, ξ3 =

√
β − 1

2α
. (1.3.9)

Ýòè ðåçóëüòàòû ñëåäóåò èíòåðïðåòèðîâàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì. Äëÿ êàæ�

äîé òî÷êè îáëàñòè äîïóñòèìîé ÷àñòè ïëîñêîñòè ïàðàìåòðîâ α, β, íîìåð êîòîðîé

óêàçàí â ïåðâîì ñòîëáöå òàáëèöû (ñì. òàêæå ðèñ. 10), èíòåðâàë äîïóñòèìûõ çíà�

÷åíèé ïàðàìåòðà ξ äåëèòñÿ íà íåñêîëüêî èíòåðâàëîâ, ïðèâåäåííûõ âî âòîðîì

ñòîëáöå, ãðàíèöû êîòîðûõ çàâèñÿò îò èññëåäóåìîé òî÷êè (α, β) îáëàñòè. Êàæ�

äîé òî÷êå âûïèñàííûõ èíòåðâàëîâ ñîîòâåòñòâóåò îãðàíè÷åíèå íà áåçðàçìåðíóþ

óãëîâóþ ñêîðîñòü η (òðåòèé ñòîëáåö) ñ ãðàíèöàìè, çàâèñÿùèìè îò òðåõ âûáðàí�

íûõ ïàðàìåòðîâ α, β, ξ.

Äëÿ òåõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðà ξ èç ìíîæåñòâà åãî äîïóñòèìûõ çíà÷åíèé,

êîòîðûå íå ïðèâåäåíû â òàáëèöå, äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ( 1.3.8) íå âûïîëíÿþòñÿ
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Òàáëèöà 1.6. Äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ óñòîé÷èâîñòè

Îáë. Çíà÷åíèÿ ξ Óñëîâèÿ âûïîëíåíèÿ ÄÓ

1

ξ1 < ξ < 1/(αβ) η2∗ < η2 < η21

1/(αβ) < ξ < ξ2 η2∗ < η2 < ξαβ

2

ξ < 1/α η22 < η2

1/(αβ) < ξ < ξ2
η22 < η2

ξαβ < η2 < η21

ξ > ξ2
η22 < η2

η2∗ < η2 < η21

4

ξ < 1/α η22 < η2

ξ > ξ1
η22 < η2

η2∗ < η2 < η21

8 ξ < ξ1 η21 < η2 < η2∗

9

1/(αβ) < ξ < ξ2 η21 < η2 < ξαβ

ξ2 < ξ < ξ1 η21 < η2 < η2∗

ξ1 < ξ < min(ξ3, 1/α) η2∗∗ < η2 < η2∗

ïðè âñåõ äîïóñòèìûõ çíà÷åíèÿõ η. Â îáëàñòÿõ 3, 5 � 7 äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ

( 1.3.8) íå âûïîëíÿþòñÿ íè ïðè êàêèõ äîïóñòèìûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ ξ è η.

1.3.3. Íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ óñòîé÷èâîñòè

Íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ óñòîé÷èâîñòè çàäàþòñÿ ñèñòåìîé ( 1.2.6), ãäå êîý��

�èöèåíòû õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ ( 1.2.5) èìåþò âèä:

a = a2a4 − 2a5a6 + a1a3, b = (a2a3 − a26)(a1a4 − a25).

Âñå ïîëó÷åííûå ðàíåå äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ÿâëÿþòñÿ òàêæå è íåîáõîäè�

ìûìè. Èññëåäóåì äàëåå ñëó÷àè, äëÿ êîòîðûõ âûïîëíÿþòñÿ òîëüêî íåîáõîäèìûå
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óñëîâèÿ óñòîé÷èâîñòè.

Íåðàâåíñòâî b > 0 â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå ñâîäèòñÿ êî âòîðîìó è òðå�

òüåìó íåðàâåíñòâàì èç ( 1.3.7), â êîòîðûõ âçÿòû ïðîòèâîïîëîæíûå çíàêè. �å�

çóëüòàòû ðåøåíèÿ ýòîé ñèñòåìû íåðàâåíñòâ ïðåäñòàâëåíû â òàáëèöå 1.7.

Òàáëèöà 1.7. Óñëîâèå âûïîëíåíèÿ íåðàâåíñòâà b > 0.

Îáë. Çíà÷åíèÿ ξ
Óñëîâèÿ âûïîëíåíèÿ b > 0

1 ξ2 < ξ ξαβ < η2 < η2∗

2

1/α < ξ < ξ1 η2 < η21

ξ1 < ξ < ξ2 η2 < η2∗

ξ2 < ξ η2 < ξαβ

3

1/(αβ) < ξ < ξ1 ξαβ < η2 < η21

ξ1 < ξ ξαβ < η2 < η2∗

4

1/α < ξ < 1/(αβ) η2 < η21

1/(αβ) < ξ η2 < ξαβ

5

ξ < 1/(αβ) η21 < η2

1/(αβ) < ξ ξαβ < η2

6

1/(αβ) < ξ < 1/α η21 < η2 < ξαβ

1/α < ξ η2 < ξαβ

7

ξ < ξ1 η2∗ < η2

ξ1 < ξ < 1/(αβ) η21 < η2

1/(αβ) < ξ ξαβ < η2

8

1/(αβ) < ξ < 1/α η21 < η2 < ξαβ

1/α < ξ η2 < ξαβ

9

ξ < 1/(αβ) η21 < η2

1/(αβ) < ξ ξαβ < η2

Íåðàâåíñòâî a > 0 èç ( 1.2.6) ñâîäèòñÿ ê êóáè÷åñêîìó íåðàâåíñòâó îòíîñè�
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òåëüíî ζ = η2 :

a = Fa(ζ) = Aaζ
3 + Baζ

2 + Caζ +Da > 0, (1.3.10)

Aa = (β − 1)2(2β2 − β − βα + α),

Ba = (β − 1)β
[
β3 − (α2 − 3α+ 1)β2 − (1 + α)αβ + 2α2

]
ξ,

Ca = β2
[(

2αβ2(β − 1− α2) + α2(α + β + αβ)
)
ξ2+

+(β − 1)
(
(α− 2)β2 − αβ − β + α

)]
,

Da = β4
[
(β − α− α2)α2ξ2 + α2 + (1− β)(α− β)

]
ξ,

à íåðàâåíñòâî d > 0 � ê íåðàâåíñòâó øåñòîé ñòåïåíè îòíîñèòåëüíî ζ :

d = Fd(ζ) = Adζ
6 + Bdζ

5 + Cdζ
4 +Ddζ

3 + Edζ
2 + Fdζ +Gd > 0, (1.3.11)

Ad = (β − 1)4ρ2,

Bd = 2ξβρ(β − 1)3
(
(β − 1)[(β + 2)α2 + 2β3 − β2]− αβ(4β2 − 5β − 1)

)
,

Cd = β2(β − 1)2
[
ξ2
(
(β − 1)2

[
(β2 + 8β + 6)α4 + β4

]
− 2αβ(β − 1)

[
(17β2−

−25β − 2)α2 + 7β3 − 3β2
]
+ 3α2β2(6β3 − 25β2 + 24β − 3)

)
+ 2ρ(β − 1)

]
,

Dd = 2ξβ3(β − 1)

[
2αξ2

(
(β − 1)2

[
(β2 + 3β + 1)α4 + β4

]
+ β2(8β3 − 30β2+

+27β − 4)α2 − αβ(β − 1)
[
(14β2 − 20β + 1)α2 + 4β3 − β2

])
+ α2β(β − 1)(11β3−

−18β2 + 6β − 2)− (β − 1)2
[
α3β2(β + 1) + αβ3(5β − 4) + 2(α3 − αβ2 + β3)

]]
,

Ed = α2β5

[
α2ξ4

(
(β − 1)2[α4(6β2 + 8β + 1) + 6β4] + β2(28β3 − 90β2 + 72β−

−9)α2 − 2αβ(β − 1)[α2(22β2 − 30β + 3)− 2β2(β + 1)]
)
+ 2(β − 1)ξ2

(
[(15β3−

−12β2 − 8β + 2)α− β(9β3 − 10β2 − 8β + 6)]− (β − 1)[(2β3 + 3β + 1)α4+

+2β3(αβ + α+ β2 − β)]
)
+ (β − 1)2

(
(β2 − β + 1)2α2 + β2(2β − 1)2−

−2αβ(2β3 − β2 − 5β + 1)
)]
,
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Fd = 2β6ξ

[
α3ξ4

(
α4[2β2 − β − 1]− α3(8β2 − 10β + 1) + αβ2(2β − 3)(3α− 1)+

+2β3(β − 1)
)
− αξ2

(
(β − 1)(β2 + β + 2)α4 − (5β3 + 2β2 − 10β + 2)α3+

+β(3β − 1)(β2 − 2)α2 + 2β2(β − 1)(2βα− α− β2 + β)
)
+ (β − 1)

(
(β2−

−β + 1)α3 − α(β3 + 6β2 − β − 1)(α− β)− β(2β + 1)(α+ β2 − β)
)]
,

Gd = β8ξ2
[
α2ξ2(β − α+ α2)− α2 + β2 − ρ

]2
, ρ = β + αβ − α

�åøåíèå ýòèõ äâóõ íåðàâåíñòâ ñèñòåìû ( 1.2.6) áóäåì èñêàòü â îáëàñòÿõ

âûïîëíåíèÿ óñëîâèÿ b > 0 èç òàáëèöû1.7.

�àññìîòðèì ñèñòåìó óðàâíåíèé

b = 0, Fa = 0, Fd = 0, (1.3.12)

ðåøåíèÿ êîòîðîé ñîîòâåòñòâóþò òî÷êàì ïåðåñå÷åíèÿ ïîâåðõíîñòÿìè Fa = 0,

Fd = 0 (â ïðîñòðàíñòâå ïàðàìåòðîâ α, β, ξ, η) ãðàíèö èññëåäóåìûõ îáëàñòåé,

çàäàâàåìûõ ðàâåíñòâîì b = 0. Çàìåòèì, ÷òî íà ýòèõ ãðàíèöàõ âûïîëíÿåòñÿ

ðàâåíñòâî d = a2, à çíà÷èò, ïîâåðõíîñòè Fa = 0 è Fd = 0 ïåðåñåêàþò ãðàíè÷íûå

ïîâåðõíîñòè â îäíèõ è òåõ æå òî÷êàõ.

Îïðåäåëèì ñíà÷àëà ìíîæåñòâî òî÷åê ïåðåñå÷åíèÿ ïîâåðõíîñòåé Fa = 0 è

Fd = 0 ñ ãðàíèöåé ζ = ξαβ (ñì. òðåòèé ñòîëáåö â òàáëèöå 1.7). Ñèñòåìà ( 1.3.12)

ñâîäèòñÿ â ýòîì ñëó÷àå ê óðàâíåíèþ

Fa |ζ=ξαβ= β3ξ[Qξ2 +W ] = 0,

Q = α2β2(2αβ − α+ β)(β − α),

W = (β3 − 2β2 + 3β − 1)α2 + 2αβ(1− β2) + β2(β − 1).

Çíàê êîý��èöèåíòà Q ñîâïàäàåò ñî çíàêîì ðàçíîñòè β−α. Ñâîáîäíûé ÷ëåí W

ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé êâàäðàòíîå óðàâíåíèå îòíîñèòåëüíî α, êîòîðîå ïðèíèìàåò

ïîëîæèòåëüíûå çíà÷åíèÿ â îáëàñòÿõ 1 � 6 è 8 èçìåíåíèÿ ïàðàìåòðîâ α, β, à

îòðèöàòåëüíûå � â îáëàñòè 9.
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Ïðè ýòîì â îáëàñòÿõ 1, 3 è 5 âûðàæåíèÿ Q è W îäíîãî çíàêà, à çíà÷èò

Fa |ζ=ξαβ= 0 â ýòèõ îáëàñòÿõ íå èìååò ðåøåíèé äëÿ ëþáûõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ.

Â îñòàëüíûõ îáëàñòÿõ ñèñòåìà èìååò ðåøåíèå ïðè ξ = ξ4 =
√

−W/Q.
Ïðîâåðèì ïîïàäàíèå çíà÷åíèÿ ξ4 â îáëàñòè èçìåíåíèÿ ïàðàìåòðà ξ, âûïèñàííûå

âî âòîðîì ñòîëáöå òàáëèöû1.7. Ñðàâíèì, íàïðèìåð,

1

α2β2
− ξ24 =

(αβ − α− β)2

α2β(2αβ − α + β)(β − α)
=

const

(β − α)
, const > 0.

Òàêèì îáðàçîì ïîëó÷àåì, ÷òî

1

αβ
> ξ4 åñëè β > α,

1

αβ
< ξ4 − â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.

Â îáëàñòè 7 (äëÿ êîòîðîé β > α) ïåðåñå÷åíèå ñ ãðàíèöåé ζ = ξαβ ìîæåò

áûòü òîëüêî ïðè óñëîâèè ξ > 1/(αβ) (ñì. òàáëèöó 1.7), ïîýòîìó íàéäåííàÿ òî÷�

êà ξ4 íå ïîïàäàåò â äàííûé èíòåðâàë, è âíå çàâèñèìîñòè îò çíàêà W ñèñòåìà

( 1.3.12) ïðè ζ = ξαβ â îáëàñòè 7 ðåøåíèé íå èìååò.

Â îáëàñòÿõ ñ ÷åòíûìè íîìåðàìè (2, 4, 6, 8) çíà÷åíèå ξ = ξ4 ïîïàäàåò â îäèí

èç èíòåðâàëîâ äîïóñòèìûõ çíà÷åíèé ξ, îïðåäåëåííûõ âî âòîðîì ñòîëáöå òàáëè�

öû 1.7. Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ýòèõ îáëàñòåé âñåãäà èìåþòñÿ òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ

èññëåäóåìûõ ïîâåðõíîñòåé ñ ãðàíè÷íîé ïîâåðõíîñòüþ ζ = ξαβ.

Òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ïîâåðõíîñòåé Fa = 0, Fd = 0 ñ ãðàíèöàìè ζ = η2i

(i = 1, 2) èùóòñÿ àíàëîãè÷íî è îïðåäåëÿþòñÿ óñëîâèåì ξ = ξ5,6 = −W/Q±.

Çäåñü

Q± = −α2[β − 1]2 ± αβ(β − 2)± β2(β − 1), W = α[β − 1]2 + β(3− 2β).

Çäåñü ïëþñû è ìèíóñû îòíîñÿòñÿ ê ξ5 (ïðè ζ = η21) è ξ6 (ïðè ζ = η22) ñî�

îòâåòñòâåííî. Èññëåäîâàíèå ïîêàçàëî, ÷òî ñèñòåìà ( 1.3.12) äëÿ ýòèõ ãðàíèö,

àíàëîãè÷íî ðàññìîòðåííîé âûøå ãðàíèöå ζ = ξαβ, èìååò ðåøåíèå òîëüêî äëÿ

îáëàñòåé ñ ÷åòíûìè íîìåðàìè, äëÿ êîòîðûõ α > β.
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Ïðîâåðêà ïåðåñå÷åíèé äëÿ ãðàíèö ζ = η2∗,∗∗ ïðèâîäèò ê ñèñòåìå êóáè÷åñêèõ

óðàâíåíèé

F (ζ) = 0, Fa(ζ) = 0.

Çäåñü F (ζ) � ââåäåííîå ðàíåå êóáè÷åñêîå óðàâíåíèå ( 1.3.8) (ïðè÷åì η2∗, η
2
∗∗ �

êîðíè ýòîãî óðàâíåíèÿ). �àññìîòðèì îáëàñòè 1, 2, 3, 7, 9, ãäå ñëåäóåò èñêàòü

ïåðåñå÷åíèÿ ïîâåðõíîñòåé (ñì. òàáëèöó 1.7). Äâà ìíîãî÷ëåíà F (ζ) è Fa(ζ) èìåþò

îáùèå êîðíè, åñëè èõ ðåçóëüòàíò îáðàùàåòñÿ â íóëü; ðåçóëüòàíò ïðåäñòàâëÿåòñÿ

â âèäå áèêâàäðàòíîãî òðåõ÷ëåíà îòíîñèòåëüíî ξ :

A1ξ
4 + B1ξ

2 + C1 = 0,

A1 = −α2[(β − 1)2α2 + β(3β − 2)α− β2(β − 1)]3,

B1 =
β − 1

2

[
(β + 1)(β − 2)2(β − 1)3α6 + 6β(β − 1)(β4 − β3 − 5β2 + 6β − 2)α5−

−3β2(3β4 − 34β3 + 56β2 − 32β + 6)α4 + 2β3(6β4 − 61β3 + 105β2 − 63β + 12)α3−

−3β4(β − 1)(β3 − 21β2 + 26β − 8)α2 − 6β5(3β − 2)(β − 1)2α+ 2β6(β − 1)3
]
,

C1 = −(β − 1)2

16
[(β − 2)2α+ 4β(β − 1)]2[(β + 1)2α2 − β(5β − 2)α+ 3β2(β − 1)].

Áèêâàäðàòíîå óðàâíåíèå îòíîñèòåëüíî ξ èìååò ïîëîæèòåëüíûå âåùåñòâåí�

íûå êîðíè, åñëè åãî äèñêðèìèíàíò, îïðåäåëÿåìûé âûðàæåíèåì

[
(β2 − 4β + 2)α2 + (3β − 1)(β − 1)α− β(β − 1)2

]
(α− β) > 0,

íåîòðèöàòåëåí, à êîý��èöèåíòû A1, B1 è C1 óäîâëåòâîðÿþò íåêîòîðûì íåðà�

âåíñòâàì, ñëåäóþùèì èç �îðìóë Âèåòà äëÿ êîðíåé êâàäðàòíîãî óðàâíåíèÿ.

Ïåðå÷èñëåííûå óñëîâèÿ íàêëàäûâàþò îãðàíè÷åíèÿ íà îáëàñòü èçìåíåíèÿ èíåð�

öèîííûõ ïàðàìåòðîâ α, β, äëÿ êîòîðîé âîçìîæíû èñêîìûå ïåðåñå÷åíèÿ. Ýòè

ïåðåñå÷åíèÿ (â òî÷êàõ ξ = ξ∗ è ξ = ξ∗∗, ξ∗ > ξ∗∗) îáíàðóæåíû òîëüêî äëÿ

ïîäîáëàñòè 2* îáëàñòè 2.

�åøåíèÿ óðàâíåíèé Fa = 0 è Fd = 0 íà ãðàíèöå ξ = 0 â èññëåäóåìûõ

îáëàñòÿõ íå îáíàðóæåíû.
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Òàêèì îáðàçîì, âûÿâëåíî, ÷òî â îáëàñòÿõ ñ íå÷åòíûìè íîìåðàìè (1, 3,

5, 7) ñèñòåìà ( 1.3.12) íåñîâìåñòíà. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî íà ãðàíè÷íûõ ïîâåðõíî�

ñòÿõ b = 0 çíàêè �óíêöèé Fa è Fd ñîõðàíÿþòñÿ; ïðîâåðêà ïîêàçûâàåò, ÷òî ýòè

çíàêè ïîëîæèòåëüíûå. Àíàëèòè÷åñêàÿ ïðîâåðêà çíàêîâ óêàçàííûõ �óíêöèé íà

ãðàíèöå ξ = 0 è â ñëó÷àå íåîãðàíè÷åííûõ çíà÷åíèé ξ (äëÿ òåõ îáëàñòåé, ãäå òà�

êèå çíà÷åíèÿ âîçìîæíû), à òàêæå ÷èñëåííî-ãðà�è÷åñêèé àíàëèç, ïðîâåäåííûé

âíóòðè îáëàñòåé b > 0, ïîêàçàëè, ÷òî çíàêè �óíêöèé Fa è Fd â ðàññìàòðèâàå�

ìûõ îáëàñòÿõ 1, 3, 5, 7 ïîëîæèòåëüíû. Ïîýòîìó íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ óñòîé÷è�

âîñòè â ýòèõ îáëàñòÿõ ñâîäÿòñÿ ê îäíîìó íåðàâåíñòâó b > 0 è ïðåäñòàâëåíû â

òàáëèöå 1.7.

Äëÿ âñåõ îáëàñòåé ñ ÷åòíûìè íîìåðàìè íàéäåíû ñëó÷àè ïåðåñå÷åíèÿ ïî�

âåðõíîñòåé Fa = 0 è Fd = 0 ñ ãðàíèöàìè b = 0 è, çíà÷èò, îáëàñòè b > 0

ðàçáèâàþòñÿ íà ïîäîáëàñòè ñ ðàçëè÷íûìè çíàêàìè �óíêöèé Fa è Fd. Àíàëèç

ïîêàçûâàåò, ÷òî çíàêè îáåèõ �óíêöèé ïîëîæèòåëüíû äëÿ çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ,

ïðèâåäåííûõ â òàáëèöå 1.8.

Íà ðèñ. 11 ïðåäñòàâëåíû ðåçóëüòàòû ïðîâåäåííîãî àíàëèçà óñòîé÷èâîñòè

ïåðìàíåíòíûõ âðàùåíèé äëÿ îáëàñòåé 1�9. Íàéäåííûå îáëàñòè óñòîé÷èâîñòè

èçîáðàæåíû â ïëîñêîñòè ïàðàìåòðîâ η, ξ ïðè �èêñèðîâàííûõ çíà÷åíèÿõ èíåð�

öèîííûõ ïàðàìåòðîâ α, β. Ïîêàçàíà õàðàêòåðíàÿ äëÿ êàæäîé îáëàñòè êàðòèíà

óñòîé÷èâîñòè.

Ïðÿìûå η = η1 è η = η2 íà ðèñóíêàõ, îòíîñÿùèõñÿ ê îáëàñòÿì 1�4, îòâå÷à�

þò ïðàâîé è ëåâîé ãðàíèöàì îáëàñòåé ñóùåñòâîâàíèÿ ïåðìàíåíòíûõ âðàùåíèé

ïðè s = 1 è s = −1 (ñì. òàêæå òàáë. 1.5). Â îáëàñòÿõ ìåæäó ýòèìè ïðÿìûìè

ïåðìàíåíòíûå âðàùåíèÿ íå ñóùåñòâóþò. Îáëàñòè 5�9 îòíîñÿòñÿ ê âðàùåíèÿì,

äëÿ êîòîðûõ s = 1.

Â îáëàñòÿõ ñóùåñòâîâàíèÿ ïåðìàíåíòíûõ âðàùåíèé íà ðèñ. 11 ñïëîøíûì

öâåòîì çàêðàøåíû îáëàñòè âûïîëíåíèÿ êàê íåîáõîäèìûõ, òàê è äîñòàòî÷íûõ

óñëîâèé óñòîé÷èâîñòè, â çàøòðèõîâàííûõ îáëàñòÿõ âûïîëíÿþòñÿ òîëüêî íåîá�
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Òàáëèöà 1.8. Íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ óñòîé÷èâîñòè â îáëàñòÿõ ñ ÷åòíûìè íîìåðàìè

Îáë. Çíà÷åíèÿ ξ
Óñëîâèÿ âûïîëíåíèÿ

ÍÓ

2

ξ5 < ξ < ξ1 η2D < η2 < η21

ξ1 < ξ < ξ2 η2D < η2 < η2∗

ξ2 < ξ < ξ4 η2D < η2 < ξαβ

2*

ξ5 < ξ < ξ1 η2D < η2 < η21

ξ1 < ξ < ξ∗∗ η2D < η2 < η2∗

ξ∗ < ξ < ξ2 η2D < η2 < η2∗

ξ2 < ξ < ξ4 η2D < η2 < ξαβ

4

ξ5 < ξ < 1/(αβ) η2D < η2 < η21

1/(αβ) < ξ < ξ4 η2D < η2 < ξαβ

6

1/(αβ) < ξ < ξ7 η21 < η2 < ξαβ

ξ7 < ξ < ξ6 η2D < η2 < ξαβ

8

1/(αβ) < ξ < ξ7 η21 < η2 < ξαβ

ξ7 < ξ < ξ6 η2D < η2 < ξαβ

õîäèìûå óñëîâèÿ, â îñòàëüíîé ÷àñòè îáëàñòè èìååò ìåñòî íåóñòîé÷èâîñòü. Ââå�

äåíû ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ:

ξ6 = max (ξ4, ξ5) , ξ7 = min (ξ4, ξ5) ,

Ïðèâåäåííûé àíàëèç ïîêàçûâàåò, ÷òî ïåðìàíåíòíûå âðàùåíèÿ, äëÿ êîòî�

ðûõ öåíòð ìàññ òåëà ðàñïîëîæåí íèæå òî÷êè ïîäâåñà òåëà (ñëó÷àé s = −1)

â îáëàñòÿõ 2, 2*, 4 óñòîé÷èâû ïðè âñåõ äîïóñòèìûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ η,

ξ. Ýòè äâèæåíèÿ óñòîé÷èâû è â ñëó÷àå îòñóòñòâèÿ âèáðàöèè (ξ = 0), îäíàêî

ñ ïîÿâëåíèåì âèáðàöèè òî÷êè ïîäâåñà íèæíÿÿ ãðàíèöà äèàïàçîíà äîïóñòèìûõ

çíà÷åíèé óãëîâûõ ñêîðîñòåé ïåðìàíåíòíûõ âðàùåíèé âîçðàñòàåò. Â îáëàñòÿõ 1
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PSfrag replaements

0

ξ

ξ1

ξ2

1

αβ

η

η =
η 1

Îáëàñòü 1

PSfrag replaements

0

ξ

ξ1

1

αβ

η

η
=
η 1

Îáëàñòü 3

PSfrag replaements

0

ξ

1

αβ

ξ6

ξ7

η

Îáëàñòü 6

PSfrag replaements

0

ξ

ξ1

1

αβ

ξ6

ξ7

η

Îáëàñòü 8

PSfrag replaements

0

ξ

ξ1

ξ2

ξ4

ξ5

1

αβ

η

η =
η 1

η =
η 2

Îáëàñòü 2

PSfrag replaements

0

ξ

ξ1

ξ2
ξ4

ξ5

ξ∗

ξ∗∗

1

αβ

η

η =
η 1

η =
η 2

Îáëàñòü 2∗

PSfrag replaements

0

ξ

ξ1

ξ4

ξ5

1

αβ

η

η =
η 1

η =
η 2

Îáëàñòü 4

PSfrag replaements

0

ξ

1

αβ

η

Îáëàñòü 5

PSfrag replaements

0

ξ

ξ1

1

αβ

η

Îáëàñòü 7

PSfrag replaements

0

ξ

ξ1

ξ2
1

αβ

η

Îáëàñòü 9

�èñ. 11. Îáëàñòè óñòîé÷èâîñòè

è 3 ðàññìàòðèâàåìûå ïåðìàíåíòíûå âðàùåíèÿ âñåãäà íåóñòîé÷èâû, êàê è ïðè

îòñóòñòâèè âèáðàöèé.
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Ïåðìàíåíòíûå âðàùåíèÿ, äëÿ êîòîðûõ öåíòð ìàññ ðàñïîëîæåí âûøå òî÷êè

ïîäâåñà (ñëó÷àé s = 1), ìîæíî ñòàáèëèçèðîâàòü â îáëàñòÿõ 1�4 â îïðåäåëåííîì

äèàïàçîíå óãëîâûõ ñêîðîñòåé çà ñ÷åò âèáðàöèé òî÷êè ïîäâåñà; ïðè îòñóòñòâèè

âèáðàöèé èìååò ìåñòî íåóñòîé÷èâîñòü.

Â îáëàñòÿõ 5, 7, 8, 9, ïî ñðàâíåíèþ ñî ñëó÷àåì îòñóòñòâèÿ âèáðàöèè, ñäâèãà�

åòñÿ â ñòîðîíó óìåíüøåíèÿ íèæíÿÿ ãðàíèöà óãëîâûõ ñêîðîñòåé óñòîé÷èâûõ ïåð�

ìàíåíòíûõ âðàùåíèé. Äëÿ òî÷åê îáëàñòè 8 óâåëè÷åíèå ïàðàìåòðà ξ ïðèâîäèò ê

èñ÷åçíîâåíèþ ïîäîáëàñòè âûïîëíåíèÿ äîñòàòî÷íûõ óñëîâèé óñòîé÷èâîñòè, ïðè

ýòîì èìååòñÿ íîâàÿ ïîäîáëàñòü óñòîé÷èâîñòè â ëèíåéíîì ïðèáëèæåíèè, ïîÿâ�

ëÿþùàÿñÿ çà ñ÷åò âèáðàöèè. Â îáëàñòè 9 ïðè ξ > 0, êðîìå ðàñøèðåíèÿ îáëàñòè

óñòîé÷èâîñòè â ëèíåéíîì ïðèáëèæåíèè, îòìåòèì ïîÿâëåíèå ïîäîáëàñòè âûïîë�

íåíèÿ äîñòàòî÷íûõ óñëîâèé óñòîé÷èâîñòè. Â îáëàñòè 6 èìååò ìåñòî ñòàáèëèçà�

öèÿ ðàññìàòðèâàåìûõ ïåðìàíåíòíûõ âðàùåíèé äëÿ îïðåäåëåííîãî äèàïàçîíà

óãëîâûõ ñêîðîñòåé è ÷àñòîòû âèáðàöèè òî÷êè ïîäâåñà.

1.3.4. Íåëèíåéíûé àíàëèç óñòîé÷èâîñòè

Â îáëàñòÿõ èçìåíåíèÿ ïàðàìåòðîâ çàäà÷è, ãäå âûïîëíÿþòñÿ òîëüêî íåîáõî�

äèìûå óñëîâèÿ óñòîé÷èâîñòè, ìîæåò áûòü ïðîâåäåí íåëèíåéíûé àíàëèç óñòîé�

÷èâîñòè ðåøåíèé ( 1.3.1).

Íîðìàëèçóåì ãàìèëüòîíèàí âîçìóùåííîãî äâèæåíèÿ ( 1.2.2) â ÷ëåíàõ äî

÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà âêëþ÷èòåëüíî îòíîñèòåëüíî âîçìóùåíèé. Ñíà÷àëà ïðè�

âåäåì êâàäðàòè÷íóþ ÷àñòü ( 1.3.3) ãàìèëüòîíèàíà ê íîðìàëüíîé �îðìå âè�

äà ( 1.2.10), èñïîëüçóÿ ëèíåéíîå óíèâàëåíòíîå êàíîíè÷åñêîå ïðåîáðàçîâàíèå

( 1.2.9), ãäå

n11 =
1

2

√
2κ(a1a3 − a2a4 +

√
d)

o1
√
χ

, n12 =
1

2

√
2κ(a1a3 − a2a4 −

√
d)

o2
√
χ

,

n23 =
1

2

ςκ1(a2a4a6 + a1a3a6 − 2a2a3a5 − a6
√
d)

o1κ
,
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n24 = −1

2

ςκ2(a2a4a6 + a1a3a6 − 2a2a3a5 + a6
√
d)

o2κ
,

n33 =
1

2

ςκ1(a1a2a3 + a2
√
d− a22a4 + 2a2a5a6 − 2a26a1)

o1κ
,

n34 = −1

2

ςκ2(a1a2a3 − a2
√
d− a22a4 + 2a2a5a6 − 2a26a1)

o2κ
,

n41 = −
√
2χκ

o1
, n42 = −

√
2χκ

o2
,

ς =
√

2χκ, κ = χ(a2a3 − a26), χ = a6a1 − a2a5,

λ = −a22a4 + 2a2a5a6 + a1a2a3 − 2a26a1,

o1 =

√
κ1
√
d(λ+ a2

√
d), o2 =

√
κ2
√
d(λ− a2

√
d),

κ1,2 =
1

2

√
2a2a4 − 4a5a6 + 2a1a3 ± 2

√
d (κ1 > κ2).

Çäåñü d � äèñêðèìèíàíò õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ, ââåäåííûé â ( 1.2.6),

à κ1 è κ2 � ÷àñòîòû ìàëûõ ëèíåéíûõ êîëåáàíèé ñèñòåìû. Ïàðàìåòðû a1 � a6

ââåäåíû ðàíåå â ñîîòíîøåíèÿõ ( 1.3.6).

Çàòåì â ïðåîáðàçîâàííîì ãàìèëüòîíèàíå ïðîâåäåì íîðìàëèçàöèþ ñëàãàå�

ìûõ òðåòüåé è ÷åòâåðòîé ñòåïåíåé. Ïðè îòñóòñòâèè ðåçîíàíñîâ òðåòüåãî è ÷åò�

âåðòîãî ïîðÿäêîâ íîðìàëèçîâàííûé ãàìèëüòîíèàí âîçìóùåííîãî äâèæåíèÿ â

êîîðäèíàòàõ ϕj è rj, çàäàâàåìûõ �îðìóëàìè qj =
√

2rj sinϕj, pj =
√

2rj cosϕj

(j = 1, 2), èìååò âèä ( 1.2.11). Çäåñü ñëàãàåìîå O(r
5/2
j ) 2π-ïåðèîäè÷íî ïî óãëî�

âûì ïåðåìåííûì ϕj (j = 1, 2), à êîý��èöèåíòû c02, c11 è c02 ïðåäñòàâëÿþòñÿ â

âèäå

c20 =
3

2(4κ21 − κ22)κ1κ2

(
8(l2 + l6)

2κ31 + 8(3m2 +m6 + 3m9)κ2κ
3
1−

−(3l22 + 2l2l6 + 3l26 + l27)κ1κ
2
2 − 2(3m2 +m6 + 3m9)κ

3
2κ1 + 3(5l21 + 2l1l5 + l25)κ

3
2

)
,

c02 =
3

2(κ21 − 4κ22)κ1κ2

(
8(l3 + l9)

2κ32 + 2(m17 + 3m3 + 3m19)(κ
2
1 − 4κ22)κ1κ2−

−4
[
3(l10 + l4)

2 + 12l24 − l8(l3 − l9)
]
κ1κ

2
2 + 3

[
4l24 + (l10 + l4)

2
]
κ31−

−
[
3(l3 + l9)

2 + l28

]
κ21κ2

)
,
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c11 = − 6

(4κ21 − κ22)(κ
2
1 − 4κ22)κ1κ2

(
(m4 +m7 +m14 +m15)(17κ

2
1κ

2
2 − 4κ41−

−4κ42)κ1κ2 −
[
17(3l1 + l5)(l3 + l9) + 8(l2 − l6)

2 − 2l8(l3 − l9) + 8l27

]
κ21κ

3
2 + 4(l3+

+l9)(3l1 + l5)κ
5
2 − 4(l2 + l6)(3l4 + l10)κ

5
1 − 2

[
2(l2 + l6)(3l4 + l10) + (l3 − l9)

2 + l28−

−4l7(l2 − l6)
]
κ1κ

4
2 +

[
17(3l4 + l10)(l2 + l6)− 2l7(l2 − l6) + 8(l3 − l9)

2 + 8l28

]
κ31κ

2
2+

+2
[
2(l3 + l9)(3l1 + l5) + (l2 − l6)

2 − 4l8(l3 − l9) + l27

]
κ41κ2

)
.

ßâíûé âèä âåëè÷èíû ∆ çäåñü è äëÿ ðàññìàòðèâàåìûõ íèæå ÷àñòíûõ ñëó�

÷àåâ íå ïðèâîäèì â ñèëó ãðîìîçäêîñòè. Ñëó÷àé âûðîæäåíèÿ ∆ = 0 òðåáóåò

àíàëèçà â ãàìèëüòîíèàíå âîçìóùåííîãî äâèæåíèÿ ñëàãàåìûõ äî øåñòîãî ïî�

ðÿäêà âêëþ÷èòåëüíî îòíîñèòåëüíî âîçìóùåíèé, òàêîé àíàëèç â äàííîé ðàáîòå

íå ïðîâîäèòñÿ.

Åñëè â ñèñòåìå ðåàëèçóåòñÿ ðåçîíàíñ òðåòüåãî ïîðÿäêà (κ1 = 2κ2), òî ñ

ïîìîùüþ íåëèíåéíîé íîðìàëèçàöèè ãàìèëüòîíèàí ïðèâîäèòñÿ ê âèäó

H = 2κ2r1 − κ2r2 + k3
√
r1r2 sin(ϕ1 + 2ϕ2) + c20r

2
1 + c11r1r2 + c02r

2
2+

+O(r
5/2
j ),

(1.3.13)

â êîòîðîì ðåçîíàíñíûé êîý��èöèåíò âû÷èñëÿåòñÿ ïî �îðìóëå

k3 = l3 − l8 − l9.

Ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ k3 6= 0 èññëåäóåìîå ðåøåíèå íåóñòîé÷èâî. Åñëè

æå k3 = 0 è ïðè ýòîì

c20 + 2c11 + 4c02 6= 0, (1.3.14)

òî èìååò ìåñòî óñòîé÷èâîñòü [38℄.

Ïóñòü â ñèñòåìå íåò ðåçîíàíñà òðåòüåãî ïîðÿäêà, íî åñòü ðåçîíàíñ ÷åòâåð�

òîãî ïîðÿäêà (κ1 = 3κ2). �àìèëüòîíèàí ïðåîáðàçóåòñÿ ê âèäó ( 1.3.13), ãäå

k4 =
3

5κ2

(
5(m5 −m11 −m16 +m18)κ2 − (6l2 + 10l4 + 4l6 − l7 + 10l10)l3+

+(6l2 + 20l4 + 4l6 − l7)l9 + (4l2 + 15l4 + 6l6 + l7 + 5l10)l8

)
.
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Â âûðàæåíèÿõ äëÿ âåëè÷èí cij è ðåçîíàíñíûõ êîý��èöèåíòîâ k3, k4 ââå�

äåíû ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ:

l1 = n11

(
n241b4 + n11b5n41 + n211b2

)
,

l2 = 3(b2n12 + n42b5)n
2
11 + 2n41(b5n12 + b4n42)n11 + b4n12n

2
41,

l3 =
(
2n42b5n12 + n242b4 + 3b2n

2
12

)
n11 + n12n41

(
2b4n42 + b5n12

)
,

l4 = n12

(
n242b4 + n42b5n12 + b2n

2
12

)
,

l5 =
(
(n23b1 + n33b3)n11 + n41(n23b7 + b6n33)

)
n23,

l6 =
(
(n23b1 + n33b3)n12 + n42(n23b7 + b6n33)

)
n23,

l7 =
(
(b1n24 + n34b3)n11 + n41(b7n24 + b6n34)

)
n23+

+
(
(n23b1 + n33b3)n11 + n41(n23b7 + b6n33)

)
n24,

l8 =
(
(b1n24 + n34b3)n12 + n42(b7n24 + b6n34)

)
n23+

+
(
(n23b1 + n33b3)n12 + n42(n23b7 + b6n33)

)
n24,

l9 =
(
(b1n24 + n34b3)n11 + n41(b7n24 + b6n34)

)
n24,

l10 =
(
(b1n24 + n34b3)n12 + n42(b7n24 + b6n34)

)
n24,

m1 = n11

(
(4n12c3 + n42c9)n

2
11 + (2n42c8 + 3n12c9)n11n41 + 2n12n

2
41c8

)
,

m2 =
(
c3n

2
11 + n11n41c9 + n241c8

)
n211, m3 =

(
c9n42n12 + c3n

2
12 + n242c8

)
n212,

m4 =
(
6c3n

2
12 + 3c9n42n12 + n242c8

)
n211 + n11n12n41

(
3n12c9 + 4c8n42

)
+ n212n

2
41c8,

m5 =
(
3n11n42c9n12 + 4n11c3n

2
12 + 2n11n

2
42c8 + 2n12n41c8n42 + n212n41c9

)
n12,

m6 =
(
(c1n

2
11 + c11n41n11 + n241c7)n23 + n11n33(c5n11 + n41c10)

)
n23,

m9 =
(
n23c4n33 + n233c6 + n223c2

)
n223, m19 =

(
c4n24n34 + n234c6 + c2n

2
24

)
n224,

m7 =
(
(c1n

2
12 + n242c7 + c11n42n12)n23 + n33n12(c5n12 + c10n42)

)
n23,

m8 =
(
((2c1n12 + c11n42)n11 + (2c7n42 + c11n12)n41)n23+

+((2c5n12 + c10n42)n11 + c10n12n41)n33

)
n23,
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m10 =
(
(2n24c1 + n34c5)n23 + n24n33c5

)
n211+

+
(
(c10n34 + 2c11n24)n23 + c10n33n24

)
n41n11 + 2n23n24n

2
41c7,

m11 =
(
(2n24c1 + n34c5)n23 + n24n33c5

)
n212+

+
(
(c10n34 + 2c11n24)n23 + c10n33n24

)
n42n12 + 2n23n24n

2
42c7,

m12 =
(
(2(2c1n12 + c11n42)n11 + 2(2c7n42 + c11n12)n41)n24 + (c10n12n41+

+(2c5n12 + c10n42)n11)n34

)
n23 + n33n24

(
(2c5n12 + c10n42)n11 + c10n12n41

)
,

m13 =
(
4n223c2n24 + n223n34c4 + 2n33n23c6n34 + 3n23c4n33n24 + 2c6n24n

2
33

)
n23,

m14 =
(
n234c6 + 3c4n24n34 + 6c2n

2
24

)
n223 + n23n24n33

(
3n24c4 + 4c6n34

)
+ c6n

2
24n

2
33,

m15 =
(
(c1n

2
11 + c11n41n11 + n241c7)n24 + n11n34(c5n11 + n41c10)

)
n24,

m16 =
(
(2c1n12 + c11n42)n24n11 + (2c7n42 + c11n12)n24n41+

+(2c5n12 + c10n42)n11n34 + c10n34n12n41

)
n24,

m17 =
(
(c1n

2
12 + n242c7 + c11n42n12)n24 + n34n12(c5n12 + c10n42)

)
n24,

m18 =
(
4n23c2n

2
24 + 3n23c4n24n34 + 2n23n

2
34c6 + n33n

2
24c4 + 2n24n33c6n34

)
n24.

Òàêèì îáðàçîì, óñòîé÷èâîñòü ñòàöèîíàðíîãî âðàùåíèÿ â èññëåäóåìûõ îá�

ëàñòÿõ óñòîé÷èâîñòè â ëèíåéíîì ïðèáëèæåíèè ìîæåò íàðóøèòüñÿ äëÿ çíà÷åíèé

ïàðàìåòðîâ (β, ξ, η), ïðèíàäëåæàùèõ ïîâåðõíîñòÿì ðåçîíàíñîâ òðåòüåãî è ÷åò�

âåðòîãî ïîðÿäêîâ èëè ïîâåðõíîñòè âûðîæäåíèÿ ∆ = 0 èç ( 1.2.12).

1.3.5. ×àñòíûå ñëó÷àè ãåîìåòðèè ìàññ òåëà

Íåëèíåéíûé àíàëèç óñòîé÷èâîñòè ïðîâåäåì äëÿ òåõ æå, ÷òî è â 1.2.3, ÷àñò�

íûõ ñëó÷àåâ èíåðöèîííîãî ïàðàìåòðà α: α = 1 (äèíàìè÷åñêàÿ ñèììåòðèÿ) è

α = 2 (ñëó÷àé Áîáûëåâà�Ñòåêëîâà).

1. Ñëó÷àé äèíàìè÷åñêîé ñèììåòðèè

Ñëó÷àþ äèíàìè÷åñêîé ñèììåòðèè α = 1 (A = B) ñîîòâåòñòâóåò îòðåçîê
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ïðÿìîé α = 1 ïðè β > 1/2 (ðèñ. 10).

Äëÿ àíàëèçà óñòîé÷èâîñòè ðàññìàòðèâàëèñü ñå÷åíèÿ èçó÷àåìûõ îáëàñòåé

òðåõìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà ïàðàìåòðîâ ïëîñêîñòÿìè β = const ïðè ðàçëè÷íûõ

çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà β èç èíòåðâàëà β > 1/2. Â ïîëó÷àåìûõ ñå÷åíèÿõ â ïëîñêî�

ñòè ïàðàìåòðîâ η, ξ ñòðîèëèñü îáëàñòè óñòîé÷èâîñòè â ëèíåéíîì ïðèáëèæåíèè,

à òàêæå èìåþùèåñÿ â íèõ êðèâûå ðåçîíàíñîâ òðåòüåãî è ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêîâ

è êðèâûå âûðîæäåíèÿ; íà êðèâûõ ðåçîíàíñà ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà âûäåëÿëèñü

ó÷àñòêè óñòîé÷èâîñòè è íåóñòîé÷èâîñòè. Ïðè ýòîì îòñëåæèâàëàñü ýâîëþöèÿ

èçó÷àåìûõ îáëàñòåé è êàðòèíû óñòîé÷èâîñòè.

PSfrag replaements

0

ξ

η

(a)

PSfrag replaements

0

ξ

η

(b)

�èñ. 12. Îáëàñòè 2, 4

Íà ðèñóíêàõ, èëëþñòðèðóþùèõ ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû (ñì. ðèñ. 12, 13),

îáëàñòè, ãäå íå âûïîëíÿþòñÿ íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ óñòîé÷èâîñòè, çàêðàøåíû

ñåðûì öâåòîì. Êðèâûå ðåçîíàíñà òðåòüåãî ïîðÿäêà ïîêàçàíû òîíêèìè ëèíèÿìè.

Êðèâûå ðåçîíàíñà ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà èçîáðàæåíû ïîëóæèðíûìè ëèíèÿìè íà

ó÷àñòêàõ óñòîé÷èâîñòè è ïóíêòèðíûìè ëèíèÿìè íà ó÷àñòêàõ íåóñòîé÷èâîñòè.

Êðèâûå âûðîæäåíèÿ ïîêàçàíû òî÷å÷íûìè ëèíèÿìè.

Âèä ïîëó÷åííûõ ñå÷åíèé è êàðòèíà óñòîé÷èâîñòè â íèõ êà÷åñòâåííî îòëè�
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PSfrag replaements

0

ξ

η

(a)

PSfrag replaements

0

ξ

η

(b)

PSfrag replaements

0

ξ

η

(c)

PSfrag replaements

0

ξ

η

(d)

PSfrag replaements

0

ξ

η

(e)

PSfrag replaements

0

ξ

η

(f )
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PSfrag replaements

0

ξ

η

(g)

PSfrag replaements

0

ξ

η

(h)

PSfrag replaements

0

ξ

η

(i)

PSfrag replaements

0

ξ

η

(j)

�èñ. 13. Îáëàñòè 5, 7, 9

÷àþòñÿ äëÿ çíà÷åíèé β èç èíòåðâàëîâ 1/2 < β < 1 (îáëàñòè 2 è 4) è β > 1

(îáëàñòè 5, 7, 9).

Äëÿ îáëàñòåé 2 è 4 èññëåäóåìûå îáëàñòè â ïëîñêîñòè ïàðàìåòðîâ ξ, η îãðà�

íè÷åíû è ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé êðèâîëèíåéíûé ÷åòûðåõóãîëüíèê (äëÿ îáëàñòè

2 ðèñ. 12 a) èëè êðèâîëèíåéíûé òðåóãîëüíèê (äëÿ îáëàñòè 4 ðèñ. 12 b). Â ýòèõ

îáëàñòÿõ âî âñåõ èññëåäóåìûõ ñå÷åíèÿõ ñóùåñòâóþò êðèâàÿ âûðîæäåíèÿ, à òàê�

æå êðèâûå ðåçîíàíñîâ òðåòüåãî è ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêîâ. Âñå òðè êðèâûå èìåþò

îáùèå êîíöû â óãëîâûõ òî÷êàõ îáëàñòè.
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Äëÿ òî÷åê êðèâîé ðåçîíàíñà òðåòüåãî ïîðÿäêà âñåãäà èìååò ìåñòî íåóñòîé�

÷èâîñòü. Êðèâûå âûðîæäåíèÿ è ðåçîíàíñà ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà èìåþò òî÷êó

ïåðåñå÷åíèÿ; â ýòîé òî÷êå, à òàêæå íà ñðåäíåì ó÷àñòêå ðåçîíàíñíîé êðèâîé,

ñîäåðæàùåì ýòó òî÷êó, èññëåäóåìîå ïåðìàíåíòíîå âðàùåíèå íåóñòîé÷èâî, âíå

äàííîãî ó÷àñòêà èìååì óñòîé÷èâîñòü.

Äëÿ çíà÷åíèé ïàðàìåòðà β (ïðè α = 1) èç îáëàñòåé 5, 7, 9 îáëàñòè âûïîë�

íåíèÿ òîëüêî íåîáõîäèìûõ óñëîâèé óñòîé÷èâîñòè íåîãðàíè÷åííû (ñì. ðèñ. 13).

�èñ. 13 a�j ñîîòâåòñòâóþò îáëàñòè 5 (a), îáëàñòè 7 ïðè 4/3 < β < 1.352 (b),

1.352 < β < 1.395 (c), 1.395 < β < 1.459 (d), (1.459 < β < 1.483 (e),

1.483 < β < 1.5 (f ), 1.5 < β < 1.54 (g), 1.54 < β < 1.64 (h), (1.64 < β < 2 (i),

îáëàñòè 9 (j).

Â îáëàñòè 5 (ðèñ. 13 a) â èññëåäóåìîé îáëàñòè ñóùåñòâóåò îäíà êðèâàÿ ðå�

çîíàíñà ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà è îäíà âåòâü êðèâîé âûðîæäåíèÿ. Íà ðåçîíàíñíîé

êðèâîé ïåðìàíåíòíîå âðàùåíèå óñòîé÷èâî.

Ïðè ïåðåõîäå â îáëàñòü 7 (ðèñ. 13 b�i) ýòè äâå êðèâûå ñîõðàíÿþòñÿ, à êàð�

òèíà óñòîé÷èâîñòè êà÷åñòâåííî òàêàÿ æå, êàê â îáëàñòè 5 (ðèñ. 13 b). Ñ ðîñòîì

β äâå êðèâûå ¾ñáëèæàþòñÿ¿, ïðè ýòîì íà ðåçîíàíñíîé êðèâîé ïîÿâëÿåòñÿ ó÷à�

ñòîê íåóñòîé÷èâîñòè (ðèñ. 13 c). Ïðè ïåðåõîäå ÷åðåç çíà÷åíèå β = 1.395 (ðèñ. 13

d) ó ðåçîíàíñíîé êðèâîé è êðèâîé âûðîæäåíèÿ ïîÿâëÿåòñÿ òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ

â çîíå íåóñòîé÷èâîñòè íà ðåçîíàíñíîé êðèâîé.

Â îáëàñòè 7 ñóùåñòâóåò òàêæå âòîðàÿ âåòâü êðèâîé âûðîæäåíèÿ, èìåþ�

ùàÿ ïðè 4/3 < β < 1.459 äâå îáùèå òî÷êè ñ îñüþ àáñöèññ (ðèñ. 13 b�d). Ñ

ðîñòîì β ïðàâàÿ òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ ¾ïîëçåò¿ âäîëü îñè àáñöèññ, à ïðè ïåðå�

õîäå ÷åðåç β = 1.459 (ðèñ. 13 e) ¾îòðûâàåòñÿ¿ îò íåå. Íà÷èíàÿ ñî çíà÷åíèÿ

β = 1.483 (ðèñ. 13 f ), êðèâàÿ ðåçîíàíñà ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà ïåðåñåêàåò (íà

ó÷àñòêå íåóñòîé÷èâîñòè) îáå âåòâè êðèâîé âûðîæäåíèÿ, à ïðè ïåðåõîäå ÷åðåç

β = 1.5 (ðèñ. 13 g) ïåðåñåêàåò òàêæå è îñü àáñöèñ.

Ñ äàëüíåéøèì óâåëè÷åíèåì β äâå âåòâè êðèâîé âûðîæäåíèÿ ñáëèæàþòñÿ
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è ïðè β = 1.54 (ðèñ. 13 h) ¾ñìûêàþòñÿ¿ â îáùåé òî÷êå; ïðè ýòîì ðåçîíàíñ�

íàÿ êðèâàÿ è êðèâàÿ âûðîæäåíèÿ ïî-ïðåæíåìó èìåþò äâå òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ.

Ó÷àñòîê ìåæäó ýòèìè îáùèìè òî÷êàìè ñ ðîñòîì β óìåíüøàåòñÿ, ïðè β = 1.64

(ðèñ. 13 i) ñòÿãèâàåòñÿ â òî÷êó, ïîñëå ÷åãî êðèâàÿ âûðîæäåíèÿ ¾îòðûâàåòñÿ¿ îò

ðåçîíàíñíîé êðèâîé.

Â îáëàñòè 9 (β > 2, ñì. ðèñ. 13 j) äâå êðèâûå ñíîâà èìåþò äâå òî÷êè

ïåðåñå÷åíèÿ. Êðîìå òîãî, â ýòîé îáëàñòè ïîÿâëÿåòñÿ êðèâàÿ ðåçîíàíñà òðåòüåãî

ïîðÿäêà, íà êîòîðîé ðàññìàòðèâàåìîå äâèæåíèå íåóñòîé÷èâî.

2. Ñëó÷àé α = 2

Â ñëó÷àå α = 2 (A = 2B) ïàðàìåòð β ìåíÿåòñÿ â äèàïàçîíå 2/3 < β < 2.

Àíàëèç ïðîâîäèòñÿ àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó, â êàæäîì ñå÷åíèè β = const

îáëàñòü âûïîëíåíèÿ òîëüêî íåîáõîäèìûõ óñëîâèé óñòîé÷èâîñòè ïðåäñòàâëÿåò

ñîáîé êðèâîëèíåéíûé òðåóãîëüíèê â ïëîñêîñòè ïàðàìåòðîâ ξ, η. Åãî õàðàêòåð�

íûé âèä òàêîé æå, êàê è äëÿ òî÷åê îáëàñòè 4 ðàññìîòðåííîãî âûøå ñëó÷àÿ

äèíàìè÷åñêîé ñèììåòðèè (ñì. ðèñ. 12 b). Ñîñòàâ êðèâûõ è êàðòèíà óñòîé÷èâî�

ñòè âíóòðè ñàìîé îáëàñòè òàêæå êà÷åñòâåííî íå îòëè÷àþòñÿ îò ïðåäñòàâëåííûõ

íà ýòîì ðèñóíêå.
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�ëàâà 4. ×àñòíûé ñëó÷àé ïåðìàíåíòíûõ âðàùåíèé

äèíàìè÷åñêè ñèììåòðè÷íîãî òåëà, îáóñëîâëåííûé

âèáðàöèÿìè

Â äàííîé ãëàâå áóäåò ïðîâåäåí àíàëèç óñòîé÷èâîñòè ïåðìàíåíòíûõ âðà�

ùåíèé äèíàìè÷åñêè ñèììåòðè÷íîãî òåëà, îñè êîòîðûõ îïðåäåëÿþòñÿ ñîîòíîøå�

íèÿìè ( 1.1.35). Ýòè âðàùåíèÿ âîçìîæíû òîëüêî ïðè íàëè÷èè âèáðàöèé è íå

ñóùåñòâóþò â ñëó÷àå òåëà ñ íåïîäâèæíîé òî÷êîé. Äëÿ îïðåäåëåííîñòè áóäåò

ðàññìîòðåí ñëó÷àé, äëÿ êîòîðîãî γ2 > 0.

1.4.1. Äîñòàòî÷íûå è íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ óñòîé÷èâîñòè

�àññìàòðèâàåìîìó âðàùåíèþ îòâå÷àåò ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ ïðèâåäåí�

íîé ñèñòåìû ñ äâóìÿ ñòåïåíÿìè ñâîáîäû ñ ãàìèëüòîíèàíîì ( 1.1.18), èìåþùåå

âèä

θ0 = arccos
β

σ2η2
(η2 > β/σ2), ϕ0 = 0, pθ0 = 0, pϕ0

=
1

σ2η
. (1.4.1)

Ïðè ýòîì ïîñòîÿííûé èìïóëüñ pψ ñâÿçàí ñ áåçðàçìåðíîé óãëîâîé ñêîðîñòüþ η

ðàâåíñòâîì

pψ =
η4σ2

2 − β(β − 1)

η3σ2
2

.

Áóäåì èññëåäîâàòü óñòîé÷èâîñòü óêàçàííûõ ïîëîæåíèé ðàâíîâåñèÿ ïðè

�èêñèðîâàííîì çíà÷åíèè ïàðàìåòðà η. Ïðè ýòîì ïàðàìåòðû η è ξ ñâÿçàíû ñî�

îòíîøåíèåì ( 1.1.36).

Çà íåçàâèñèìûå ïàðàìåòðû ïðèíèìàåì âåëè÷èíû η, σ2, β.

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùèì ñëó÷àÿì ââåäåì âîçìóùåíèÿ è ïîëó÷èì �îðìû

Hk ãàìèëüòîíèàíà ( 1.2.2). Êâàäðàòè÷íàÿ �îðìà ãàìèëüòîíèàíà èìååò ñëåäóþ�

ùóþ ñòðóêòóðó:

H2 =
1

2
a1x

2
1 +

1

2
a2x

2
2 +

1

2
y21 +

1

2
a4y

2
2 + a5x1y2 + a6x1x2. (1.4.2)
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Çäåñü

a1 =
σ2
2(1− σ2

2)η
4 + β[βσ2

2 + (4β − 1)(β − 1)]

η2σ2
2β

; a2 =
β2

η2σ2
2

− η2; (1.4.3)

a4 =
(β2 − β − η4σ2

2)β

β2 − η4σ2
2

; a5 =
β2 − β + η4σ2

2

ησ2
√
η4σ2

2 − β2
; a6 = −β

2 − η4σ2
2

η2σ2β
.

Ôîðìû òðåòüåé è ÷åòâåðòîé ñòåïåíè ãàìèëüòîíà çàïèñûâàþòñÿ â âèäå

H3 = − x1η
4y22σ

2
2β

(η4σ2
2 − β2)3/2

+
x21y2(β

2(β − 1) + η4σ2
2(5β − 2))

2σ2η(β2 − η4σ2
2)

− x1x
2
2β
√
η4σ2

2 − β2

η2σ2
2

+

+
3x21x2

√
η4σ2

2 − β2

2σ2η2
+
x31(β(βσ

2
2 + β − 1)− η4σ2

2(4β − 3 + σ2
2))

2
√
η4σ2

2 − β2σ2
2η

2
, (1.4.4)

H4 =
x21y

2
2η

4σ2
2(η

4σ2
2 + 2β2)

2(β2 − η4σ2
2)

2
+
x31y2(β

3(β − 1) + η4σ2
2(5η

4σ2
2 + 18β2 − 11β))

6ησ2(η4σ2
2 − β2)3/2

−

−x
4
2(β

2 − η4σ2
2)

6η2σ2
2

+
x1x

3
2(β

2 − η4σ2
2)

6σ2η2β
− x21x

2
2(2β

2 − η4σ2
2)

2η2σ2
2

+
x2x

3
1(7β

2 − 4η4σ2
2)

6σ2η2β
−

−x
4
1[4σ

4
2(3β + σ2

2 − 1)η8 + σ2
2β(32β

2 − 11σ2
2β − 33β + 8)η4

24η6σ2
2β

−

−x
4
1β

2(16β2 + 7σ2
2β − 23β + 7)

24η6σ2
2

Äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ óñòîé÷èâîñòè èññëåäóåìîãî ðåøåíèÿ èìåþò âèä:

a1 > 0, a1a2 − a26 > 0, a1a2a4 − a26a4 − a25a2 > 0. (1.4.5)

Ýòè óñëîâèÿ, ñ ó÷åòîì îáëàñòè ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèÿ, ñâîäÿòñÿ ê ñèñòåìå

íåðàâåíñòâ

η4σ2
2(1− σ2

2) + β(4β2 + β[σ2
2 − 5] + 1) > 0,

η4σ2
2(β + σ2

2 − βσ2
2) + β2(β − 1)(σ2

2 + 4β − 1) < 0, (1.4.6)

(β − 1)[β(β − 1)(4β + σ2
2)− η4σ4

2] < 0.

Íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ óñòîé÷èâîñòè çàäàþòñÿ ñèñòåìîé ( 1.2.6), ãäå

a = a1 + a2a4, b = a1a2a4 − a26a4 − a25a2.
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Çàìåòèì, ÷òî íåðàâåíñòâî b > 0 ñîâïàäàåò ñ òðåòüèì íåðàâåíñòâîì èç

( 1.4.5). Äâà äðóãèõ ñâîäÿòñÿ ê ñèñòåìå âèäà

β(β3 + 3β2 + β[σ2
2 − 5] + 1)− η4σ2

2(σ
2
2 + β2 − 1) > 0, (1.4.7)

η8σ4
2Γ− 2βσ2

2η
4Λ + β2Υ > 0, (1.4.8)

Γ = σ4
2 − 2(β − 1)2σ2

2 + (β2 − 1)2,

Λ = σ4
2β − (β − 1)(2β2 − 7β + 1)σ2

2 + (β − 1)5,

Υ = σ4
2β

2 − 2β(β2 − 6β + 1)(β − 1)σ2
2 + (β2 − 6β + 1)(β − 1)4.

Èññëåäîâàòü äîñòàòî÷íûå è íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ áóäåì â îáëàñòè, îïðå�

äåëÿåìîé îáùèì äëÿ âûïèñàííûõ óñëîâèé òðåòüèì íåðàâåíñòâîì â ( 1.4.6). Îá�

ëàñòè âûïîëíåíèÿ ýòîãî íåðàâåíñòâà èëëþñòðèðóåò ðèñ. 14, íà êîòîðîì ïðåä�

ñòàâëåíà äîïóñòèìàÿ ÷àñòü ïëîñêîñòè ïàðàìåòðîâ σ2, β. Ïðè 1/2 6 β < 1

PSfrag replaements

β

σ2

1

0
1/2

I

II

�èñ. 14. Îáëàñòü èññëåäîâàíèÿ

íåðàâåíñòâî íå âûïîëíÿåòñÿ, è èìååò ìåñòî íåóñòîé÷èâîñòü.

Â îáëàñòè β > 1 âûäåëèì ïîäîáëàñòè I è II, ðàçäåëåííûå êðèâîé

2β = 1 +
√
1 + σ2

2.

Â ýòèõ ïîäîáëàñòÿõ èìååì ñëåäóþùèå îãðàíè÷åíèÿ íà ïàðàìåòð η (óãëîâóþ
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ñêîðîñòü ïåðìàíåíòíîãî âðàùåíèÿ):

η4 > η4A =
β(β − 1)(4β + σ2

2)

σ4
2

(I), η2 > β/σ2 (II).

Äàëåå çàìåòèì, ÷òî â îáëàñòè β > 1 âòîðîå íåðàâåíñòâî â ( 1.4.6) ìîæåò

áûòü óäîâëåòâîðåíî, êîãäà êîý��èöèåíò ïðè η4 îòðèöàòåëåí, ÷òî äàåò óñëîâèå

σ2
2 >

β

β − 1
> 1.

Ïðè ýòîì óñëîâèè ïåðâîå íåðàâåíñòâî â ( 1.4.6) ñâîäèòñÿ ê ñîîòíîøåíèþ

η4 < η4B =
β[4β2 + β(σ2

2 − 5) + 1]

σ2(σ2
2 − 1)

,

à âòîðîå � ê ñîîòíîøåíèþ

η4 > η4C =
β2(1− β)(4β + σ2

2 − 1)

σ2
2(β + σ2

2 − βσ2
2)

.

Îäíàêî â îáëàñòè β > 1 ïðè ëþáûõ çíà÷åíèÿõ óãëîâîé ñêîðîñòè η ñïðàâåäëèâî

íåðàâåíñòâî

η4B < η4C .

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ëþáûõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ η, β, σ2 äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ

óñòîé÷èâîñòè ( 1.4.6) íå âûïîëíÿþòñÿ.

Ïðîâåðèì âûïîëíåíèå òîëüêî íåîáõîäèìûõ óñëîâèé óñòîé÷èâîñòè ( 1.4.7)

â îáëàñòÿõ I, II íà ðèñ. 14. Ïåðâîå èç íåðàâåíñòâ äëÿ ëþáûõ çíà÷åíèé β, σ2 èç

ýòèõ îáëàñòåé óäîâëåòâîðÿåòñÿ ïðè óñëîâèè

η4 < η4D =
β(βσ2

2 + (β − 1)(β2 + 4β − 1))

σ2
2(σ

2
2 + β2 − 1)

ïðè÷åì èìååì

η4A < η4D ïðè σ4
2 > 4β(β + 1)(β − 1)2 (1.4.9)

Òàêèì îáðàçîì, â îáëàñòè I ðèñ. 14 ïîÿâëÿåòñÿ îáëàñòü íåóñòîé÷èâîñòè (ïðè

η4A > η4D). Â îñòàâøåéñÿ ÷àñòè îáëàñòè I, îáîçíà÷åííîé íà ðèñ. 15 ÷åðåç I ′,
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à òàêæå â îáëàñòè II èìååì îãðàíè÷åíèå íà ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå ñêîðîñòè

ïåðìàíåíòíîãî âðàùåíèÿ: η4 < η4D.

�àññìîòðèì óñëîâèå ( 1.4.8). Ëåâàÿ ÷àñòü ýòîãî íåðàâåíñòâà ïðåäñòàâëÿ�

åò ñîáîé êâàäðàòíûé òðåõ÷ëåí îòíîñèòåëüíî η4 ñ êîý��èöèåíòàìè � êâàäðàò�

íûìè òðåõ÷ëåíàìè îòíîñèòåëüíî σ2. Äèñêðèìèíàíò êâàäðàòíîãî òðåõ÷ëåíà Γ

îòðèöàòåëåí, ïîýòîìó ñòàðøèé êîý��èöèåíò èññëåäóåìîãî íåðàâåíñòâà âñåãäà

ïîëîæèòåëåí.

Äèñêðèìèíàíò êâàäðàòíîãî íåðàâåíñòâà ( 1.4.8) èìååò âèä

D = 16β3σ4
2(β − 1)2[(4β − 1)σ4

2 − 8β2(β − 1)σ2
2 + 4β(β − 1)4].

Âûðàæåíèÿ äëÿ D ñîäåðæèò êâàäðàòíûé òðåõ÷ëåí îòíîñèòåëüíî σ4
2 ñ ïîëîæè�

òåëüíûì äèñêðèìèíàíòîì. Ó÷èòûâàÿ çíàêè êîý��èöèåíòîâ êâàäðàòíîãî òðåõ�

÷ëåíà (â îáëàñòè β > 1), çàêëþ÷àåì, ÷òî îí èìååò äâà ïîëîæèòåëüíûõ âåùå�

ñòâåííûõ êîðíÿ. Ïðè ýòîì ëåâàÿ ãðàíèöà ðàññìàòðèâàåìîé îáëàñòè ïàðàìåòðà

σ2, çàäàâàåìàÿ â ( 1.4.9), ëåæèò ïðàâåå îáîèõ êîðíåé è òàêèì îáðàçîì, â ýòîé

îáëàñòè äèñêðèìèíàíò D âñåãäà ïîëîæèòåëåí.

Àíàëîãè÷íûé àíàëèç êîý��èöèåíòîâ Λ è Υ = 0 èç ( 1.4.8) ïîêàçûâàåò,

÷òî èññëåäóåìîé îáëàñòè ïàðàìåòðîâ β, σ2 îíè ïðèíèìàþò òîëüêî ïîëîæèòåëü�

íûå çíà÷åíèÿ. Òàêèì îáðàçîì, êâàäðàòíûé òðåõ÷ëåí â ëåâîé ÷àñòè íåðàâåíñòâà

( 1.4.8) èìååò äâà âåùåñòâåííûõ ïîëîæèòåëüíûõ êîðíÿ.

Íàéäåì âçàèìíîå ðàñïîëîæåíèå ýòèõ êîðíåé îòíîñèòåëüíî íàéäåííûõ âû�

øå ãðàíè÷íûõ çíà÷åíèé η4A, β/σ2 è η4D. Ïîäñòàíîâêà ýòèõ çíà÷åíèé â ëåâóþ

÷àñòü íåðàâåíñòâà ( 1.4.8) äàåò ñîîòâåòñòâåííî âûðàæåíèÿ:

d
∣∣
η=ηA

=
β2[4β(β + 1)(β − 1)2 − σ4

2]
2

σ4
2

> 0,

d
∣∣
η=
√
β/σ2

= β2(3β − 1)2(β − 1)2 > 0,

d
∣∣
η=ηD

=
4β3(3β − 1)(β − 1)2[4β(β + 1)(β − 1)2 − σ4

2]

(1− σ2
2 − β2)2

< 0.
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Îáúåäèíÿÿ ðåçóëüòàòû, ïîëó÷àåì ñëåäóþùèå îãðàíè÷åíèÿ íà âåëè÷èíó η

óãëîâîé ñêîðîñòè ïåðìàíåíòíîãî âðàùåíèÿ, ïðåäñòàâëÿþùèå òîëüêî íåîáõîäè�

ìûå (íå ÿâëÿþùèåñÿ äîñòàòî÷íûìè) óñëîâèÿ óñòîé÷èâîñòè (ñì. ðèñ. 15):

η4A < η4 < η4E (I ′), β2/σ2
2 < η4 < η4E (II). (1.4.10)

Çäåñü η4E � ìåíüøèé èç êîðíåé êâàäðàòíîãî òðåõ÷ëåíà â ( 1.4.8).

PSfrag replaements

β

σ2

1

0

I ′

II

1/2

�èñ. 15. Îáëàñòè òîëüêî íåîáõîäèìûõ óñëîâèé óñòîé÷èâîñòè

Çàìåòèì, ÷òî íà ãðàíèöå ( 1.4.9) (âåðõíåé ãðàíèöå îáëàñòè I ′) η4E = η4A.

1.4.2. Íåëèíåéíûé àíàëèç óñòîé÷èâîñòè

Â îáëàñòÿõ èçìåíåíèÿ ïàðàìåòðîâ çàäà÷è, ãäå âûïîëíÿþòñÿ òîëüêî íåîá�

õîäèìûå óñëîâèÿ óñòîé÷èâîñòè, ïðîâåäåì íåëèíåéíûé àíàëèç óñòîé÷èâîñòè ðå�

øåíèé ( 1.4.1).

Îñóùåñòâèì íîðìàëèçàöèþ ãàìèëüòîíèàíà âîçìóùåííîãî äâèæåíèÿ

( 1.2.2), ( 1.4.2)�( 1.4.4) â ÷ëåíàõ äî ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà âêëþ÷èòåëüíî îòíî�

ñèòåëüíî âîçìóùåíèé. Ñíà÷àëà ïðèâåäåì êâàäðàòè÷íóþ ÷àñòü ( 1.4.2) ãàìèëü�

òîíèàíà ê íîðìàëüíîé �îðìå âèäà ( 1.2.10), ãäå

κ1,2 =

√
2β(β[β3 + 3β2 + β(σ2

2 − 5) + 1]− σ2
2(β

2 + σ2
2 − 1)η4 ±

√
d)

2βσ2η
, (κ1 > κ2),
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d = σ4
2

[
σ4
2 − 2(β − 1)2σ2

2 + (β2 − 1)2
]
η8 − 2βσ2

2

[
σ4
2β − (β − 1)(2β2 − 7β + 1)σ2

2+

+(β − 1)5
]
η4 + β2

[
β2σ4

2 − 2β(β − 1)(β2 − 6β + 1)σ2
2 + (β2 − 6β + 1)(β − 1)4

]
.

Çäåñü d � äèñêðèìèíàíò õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ, ââåäåííûé â ( 1.2.6),

à κ1 è κ2 � ÷àñòîòû ìàëûõ ëèíåéíûõ êîëåáàíèé ñèñòåìû â îêðåñòíîñòè èñ�

ñëåäóåìîãî ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ. Êâàäðàòè÷íàÿ �îðìà ( 1.2.10) ïîëó÷àåòñÿ â

ðåçóëüòàòå ëèíåéíîãî óíèâàëåíòíîãî êàíîíè÷åñêîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ xi, yi → qi,

pi (i = 1, 2) âèäà

x1 = n13p1 + n14p2, x2 = n21q1 + n22q2 + n23p1 + n24p2, (1.4.11)

y1 = n31q1 + n32q2, y2 = n41q1 + n42q2 + n43p1 + n44p2,

n13,14 = (−1)j+1
κj, n21,22 = −κjoj(β

2 − β + η4σ2
2)κjσ2η

2z
√
η4σ2

2 − β2
,

n23,24 = (−1)j+1κjojσ2(β
2 − β − η4σ2

2)

2z
, n31,32 = −κjκj,

n41,42 =
κjσ2κjoj(η

4σ2
2 − β2)

2βz
, n43,44 = (−1)j+1κj(β

2 − β + η4σ2
2)oj

√
η4σ2

2 − β2

2σ2zη
,

o1,2 = η4σ4
2 − ((η4 + 1)β2 + η4)σ2

2 + β(β − 1)(β2 − 4β + 1)±
√
d,

z = β5 − (σ2
2 + 2)β4 + (1 + (2η4 + 1)σ2

2)β
3 + η4σ2

2(2β
2(σ2

2 − 1)+

+σ2
2[(β − σ2

2)η
4 − β]),

κ1 =

√
2βz√

κ1((σ2
2(β

2 − σ2
2 + 1)η4 − β(β3 − 5β2 + 5β − βσ2

2 − 1))
√
d− d)

,

κ2 =
2
√
βz√

κ2((β4 − 5β3 + (5− (η4 + 1)σ2
2)β

2 − β + η4σ4
2 − η4σ2

2 −
√
d)2 − 4βz)

.

Âåëè÷èíà j äëÿ êîý��èöèåíòîâ nkl ñ íå÷åòíûìè è ÷åòíûìè èíäåêñàìè ðàâåí 1

è 2 ñîîòâåòñòâåííî. Ïàðàìåòðû a1 � a6 ââåäåíû âûøå â ñîîòíîøåíèÿõ ( 1.4.3).

Ïîñëå ïðîâåäåíèÿ ëèíåéíîé ïîäñòàíîâêè ( 1.4.11) �îðìû òðåòüåé è ÷åòâåð�

òîé ñòåïåíåé èç ( 1.4.4) ïðèíèìàþò ñëåäóþùèé âèä:

H3 = (l1q
2
1 + l2q

2
2 + l3q1q2)p1 + (l4q2 + l5q1)p

2
1 + l6p

3
1 + (l7p

2
1 + (l8q2 + l9q1)p1+
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+l10q
2
2 + l11q

2
1 + l12q1q2)p2 + (l13p1 + l14q2 + l15q1)p

2
2 + l16p

3
2,

H4 = m1q
2
1q

2
2 +m2q

4
1 +m3q

4
2 +m4q1q

3
2 +m5q

3
1q2 +m6p

4
2 + (m7q1 +m8p1+

+m9q2)p
3
2 + (m10q1q2 + (m11q1 +m12q2)p1 +m13p

2
1 +m14q

2
2 +m15q

2
1)p

2
2+

+(m16q
3
2 +m17p

3
1 + (m18q

2
1 +m19q1q2 +m20q

2
2)p1 +m21q

3
1 +m22q1q

2
2+

+m23q
2
1q2 + (m24q2 +m25q1)p

2
1)p2 +m26p

4
1 + (m27q1 +m28q2)p

3
1+

+(m29q1q
2
2 +m30q

3
2 +m31q

3
1 +m32q

2
1q2)p1 + (m33q1q2 +m34q

2
2 +m35q

2
1)p

2
1.

ßâíûé âèä êîý��èöèåíòîâ lj è mj äîñòàòî÷íî ãðîìîçäêèé è çäåñü íå ïðèâîäèò�

ñÿ.

Çàòåì ïðè ïîìîùè áëèçêîé ê òîæäåñòâåííîé êàíîíè÷åñêîé çàìåíû ïåðå�

ìåííûõ qi, pi → q̃i, p̃i (i = 1, 2) ïðîâåäåì íîðìàëèçàöèþ ïðåîáðàçîâàííûõ �îðì

H3 è H4.

Ïðè îòñóòñòâèè ðåçîíàíñîâ òðåòüåãî è ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêîâ íîðìàëèçîâàí�

íûé ãàìèëüòîíèàí âîçìóùåííîãî äâèæåíèÿ â ñèìïëåêòè÷åñêèõ ïîëÿðíûõ êî�

îðäèíàòàõ êîîðäèíàòàõ ϕi è ri, çàäàâàåìûõ �îðìóëàìè q̃i =
√
2ri sinϕi, p̃i =

√
2ri cosϕi (i = 1, 2), èìååò âèä ( 1.2.11). Çäåñü ñëàãàåìîåO(r

5/2
i ) 2π-ïåðèîäè÷íî

ïî óãëîâûì ïåðåìåííûì ϕi (i = 1, 2). Ïîñòîÿííûå êîý��èöèåíòû c02, c11 è c02

âû÷èñëÿþòñÿ ïî �îðìóëàì

c20 =
3

2(κ22 − 4κ21)κ2κ1

[
(2(m5 + 3m2 + 3m17)κ1 − 3((l1 + l6)

2 + 4l26 + l25))κ
3
2+

+((l7 + l11)
2 + 2l27 + 2l211 + l29 + l23 + 3l24)κ1κ

2
2 − 8((l11 + l7)

2 + l24)κ
3
1+

+(4(3(l6 + l1)
2 + 5l26 + l3(l11 − l7) + l4l9 + 3l25)− 8(m5 + 3m17 + 3m2)κ1)κ

2
1κ2

]
,

c02 =
3

2κ1κ2(κ21 − 4κ22)

[
8((l2 + l13)

2 + l215 − (m14 + 3m3 + 3m6)κ1)κ
3
2 + 4(l12(l13−

−l2)− l8l15 − 2l214 − 3((l10 + l16)
2 + 4l216))κ1κ

2
2 + (2(3m3 +m14 + 3m6)κ1−

−(3l215 + l212 + 2l213 + 2l22 + (l13 + l2)
2 + l28))κ

2
1κ2 + 3((l16 + l10)

2 + 4l216 + l214)κ
3
1

]
,

c11 =
6

κ1κ2(4κ41 − 17κ21κ
2
2 + 4κ42)

[
4((3l16 + l10)(l11 + l7) + l4l14)κ

5
1 − 4((3l6+
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+l1)(l2 + l13) + l5l15 − (m1 +m13 +m9 +m15)κ1)κ
5
2 + 2((l2 − l13)

2 + l212+

+2(l10 + 3l16 − 2l3)(l11 + l7) + l28 + l215 + 2l4(l14 + 2l9))κ1κ
4
2 − (17(m1 +m13+

+m9 +m15)κ1 − 8(l29 + (l7 − l11)
2 + l23 + l24)− 2l12(l2 − l13)− 17(3l6 + l1)(l2+

+l13)− l15(2l8 − 17l5))κ
2
1κ

3
2 − (17(l7 + l11)(l10 + 3l16) + 8(l215 + l28 + (l13 − l2)

2+

+l212)− 2l3(l7 − l11) + l4(2l9 + 17l14))κ
3
1κ

2
2 − 2((l11 − l7)

2 + l24 + l29 + l23 + 2l15(l5+

+2l8) + 2(l1 + 3l6)(l13 + l2) + 4l12(l2 − l13)− 2(m1 +m13 +m9 +m15)κ1)κ
4
1κ2

]
.

Ñëó÷àé âûðîæäåíèÿ ∆ = 0 òðåáóåò àíàëèçà â ãàìèëüòîíèàíå âîçìóùåííî�

ãî äâèæåíèÿ ñëàãàåìûõ äî øåñòîãî ïîðÿäêà âêëþ÷èòåëüíî îòíîñèòåëüíî âîçìó�

ùåíèé, òàêîé àíàëèç â äàííîé ðàáîòå íå ïðîâîäèòñÿ.

Åñëè â ñèñòåìå ðåàëèçóåòñÿ ðåçîíàíñ òðåòüåãî ïîðÿäêà (κ1 = 2κ2), òî íîð�

ìàëèçîâàííûé ãàìèëüòîíèàí çàïèñûâàåòñÿ â âèäå ( 1.3.13), ãäå

k3 =
√
k231 + k232.

Âåëè÷èíû k31 è k32 â ðåçîíàíñíîì êîý��èöèåíòå îïðåäåëÿþòñÿ âûðàæåíèÿìè

k31 =
√
2(l15 + l8), k32 = −

√
2(l2 − l13 + l12),

à êîý��èöèåíòû cij âû÷èñëÿþòñÿ ïî ïðèâåäåííûì âûøå �îðìóëàì äëÿ íåðåçî�

íàíñíîãî ñëó÷àÿ, â êîòîðûå ñäåëàíà ïîäñòàíîâêå κ1 = 2κ2.

Åñëè â ñèñòåìå íåò ðåçîíàíñà òðåòüåãî ïîðÿäêà, íî èìååòñÿ ðåçîíàíñ ÷åò�

âåðòîãî ïîðÿäêà (κ1 = 3κ2), òî íîðìàëèçîâàííûé ãàìèëüòîíèàí ïðåäñòàâëÿåòñÿ

â âèäå ( 1.2.13), ãäå

k4 =
√
k241 + k242.

Çäåñü êîý��èöèåíòû c02, c11 è c02 ñîâïàäàþò ñ àíàëîãè÷íûìè äëÿ íåðåçîíàíñ�

íîãî ñëó÷àÿ (ïðè ïîäñòàíîâêå κ1 = 3κ2), à âåëè÷èíû k41 è k42 âû÷èñëÿþòñÿ ïî

�îðìóëàì

k41 = − 3

5κ2

[
5(m18 +m11 −m7 −m12)κ2 − 2l2[3l4 + 5l14]− l12[5l14 + 4l4]+
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+2l11[3l15 + 2l8] + l15[4l7 + 10l16 + 10l10 + l3] + l8[6l7 + 15l16 + 5l10 − l3]+

+l13[l9 + 6l4] + l9[l12 − l2]
]
,

k42 =
3

5κ2

[
5(m8 +m4 −m10 −m19)κ2 + l12[6l11 + 4l7 + 15l16 + l3 + 5l10]+

+l15[4l4 − l9] + l13[l3 − 4l11 − 10l16 − 10l10 − 6l7] + l2[20l16 − l3 + 6l7 + 4l11]+

+l8[6l4 + l9 + 5l14]
]
.

Òàêèì îáðàçîì, óñòîé÷èâîñòü èññëåäóåìîãî ðåøåíèÿ ìîæåò íàðóøèòüñÿ,

åñëè òî÷êà èç ðàññìàòðèâàåìîé îáëàñòè ïðîñòðàíñòâà ïàðàìåòðîâ, â êîòîðîé

âûïîëíåíû òîëüêî íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ óñòîé÷èâîñòè, ïðèíàäëåæèò ïîâåðõíî�

ñòÿì ðåçîíàíñîâ òðåòüåãî èëè ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêîâ èëè ïîâåðõíîñòè âûðîæäå�

íèÿ ∆ = 0.

Èç âûðàæåíèé äëÿ κ1 è κ2 â �îðìóëàõ ( 1.2.10) ñëåäóåò, ÷òî ðåçîíàíñíûå

ñîîòíîøåíèÿ κ1 = 2κ2 è κ1 = 3κ2 ýêâèâàëåíòíû êâàäðàòíûì îòíîñèòåëüíî

âåëè÷èíû η4 óðàâíåíèÿì âèäà

u1η
8 + v1η

4 + w1 = 0, (1.4.12)

u2η
8 + v2η

4 + w2 = 0, (1.4.13)

ñîîòâåòñòâåííî. Çäåñü

u1 = σ4
2(4σ

4
2 − (17β − 8)(β − 1)σ2

2 + 4(β2 − 1)2),

v1 = −βσ2
2(8βσ

4
2 − (β − 1)(34β2 − 65β + 8)σ2

2 + 4(2β3 − 15β2 + 6β − 2)(β − 1)2),

w1 = β2(4β2σ4
2 − β(β − 1)(17β2 − 57β + 8)σ2

2 + 4(β4 − 17β3 + 14β2−

−8β + 1)(β − 1)2), u2 = σ4
2(9σ

4
2 − 2(41β − 9)(β − 1)σ2

2 + 9(β2 − 1)2),

v2 = 2βσ2
2((β − 1)(82β2 − 95β + 9)σ2

2 − 9βσ4
2 − (9β3 − 155β2 + 27β − 9)(β − 1)2),

w2 = β2(9β2σ4
2 − 2β(β − 1)(41β2 − 86β + 9)σ2

2 + (9β4 − 328β3 + 126β2 − 72β+

+9)(β − 1)2)

Èç ñîîòíîøåíèé ( 1.4.12) è ( 1.4.13) ñëåäóåò, ÷òî â ïðîñòðàíñòâå ïàðàìåò�
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ðîâ çàäà÷è ìîãóò ñóùåñòâîâàòü íå áîëåå äâóõ ðåçîíàíñíûõ ïîâåðõíîñòåé êàæ�

äîãî âèäà. Ïðîâåäåííûé ðàñ÷åò ïîêàçàë, ÷òî â èññëåäóåìîé îáëàñòè èìåþòñÿ

ïî îäíîé ðåçîíàíñíîé ïîâåðõíîñòè òðåòüåãî è ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêîâ.

Äëÿ ïîëó÷åíèÿ ðåçóëüòàòîâ íåëèíåéíîãî àíàëèçà â èññëåäóåìîé ÷àñòè ïðî�

ñòðàíñòâà ïàðàìåòðîâ ñòðîèëèñü ðàçëè÷íûå ñå÷åíèÿ β = const (β > 1), â êî�

òîðûõ ÷èñëåííî è àíàëèòè÷åñêè îïðåäåëÿëèñü ðåçîíàíñíûå êðèâûå è êðèâûå

âûðîæäåíèÿ è ïðîâåðÿëèñü ñîîòâåòñòâóþùèå êðèòåðèè óñòîé÷èâîñòè. �àñ÷åòû

áûëè ïðîâåäåíû íà èíòåðâàëå 1 < β < 10; âûÿâëåíî, ÷òî êàðòèíà óñòîé÷èâîñòè

â ðàññìîòðåííûõ ñå÷åíèÿõ äëÿ çíà÷åíèé β èç ýòîãî èíòåðâàëà êà÷åñòâåííî íå

ìåíÿåòñÿ.

Íà ðèñ. 16 â ïëîñêîñòè ïàðàìåòðîâ σ2, β ïðåäñòàâëåí õàðàêòåðíûé âèä îïè�

ñàííûõ ñå÷åíèé, ïðè ýòîì ïîêàçàíû îäíîâðåìåííî ÷àñòè ñå÷åíèÿ, îòíîñÿùèåñÿ

ê îáëàñòÿì I ′ è II íà ðèñ. 15. Èññëåäóåìàÿ îáëàñòü óñòîé÷èâîñòè íà ðèñ. 16 íå

çàêðàøåíà. Ñîãëàñíî ( 1.4.10), âåðõíÿÿ ãðàíèöà îáëàñòè çàäàåòñÿ ñîîòíîøåíèåì

η = ηE, íèæíÿÿ � ÷àñòÿìè êðèâûõ η = ηA è η =
√
β/σ2, ïåðåõîäÿùèìè îäíà â

äðóãóþ ïðè σ2 = 2
√
β(β − 1). Êîîðäèíàòû óãëîâîé òî÷êè îáëàñòè èìåþò âèä

σ2 =
4

√
4β(β + 1)(β − 1)2, η =

4

√
2β + (β − 1)

√
β(β + 1)

2(β2 − 1)
.

Êðèâàÿ ðåçîíàíñà òðåòüåãî ïîðÿäêà ïîêàçàíà íà ðèñ. 16 òîíêîé ëèíèåé,

êðèâàÿ ðåçîíàíñà ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà � ïîëóæèðíîé ëèíèåé. �àñ÷åòû ïîêàçà�

ëè, ÷òî â êàæäîì ñå÷åíèè èìååòñÿ êðèâàÿ âûðîæäåíèÿ (ïóíêòèðíàÿ ëèíèÿ). Âñå

òðè êðèâûå âûõîäÿò èç óãëîâîé òî÷êè îáëàñòè è âìåñòå ñ ãðàíè÷íûìè êðèâûìè

àñèìïòîòè÷åñêè ïðèáëèæàþòñÿ ê îñè àáñöèññ ïðè σ2 → ∞. Êðèâàÿ âûðîæäå�

íèÿ ðàñïîëîæåíà ìåæäó ðåçîíàíñíûìè êðèâûìè è âíóòðè îáëàñòè íå èìååò ñ

íèìè òî÷åê ïåðåñå÷åíèÿ.

Áûëà ïðîâåäåíà ïðîâåðêà óñòîé÷èâîñòè ïî Ëÿïóíîâó èññëåäóåìûõ äâèæå�

íèé äëÿ çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ, ïðèíàäëåæàùèõ êðèâûì ðåçîíàíñîâ òðåòüåãî

è ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêîâ. Ñ èñïîëüçîâàíèåì óñëîâèé ( 1.2.12), ( 1.3.14) è ( 1.2.14)
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PSfrag replaements

η

σ20

�èñ. 16. Êàðòèíà óñòîé÷èâîñòè â ñå÷åíèÿõ β = const.

óñòàíîâëåíî, ÷òî íà ðåçîíàíñíûõ êðèâûõ òðåòüåãî ïîðÿäêà èìååò ìåñòî íåóñòîé�

÷èâîñòü, à íà ðåçîíàíñíûõ êðèâûõ ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà � óñòîé÷èâîñòü ïî Ëÿ�

ïóíîâó.
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×àñòü II. Èññëåäîâàíèå óñòîé÷èâîñòè äâîéíîãî

ìàÿòíèêà ïðè íàëè÷èè âûñîêî÷àñòîòíûõ

ãàðìîíè÷åñêèõ âèáðàöèé òî÷êè ïîäâåñà

2.1.1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

�àññìîòðèì ñèñòåìó, ñîñòîÿùóþ èç äâóõ øàðíèðíî ñîåäèíåííûõ òîíêèõ îä�

íîðîäíûõ ñòåðæíåé 1 è 2 (ðèñ. 17), âðàùàþùèõñÿ âîêðóã ãîðèçîíòàëüíûõ îñåé

â ïîëå òÿæåñòè. Êîíåö O1 ñòåðæíÿ 1 ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé ïîäâåñà ñèñòåìû. Ïðåä�

ïîëàãàåì, ÷òî òî÷êà O1 ñîâåðøàåò ãàðìîíè÷åñêèå êîëåáàíèÿ âäîëü ãîðèçîíòàëè

ïî çàêîíó OO1 = a cos(Ωt) îòíîñèòåëüíî íåêîòîðîé �èêñèðîâàííîé òî÷êè O.

PSfrag replaements

O1O

ϕ1

ϕ2

1

2

�èñ. 17. Äâîéíîé ìàÿòíèê.

Ïóñòü m1 è m2 � ìàññû ñòåðæíåé, l1 è l2 � èõ äëèíû. Óãëû îòêëîíåíèÿ

ñòåðæíåé îò íèæíèõ âåðòèêàëüíûõ ïîëîæåíèé îáîçíà÷èì ÷åðåç ϕ1 è ϕ2.

Êèíåòè÷åñêàÿ è ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèè ñèñòåìû îïðåäåëÿþòñÿ âûðàæåíè�
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ÿìè

T =
1

6

[
l21
(
m1 + 3m2

)
ϕ̇2
1 +m2l2ϕ̇2

(
l2ϕ̇2 + 3l1ϕ̇1 cos(ϕ1 − ϕ2)

)]
−

−aΩ
2

sin(Ωt)
[
(m1 + 2m2)l1ϕ̇1 cosϕ1 +m2l2ϕ̇2 cosϕ2

]
+
a2Ω2

2
sin2(Ωt)

(
m1 +m2

)
,

Π = −g
[(m1

2
+m2

)
l1 cosϕ1 +m2

l2
2
cosϕ2

]
.

Ââåäåì êàíîíè÷åñêè ñîïðÿæåííûå ñ êîîðäèíàòàìè ϕj èìïóëüñû pϕj
=

∂T/∂ϕj (j = 1, 2).

pϕ1
=
m1 + 3m2

3
l21ϕ̇1 +

m2

2
l2ϕ̇2l1 cos(ϕ1 − ϕ2)−

m1 + 2m2

2
aΩ sin(Ωt)l1 cosϕ1,

pϕ2
=
m2

3
l2ϕ̇2 +

m2

2
l2ϕ̇1l1 cos(ϕ1 − ϕ2)−

m2

2
aΩ sin(Ωt)l2 cosϕ2.

�àçðåøèâ ýòè ñîîòíîøåíèÿ îòíîñèòåëüíî îáîáùåííûõ ñêîðîñòåé ϕ̇1 è ϕ̇2,

ïîëó÷èì:

ϕ̇1 =
6m2

(
2p̂ϕ1

l2 − 3p̂ϕ2
l1 cos(ϕ1 − ϕ2)

)

m2l21l2

(
4(m1 + 3m2)− 9m2 cos2(ϕ1 − ϕ1)

), (2.1.1)

ϕ̇2 =
6
(
2p̂ϕ2

l1(m1 + 3m2)− 3p̂ϕ1
l2m2 cos(ϕ1 − ϕ2)

)

m2l22l1

(
4(m1 + 3m2)− 9m2 cos2(ϕ1 − ϕ1)

) ,

p̂ϕ1
= pϕ1

+
m1 + 2m2

2
aΩ sin(Ωt)l1 cosϕ1, (2.1.2)

p̂ϕ2
= pϕ2

+
m2

2
aΩ sin(Ωt)l2 cosϕ2.

Ñäåëàåì äàëåå êàíîíè÷åñêóþ çàìåíó ïåðåìåííûõ ϕj, pϕj
→ ϕ̂j, p̂ϕj

, â êî�

òîðîé ϕ̂j = ϕj (j = 1, 2), à íîâûå èìïóëüñû âû÷èñëÿþòñÿ ïî �îðìóëàì ( 2.1.2).

�àìèëüòîíèàí ïðåîáðàçîâàííîé ñèñòåìû èìååò âèä (ñëàãàåìîå � �óíêöèÿ

âðåìåíè � îòáðîøåíî)

H =
6
(
m2l

2
2p̂

2
ϕ1

+ (m1 + 3m2)l
2
1p̂

2
ϕ2

− 3m2l1l2 cos(ϕ1 − ϕ2)p̂ϕ1
p̂ϕ2

)

m2l1
2l2

2
(
4(m1 + 3m2)− 9m2 cos2(ϕ1 − ϕ2)

) −

−(m1 + 2m2)l1
2

(g cosϕ1 + aΩ2 sinϕ1 cos(Ωt))−
m2l2
2

(g cosϕ2 + aΩ2 sinϕ2 cos(Ωt)).
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Ïðè l1 = 0 èìååì ñëó÷àé îäíîãî ñòåðæíÿ. �åçóëüòàòû èññëåäîâàíèÿ ýòîãî

ñëó÷àÿ àíàëîãè÷íû ðåçóëüòàòàì, ïîëó÷åííûì ðàíåå ïðè èññëåäîâàíèè ìàòåìà�

òè÷åñêîãî ìàÿòíèêà ñ ãîðèçîíòàëüíî âèáðèðóþùåé òî÷êîé ïîäâåñà [59℄.

Äàëåå ñ÷èòàåì, ÷òî l1 6= 0. Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî àìïëèòóäà a êîëåáàíèé

òî÷êè ïîäâåñà ìàëà ïî ñðàâíåíèþ ñ äëèíîé l1, à ÷àñòîòà Ω âåëèêà ïî ñðàâíåíèþ

ñ õàðàêòåðíîé ÷àñòîòîé

√
g/l1. Ââåäåì ìàëûé ïàðàìåòð ε = a/l1 (0 < ε ≪ 1)

è áåçðàçìåðíóþ ÷àñòîòó ω, îïðåäåëÿåìóþ �îðìóëîé ε2ω2 = g/(l1Ω
2). Ïîëàãàåì

ω ∼ 1, òîãäà aΩ ∼ 1.

Îáåçðàçìåðèì èìïóëüñû p̂ϕ1
è p̂ϕ2

ïðè ïîìîùè ìíîæèòåëÿ m1l
2
1Ω. Ââåäåì

áåçðàçìåðíîå âðåìÿ τ = Ωt è áåçðàçìåðíûå ïàðàìåòðû µ = m2/m1, λ = l2/l1.

Â áåçðàçìåðíûõ ïåðåìåííûõ ãàìèëüòîíèàí ñèñòåìû çàïèøåòñÿ â âèäå:

H̃ =
6
(
µλ2p21 + (1 + 3µ)p22 − 3µλp1p2 cos(ϕ1 − ϕ2)

)

µλ2
(
4(1 + 3µ)− 9µ cos2(ϕ1 − ϕ2)

) − (2.1.3)

−1 + 2µ

2
(ε2ω2 cosϕ1 + ε sinϕ1 cos τ)−

µλ

2
(ε2ω2 cosϕ2 + ε sinϕ2 cos τ).

2.1.2. Ïðåîáðàçîâàíèå ãàìèëüòîíèàíà

Ââåäåì íîâûé ìàëûé ïàðàìåòð e =
√
ε è ñäåëàåì â ãàìèëüòîíèàíå ( 2.1.3)

êàíîíè÷åñêîå ïðåîáðàçîâàíèå âèäà ϕj = ϕ′
j, pj = ep′j (j = 1, 2).

Ôóíêöèÿ �àìèëüòîíà ñèñòåìû ïðèìåò âèä

H ′ = eH ′
1 +

e3

6
H ′

3,

H ′
1 =

6
(
µλ2p′21 + (1 + 3µ)p′22 − 3µλp′1p

′
2 cos(ϕ

′
1 − ϕ′

2)
)

µλ2
(
4(1 + 3µ)− 9µ cos2(ϕ′

1 − ϕ′
2)
) −

−1

2

{
(1 + 2µ) sinϕ′

1 cos τ + µλ sinϕ′
2 cos τ

}
,

H ′
3 = −3

(
µλω2 cosϕ′

2 + (1 + 2µ)ω2 cosϕ′
1

)
.

Çàòåì îñóùåñòâèì êàíîíè÷åñêóþ çàìåíó ïåðåìåííûõ ϕ′
j, p

′
j → θj, pθj , èñ�

êëþ÷àþùóþ â ïîëó÷åííîì ãàìèëüòîíèàíå âðåìÿ τ èç ñëàãàåìûõ äî ïîðÿäêà e3
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âêëþ÷èòåëüíî. Ýòî ïðåîáðàçîâàíèå ìîæåò áûòü ïîëó÷åíî ïðè ïîìîùè ìåòîäà

Äåïðè�Õîðè [38℄ è èìååò âèä

ϕ′
j = θj + eθ

(1)
j +

e2

2!
θ
(2)
j + O(ε3), (2.1.4)

p′j = pθj + ep
(1)
θj

+
e2

2!
p
(2)
θj

+ O(ε3), (2.1.5)

θ
(1)
1 = 0, θ

(1)
2 = 0, p

(1)
θ1

=
1 + 2µ

2
cos θ1 sin τ, p

(1)
θ2

=
µ

2
λ cos θ2 sin τ,

θ
(2)
1 =

∂W2

∂pθ1
+ L1θ

(1)
1 , θ

(2)
2 =

∂W2

∂pθ2
+ L1θ

(1)
2 ,

p
(2)
θ1

= −∂W2

∂θ1
+ L1p

(1)
θ1
, p

(2)
θ2

= −∂W2

∂θ2
+ L1p

(1)
θ2
,

Llf =

2∑

j=1

(
∂f

∂θj

∂Wl

∂pθj
− ∂f

∂pθj

∂Wl

∂θj

)
,

W1 = −
(
1

2
+ µ

)
sin θ1 sin τ −

1

2
µλ sin θ2 sin τ,

W2 = −
6
(
2µλ2pθ1 − 3µλpθ2 cos(θ1 − θ2)

)
(1 + 2µ) cos θ1 cos τ

µλ2
(
4 + 12µ− 9µ cos2(θ1 − θ2)

) −

−
6
(
2(1 + 3µ)pθ2 − 3µλpθ1 cos(θ1 − θ2)

)
cos θ2 cos τ

λ
(
4 + 12µ− 9µ cos2(θ1 − θ2)

) .

Ïðè ïîìîùè óêàçàííîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ, ïîëó÷èì ãàìèëüòîíèàí òðåáóå�

ìîãî âèäà:

K = eK1 +
e3

6
K3 + O(e4),

K1 =
6
(
µλ2p2θ1 + (1 + 3µ)p2θ2 − 3µλpθ1pθ2 cos(θ1 − θ2)

)

µλ2
(
4(1 + 3µ)− 9µ cos2(θ1 − θ2)

) ,

K3 = −3
(
µλω2 cos θ2 + (1 + 2µ)ω2 cos θ1

)
+

+
1

8

(1 + 2µ) cos θ1 [36(1 + 2µ) cos θ1 − 54µ cos(θ1 − θ2) cos θ2]

4(1 + 3µ)− 9µ cos2(θ1 − θ2)
+

+
1

8

µ cos θ2 [36(1 + 3µ) cos θ2 − 54 cos(θ1 − θ2)(1 + 2µ) cos θ1]

4(1 + 3µ)− 9µ cos2(θ1 − θ2)
.
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Äåëàÿ åùå îäíó çàìåíó θj = θj, pθj = pj/e è âîçâðàùàÿñü ê ïàðàìåòðó ε,

ïîëó÷èì �óíêöèþ �àìèëüòîíà

H =
6
(
µλ2p21 + (1 + 3µ)p22 − 3µλp1p2 cos(θ1 − θ2)

)

µλ2
(
4(1 + 3µ)− 9µ cos2(θ1 − θ2)

) +
1

4
ε2Π +O(ε3), (2.1.6)

Π = −2
(
µλω2 cos θ2 + (1 + 2µ)ω2 cos θ1

)
+ (2.1.7)

+3
(1 + 2µ)2 cos2 θ1 − 3µ(1 + 2µ) cos(θ1 − θ2) cos θ1 cos θ2 + µ(1 + 3µ) cos2 θ2

4(1 + 3µ)− 9µ cos2(θ1 − θ2)
.

Ñëàãàåìîå O(ε3) â ñîîòíîøåíèè ( 2.1.6) ÿâëÿåòñÿ 2π �ïåðèîäè÷åñêîé �óíê�

öèåé τ.

2.1.3. Ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ ïðèáëèæåííîé ñèñòåìû

Åñëè â ãàìèëüòîíèàíå ( 2.1.6), ( 2.1.7) îòáðîñèòü ñëàãàåìîå O(ε3), ïîëó÷èì

ïðèáëèæåííûé ãàìèëüòîíèàí, îòâå÷àþùèé êîíñåðâàòèâíîé ñèñòåìå ñ äâóìÿ ñòå�

ïåíÿìè ñâîáîäû ñ ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèåé ε2Π/4.

Ïðèáëèæåííàÿ ñèñòåìà èìååò ÷åòûðå ÷àñòíûõ ðåøåíèÿ, îòâå÷àþùèõ ïîëî�

æåíèÿì îòíîñèòåëüíîãî ðàâíîâåñèÿ äâîéíîãî ìàÿòíèêà, äëÿ êîòîðûõ äâà ñòåðæ�

íÿ ìàÿòíèêà ðàñïîëîæåíû íà îäíîé âåðòèêàëè. Ïðè ýòîì p1 = p2 = 0 è âûïîë�

íÿåòñÿ îäíî èç ñîîòíîøåíèé:

1)θ1∗ = θ2∗ = 0; 2)θ1∗ = θ2∗ = π; (2.1.8)

3)θ1∗ = π, θ2∗ = 0; 4)θ1∗ = 0, θ2∗ = π.

�åøåíèÿ 1) è 2) ñîîòâåòñòâóþò ¾âèñÿùåìó¿ è ¾ïåðåâåðíóòîìó¿ ïîëîæå�

íèÿì îòíîñèòåëüíîãî ðàâíîâåñèÿ ñòåðæíåé. �åøåíèÿ 3) è 4) îòâå÷àþò ¾ñëî�

æåííîìó¿ ñîñòîÿíèþ ñèñòåìû, äëÿ êîòîðîãî òî÷êà ïîäâåñà âòîðîãî ñòåðæíÿ

ðàñïîëîæåíà ñîîòâåòñòâåííî âûøå è íèæå òî÷êè ïîäâåñà ìàÿòíèêà.

Èññëåäóåì óñòîé÷èâîñòü íàçâàííûõ ïîëîæåíèé ðàâíîâåñèÿ.
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Ïîî÷åðåäíî ïîëàãàÿ

1)θ1 = q1, θ2 = q2; 2)θ1 = π + q1, θ2 = π + q2;

3)θ1 = π + q1, θ2 = q2; 4)θ1 = q1, θ2 = π + q2.

ïîëó÷èì ïîòåíöèàëüíóþ ýíåðãèþ â îêðåñòíîñòè êàæäîãî ïîëîæåíèÿ ðàâíîâå�

ñèÿ.

Óñëîâèÿ óñòîé÷èâîñòè è íåóñòîé÷èâîñòè ïîëîæåíèé ðàâíîâåñèÿ qj = 0,

pj = 0 (j = 1, 2) ïðèáëèæåííûõ ñèñòåì íàéäåì, èññëåäóÿ êâàäðàòè÷íóþ îòíî�

ñèòåëüíî âåëè÷èí qj, pj ÷àñòü ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè.

Ýòà êâàäðàòè÷íàÿ ÷àñòü ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà â âèäå (ìíîæèòåëü ε2/4

îòáðîøåí):

Π2(q1, q2) = u20q
2
1 + 2u11q1q2 + u02q

2
2, (2.1.9)

ãäå uij � ïîñòîÿííûå êîý��èöèåíòû.

Äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ óñòîé÷èâîñòè ðàññìàòðèâàåìîãî ïîëîæåíèÿ ðàâíî�

âåñèÿ (óñëîâèÿ ìèíèìóìà �óíêöèè ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè) çàäàþòñÿ íåðàâåí�

ñòâàìè:

u20 > 0, d = u20u02 − u211 > 0. (2.1.10)

1) Ñëó÷àé θ1 = θ2 = 0.

Äëÿ êîý��èöèåíòîâ uij èìååì âûðàæåíèÿ:

u20 = (1 + 2µ)ω2 − 3
(1 + 3µ)(2 + µ)2

(4 + 3µ)2
, u11 =

9µ(2 + µ)

2(4 + 3µ)2
, (2.1.11)

u02 = µλω2 − 3µ

(4 + 3µ)2
.

Ïåðâîå íåðàâåíñòâî èç ( 2.1.10) âûïîëíÿåòñÿ ïðè

ω2 > ω2
0 =

3(1 + 3µ)(µ+ 2)2

(4 + 3µ)2(1 + 2µ)
> 0. (2.1.12)
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�àññìîòðèì âòîðîå íåðàâåíñòâî èç ( 2.1.10), ñâîäÿùååñÿ ê âèäó

d =
µ

4(4 + 3µ)3
F > 0, (2.1.13)

F = 4λ(1 + 2µ)(4 + 3µ)3ω4 − 12(4 + 3µ)(3µ3λ+ 13µ2λ+ 2µ+

+16µλ+ 1 + 4λ)ω2 + 9(µ+ 2)2.

�àññìîòðèì äèñêðèìèíàíò êâàäðàòíîãî îòíîñèòåëüíî ω2
òðåõ÷ëåíà F :

D = 144(4 + 3µ)2F1,

F1 = (1 + 3µ)2(µ+ 2)4λ2 + (1 + 2µ)(3µ− 2)(µ+ 2)2λ+ (1 + 2µ)2.

Â ñâîþ î÷åðåäü, äèñêðèìèíàíò êâàäðàòíîãî îòíîñèòåëüíî λ òðåõ÷ëåíà F1

ðàâåí

D1 = −36µ7(3µ+ 31)− 27µ5(177µ+ 404)− 72µ3(197µ+ 144)− 144µ(27µ+ 4).

Òàê êàê ïðè âñåõ µ > 0 âåëè÷èíàD1 îòðèöàòåëüíàÿ, �óíêöèÿ F1 ñîõðàíÿåò

ïîñòîÿííûé çíàê (ïîëîæèòåëüíûé). Ñëåäîâàòåëüíî, êâàäðàòè÷íûé îòíîñèòåëü�

íî ω2
òðåõ÷ëåí F èìååò äâà êîðíÿ. Ýòè êîðíè âû÷èñëÿþòñÿ ïî �îðìóëàì:

ω2
1,2 =

3

2λ(4 + 3µ)2(1 + 2µ)
(3µ3λ+ 13λµ2 + 16λµ+ 4λ+ 2µ+ 1±

±
√

(µ+ 2)4(3µ+ 1)2λ2 + (6µ4 + 23µ3 + 18µ2 − 12µ− 8)λ+ (2µ+ 1)2),

ïðè÷åì 0 < ω2
2 < ω2

1.

Ïîýòîìó ðåøåíèå íåðàâåíñòâà ( 2.1.13) ñîñòàâëÿþò äâà èíòåðâàëà 0 < ω2 <

ω2
2 è ω

2 > ω2
1.

Îïðåäåëèì ïîëîæåíèå âåëè÷èíû ω2
0 îòíîñèòåëüíî êîðíåé ω

2
1,2. Òàê êàê

F (ω2
0) = −81µ2(µ+ 2)2

64(4 + 3µ)4
< 0,

òî ω2
2 < ω2

0 < ω2
1.
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Òàêèì îáðàçîì, íåðàâåíñòâà ( 2.1.12) è ( 2.1.13) îäíîâðåìåííî âûïîëíÿþò�

ñÿ ïðè

ω2 > ω2
1. (2.1.14)

Ñîîòíîøåíèå ( 2.1.14) îïðåäåëÿåò óñëîâèå óñòîé÷èâîñòè ¾âèñÿùåãî¿ ïîëî�

æåíèÿ ðàâíîâåñèÿ ïðèáëèæåííîé ñèñòåìû. Â èñõîäíûõ ðàçìåðíûõ ïåðåìåííûõ,

äàííîå óñëîâèå èìååò âèä:

Ω < Ω∗, Ω∗ =
Υ
√
gl1
a

(2.1.15)

Υ2 =
3
(
(4l2 + l1)m

3
1 + (16l2 + 2l1)m2m

2
1 + 13l2m

2
2m1 + 3l2m

3
2 +

√
κ

)

2l2(4m1 + 3m2)2(2m2 +m1)

κ = (m1 + 3m2)
2(2m1 +m2)

4l22 − (2m1 +m2)
2m2

1(2m2 +m1)(2m1 − 3m2)l1l2+

+m4
1l

2
1(2m2 +m1)

2.

Âåëè÷èíà κ ïîëó÷åíà èç ïîëîæèòåëüíîé �óíêöèè F1, ïîýòîìó κ > 0.

Òàêèì îáðàçîì, íèæíåå ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ ïðèáëèæåííîé ñèñòåìû

óñòîé÷èâî, åñëè ÷àñòîòà Ω êîëåáàíèé òî÷êè ïîäâåñà íå ïðåâûøàåò ïðåäåëüíîãî

çíà÷åíèÿ, îïðåäåëÿåìîãî ïðàâîé ÷àñòüþ íåðàâåíñòâà ( 2.1.15).

2) Ñëó÷àé θ1 = θ2 = π.

Êîý��èöèåíòû uij �óíêöèè ( 2.1.9) èìåþò âèä ( 2.1.11), ãäå ω
2
çàìåíÿþòñÿ

íà −ω2.

Ïðè ëþáîì çíà÷åíèè ïàðàìåòðà µ (µ > 0) èìååì u20 < 0, ïîýòîìó óñëî�

âèÿ ( 2.1.10) íå âûïîëíÿþòñÿ. Çíà÷èò, äëÿ ëþáûõ çíà÷åíèé ω ¾ïåðåâåðíóòîå¿

ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ íåóñòîé÷èâî.

3) Ñëó÷àé θ1 = π, θ2 = 0.

Êîý��èöèåíòû �óíêöèè ( 2.1.9) èìåþò âèä:

u20 = −(1 + 2µ)ω2 − 3
(1 + 3µ)(2 + µ)2

(4 + 3µ)2
, u11 =

9µ(2 + µ)

2(4 + 3µ)2
,

u02 = µλω2 − 3µ

(4 + 3µ)2
. (2.1.16)
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Êàê è äëÿ ñëó÷àÿ 2), èìååì u20 < 0, ïîýòîìó ðàññìàòðèâàåìîå ïîëîæåíèå

ðàâíîâåñèÿ íåóñòîé÷èâî ïðè ëþáûõ çíà÷åíèÿõ ÷àñòîòû ω.

4) Ñëó÷àé θ1 = 0, θ2 = π.

Êîý��èöèåíòû uij �óíêöèè ( 2.1.9) èìåþò âèä ( 2.1.16), ãäå ω
2
çàìåíÿþòñÿ

íà −ω2.

Êàê è äëÿ ñëó÷àÿ 1), ïåðâîå íåðàâåíñòâî èç ( 2.1.10) âûïîëíÿåòñÿ ïðè óñëî�

âèè ( 2.1.12). Ïðîâåäåì ïðîâåðêó âòîðîãî óñëîâèÿ ( 2.1.10), ñâîäÿùåãîñÿ ê íåðà�

âåíñòâó

F
′

= −
(
4λ(1 + 2µ)(4 + 3µ)3ω4 − 12(4 + 3µ)(3µ3λ+ 13µ2λ− 2µ+

+16µλ− 1 + 4λ)ω2 − 9(µ+ 2)2
)
> 0.

�àññìîòðèì äèñêðèìèíàíò êâàäðàòíîãî îòíîñèòåëüíî ω2
òðåõ÷ëåíà F

′

:

D = 144(4 + 3µ)2F
′

1,

F
′

1 = (1 + 3µ)2(µ+ 2)4λ2 − (1 + 2µ)(3µ− 2)(µ+ 2)2λ+ (1 + 2µ)2.

Äèñêðèìèíàíò êâàäðàòíîãî îòíîñèòåëüíî λ òðåõ÷ëåíà F
′

1 èìååò âèä

D1 = −9(1 + 2µ)2(µ+ 2)4µ(4 + 3µ) < 0.

Çíà÷èò, �óíêöèÿ F
′

1 ñîõðàíÿåò ïîñòîÿííûé çíàê (ïîëîæèòåëüíûé). Ñëåäî�

âàòåëüíî, êâàäðàòíûé îòíîñèòåëüíî ω2
òðåõ÷ëåí F

′

áóäåò èìåòü äâà êîðíÿ:

ω2
1,2 =

3

2λ(4 + 3µ)2(1 + 2µ)
(3µ3λ+ 13λµ2 − 2µ+ 16λµ− 1 + 4λ±

±
√
(µ+ 2)4(3µ+ 1)2λ2 + (−6µ4 − 23µ3 − 18µ2 + 12µ+ 8)λ+ (2µ+ 1)2).

ïðè÷åì ω2
2 < 0 < ω2

1.

Ñëåäîâàòåëüíî, ðåøåíèå âòîðîãî íåðàâåíñòâà èç ( 2.1.10) èìååò âèä

0 6 ω2 < ω2
1. (2.1.17)
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Ñðàâíèì âåëè÷èíû ω2
0 è ω

2
1. Âû÷èñëèì

F
′

(ω2
0) = −81µ2(µ+ 2)2

64(4 + 3µ)4
< 0.

Òàêèì îáðàçîì, ω2
0 ëåæèò âíå èíòåðâàëà (ω2

2, ω
2
1). À òàê êàê ω2

0 > 0, òî

ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøåíèå 0 < ω2
1 < ω2

0. Ñëåäîâàòåëüíî, íåðàâåíñòâà ( 2.1.12)

è ( 2.1.17) íåñîâìåñòíû, à ðàññìàòðèâàåìîå ðåøåíèå íåóñòîé÷èâî ïðè ëþáûõ

çíà÷åíèÿõ ÷àñòîòû ω.

Òàêèì îáðàçîì, èç ÷åòûðåõ ðàññìîòðåííûõ ïîëîæåíèé ðàâíîâåñèÿ ïðèáëè�

æåííîé ñèñòåìû óñòîé÷èâûì ìîæåò áûòü òîëüêî íèæíåå ïîëîæåíèå, è óñëîâèå

åãî óñòîé÷èâîñòè çàäàåòñÿ íåðàâåíñòâîì ( 2.1.14).

Îòìåòèì, ÷òî â ñëó÷àå ìàòåìàòè÷åñêîãî ìàÿòíèêà ñ ãîðèçîíòàëüíî âèáðè�

ðóþùåé òî÷êîé ïîäâåñà [59℄, àíàëîãè÷íî, âåðõíåå ïîëîæåíèå îòíîñèòåëüíîãî

ðàâíîâåñèÿ (â ïðèáëèæåííîé çàäà÷å) íåóñòîé÷èâî, íèæíåå óñòîé÷èâî ïðè íå

ñëèøêîì áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ ÷àñòîòû êîëåáàíèé òî÷êè ïîäâåñà. Â ñëó÷àå äâîé�

íîãî ìàÿòíèêà, ñîñòîÿùåãî èç äâóõ îäèíàêîâûõ ñòåðæíåé, ïðè âåðòèêàëüíûõ

âèáðàöèÿõ òî÷êè ïîäâåñà, âñå ÷åòûðå ïîëîæåíèÿ îòíîñèòåëüíîãî ðàâíîâåñèÿ íà

âåðòèêàëè ìîãóò áûòü óñòîé÷èâû ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøîì çíà÷åíèè ÷àñòîòû

âèáðàöèé [61℄.

2.1.4. Ïåðèîäè÷åñêèå äâèæåíèÿ ìàÿòíèêà, ðîæäàþùèåñÿ èç

îòíîñèòåëüíûõ ðàâíîâåñèé íà âåðòèêàëè

Âîçâðàùàÿñü ê ïîëíîé ñèñòåìå, çàìåòèì, ÷òî ñîãëàñíî òåîðèè ïåðèîäè÷å�

ñêèõ äâèæåíèé Ïóàíêàðå èç êàæäîãî îïðåäåëÿåìîãî óðàâíåíèÿìè ( 2.1.8) ïîëî�

æåíèÿ ðàâíîâåñèÿ θ1 = θ1∗, θ2 = θ2∗ ïðèáëèæåííîé ñèñòåìû ðîæäàåòñÿ åäèí�

ñòâåííîå, àíàëèòè÷åñêîå ïî ε, 2π �ïåðèîäè÷åñêîå ïî τ ðåøåíèå ïîëíîé ñèñòåìû

ñ ïåðèîäè÷åñêèìè ÷ëåíàìè ïîðÿäêà O(ε3) è âûøå,

θ1(τ) = θ1∗ + O(ε3), θ2(τ) = θ2∗ +O(ε3).
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Ýòîìó ðåøåíèþ, â ñâîþ î÷åðåäü îòâå÷àåò åäèíñòâåííîå 2π �ïåðèîäè÷åñêîå

ðåøåíèå èñõîäíîé ñèñòåìû ñ ãàìèëüòîíèàíîì ( 2.1.3), îïèñûâàþùåå äâèæåíèå

ðàññìàòðèâàåìîé ñèñòåìû è èìåþùåå âèä

ϕ′
1(τ) = θ1∗ + ε

6(3µ cos(θ1∗ − θ2∗) cos θ2∗ − 2(1 + 2µ) cos θ1∗)

9µ cos2(θ1∗ − θ2∗)− 4− 12µ
cos τ +O(ε2),

ϕ′
2(τ) = θ2∗ + ε

6(3(1 + 2µ) cos(θ1∗ − θ2∗) cos θ1∗ − 2(1 + 3µ) cos θ2∗)

λ(9µ cos2(θ1∗ − θ2∗)− 4− 12µ)
cos τ +O(ε2),

p′ϕ1
(τ) = ε

(1 + 2µ) cos θ1∗
2

sin τ + O(ε2), (2.1.18)

p′ϕ2
(τ) = ε

µλ cos θ2∗
2

sin τ + O(ε2).

Ýòè ñîîòíîøåíèÿ îïèñûâàþò âûñîêî÷àñòîòíûå ïåðèîäè÷åñêèå êîëåáàíèÿ

äâîéíîãî ìàÿòíèêà âáëèçè âåðòèêàëüíûõ ïîëîæåíèé ðàâíîâåñèÿ ïðèáëèæåííîé

ñèñòåìû. Êàæäûé ñòåðæåíü ìàÿòíèêà ¾äðîæèò¿ ñ ìàëîé (ïîðÿäêà ε) àìïëèòó�

äîé â îêðåñòíîñòè ¾ñðåäíåãî¿ çíà÷åíèÿ θj∗ (j = 1, 2), ÿâëÿþùèåñÿ ðàâíîâåñíû�

ìè çíà÷åíèÿìè óãëîâ ïðèáëèæåííîé ñèñòåìû. Ïåðèîä êîëåáàíèé ðàâåí ïåðèîäó

êîëåáàíèé òî÷êè ïîäâåñà.

Ïåðèîäè÷åñêîå äâèæåíèå, ðîæäàþùååñÿ èç ¾âèñÿùåãî¿ îòíîñèòåëüíîãî

ðàâíîâåñèÿ, óñòîé÷èâî â ëèíåéíîì ïðèáëèæåíèè, îñòàëüíûå ïåðèîäè÷åñêèå äâè�

æåíèÿ íåóñòîé÷èâû. Ýòî ñëåäóåò èç íåïðåðûâíîñòè ïî ε õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ

ïîêàçàòåëåé ëèíåàðèçîâàííûõ óðàâíåíèé âîçìóùåííîãî äâèæåíèÿ.

2.1.5. Íåëèíåéíûé àíàëèç óñòîé÷èâîñòè â ñëó÷àå äâóõ îäèíàêîâûõ

ñòåðæíåé

�àññìîòðèì ñëó÷àé äâóõ îäèíàêîâûõ ñòåðæíåé (l1 = l2, m1 = m2, òî åñòü

λ = 1, µ = 1) è ïðîâåäåì íåëèíåéíûé àíàëèç óñòîé÷èâîñòè ïåðèîäè÷åñêîãî

äâèæåíèÿ, ðîæäàþùåãîñÿ èç íèæíåìó ïîëîæåíèþ ðàâíîâåñèÿ ïðèáëèæåííîé

ñèñòåìû, â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî âûïîëíåíî óñëîâèå ( 2.1.14) óñòîé÷èâîñòè â ëè�
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íåéíîì ïðèáëèæåíèè. Â èññëåäóåìîì ñëó÷àå ýòî óñëîâèå ïðèíèìàåò âèä

ω > ω1 =
1

14

√
78 + 12

√
37 ≈ 0.87772 (2.1.19)

èëè, â èñõîäíûõ ïåðåìåííûõ,

Ω <

√
gl1

14a

√
78 + 12

√
37.

Ïîëîæèì â ãàìèëüòîíèàíå ( 2.1.6) λ = 1, µ = 1, θi = qi (i = 1, 2) è

ðàçëîæèì åãî â ðÿä ïî qi, pi. �àìèëüòîíèàí âîçìóùåííîãî äâèæåíèÿ èìååò âèä

K̃ = K̃2 + K̃4 + O5 + O(ε3),

K̃2 =

[(
−27

49
+

3

4
ω2

)
q21 +

27

196
q1q2 +

(
− 3

196
+

1

4
ω2

)
q22

]
ε2−

−18

7
p1p2 +

6

7
p21 +

24

7
p22,

K̃4 =

[(
306

343
− 1

16
ω2

)
q41 −

9

1372
q2q1(257q

2
1 − 186q2q1 + 47q22)+

+

(
17

686
− 1

48
ω2

)
q42

]
ε2 − 9

49
(q1 − q2)

2(8p2 − 3p1)(3p2 − 2p1).

Ñëàãàåìîå O5 îçíà÷àåò ñîâîêóïíîñòü ÷ëåíîâ íå ìåíåå ïÿòîé ñòåïåíè îòíî�

ñèòåëüíî qj, pj, (j = 1, 2).

Ñäåëàåì êàíîíè÷åñêîå ïðåîáðàçîâàíèå qj = q̃j
√
ε, pj = p̃jε

√
ε (j = 1, 2).

�àìèëüòîíèàí ñèñòåìû ïðèìåò âèä

K
′

= εK
′

2 + ε2K
′

4 + O(ε3), (2.1.20)

K
′

2 =

(
−27

49
+

3

4
ω2

)
q̃21 +

27

196
q̃2q̃1 +

(
− 3

196
+

1

4
ω2

)
q̃22 +

6

7
(p̃21 − 3p̃1p̃2 + 4p̃22)

K
′

4 =

(
306

343
− 1

16
ω2

)
q̃41 −

9

1372
q̃2q̃1(257q̃

2
1 − 186q̃2q̃1 + 47q̃22) +

+

(
17

686
− 1

48
ω2

)
q̃42 −

9

49
(q̃1 − q̃2)

2(8p̃2 − 3p̃1)(3p̃2 − 2p̃1).

Çàòåì ïðè ïîìîùè ëèíåéíîãî 2π �ïåðèîäè÷åñêîãî ïî τ óíèâàëåíòíîãî êà�

íîíè÷åñêîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ

q̃1 = n13P1 + n14P2, q̃2 = n23P1 + n24P2,
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p̃1 = n31Q1 + n32Q2, p̃2 = n41Q1 + n42Q2,

n13 =
1

12

√
6(686σ2

2 − 1764ω2 + 1539)
√
σ1
√
ac+ 16c2

+ O(ε),

n14 =
1

12

√
6(686σ2

1 − 1764ω2 + 1539)
√
σ2
√
−ac + 16c2

+ O(ε),

n23 =
9

2

(49ω2 − 48)
√
6

√
σ1
√
ac+ 16c2

+ O(ε), n24 =
9

2

(49ω2 − 48)
√
6

√
σ2
√
−ac + 16c2

+O(ε),

n31 = − 1

36

√
6
√
σ1(2744σ

2
2 − 3087ω2 + 2268)√
ac + 16c2

+ O(ε),

n32 = − 1

36

√
6
√
σ2(2744σ

2
1 − 3087ω2 + 2268)√

−ac+ 16c2
+ O(ε),

n41 = − 7

24

√
6
√
σ1(98σ

2
2 − 27)√

ac + 16c2
+O(ε),

n42 = − 7

24

√
6
√
σ2(98σ

2
1 − 27)√

−ac+ 16c2
+O(ε),

σ1 =
1

98

√
28812ω2 − 13482− 168

√
16807ω4 − 17493ω2 + 6192,

σ2 =
1

98

√
28812ω2 − 13482 + 168

√
16807ω4 − 17493ω2 + 6192,

a = 1715ω2 − 528, c =
√

16807ω4 − 17493ω2 + 6192. (2.1.21)

ïðèâåäåì êâàäðàòè÷íóþ ÷àñòü ãàìèëüòîíèàíà ê íîðìàëüíîé �îðìå.

K∗
2 =

1

2

[(
σ1 + O(ε)

)
(Q2

1 + P 2
1 ) +

(
σ2 + O(ε)

)
(Q2

2 + P 2
2 )
]
. (2.1.22)

Çäåñü σj (j = 1, 2) � ÷àñòîòû ìàëûõ êîëåáàíèé ïðèáëèæåííîé ñèñòåìû â

îêðåñòíîñòè íèæíåãî ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ, à ïîïðàâêè O(ε) íå çàâèñÿò îò τ.

Âûðàæåíèå ïîä ðàäèêàëîì â ( 2.1.21), à òàêæå âåëè÷èíà a â îáëàñòè èñ�

ñëåäîâàíèÿ âñåãäà ïîëîæèòåëüíû, ïîýòîìó ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ ( 2.1.19)

èìååì 16c2 + ac > 0. Âûðàæåíèå 16c2 − ac ïîëîæèòåëüíî äëÿ âñåõ èññëåäóå�

ìûõ çíà÷åíèé ÷àñòîòû, êðîìå ω =
4

7

√
3 ≈ 0.98974, ïðè êîòîðîì ýòî âûðàæåíèå

îáðàùàåòñÿ â íóëü. Ýòîò ñëó÷àé äàëåå áóäåò ðàññìîòðåí îòäåëüíî.

Äëÿ ïîñëåäóþùåãî èññëåäîâàíèÿ ïåðåéäåì ê ñèìïëåêòè÷åñêèì ïîëÿðíûì
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êîîðäèíàòàì êîîðäèíàòàì

Qj =
√
2rj sin θj, Pj =

√
2rj cos θj (j = 1, 2)

è çàòåì ïðè ïîìîùè áëèçêîãî ê òîæäåñòâåííîìó 2π �ïåðèîäè÷åñêîãî ïî τ ïðåîá�

ðàçîâàíèÿ òèïà ïðåîáðàçîâàíèÿ Áèðêãî�à íîðìàëèçóåì â ãàìèëüòîíèàíå ÷ëå�

íû ÷åòâåðòîé ñòåïåíè. Ýòî ïðåîáðàçîâàíèå ìîæåò áûòü ïîëó÷åíî ìåòîäîì Äå�

ïðè�Õîðè. Îòìåòèì, ÷òî ïðè ω =
1

98

√
294 + 210

√
2149 ≈ 1.0218 â ñèñòåìå

èìååò ìåñòî ðåçîíàíñ ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà 3σ1 = σ2, êîòîðûé áóäåò ðàññìîòðåí

ïîçæå. Ïðè îòñóòñòâèè ðåçîíàíñà ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà íîðìàëèçîâàííûé ãàìèëü�

òîíèàí èìååò âèä

Γ = ε
[(
σ1 + O(ε)

)
r1 +

(
σ2 + O(ε)

)
r2

]
+ (2.1.23)

+ε2
[(
c20 +O(ε)

)
r21 +

(
c11 + O(ε)

)
r1r2 +

(
c02 + O(ε)

)
r22

]
+O(ε3),

c20 =
1

784

a2 + a1c

c2a3
, c02 =

1

784

a2 − a1c

c2a3
,

c11 =
81

2744

117649ω6 + 1513728 + 806736ω4 + 829962ω2

σ1σ2c2
,

a1 = 372712032ω6 − 1006466958ω4 + 617372280ω2 − 14874516,

a2 = −48735627654ω8 + 156828117033ω6 − 151648837956ω4+

+49864296762ω2 − 1196073216, a3 = 1372ω4 − 1092ω2 + 27,

ãäå ïîïðàâêè O(ε) ê âåëè÷èíàì cij íå çàâèñÿò îò τ, à ñëàãàåìîå O(ε
3) îçíà÷àåò

ñîâîêóïíîñòü ÷ëåíîâ íå ìåíåå ïÿòîé ñòåïåíè îòíîñèòåëüíî r
1/2
j (j = 1, 2) ñ

2π �ïåðèîäè÷åñêèìè ïî τ êîý��èöèåíòàìè.

Îòìåòèì, ÷òî ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ ( 2.1.19) âûðàæåíèå a3 â çíàìåíà�

òåëÿõ êîý��èöèåíòîâ c20 è c02 âñåãäà ïîëîæèòåëüíî.

Áóäåì èñïîëüçîâàòü ñëåäóþùèå êðèòåðèè, ïðèíÿòûå ïðè èññëåäîâàíèè

óñòîé÷èâîñòè íåàâòîíîìíûõ, ïåðèîäè÷åñêèõ ïî âðåìåíè ãàìèëüòîíîâûõ ñèñòåì

ñ äâóìÿ ñòåïåíÿìè ñâîáîäû [4,38, 78℄.
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Åñëè äëÿ êîý��èöèåíòîâ ãàìèëüòîíèàíà Γ âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

D2 = c211 − 4c20c02 6= 0,

òî ïðè äîñòàòî÷íî ìàëûõ çíà÷åíèÿõ ε ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ r1 = r2 = 0 óñòîé�

÷èâî äëÿ áîëüøèíñòâà (â ñìûñëå ìåðû Ëåáåãà) íà÷àëüíûõ óñëîâèé [4, 38℄.

Åñëè êâàäðàòè÷íàÿ �îðìà

c20r
2
1 + c11r1r2 + c02r

2
2 (2.1.24)

çíàêîîïðåäåëåíà ïðè r1 > 0, r2 > 0, òî ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ r1 = r2 = 0

�îðìàëüíî óñòîé÷èâî [78℄.

�àñ÷åòû ïîêàçûâàþò, ÷òî

D2 = − 189

37632

16807ω8b1 − 108ω2b2 − 140683308703488

a3c4
,

b1 = 517134583ω4 − 3712669044ω2 + 3367743948,

b2 = 2206392428884ω4 + 1066954222677ω2 + 1351117444500.

Ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ ( 2.1.19), çíàìåíàòåëü �óíêöèè D2 ïîëîæèòåëåí,

à ÷èñëèòåëü îáðàùàåòñÿ â íóëü ïðè ω = ω∗ = 2.619576184, ïîëîæèòåëåí ïðè

ω1 < ω < ω∗
è îòðèöàòåëåí ïðè ω∗ < ω.

Êîý��èöèåíò êâàäðàòè÷íîé �îðìû c02 îáðàùàåòñÿ â íóëü ïðè ω = ω2 =

1.339314671; â èíòåðâàëàõ ω1 < ω < ω2 è ω2 < ω 6 ω∗
èìååì ñîîòâåòñòâåí�

íî c02 > 0 è c02 < 0. Êîý��èöèåíò c20 îáðàùàåòñÿ â íóëü ïðè ω = ω3 =

1.505177934; ïðè ω1 < ω < ω3 è ω3 < ω 6 ω∗
èìååì ñîîòâåòñòâåííî c20 > 0 è

c20 < 0. Êîý��èöèåíò c11 ïîëîæèòåëåí â îáëàñòè ω1 < ω.

Ñîâìåñòíûé àíàëèç çíàêîâ �óíêöèè D2 è êîý��èöèåíòîâ cij êâàäðàòè÷�

íîé �îðìû ïðèâîäèò ê ñëåäóþùèì ðåçóëüòàòàì. Â îáëàñòè ω1 < ω < ω2 âñå

êîý��èöèåíòû ïîëîæèòåëüíû, ïîýòîìó êâàäðàòè÷íàÿ �îðìà îïðåäåëåíà ïîëî�

æèòåëüíî. Â îáëàñòè ω > ω∗
èìååì D2 < 0, c20 < 0, c02 < 0, çíà÷èò êâàäðàòè÷�

íàÿ �îðìà îïðåäåëåíà îòðèöàòåëüíî. Ïðè ω2 6 ω < ω∗
êâàäðàòè÷íàÿ �îðìà

çíàêîïåðåìåííàÿ.
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Òàêèì îáðàçîì, â îáëàñòè óñòîé÷èâîñòè â ëèíåéíîì ïðèáëèæåíèè èññëåäó�

åìîå ïåðèîäè÷åñêîå äâèæåíèå äâîéíîãî ìàÿòíèêà óñòîé÷èâî äëÿ áîëüøèíñòâà

íà÷àëüíûõ óñëîâèé (êðîìå, ìîæåò áûòü, òî÷êè ω = ω∗
) è �îðìàëüíî óñòîé÷èâî

â èíòåðâàëàõ ω1 6 ω < ω2 è ω
∗ 6 ω.

Ñëó÷àé ω =
4

7

√
3 ≈ 0.98977. Çàìåíà ïåðåìåííûõ, íîðìàëèçóþùàÿ êâàäðà�

òè÷íóþ ÷àñòü �óíêöèè �àìèëüòîíà ( 2.1.20) èìååò âèä

q̃1 = n12Q2 + n13P1, q̃2 = n23P1, p̃1 = n34P2, p̃2 = n41Q1 + n44P2,

ãäå

n12 = −1

6
61/4

√
21 +O(ε), n13 =

1

1988
29823/4

√
14 +O(ε),

n23 = − 2

1491
29823/4

√
14 + O(ε), n34 = − 1

21
63/4

√
21 +O(ε),

n41 =
1

56
29821/4

√
14 + O(ε), n44 = − 1

56
63/4

√
21 +O(ε).

×àñòîòû ìàëûõ êîëåáàíèé ðàâíû σ1 =
3

196

√
2982, σ2 =

3

28

√
6.

Íîðìàëèçàöèÿ â ÷ëåíà ÷åòâåðòîé ñòåïåíè ïðèâîäèò ãàìèëüòîíèàí ê âèäó

( 2.1.25), ãäå

c20 =
162831

27832
, c02 =

285

112
, c11 =

531

568

√
497.

Òàê êàê cij > 0, òî êâàäðàòè÷íàÿ �îðìà ( 2.1.24) îïðåäåëåííî ïîëîæèòåëü�

íàÿ, åå äèñêðèìèíàíò D2 = 374.81 > 0. Òàêèì îáðàçîì, ïðè äàííîì çíà÷åíèè

÷àñòîòû èññëåäóåìîå ïåðèîäè÷åñêîå äâèæåíèå äâîéíîãî ìàÿòíèêà óñòîé÷èâî

äëÿ áîëüøèíñòâà íà÷àëüíûõ óñëîâèé è �îðìàëüíî óñòîé÷èâî.

Â ñëó÷àå 3σ1 = σ2 (ω =
√
294 + 210

√
2149/98 ≈ 1.0218) ðåçîíàíñà ÷åòâåð�

òîãî ïîðÿäêà íîðìàëèçîâàííûé ãàìèëüòîíèàí èìååò âèä

Γ = ε
[(
σ1 + O(ε)

)
r1 +

(
3σ1 +O(ε)

)
r2

]
+ ε2

[(
c20 + O(ε)

)
r21+ (2.1.25)

+
(
c11 + O(ε)

)
r1r2 +

(
k + O(ε)

)
r
3/2
1 r

1/2
2 cos(3ϕ1 − ϕ2) +

(
c02 +O(ε)

)
r22

]
+ O(ε3),
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σ1 =
3
√
14
√
2149− 280

98
≈ 0.588, k ≈ 17.942833,

c20 ≈ 8.684697, c02 ≈ 92.685511, c11 ≈ 30.6526.

Íàëè÷èå ðåçîíàíñà ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà îçíà÷àåò, ÷òî â ýòîé ñèñòåìå åñòü

òàêæå ðåçîíàíñû âîñüìîãî, äâåíàäöàòîãî è ò.ä. ïîðÿäêîâ. Ìîæíî ïðîäîëæèòü

íîðìàëèçàöèþ ãàìèëüòîíèàíà îòíîñèòåëüíî âîçìóùåíèé, ó÷èòûâàÿ íàëè÷èå

ýòèõ ðåçîíàíñîâ. Òàê êàê ÷àñòîòû σ1, σ2 íåñîèçìåðèìû â ÷àñòîòîé âíåøíåãî

âîçìóùåíèÿ (∼ ε−1), òî íåçàâèñèìàÿ ïåðåìåííàÿ τ íà êàæäîì ýòàïå áóäåò óíè�

÷òîæàòüñÿ. �ëàâíàÿ (ëèíåéíàÿ ïî r1, r2) ÷àñòü íîðìàëèçîâàííîãî àâòîíîìíîãî

ãàìèëüòîíèàíà, ÿâëÿþùåãîñÿ �îðìàëüíûì èíòåãðàëîì ñèñòåìû, ïîëîæèòåëüíî

îïðåäåëåíà. Â äîñòàòî÷íî ìàëîé îêðåñòíîñòè íà÷àëà êîîðäèíàò ýòîò �îðìàëü�

íûé èíòåãðàë òàêæå ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåí, ïîýòîìó èññëåäóåìîå ïåðèîäè÷å�

ñêîå äâèæåíèå â ñëó÷àå ðåàëèçàöèè ðåçîíàíñà 3σ1 = σ2 �îðìàëüíî óñòîé÷èâî.

2.1.6. Î äðóãèõ ïåðèîäè÷åñêèõ äâèæåíèÿõ â ñèñòåìå äâóõ

îäèíàêîâûõ ñòåðæíåé

2.1.6.1. Ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ ïðèáëèæåííîé ñèñòåìû, îòëè÷íûå îò

âåðòèêàëüíûõ. �åøèì òåïåðü âîïðîñ î ñóùåñòâîâàíèè è óñòîé÷èâîñòè âûñî�

êî÷àñòîòíûõ ïåðèîäè÷åñêèõ äâèæåíèé ñèñòåìû äâóõ îäèíàêîâûõ ñòåðæíåé, îò�

ëè÷íûõ îò ïåðèîäè÷åñêèõ äâèæåíèé âáëèçè âåðòèêàëè.

Â ïðèáëèæåííîé ñèñòåìå èì îòâå÷àþò ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ, îïðåäåëÿå�

ìûå óñëîâèÿìè

∂Π

∂θ1
= 0,

∂Π

∂θ2
= 0,

ãäå �óíêöèÿ Π îïðåäåëÿåòñÿ �îðìóëîé ( 2.1.7) ïðè λ = 1, µ = 1. Óêàçàííûå

ñîîòíîøåíèÿ ðàâíîñèëüíû ñèñòåìå óðàâíåíèé

9

4

[
2 cos θ1 sin θ1 − sin(2θ1 − θ2) cos θ2

]

9 cos2(θ2 − θ1)− 16
+
ω2 sin θ1

2
=

9

4
ζ, (2.1.26)
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3

4

[
9 cos θ1 sin(2θ2 − θ1)− 4 sin 2θ2

]

9 cos2(θ2 − θ1)− 16
− ω2 sin θ2

2
=

27

4
ζ,

ζ =

[
9 cos θ1

(
cos θ2 cos(θ2 − θ1)− cos θ1

)
− 4 cos2 θ2

]
sin 2(θ2 − θ1)

(
9 cos2(θ2 − θ1)− 16

)2 .

�àññìàòðèâàÿ ÷àñòîòó ω êàê ïàðàìåòð è ïðèäàâàÿ åé ðàçëè÷íûå çíà÷åíèÿ

(ω > 0), ïîñòðîèì â ïëîñêîñòè âåëè÷èí θ1, θ2 ãåîìåòðè÷åñêîå ìåñòî òî÷åê, óäî�

âëåòâîðÿþùèõ óðàâíåíèÿì ( 2.1.26) è ñîîòâåòñòâóþùèõ èñêîìûì ïîëîæåíèÿì

ðàâíîâåñèÿ

PSfrag replaements

0

1

1

2

2

3′

3′

3′′

3′′

4

4

5

5

θ1

θ2

π

π

π/2

π/2

−π/2

−π/2

�èñ. 18. Ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ

Îäíîâðåìåííî áóäåì ïðîâåðÿòü ïîëó÷åííûå ðåøåíèÿ íà óñòîé÷èâîñòü ñ

ïîìîùüþ óñëîâèé, àíàëîãè÷íûõ íåðàâåíñòâàì ( 2.1.10).

×èñëåííî-ãðà�è÷åñêèé àíàëèç ðåøåíèé ýòîé ñèñòåìû ïðèâîäèò ê ñëåäóþ�

ùèì ðåçóëüòàòàì.
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Ïðè ω > 0.87772 â ïðèáëèæåííîé ñèñòåìå, êðîìå ÷åòûðåõ ïîëîæåíèé ðàâ�

íîâåñèÿ íà âåðòèêàëè, äðóãèå ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ îòñóòñòâóþò. Ïðè ýòîì

ðàâíîâåñíûì òî÷êàì [0, 0] è [π, π] îòâå÷àþò òî÷êà ìèíèìóìà è òî÷êà ìàêñèìó�

ìà ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè ñîîòâåòñòâåííî, à ðàâíîâåñíûì òî÷êàì [0, π], [π, 0] �

ñåäëîâûå òî÷êè.

Ïðè ω 6 0.87772 â îêðåñòíîñòè òî÷êè [0, 0], ïðåîáðàçóþùåéñÿ â ñåäëîâóþ,

âîçíèêàþò äâå ñèììåòðè÷íûå óñòîé÷èâûå ðàâíîâåñíûå òî÷êè � òî÷êè ìèíè�

ìóìà �óíêöèè Π. Â ïëîñêîñòè θ1, θ2 ãåîìåòðè÷åñêîå ìåñòî ýòèõ ðàâíîâåñíûõ

òî÷åê äëÿ çíà÷åíèé 0 6 ω 6 0.87772 îáðàçóþò êðèâûå, ïîìå÷åííûå íà ðèñ. 18

íîìåðîì 1. Êðèâûå ïðè ω = 0.87772 áåðóò íà÷àëî â òî÷êå â òî÷êå [0, 0] è ïðè

ω → 0 (òî åñòü ïðè Ω → ∞) çàêàí÷èâàþòñÿ â òî÷êàõ [π/2, π/2] è [−π/2,−π/2] ,
ñîîòâåòñòâóþùèõ ¾ðàçâåðíóòîìó¿ ðàñïîëîæåíèþ ñòåðæíåé âäîëü ãîðèçîíòàëè.

Ïðè ω 6 0.8376 â îêðåñòíîñòè òî÷êè [0, π], ïðåîáðàçóþùåéñÿ â òî÷êó ìàê�

ñèìóìà �óíêöèè Π, ïîÿâëÿþòñÿ äâå ñèììåòðè÷íûå íåóñòîé÷èâûå (ñåäëîâûå)

ðàâíîâåñíûå òî÷êè. �åîìåòðè÷åñêîå ìåñòî ýòèõ ðàâíîâåñíûõ òî÷åê â ïëîñêîñòè

θ1, θ2 äëÿ çíà÷åíèé 0 6 ω 6 0.8376 îáðàçóþò êðèâûå, ïîìå÷åííûå íà ðèñ. 18

íîìåðîì 2. Ïðåäåëüíûìè òî÷êàìè ýòèõ êðèâûõ ïðè ω → 0 ÿâëÿþòñÿ òî÷êè

[π/2, π] è [−π/2, π] , ñîîòâåòñòâóþùèõ ãîðèçîíòàëüíîìó ïîëîæåíèþ ñòåðæíÿ 1

è âåðõíåìó âåðòèêàëüíîìó ïîëîæåíèþ ñòåðæíÿ 2.

Ïðè ω 6 0.6128 âîçíèêàþò åùå ÷åòûðå äîïîëíèòåëüíûå ðàâíîâåñíûå òî÷�

êè, ïåðâàÿ ïàðà âîçíèêàåò â îêðåñòíîñòè òî÷êè A1 = [−1.11402, 1.65229], à

âòîðàÿ � â îêðåñòíîñòè A2 = [1.11402,−1.65229]. Â òî÷êàõ A1, A2 ∂
2Π/∂θ22 îá�

ðàùàåòñÿ â íóëü. �åîìåòðè÷åñêîå ìåñòî ðàâíîâåñíûõ òî÷åê ïðè 0 6 ω 6 0.6128

îáðàçóþò êðèâûå 3′ è 3′′. Òî÷êè, îáðàçóþùèå êðèâûå 3′, ÿâëÿþòñÿ óñòîé÷èâû�

ìè òî÷êàìè (òî÷êàìè ìèíèìóìà ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè), à òî÷êè, îáðàçóþùèå

êðèâûå 3′′,� íåóñòîé÷èâûìè (ñåäëîâûìè). Â ãðàíè÷íûõ òî÷êàõ A1 è A2 óñòîé�

÷èâîñòü íå èññëåäóåòñÿ. Ïðåäåëüíûìè òî÷êàìè êðèâûõ 3′ ïðè ω → 0 ÿâëÿþò�

ñÿ òî÷êè [−π/2, π/2] è [π/2,−π/2] , îòâå÷àþùèå ¾ñëîæåííîìó¿ ðàñïîëîæåíèþ
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ñòåðæíåé âäîëü ãîðèçîíòàëè. Ïðåäåëüíûìè òî÷êàìè êðèâûõ 3′′ ïðè ω → 0 ÿâëÿ�

þòñÿ òî÷êè [−π/2, 0] è [π/2, 0] , ñîîòâåòñòâóþùèõ ãîðèçîíòàëüíîìó ïîëîæåíèþ

ñòåðæíÿ 1 è íèæíåìó âåðòèêàëüíîìó ïîëîæåíèþ ñòåðæíÿ 2.

Ïðè ω 6 0.1673 â îêðåñòíîñòè òî÷êè [π, 0], ïðåîáðàçóþùåéñÿ â òî÷êó ìàê�

ñèìóìà ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè, ïîÿâëÿþòñÿ äâå ñèììåòðè÷íûå íåóñòîé÷èâûå

(ñåäëîâûå) ðàâíîâåñíûå òî÷êè. �åîìåòðè÷åñêîå ìåñòî ýòèõ ðàâíîâåñíûõ òî÷åê

ïðè 0 6 ω 6 0.1673 îáðàçóþò êðèâûå, ïîìå÷åííûå íà ðèñ. 18 íîìåðîì 4. Ïðå�

äåëüíûìè òî÷êàìè ýòèõ êðèâûõ ïðè ω → 0 ÿâëÿþòñÿ òî÷êè [π, π/2] è [π,−π/2] ,
îòâå÷àþùèõ âåðõíåìó âåðòèêàëüíîìó ïîëîæåíèþ ñòåðæíÿ 1 è ãîðèçîíòàëüíîìó

ïîëîæåíèþ ñòåðæíÿ 2.

Ïðè ω 6 0.1598 â îêðåñòíîñòè òî÷êè [0, 0], ïðåîáðàçóþùåéñÿ â òî÷êó ìàê�

ñèìóìà �óíêöèè Π, âîçíèêàþò äâå ñèììåòðè÷íûå íåóñòîé÷èâûå (ñåäëîâûå) òî÷�

êè, ãåîìåòðè÷åñêîå ìåñòî êîòîðûõ îáðàçóþò êðèâûå 5. Â ïðåäåëå ïðè ω → 0

èìååì òî÷êè [0, π/2] è [0,−π/2] , ñîîòâåòñòâóþùèå íèæíåìó âåðòèêàëüíîìó ïî�
ëîæåíèþ ñòåðæíÿ 1 è ãîðèçîíòàëüíîìó ïîëîæåíèþ ñòåðæíÿ 2.

Òàêèì îáðàçîì, äîïîëíèòåëüíûå (¾áîêîâûå¿) ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ ïðè�

áëèæåííîé ñèñòåìû ñóùåñòâóþò òîëüêî â äèàïàçîíå ÷àñòîò êîëåáàíèé òî÷êè

ïîäâåñà, äëÿ êîòîðûõ âåðòèêàëüíûå îòíîñèòåëüíûå ðàâíîâåñèÿ íåóñòîé÷èâû. Â

çàâèñèìîñòè îò ÷àñòîòû âèáðàöèè òî÷êè ïîäâåñà òàêèõ ðàâíîâåñèé ìîæåò áûòü

îò îäíîãî äî øåñòè (äëÿ êàæäîãî åùå èìååòñÿ ñèììåòðè÷íàÿ ïàðà). Îäíà èëè

äâå ïàðû óñòîé÷èâû â îáëàñòè ñóùåñòâîâàíèÿ, îñòàëüíûå íåóñòîé÷èâû.

Çàìåòèì, ÷òî â ñëó÷àå ìàòåìàòè÷åñêîãî ìàÿòíèêà ñ ãîðèçîíòàëüíî âèáðè�

ðóþùåé òî÷êîé ïîäâåñà ¾áîêîâîå¿ ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ ñîîòâåòñòâóþùåé ïðè�

áëèæåííîé ñèñòåìû óñòîé÷èâî â îáëàñòè ñóùåñòâîâàíèÿ [59℄. Â ñëó÷àå äâîéíîãî

ìàÿòíèêà, ñîñòîÿùåãî èç äâóõ îäèíàêîâûõ ñòåðæíåé, ïðè âåðòèêàëüíûõ âèáðà�

öèÿõ òî÷êè ïîäâåñà, âñå ñóùåñòâóþùèå ¾áîêîâûå¿ ðàâíîâåñèÿ ïðèáëèæåííîé

ñèñòåìû íåóñòîé÷èâû [61℄.

2.1.6.2. Ïåðèîäè÷åñêèå äâèæåíèÿ â ñèñòåìå äâóõ îäèíàêîâûõ ñòåðæ�
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íåé è èõ óñòîé÷èâîñòü. Ìåòîäîì Ïóàíêàðå ïîñòðîåíû àíàëèòè÷åñêèå ïî ε,

2π-ïåðèîäè÷åñêèå ïî τ äâèæåíèÿ äâîéíîãî ìàÿòíèêà, ðîæäàþùèåñÿ èç íàéäåí�

íûõ â ðàçä. 2.1.6.1 áîêîâûõ îòíîñèòåëüíûõ ðàâíîâåñèé ïðèáëèæåííîé ñèñòåìû.

Ýòè ïåðèîäè÷åñêèå äâèæåíèÿ îïèñûâàþòñÿ �îðìóëàìè ( 2.1.18) ïðè ïîäñòàíîâ�

êå â íèõ λ = 1, µ = 1 è èìåþò âèä

ϕ′
1(τ) = θ1∗ + ε

3
(
3 cos(θ1∗ − θ2∗) cos(θ2∗)− 6 cos(θ1∗)

)

16− 9 cos(θ1∗ − θ2∗)2
cos(τ) + O(ε2), (2.1.27)

ϕ′
2(τ) = θ2∗ + ε

3
(
9 cos(θ1∗ − θ2∗) cos(θ1∗)− 8 cos(θ2∗)

)

16− 9 cos(θ1∗ − θ2∗)2
cos(τ) + O(ε2),

p′1(τ) =
3

2
ε cos(θ1∗) sin(τ) + O(ε2), p′2(τ) =

1

2
ε cos(θ2∗) sin(τ) +O(ε2).

Íåóñòîé÷èâûå ðåøåíèÿ â ëèíåéíîì ïðèáëèæåíèè ÿâëÿþòñÿ òàêæå íåóñòîé�

÷èâûìè â èñõîäíîé ñèñòåìå â ñèëó íåïðåðûâíîñòè ïî ε õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ ïî�

êàçàòåëåé ëèíåàðèçîâàííûõ óðàâíåíèé âîçìóùåííîãî äâèæåíèÿ.

×àñòü ïîðîæäàþùèõ ïîëîæåíèé ðàâíîâåñèÿ ïðèáëèæåííîé ñèñòåìû óñòîé�

÷èâû (íà ðèñ. 18 èì ñîîòâåòñòâóþò êðèâàÿ 1, ïàðà êðèâûõ 3′). Îòâå÷àþùèå èì

ïåðèîäè÷åñêèå ðåøåíèÿ ïîëíîé ñèñòåìû óñòîé÷èâû â ëèíåéíîì ïðèáëèæåíèè.

Ïðîâåäåì íåëèíåéíûé àíàëèç óñòîé÷èâîñòè ýòèõ ðåøåíèé. Ïðîöåäóðà èñ�

ñëåäîâàíèÿ àíàëîãè÷íà ïðîöåäóðå, îïèñàííîé äëÿ ïåðèîäè÷åñêîãî äâèæåíèÿ,

âîçíèêàþùåãî èç íèæíåãî âåðòèêàëüíîãî ïîëîæåíèÿ îòíîñèòåëüíîãî ðàâíîâå�

ñèÿ ïðèáëèæåííîé ñèñòåìû.

Ïîëîæèì â ( 2.1.6) µ = 1, λ = 1 è ââåäåì âîçìóùåíèÿ ïî �îðìóëàì

θj = ϕ′
j(τ) + xj, pj = p′j(τ) + yj, (j = 1, 2), ω = ω∗.

Ôóíêöèè ϕ′
j(τ), p

′
j(τ) (j = 1, 2) âû÷èñëÿþòñÿ ïî �îðìóëàì ( 2.1.27).

Äàëåå, ïðîâîäÿ íîðìàëèçàöèþ ãàìèëüòîíèàíà âîçìóùåííîãî äâèæåíèÿ â

ñëàãàåìûõ äî ÷åòâåðòîé ñòåïåíè âêëþ÷èòåëüíî îòíîñèòåëüíî âîçìóùåíèé, ïðè�

âåäåì åãî ê âèäó ( 2.1.25).
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Îïèñûâàåìàÿ ïðîöåäóðà ðåàëèçîâàíà ÷èñëåííî ïðè ïîìîùè ðàñ÷åòà íà

êîìïüþòåðå âäîëü êðèâûõ 1 è 3′. �åçóëüòàòû ðàñ÷åòà òàêîâû.

Äëÿ âñåõ òî÷åê èññëåäóåìûõ êðèâûõ êîý��èöèåíòû c20, c02, c11 âñåãäà îò�

ðèöàòåëüíû. Çíà÷èò, êâàäðàòè÷íàÿ �îðìà îïðåäåëåííî îòðèöàòåëüíàÿ ïðè ëþ�

áûõ çíà÷åíèÿõ r1 > 0, r2 > 0. Äèñêðèìèíàíò D2 êâàäðàòè÷íîé �îðìû ( 2.1.14)

òàêæå âñåãäà îòðèöàòåëåí.

Òàêèì îáðàçîì, â îáëàñòè óñòîé÷èâîñòè â ëèíåéíîì ïðèáëèæåíèè ðàñ�

ñìàòðèâàåìûå ïåðèîäè÷åñêèå äâèæåíèÿ óñòîé÷èâû äëÿ áîëüøèíñòâà íà÷àëü�

íûõ óñëîâèé è �îðìàëüíî óñòîé÷èâû.
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Çàêëþ÷åíèå

Ñ�îðìóëèðóåì îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû.

1. Â ïðèáëèæåííîé çàäà÷å äèíàìèêè òÿæåëîãî òâåðäîãî òåëà ñ ïðîèçâîëüíîé

ãåîìåòðèåé ìàññ, îäíà èç òî÷åê êîòîðîãî ñîâåðøàåò âåðòèêàëüíûå âûñî�

êî÷àñòîòíûå ãàðìîíè÷åñêèå âèáðàöèè, ïîëó÷åíî óðàâíåíèå, îïèñûâàþùåå

ìíîæåñòâî äîïóñòèìûõ îñåé ïåðìàíåíòíûõ âðàùåíèé. Ýòî óðàâíåíèå ÿâ�

ëÿåòñÿ (â îáùåì ñëó÷àå) óðàâíåíèåì ýëëèïòè÷åñêîãî êîíóñà è îáîáùàåò

èçâåñòíîå óðàâíåíèå êîíóñà Øòàóäå äîïóñòèìûõ îñåé ïåðìàíåíòíûõ âðà�

ùåíèé òâåðäîãî òåëà ñ íåïîäâèæíîé òî÷êîé. Îïèñàíû äîïóñòèìûå äóãè

ïåðìàíåíòíûõ âðàùåíèé â ñëó÷àå ðàñïîëîæåíèÿ öåíòðà ìàññ òåëà íà ãëàâ�

íîé îñè èíåðöèè äëÿ òî÷êè ïîäâåñà, à òàêæå â ñëó÷àå äèíàìè÷åñêè ñèì�

ìåòðè÷íîãî òåëà.

2. Â ðàìêàõ ïðèáëèæåííîé àâòîíîìíîé ñèñòåìû êàíîíè÷åñêèõ äè��åðåíöè�

àëüíûõ óðàâíåíèé âûïîëíåíî èññëåäîâàíèå óñòîé÷èâîñòè ïåðìàíåíòíûõ

âðàùåíèé òÿæåëîãî òâåðäîãî òåëà â ñëó÷àå ðàñïîëîæåíèÿ öåíòðà ìàññ òå�

ëà íà ãëàâíîé îñè èíåðöèè. �àññìîòðåíû âðàùåíèÿ âîêðóã ýòîé ãëàâíîé

îñè, à òàêæå âîêðóã äîïóñòèìûõ îñåé, ëåæàùèõ â ãëàâíûõ ïëîñêîñòÿõ

èíåðöèè, ïðèìûêàþùèõ ê äàííîé îñè èíåðöèè. Ïðîâåäåí ïîëíûé àíàëèç

óñòîé÷èâîñòè â ëèíåéíîì ïðèáëèæåíèè. Â ðÿäå ñëó÷àåâ ïîëó÷åíû äîñòà�

òî÷íûå óñëîâèÿ óñòîé÷èâîñòè. Ïðîâåäåíî ñðàâíåíèå ïîëó÷åííûõ ðåçóëü�

òàòîâ ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè ðåçóëüòàòàìè äëÿ òåëà ñ íåïîäâèæíîé òî÷êîé.

Âûÿâëåíû ñëó÷àè ñòàáèëèçàöèè è äåñòàáèëèçàöèè ïåðìàíåíòíûõ âðàùå�

íèé, âûçâàííûå íàëè÷èåì âèáðàöèé.

3. Â îáëàñòÿõ èçìåíåíèÿ ïàðàìåòðîâ, ñîîòâåòñòâóþùèõ òîëüêî íåîáõîäèìûì

óñëîâèÿì óñòîé÷èâîñòè, ïðîâåäåí íåëèíåéíûé àíàëèç óñòîé÷èâîñòè èññëå�

äóåìûõ ïåðìàíåíòíûõ âðàùåíèé. Íàéäåíû óðàâíåíèÿ ïîâåðõíîñòåé ðåçî�
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íàíñà òðåòüåãî è ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêîâ, à òàêæå ïîâåðõíîñòè âûðîæäåíèÿ

ãàìèëüòîíèàíà âîçìóùåííîãî äâèæåíèÿ â ÷ëåíàõ ÷åòâåðòîé ñòåïåíè îòíî�

ñèòåëüíî âîçìóùåíèé. Ïîäðîáíî èçó÷åíû äâà ÷àñòíûõ ñëó÷àÿ ãåîìåòðèè

ìàññ òåëà, êîãäà òåëî äèíàìè÷åñêè ñèììåòðè÷íî èëè ðàñïðåäåëåíèå ìàññ

â íåì ñîîòâåòñòâóåò ñëó÷àþ Áîáûëåâà�Ñòåêëîâà. Ïðîâåäåíà ïðîâåðêà êðè�

òåðèåâ óñòîé÷èâîñòè â ðåçîíàíñíûõ ñëó÷àÿõ.

4. �àññìîòðåí ÷àñòíûé ñëó÷àé ïåðìàíåíòíûõ âðàùåíèé äèíàìè÷åñêè ñèì�

ìåòðè÷íîãî òâåðäîãî òåëà, îáóñëîâëåííîãî âèáðàöèÿìè è íå ñóùåñòâóþùå�

ãî äëÿ òåëà ñ íåïîäâèæíîé òî÷êîé, äëÿ êîòîðîãî ÷àñòîòà âèáðàöèé òî÷êè

ïîäâåñà è óãëîâàÿ ñêîðîñòü ïåðìàíåíòíîãî âðàùåíèÿ ñâÿçàíû ñîîòíîøåíè�

åì ñïåöèàëüíîãî âèäà. Ïðîâåäåí ïîëíûé, ëèíåéíûé è íåëèíåéíûé, àíàëèç

óñòîé÷èâîñòè ýòîãî äâèæåíèÿ.

5. Èññëåäîâàíû äâèæåíèÿ ñèñòåìû, ñîñòîÿùåé èç äâóõ øàðíèðíî ñîåäèíåí�

íûõ òîíêèõ îäíîðîäíûõ ñòåðæíåé, âðàùàþùèõñÿ âîêðóã ãîðèçîíòàëüíûõ

îñåé, òî÷êà ïîäâåñà êîòîðîé ñîâåðøàåò áûñòðûå ãîðèçîíòàëüíûå âûñîêî�

÷àñòîòíûå ãàðìîíè÷åñêèå âèáðàöèè ìàëîé àìïëèòóäû. Â ïðèáëèæåííîé

çàäà÷å èçó÷åíà óñòîé÷èâîñòü ÷åòûðåõ ïîëîæåíèé îòíîñèòåëüíîãî ðàâíî�

âåñèÿ íà âåðòèêàëè. Ïîêàçàíî, ÷òî óñòîé÷èâûì ìîæåò áûòü òîëüêî íèæ�

íåå (¾âèñÿùåå¿) ïîëîæåíèå îòíîñèòåëüíîãî ðàâíîâåñèÿ. Äëÿ ñèñòåìû äâóõ

îäèíàêîâûõ ñòåðæíåé âîïðîñ îá óñòîé÷èâîñòè ðîæäàþùåãîñÿ èç íåãî ïå�

ðèîäè÷åñêîãî äâèæåíèÿ ðåøåí â ñòðîãîé íåëèíåéíîé ïîñòàíîâêå.

6. Äëÿ ñèñòåìû äâóõ îäèíàêîâûõ ñòåðæíåé ðåøåí òàêæå âîïðîñ î ñóùåñòâî�

âàíèè, áè�óðêàöèÿõ è óñòîé÷èâîñòè (â íåëèíåéíîé ïîñòàíîâêå) âûñîêî�

÷àñòîòíûõ ïåðèîäè÷åñêèõ äâèæåíèé ìàëîé àìïëèòóäû, ïðîèñõîäÿùèõ â

îêðåñòíîñòè íàêëîííûõ ïîëîæåíèé ñòåðæíåé.
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