
ТЕПЛОВЫЕ ПРОЦЕССЫ В ТЕХНИКЕ. 2019. Т. 11. №3. С. 115–123  

 

 

THERMAL PROCESSES IN ENGINEERING 115 
 

УДК 536.2  

Неравномерный нагрев поверхности  
анизотропного шарового слоя* 

В.С. Зарубин, В.С. Зарубин мл., В.В. Леонов 

Московский государственный технический университет им. Н.Э. Баумана (национальный исследова-
тельский университет) (МГТУ им. Н.Э. Баумана), Москва, 105005, Россия 
e-mail: lv-05@mail.ru 

Поступила в редакцию 18.01.2019 
После доработки 24.01.2019 
Принята к публикации 24.01.2019 

При неравномерном нагреве поверхности слоя теплозащитного покрытия с невысоким 
значением коэффициента теплопроводности возможно возникновение на этой поверхнос-
ти области с повышенной температурой, которая может превысить допустимую для ма-
териала покрытия. Один из возможных способов ослабления влияния интенсивного ло-
кального нагрева на работоспособность слоя теплозащитного покрытия состоит в приме-
нении анизотропного материала, теплопроводность которого, например, в тангенциаль-
ном направлении выше, чем в направлении нормали к поверхности. 

Численный анализ влияния анизотропии на температурное состояние плоского слоя 
теплозащитного покрытия показал, что при высокой степени анизотропии, когда коэф-
фициент теплопроводности материала слоев в продольном направлении превышает ко-
эффициент теплопроводности в поперечном направлении более чем на порядок, возника-
ет эффект охлаждения некоторой части обтекаемой поверхности, т.е. смены направления 
теплового потока на этой части поверхности в силу повышения ее температуры. 

Следует ожидать, что проявление аналогичного эффекта возможно и в случае обтека-
ния анизотропного теплозащитного покрытия на осесимметричном теле с затуплением в 
виде фрагмента сферической поверхности. Для количественной оценки данного эффекта 
рассмотрена модельная задача стационарной теплопроводности в анизотропном шаровом 
слое теплозащитного покрытия при различной степени неравномерности нагрева его по-
верхности. 

При анализе температурного состояния шарового слоя теплозащитного покрытия 
установившееся распределение температуры можно описать функцией T(r,θ), удовлетво-
ряющей дифференциальному уравнению Лапласа. В рассматриваемой модельной задаче 
на внутренней поверхности слоя задано значение температуры T0, а к его внешней по-
верхности подведён тепловой поток плотностью q(θ). Принятый вариант задания тепло-
вого воздействия на анизотропный шаровой слой позволяет на основе решения задачи 
сопоставить влияние равномерного нагрева слоя по внешней поверхности с локализован-
ным тепловым воздействием, возникающим, например, в передней критической точке за 
отошедшей ударной волной при гиперзвуковом обтекании сферического затупления. Для 
решения задачи применён метод разделения переменных (метод Фурье) с использовани-
ем полиномов Лежандра. 

В результате решения задачи установлено, что увеличение степени анизотропии ма-
териала сферического слоя приводит к уменьшению температуры наиболее нагретой 
точки поверхности. Кроме того, получены количественные оценки степени влияния из-
менения неоднородности распределения плотности теплого потока и относительной 
толщины слоя теплозащитного материала на значение температуры наиболее нагретой 
точки. 

_______________ 
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Полученное решение дает возможность подобрать характеристики анизотропного ма-
териала теплозащитного покрытия, позволяющие снизить напряженность теплового воз-
действия на поверхность в зависимости от параметров подводимого теплового потока. 

Ключевые слова: шаровой слой, теплозащитное покрытие, анизотропия тепло-
проводности. 

Введение 

При неравномерном нагреве поверхности 
слоя теплозащитного покрытия с невысоким 
значением коэффициента теплопроводности 
возможно возникновение на этой поверхности 
области с повышенной температурой. Мак-
симальная температура в такой области может 
превысить допустимую для материала покры-
тия. Один из способов ослабления влияния  
интенсивного локального нагрева на работо-
способность слоя теплозащитного покрытия  
состоит в применении анизотропного материа-
ла, теплопроводность которого в тангенциаль-
ном направлении выше, чем в направлении 
нормали к поверхности. 

Анализу влияния анизотропии на темпера-
турное состояние плоского слоя теплозащит-
ного покрытия посвящено значительное число 
работ. Их обзор представлен в [1–3]. Наряду с 
рассмотрением стационарного [4] и нестацио-
нарного [2, 5–7] температурного состояния  
такого слоя в ряде работ [8–12] получены ре-
шения задач оптимизации параметров, опреде-
ляющих условия работы теплозащитного по-
крытия.  

Неравномерный нагрев поверхности тепло-
защитного покрытия возникает при высокоско-
ростном обтекании затупленных тел воздуш-
ным или газовым потоком [13–15], когда в 
окрестности передней критической точки при 
ламинарном режиме течения в пограничном 
слое существенно возрастает плотность пере-
даваемого к покрытию теплового потока. При 
переходе к турбулентному режиму течения об-
ласть повышенной плотности тепловых потоков 
смещается вдоль образующей затупления [16]. 
В зоне максимальной интенсивности теплового 
воздействия возможно разрушение материала 
покрытия [17–20]. Применение в этих условиях 
анизотропного теплозащитного материала мо-
жет способствовать более равномерному нагре-
ву слоя покрытия и предотвратить процесс раз-
рушения теплозащитного материала или, по-
крайней мере, снизить интенсивность этого 
процесса [21, 22]. 

Постановка задачи 

Количественная оценка влияния анизотро-
пии свойств теплозащитного материала на ра-
ботоспособность покрытия при его высоко-
скоростном обтекании приводит к необходи-
мости решения достаточно сложной сопряжен-
ной задачи, поскольку возникает взаимное влия-
ние процессов теплообмена на поверхности 
покрытия и теплопроводности в его объеме  
[23–25]. В работах [23, 24] представлена поста-
новка и результаты численного решения дву-
мерной сопряженной задачи, в которой интен-
сивность конвективного теплообмена на внеш-
ней поверхности двухслойного анизотропного 
тела с круговым цилиндрическим затуплением 
определена по условиям обтекания этого тела 
гиперзвуковым воздушным потоком. При этом 
нестационарный процесс теплопроводности в 
слоях покрытия рассмотрен в декартовой сис-
теме координат в предположении, что суммар-
ная толщина этих слоев много меньше радиу-
са затупления. Приведены результаты расче-
тов при отношении суммарной толщины слоев 
к радиусу затупления, равном 0.12. При высо-
кой степени анизотропии, когда коэффициент 
теплопроводности материала слоев в продоль-
ном направлении превышает коэффициент 
теплопроводности в поперечном направлении 
более чем на порядок, расчетным путем уста-
новлен парадоксальный эффект охлаждения 
некоторой части обтекаемой поверхности, т.е. 
смены направления теплового потока на этой 
части поверхности в силу повышения ее тем-
пературы. 

Следует ожидать, что проявление аналогич-
ного эффекта возможно и в случае обтекания 
анизотропного теплозащитного покрытия на 
осесимметричном теле с затуплением в виде 
фрагмента сферической поверхности. При 
фиксированном распределении плотности теп-
лового потока на обтекаемой поверхности уве-
личение степени анизотропии материала по-
крытия должно привести к снижению темпера-
туры этой поверхности в зоне наибольшей 
интенсивности нагрева и, наоборот, некоторо-
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му повышению температуры на остальной час-
ти поверхности. Для количественной оценки 
предполагаемого эффекта применительно к за-
туплению на первом этапе целесообразно рас-
смотреть сравнительно простую модельную за-
дачу стационарной теплопроводности в анизо-
тропном шаровом слое теплозащитного 
покрытия при различной степени неравномер-
ности нагрева его поверхности. Постановка и 
решение такой задачи для произвольной тол-
щины шарового слоя является предметом дан-
ной работы.  

Пусть анизотропный шаровой слой с внеш-
ним 1r  и внутренним 0r  радиусами выполнен из 
анизотропного материала с коэффициентами 
теплопроводности = constrλ  в направлении 
радиальной координаты r  и = constθλ  в лю-
бом из тангенциальных направлений. На внут-
ренней поверхности слоя задано значение тем-
пературы 0T , а к его внешней поверхности под-
водится тепловой поток плотностью 

0 1( ) = ( ),q q q fθ + θ  где ( )f θ  – заданная функ-
ция угловой координаты θ  (полярного угла), 
отсчет которой принят от вертикальной оси в 
общепринятом варианте сферической системы 
координат. Установившееся распределение 
температуры в шаровом слое описывает функ-
ция ( , ),T r θ  удовлетворяющая дифференциаль-
ному уравнению Лапласа в виде [2]:  

 

2
2

2
( , ) ( , )2

( , )sin = 0
sin

r r
T r T rr r

rr

T rθ

∂ θ ∂ θ
λ + λ +

∂∂

λ ∂ ∂ θ + θ θ ∂θ ∂θ 

 

с граничными условиями  
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= 1
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∂ θ
θ = + θ

∂

∂ θ ∂ θ
=

∂θ ∂θ

 

Принятый вариант задания теплового воз-
действия на анизотропный шаровой слой поз-
воляет на основе решения задачи сопоставить 
влияние равномерного нагрева слоя по внешней 
поверхности с локализованным тепловым воз-
действием, возникающим, например, в перед-
ней критической точке за отошедшей ударной 
волной при гиперзвуковом обтекании сферичес-
кого затупления [16, 19]. Благодаря линейной 

постановке задачи возможно применить редук-
цию и получить итоговое решение в виде сум-
мы распределений температуры ( )T r  и 

( , )T r∆ θ , определяемых воздействием порознь 
тепловыми потоками плотностью соответ-
ственно 0q  и 1 ( ).q f θ  Первый из этих потоков 
вызовет известное распределение температуры 

2
0 0 1 0( ) = ( / )(1/ 1/ )rT r T q r r r+ λ − , которое пред-

ставим в безразмерном виде  

 0

0 1 0

( ) 1 1( ) = = ,
/ r

T r TT
q r

−
∆ ρ −

λ ρ ρ





 (1) 

где 0 0 1= /r rρ  и 1= /r rρ . 
Приращение температуры ( , )T r∆ θ  также 

отнесем к величине 0 1 / rq r λ , введя обозначение 

0 1( , ) = ( , ) / ( / ).rT r q rΨ ρ θ ∆ θ λ  Тогда в силу редук-
ции постановки задачи функция ( , )Ψ ρ θ  будет 
удовлетворять дифференциальному уравнению  
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2
2

( , ) ( , )2∂ Ψ ρ θ ∂Ψ ρ θ
ρ + ρ +

∂ρ∂ρ
 

 ( , )sin = 0
sin
λ ∂ ∂Ψ ρ θ = θ θ ∂θ ∂θ 

 (2) 

с граничными условиями  

 
0

1

0

( , )( , ) = 0, = ( ),

( , ) ( , )= = 0.

q f
ρ=

θ= θ=π

∂Ψ ρ θ
Ψ ρ θ θ

∂ρ

∂Ψ ρ θ ∂Ψ ρ θ
∂θ ∂θ

 (3) 

Здесь = / rθλ λ λ  и 1 0= /q q q . 

Решение задачи 

Для решения задачи (2), (3) применим метод 
разделения переменных (метод Фурье) [2, 26], 
представив искомую функцию формулой  
 ( , ) = ( ) ( ).RΨ ρ θ ρ Θ θ  (4) 

Подстановка этой формулы в уравнение (2) 
приводит к равенству  

 

2 2

2
( ) 2 ( ) =

( ) ( )

( )sin = ,
( )sin

d R dR
R R

d d
d d

ρ ρ ρ ρ
+

ρ ρ ∂ρ∂ρ

λ Θ θ = − θ µ Θ θ θ θ θ 

 

где μ – подлежащий определению параметр 
разделения. Отсюда следуют два обыкновенных 
дифференциальных уравнения второго порядка  
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2

2
2
( ) ( )2 ( ) = 0,d R dR R

dd
ρ ρ

ρ + ρ −µ ρ
ρρ

 (5) 

 1 ( )sin ( ) = 0.
sin

d d
d d

Θ θ µ θ + Θ θ θ θ θ λ 
 (6) 

Равенство (5) является однородным диффе-
ренциальным уравнением Эйлера второго по-
рядка [27]. Структура решения этого уравнения 
зависит от соотношения между значением па-
раметра µ  и коэффициентом 2 в слагаемом, со-
держащем первую производную искомой функ-
ции ( )R ρ  [28]. Это соотношение можно уста-
новить, если предварительно выяснить 
структуру решения дифференциального урав-
нения (6), которое при использовании подста-
новки = cosx θ  принимает вид  

 2 ( )(1 ) ( ) = 0,d dP xx P x
dx dx

µ − +  λ 
 (7) 

где ( )P x  – функция, соответствующая искомой 
функции ( )Θ θ  при замене в ней аргумента в 
соответствии с равенством = arccos xθ . Из-
вестно, что нетривиальными решениями этого 
уравнения являются многочлены Лежандра 

( )nP x , определяемые формулой Родрига [2, 26]  

 
21 ( 1)( ) = , = 0,1,2, ,

2 !

n n

n n n
d xP x n

n dx
−

  

где n  – степень многочлена Лежандра, удовлет-
воряющая в данном случае равенству 

/ = ( 1)n n nµ λ + . 
Таким образом, параметр разделения µ  в 

уравнениях (5)–(7) может принимать бесконеч-
ное множество положительных значений, каж-
дому из которых соответствует решение урав-
нения (5) в виде [28]  

 1/2 1/2( ) = ,n n
n n nR C Cν − −ν −′ ′ ′′ρ ρ + ρ  

где 1/2= ( ( 1) 1/ 4)n n nν λ + + . Из первого равен-
ства (3) следует 0( ) = 0nR′ ρ , что приводит к ра-
венству 2

0С = С n
n n

ν′′ ′− ρ  и в итоге к формуле 
( ) = ( )n n nR C R′ ′ρ ρ , где  

 21/2 1/2
0( ) = .nn n

nR νν − −ν −ρ ρ −ρ ρ  (8) 

Для каждого фиксированного значения n  
уравнению (2) удовлетворяет функция 

( , ) = ( ) (cos )n n nR PΨ ρ θ ρ θ . Поэтому решением 
этого уравнения будет ряд  

 
=0

( , ) = ( ) (cos ).n n n
n

C R P
∞

′Ψ ρ θ ρ θ∑  (9) 

Коэффициенты nC′  этого ряда найдем путем 
удовлетворения граничного условия на внеш-
ней поверхности шарового слоя, определяемого 
вторым равенством (3), использовав свойство 
полноты многочленов Лежандра ( )nP х  на от-
резке [ 1;1]− , что позволяет любую функцию, 
непрерывную на указанном отрезке, предста-
вить разложением в ряд по этим многочленам. 
Подставим ряд (9) в левую часть указанного ра-
венства и после умножения обеих частей этого 
равенства на многочлен Лежандра ( )mP x  степе-
ни m  и подстановки = arccos xθ  проинтегри-
руем полученные произведения по x при 

1 1x− ≤ ≤ :  

 =1

1

=0 1

1

1

( ) ( ) ( ) =

( ) (arccos ) .

n
m n

n

m

dRC n P x P x dx
d

q P x f x dx

ρ

∞

−

−

ρ′
ρ

=

∑ ∫

∫
 

В силу ортогональности многочленов Ле-
жандра в области интегрирования интеграл в 
левой части этого равенства будет отличен от 
нуля лишь при = .m n  Тогда получим  

 2
0

( 1/ 2)=
1/ 2 ( 1/ 2)

n n
n n

n qC ν
+′ ×

ν − + ν + ρ
 

 
0

( ) (arccos ) .nP x f x dx
π

×∫  (10) 

Здесь учтено, что квадрат нормы многочлена 
( )nP x  на рассматриваемом отрезке равен 

1/ ( 1/ 2)n +  [2, 26]. 

Результаты количественного анализа 

Пусть функция ( )f θ  описывает осесиммет-
ричное распределение плотности теплового по-
тока, подводимого к поверхности полусферичес-
кого затупления в виде шарового слоя анизо-
тропного теплозащитного покрытия. При 

[0; / 2]θ∈ π  выберем эту функцию в виде 
2( ) = exp( )f aθ − θ , где параметр > 0a  характе-

ризует степень локализации теплового воздей-
ствия на поверхности покрытия, а при 

( / 2; ]θ∈ π π   примем ( ) 0f θ ≡ . Для сравнения на  
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Зависимости функции (θ)f  от угловой координаты θ  при 
различных значениях параметра a : 1 – 1; 2 – 2; 3 – 5; 4 – 10; 
5 – 20 

рисунке представлены графики этой функции 
при [0; / 2]θ∈ π  и различных значениях пара-
метра a . 

В табл. 1 приведены результаты вычисления 
c использованием формул (9) и (10) значений 

(1,0)Ψ  безразмерной температуры поверхнос-
ти покрытия в наиболее нагретой точке, соот-
ветствующей наибольшему значению плотнос-
ти подводимого теплового потока, при = 10q , 

0 = 0.8ρ  и нескольких значениях параметров λ  
и a . 

С целью сравнения отметим, что при 

0 = 0.8ρ  из формулы (1) следует 1( ) = 0.25.T∆ ρ


 
В случае равенства плотности теплового потока 
при его однородном распределении по поверх-

ности затупления и наибольшей плотности при 
локальном нагреве, соответствующей значению 

= 10q , с учетом формулы (1) получим значе-
ние безразмерной температуры, равное 2.5. При 
сравнительно пологом распределении плотнос-
ти теплового потока по поверхности затупления 
(a = 1) значение безразмерной температуры в 
наиболее нагретой точке в случае изотропного 
материала покрытия ( = 1λ ) еще мало отличает-
ся от 2.5, тогда как в случае высокой степени 
анизотропии этого материала ( = 100λ ) умень-
шение этого значения составляет примерно 
60%. По мере возрастания неоднородности 
распределения плотности теплового потока 
происходит монотонное уменьшение значения 

(1,0)Ψ  для изотропного материала. При этом 
относительное снижение этого значения при 
увеличении степени анизотропии материала 
оказывается более существенным (при = 20a  
снижение в случае = 100λ  равно примерно 
86%). 

В табл. 2 представлены результаты анало-
гичных вычислений, но при 0 = 0.9ρ , что соот-
ветствует значению 1( ) 0.11111T∆ ρ ≈



. Следо-
вательно, при = 10q  табличные данные целе-
сообразно сопоставлять со значением 1.1111 
безразмерной температуры на поверхности за-
тупления при однородном распределении на 
ней плотности теплового потока. 

Таблица 1. Значения безразмерной температуры при = 10q , 0ρ = 0.8 , θ = 0   

λ  1 2 5 10 20 50 100 

= 1a  2.3443 2.2333 1.9731 1.7243 1.4555 1.1349 0.9505 
= 2a  2.2195 2.0369 1.7096 1.4280 1.1549 0.8542 0.6877 
= 5a  1.9583 1.6981 1.3150 1.0379 0.7999 0.5581 0.4294 
= 10a  1.6551 1.3749 1.0113 0.7852 0.5889 0.3985 0.2988 
= 20a  1.4009 1.1115 0.7793 0.5806 0.4270 0.2829 0.2086 

Таблица 2. Значения безразмерной температуры при = 10q , 0ρ = 0.9 , θ = 0   

λ  1 2 5 10 20 50 100 
= 1a  1.0966 1.0805 1.0390 0.9836 0.9022 0.7594 0.6407 
= 2a  1.0790 1.0507 0.9818 0.8991 0.7912 0.6280 0.5080 
= 5a  1.0373 0.9810 0.8643 0.7478 0.6195 0.4566 0.3520 
= 10a  0.9808 0.8966 0.7462 0.6168 0.4902 0.3456 0.2595 
= 20a  0.8963 0.7853 0.6155 0.4882 0.3750 0.2558 0.1885 
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Из сравнения данных в табл. 1 и 2 следует, 
что влияние изменения значений параметров a  
и λ  аналогично предыдущему случаю, но отно-
сительное уменьшение толщины шарового слоя 
приводит к уменьшению влияния возрастания 
этих параметров на убывание безразмерной 
температуры (1,0)Ψ . 

При турбулентном режиме течения в погра-
ничном слое наибольшая интенсивность тепло-
вого воздействия при обтекании полусферичес-
кого затупления с нулевым углом атаки локали-
зована в окрестности окружности, лежащей на 
поверхности теплозащитного покрытия и име-
ющей угловую координату θ , близкую к значе-
нию / 4π  [16, 19]. В этом случае в первом при-
ближении аппроксимируем зависимость без-
размерной величины плотности теплового 
потока на поверхности полусферического за-
тупления квадратичной функцией 
8 (1 2 / ) /q − θ π θ π  при [0; / 2]θ∈ π . Эта функция 
принимает максимальное значение q  при 

= / 4θ π  и нулевые значения при = 0θ  и 
= / 2θ π . В табл. 3 приведены значения 
(1, / 4)Ψ π  безразмерной температуры на нагре-

ваемой поверхности шарового слоя анизотроп-
ного теплозащитного покрытия при = 10q  и 
прежних значениях 0ρ  и λ . 

Из представленных в табл. 3 результатов 
следует, что в данном случае увеличение степе-
ни анизотропии теплозащитного покрытия ока-
зывает несколько меньшее влияние на сниже-
ние наибольшей температуры на нагреваемой 
поверхности по сравнению с предшествующим 
случаем, когда модуль градиента температуры в 
шаровом слое в любом из меридиональных 
направлений является одинаковым. Основная 
причина снижения этого влияния состоит в 
уменьшении модуля градиента температуры 
при переходе от меридионального направления 
образующей поверхности полусферического за-
тупления к широтному направлению, в котором 
градиент температуры в данном случае вообще 
отсутствует в силу осевой симметрии. 

Заключение 

Постановка и решение модельной задачи 
стационарной теплопроводности при нагреве 
внешней поверхности анизотропного шарового 
слоя теплозащитного покрытия, вызванном не-
равномерным распределением плотности теп-
лового потока на внешней поверхности этого 
слоя, позволили установить количественную 
связь между степенью анизотропии материала 
слоя и снижением температуры в зоне 
наибольшей интенсивности нагрева.  
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Uneven surface heating of anisotropic spherical layer 
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Bauman Moscow State Technical University, Moscow, 105005, Russia 
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When the surface of the layer of thermal protection coating with a low value of thermal 
conductivity factor is unevenly heated, an area with elevated temperature, which may exceed 
the allowable value for the coating material, may occur on this surface. One of the possible 
ways to reduce the effect of intense local heating on the performance of the thermal protection 
coating layer is to use an anisotropic material, which thermal conductivity, for example, is 
higher in the tangential direction than in the direction normal to the surface 

Numerical analysis of anisotropy impact on the temperature state of a flat layer of thermal 
protection coating showed that with a high degree of anisotropy, when the thermal conductivity 
of the material of layers in the longitudinal direction exceeds the thermal conductivity in the 
transverse direction by more than an order of magnitude, a cooling effect occurs on some part of 
the streamlined surface, i.e. a change in the direction of the heat flow occurs on this part of the 
surface due to the increase in its temperature. 

It should be expected that manifestation of a similar effect is possible in case of a flow 
around anisotropic thermal protection coating on an axisymmetric body with a dulling in the 
form of a spherical surface fragment. In order to quantify this effect, a model problem of 
stationary thermal conductivity in anisotropic spherical layer of a thermal protection coating is 
considered with varying degrees of non-uniformity of its surface heating. 

When analyzing the temperature state of a spherical layer of a thermal protection coating, 
the steady-state temperature distribution can be described by the function T(r,θ), which satisfies 
Laplace’s differential equation. In the model problem under consideration, the T0 temperature is 
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set for the inner surface of the layer, and the heat flux of q(θ) density is supplied to its outer 
surface. The adopted variant of setting the thermal effect on the anisotropic spherical layer 
allows, based on the problem solution, to compare the effect of uniform heating of the layer on 
the outer surface with the localized thermal effect occurring, for example, at the front critical 
point behind the detached shock wave in case of hypersonic flow around a spherical dull. In 
order to solve the problem, the method of separation of variables (Fourier method) with the use 
of Legendre polynomials is applied. 

With a result of the problem solving, it has been established that an increase in the degree of 
anisotropy of the spherical layer material leads to a decrease in the temperature of the most 
heated surface point. Besides, quantitative estimates have been obtained for the degree of 
influence of changes in the heterogeneity of the heat flux density distribution and the relative 
thickness of the layer of thermal protection material on the temperature of the most heated 
point. 

The obtained solution allows select characteristics of anisotropic material for a thermal 
protection coating to reduce the intensity of thermal effect on the surface depending on the 
parameters of the supplied heat flux. 

Keywords: spherical layer, thermal protection coating, thermal conductivity anisotropy. 
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