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Ââåäåíèå

Ðûíîê ñðî÷íûõ êîíòðàêòîâ â Ðîññèè ÿâëÿåòñÿ îäíîé èç âàæíåéøèõ è íàèáîëåå äèíàìè÷-

íî ðàçâèâàþùèõñÿ îòðàñëåé ýêîíîìèêè. Ñðî÷íûé ðûíîê ïðèâëåêàåò âñå áîëüøå èíâåñòîðîâ

âîçìîæíîñòüþ ñîâåðøàòü ñïåêóëÿòèâíûå îïåðàöèè ñ äîõîäíîñòüþ âûøå, ÷åì íà ðûíêå àê-

öèé, à òàêæå õåäæèðîâàòü (ñòðàõîâàòü) ðèñêè ïðè èíâåñòèðîâàíèè â àêöèè. Èç ãîäà â ãîä

ðîññèéñêèé ðûíîê ñðî÷íûõ êîíòðàêòîâ ïîêàçûâàåò ðîñò àêòèâíîñòè è îáúåìîâ òîðãîâ. Íà-

ïðèìåð, îáúåì òîðãîâ ïðîèçâîäíûìè ôèíàíñîâûìè èíñòðóìåíòàìè íà Ìîñêîâñêîé áèðæå â

àïðåëå 2015 ãîäà ñîñòàâèë 6,3 òðëí ðóáëåé (ïðèðîñò â 48,7% ê ïîêàçàòåëþ çà àïðåëü 2014

ãîäà) èëè 129,1 ìëí êîíòðàêòîâ (107,3 ìëí êîíòðàêòîâ â àïðåëå 2014 ãîäà). Îáúåì òîðãîâ

ôüþ÷åðñíûìè êîíòðàêòàìè ñîñòàâèë 126,2 ìëí êîíòðàêòîâ, îïöèîííûìè êîíòðàêòàìè � 2,9

ìëí êîíòðàêòîâ.

Ôîíäîâûé ðûíîê âêëþ÷àåò â ñåáÿ ïåðâè÷íûé è âòîðè÷íûé ðûíêè. Îñíîâíàÿ ôóíêöèÿ

ïåðâè÷íîãî ðûíêà � ðàçìåùåíèå íîâûõ âûïóñêîâ êîðïîðàòèâíûõ, ïðàâèòåëüñòâåííûõ, ðå-

ãèîíàëüíûõ è ìóíèöèïàëüíûõ öåííûõ áóìàã. Ýòè áóìàãè ïðèîáðåòàþòñÿ èíäèâèäóàëüíû-

ìè èíâåñòîðàìè, êîììåð÷åñêèìè áàíêàìè, èíâåñòèöèîííûìè ôîíäàìè, à òàêæå ñòðàõîâûìè

êîìïàíèÿìè è äð. Íà âòîðè÷íîì ðûíêå ïðîèñõîäèò ïåðåïðîäàæà öåííûõ áóìàã. Âàæíàÿ

ôóíêöèÿ âòîðè÷íîãî ðûíêà � ïîääåðæàíèå âûñîêîé ëèêâèäíîñòè áóìàã, ïðîäàþùèõñÿ íà

ïåðâè÷íîì ðûíêå. Ïðèîáðåòàÿ áóìàãó, èíâåñòîð äîëæåí áûòü óâåðåí, ÷òî ñìîæåò åå ïðî-

äàòü, â ñëó÷àå íåîáõîäèìîñòè.

Ñ þðèäè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ, öåííàÿ áóìàãà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé äîêóìåíòàëüíî çàêðåï-

ëåííîå ïðàâî âëàäåëüöà íà êàêóþ-ëèáî ñîáñòâåííîñòü. Ïðè ýòîì âëàäåíèå öåííûìè áóìàãàìè

òàêæå ìîæåò áûòü îôîðìëåíî êàê öåííàÿ áóìàãà (òàêèå áóìàãè íàçûâàþò ïðîèçâîäíûìè).

Ñóùåñòâóþò òàêæå ñðî÷íûå êîíòðàêòû, çàêðåïëÿþùèå ïðàâî íà ïðèîáðåòåíèå èëè ïðîäàæó

îïðåäåëåííîé ñîáñòâåííîñòè ïî îïðåäåëåííîé, çàðàíåå îãîâîðåííîé öåíå (òàêèå êîíòðàêòû

íàçûâàþòñÿ îïöèîíàìè).

Äëÿ òîãî, ÷òîáû ïðîäàâåö è ïîêóïàòåëü ìîãëè íàéòè äðóã äðóãà, ñóùåñòâóåò ðûíîê. Ðû-

íîê öåííûõ áóìàã õàðàêòåðèçóåòñÿ òåì, ÷òî òîâàðîì íà ýòîì ðûíêå ÿâëÿþòñÿ öåííûå áóìàãè,

ïðèîáðåòåíèå êîòîðûõ ïðîèñõîäèò èñêëþ÷èòåëüíî â öåëÿõ ïîëó÷åíèÿ ïðèáûëè. Ñòîèìîñòü
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öåííîé áóìàãè íå âñåãäà ìîæåò áûòü àäåêâàòíî îöåíåíà ó÷àñòíèêàìè ñäåëêè, à ïîòîìó áîëü-

øèíñòâî ñäåëîê çàêëþ÷àåòñÿ ïðè ó÷àñòèè ïðîôåññèîíàëîâ, äåÿòåëüíîñòü êîòîðûõ êîíòðî-

ëèðóåòñÿ ãîñóäàðñòâåííûìè îðãàíàìè. Êîíòðîëü ñî ñòîðîíû ãîñóäàðñòâà ñîçäàåò óñëîâèÿ

äëÿ íîðìàëüíîé äåÿòåëüíîñòè ó÷àñòíèêîâ ðûíêà, çàùèùàþò îò äåéñòâèé íåäîáðîñîâåñòíûõ

äåéñòâèé äðóãèõ ëèö è îáåñïå÷èâàþò âûñîêóþ ýôôåêòèâíîñòü ðûíêà.

Äëÿ îðãàíèçàöèè òîðãîâëè öåííûìè áóìàãàìè ñ ó÷àñòèåì ïðîôåññèîíàëîâ ñóùåñòâóþò

ôîíäîâûå áèðæè. Áèðæà áåðåò íà ñåáÿ ãàðàíòèè ïî èñïîëíåíèþ îáÿçàòåëüñòâ ïî ñîâåðøåí-

íûì ñäåëêàì, ïðîâåðÿåò ïëàòåæåñïîñîáíîñòü ó÷àñòíèêîâ òîðãîâëè, ðåãëàìåíòèðóåò ïðîöåññ

òîðãîâëè, îñóùåñòâëÿåò ïðîöåññ êîòèðîâêè öåííûõ áóìàã. Ê êîòèðîâêå ñâîèõ àêöèé íà áèðæå

äîïóñêàþòñÿ êîìïàíèè, ïðîøåäøèå ñïåöèàëüíûé îòáîð.

Ñóùåñòâóåò äâà îñíîâíûõ òèïà ïåðâè÷íûõ öåííûõ áóìàã: îáëèãàöèè è àêöèè. Àêöèÿ ïðåä-

ñòàâëÿåò ñîáîé ïðàâî íà ÷àñòü ñîáñòâåííîñòè ïðåäïðèÿòèÿ-ýìèòåíòà, âêëþ÷àÿ äîõîäû ýòî-

ãî ïðåäïðèÿòèÿ. Àêöèÿ íå ìîæåò áûòü âîçâðàùåíà ýìèòåíòó, îíà ìîæåò òîëüêî ïðîäàíà

äðóãîìó èíâåñòîðó. Îáëèãàöèÿ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïðàâî íà ïîëó÷åíèå ïðåäîñòàâëåííîãî

ïðåäïðèÿòèþ-ýìèòåíòó îáëèãàöèè êàïèòàëà ñ ïðîöåíòàìè, íåçàâèñèìî îò äîõîäîâ ïðåäïðè-

ÿòèÿ.

Âàæíåéøåå ïðåäíàçíà÷åíèå ðûíêà ñðî÷íûõ êîíòðàêòîâ çàêëþ÷àåòñÿ â óâåëè÷åíèè ëèê-

âèäíîñòè öåííûõ áóìàã. Äëÿ èíâåñòîðîâ ñðî÷íûå êîíòðàêòû ìîãóò èñïîëüçîâàòüñÿ êàê èí-

ñòðóìåíòû ñòðàõîâàíèÿ ðèñêîâ.

Îïðåäåëèì îñíîâíûå ïîíÿòèÿ ðûíêà ñðî÷íûõ êîíòðàêòîâ. Ïðîñòåéøèì è èñòîðè÷åñêè

ïåðâûì ñðî÷íûì êîíòðàêòîì ÿâëÿåòñÿ ôîðâàðä (èëè åãî ñòàíäàðòèçèðîâàííûé âàðèàíò �

ôüþ÷åðñ). Â êîíòðàêòå îãîâàðèâàåòñÿ ñðîê èñïîëíåíèÿ, ò.å. âðåìÿ ñîâåðøåíèÿ ñäåëêè, è

öåíà èñïîëíåíèÿ, ò.å. öåíà, ïî êîòîðîé áóäåò îñóùåñòâëÿòüñÿ ïðîäàæà àêòèâà. Ïðè çàêëþ÷å-

íèè òàêîãî êîíòðàêòà è îòñóòñòâèè óñòîé÷èâîé òåíäåíöèè ðîñòà èëè ñíèæåíèÿ öåíû àêòèâà

îáà ó÷àñòíèêà ñäåëêè ðèñêóþò îäèíàêîâî: ïîêóïàòåëü ðèñêóåò êóïèòü àêòèâ ïî öåíå âûøå

ðûíî÷íîé, à ïðîäàâåö � ïðîäàòü ïî öåíå íèæå ðûíî÷íîé, ïîñêîëüêó áóäóùàÿ öåíà àêòèâà

íåèçâåñòíà îáîèì ó÷àñòíèêàì ñäåëêè.

Îäèí èç ó÷àñòíèêîâ ñäåëêè ìîæåò ïåðåëîæèòü ÷àñòü ðèñêà íà äðóãîãî, ïðåäëîæèâ åìó

äåíåæíóþ êîìïåíñàöèþ. Åñëè ýòî óñòðàèâàåò îáîèõ ó÷àñòíèêîâ ñäåëêè, òî îíè ìîãóò çàêëþ-

÷èòü íå ôîðâàðäíûé, à îïöèîííûé êîíòðàêò. Îïöèîí ïðåäóñìàòðèâàåò îáÿçàòåëüíîå èñïîë-

íåíèå ñäåëêè òîëüêî äëÿ îäíîé èç ñòîðîí (ïðîäàâöà îïöèîíà). Åñëè îïöèîí ïðåäóñìàòðèâàåò

ïðàâî íà ïðîäàæó òîâàðà, òî îí íàçûâàåòñÿ ïóò-îïöèîíîì, à åñëè ïðàâî íà ïîêóïêó � êîëë-

îïöèîíîì. Åñëè îïöèîí ìîæåò áûòü èñïîëíåí òîëüêî â îïðåäåëåííûé ìîìåíò âðåìåíè, òî

îí íàçûâàåòñÿ åâðîïåéñêèì, åñëè åãî ìîæíî èñïîëíèòü â ëþáîé ìîìåíò äî èñòå÷åíèÿ ñðî-
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êà äåéñòâèÿ � àìåðèêàíñêèì, à åñëè åãî ìîæíî èñïîëíèòü òîëüêî â îïðåäåëåííûå ìîìåíòû

âðåìåíè äî èñòå÷åíèÿ ñðîêà äåéñòâèÿ êîíòðàêòà � áåðìóäñêèì.

Ïðîäàâåö êîëë-îïöèîíà ìîæåò ÷àñòè÷íî çàñòðàõîâàòüñÿ îò ðèñêà, ñâÿçàííîãî ñ ïðåâû-

øåíèåì öåíîé àêòèâà öåíû ïîñòàâêè, çàòðàòèâ íà ýòî ÷àñòü ïðåìèè (ñòîèìîñòè îïöèîíà).

Äëÿ ýòîãî îí ôîðìèðóåò èíâåñòèöèîííûé ïîðòôåëü, ñîñòîÿùèé èç äàííîãî îïöèîíà, äðóãèõ

îïöèîíîâ, ôüþ÷åðñîâ, îáëèãàöèé, àêöèé è ïðî÷åãî. Â ïðîñòåéøåì ñëó÷àå ïîðòôåëü ñîñòîèò

èç áàçîâîãî àêòèâà, îãîâîðåííîãî â êîíòðàêòå. Ýòèì ïîðòôåëåì îí ìîæåò óïðàâëÿòü òàê,

÷òîáû äîõîäíîñòü ïîðòôåëÿ õîòÿ áû ÷àñòè÷íî êîìïåíñèðîâàëà ðèñê îïöèîííîé ïîçèöèè. Òà-

êàÿ ñòðàòåãèÿ óïðàâëåíèÿ íàçûâàåòñÿ õåäæèðîâàíèåì, à ëèöî, óïðàâëÿþùåå ïîðòôåëåì �

õåäæåðîì.

Íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî èñòîðèÿ ðûíêîâ ñðî÷íûõ êîíòðàêòîâ íàñ÷èòûâàåò áîëåå 400 ëåò, òåî-

ðèÿ ñòðàõîâàíèÿ è ðàñ÷åòîâ ñðî÷íûõ ïîçèöèé íà÷àëà ðàçâèâàòüñÿ ëèøü âî âòîðîé ïîëîâèíå

XX âåêà. Ïåðâîé ðàáîòîé â ýòîé îáëàñòè ÿâëÿëàñü äèññåðòàöèÿ Ë. Áàøåëüå [53], â êîòîðîé

âïåðâûå áûëî ïðåäëîæåíî èñïîëüçîâàíèå áðîóíîâñêîãî äâèæåíèÿ äëÿ ïîñòðîåíèÿ ìàòåìàòè-

÷åñêîé ìîäåëè äèíàìèêè öåí àêòèâîâ. Ýòà ðàáîòà ïîëó÷èëà ðàçâèòèå â òðóäàõ Ñàìþýëñîíà,

ïðåäëîæèâøåãî ìîäåëü, ó÷èòûâàþùóþ íåîòðèöàòåëüíîñòü öåíû áàçîâîãî àêòèâà.

Ôóíäàìåíòàëüíûé ðåçóëüòàò ýòîé òåîðèè áûë ïîëó÷åí â 1973 ã. Ô.Áëýêîì è Ì.Øîóëñîì

[55]. Îíè âûâåëè ôîðìóëó äëÿ îöåíêè ïðåìèè åâðîïåéñêîãî êîëë-îïöèîíà äëÿ äèôôóçèîííîé

ìîäåëè êîòèðîâêè áàçîâîãî àêòèâà ïðè �èäåàëüíûõ� óñëîâèÿõ ôóíêöèîíèðîâàíèÿ ðûíêà öåí-

íûõ áóìàã. Äîõîäíîñòü òàêîãî ïîðòôåëÿ ïðèðàâíèâàëàñü ê äîõîäíîñòè áåçðèñêîâîãî àêòèâà.

Îòïðàâíûì ïóíêòîì ìîäåëè Áëýêà-Øîóëñà áûëî òî, ÷òî ïðåìèÿ îïöèîíà ìîæåò áûòü âîñïðî-

èçâåäåíà íåïðåðûâíîé ïåðåáàëàíñèðîâêîé ïîðòôåëÿ ñîñòîÿþùåãî èç áåçðèñêîâîãî âëîæåíèÿ

è áàçîâîãî àêòèâà. Íà óïðàâëåíèå òàêèì ïîðòôåëåì õåäæåð çàòðà÷èâàåò â ñðåäíåì âñþ ïðå-

ìèþ çà îïöèîí. Â ìîäåëè Áëýêà-Øîóëñà ñòðîèòñÿ òàê íàçûâàåìûé �ñîâåðøåííûé õåäæ�, ò.å.

ñòðàòåãèÿ õåäæèðîâàíèÿ, ïðè êîòîðîé èíâåñòîð èçáåãàåò ðèñêà ïóòåì ïðîäàæè è ïîêóïêè

îïðåäåëåííîãî êîëè÷åñòâà àêöèé áàçîâîãî àêòèâà (â ëèòåðàòóðå ïîäîáíûå ñòðàòåãèè òàêæå

íàçûâàþòñÿ �ñóïåðõåäæèðóþùèìè�). Äîêàçàíî, ÷òî �ñîâåðøåííûé� õåäæ íå ìîæåò áûòü ïî-

ñòðîåí äàæå äëÿ ìàëûõ îòðåçêîâ âðåìåíè, çà èñêëþ÷åíèåì ñëó÷àÿ, êîãäà ïðîöåññ èçìåíåíèÿ

öåíû áàçîâîãî àêòèâà ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíûì ïî âðåìåíè è ïîä÷èíÿåòñÿ ñëåäóþùåé ôîðìóëå:

∆St = (α(St, t)−D(St, t))St∆t+ σ(St, t)St∆Zt, (1)

ãäå ∆St = St+∆t − St;

α(St, t) � îæèäàåìàÿ äîõîäíîñòü íà àêöèþ íà îòðåçêå âðåìåíè [t, t+ ∆t];

D(St, t) � äèâèäåíä íà àêöèþ íà îòðåçêå âðåìåíè [t, t+ ∆t];
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σ(St, t) � ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêîå îòêëîíåíèå äîõîäíîñòè àêöèè íà îòðåçêå âðåìåíè [t, t+ ∆t];

∆Zt � ïðèðàùåíèå âèíåðîâñêîãî ïðîöåññà íà îòðåçêå âðåìåíè [t, t+ ∆t].

Êðîìå ýòîãî, â ìîäåëè Áëýêà-Øîóëñà òðåáóåòñÿ âûïîëíåíèå ñëåäóþùèõ óñëîâèé:

1. Ðûíêè îïöèîíîâ è àêöèé èäåàëüíû, ò.å. íå èìååòñÿ íèêàêèõ îãðàíè÷åíèé íà êîðîòêèå

ïðîäàæè; îòñóòñòâóþò òðàíçàêöèîííûå èçäåðæêè; ëþáûå äîëè âñåõ öåííûõ áóìàã áåñêîíå÷íî

äåëèìû. Ýòè ïðåäïîëîæåíèÿ ïîçâîëÿþò îñóùåñòâëÿòü íåïðåðûâíóþ òîðãîâëþ.

2. Äîõîäíîñòü áåçðèñêîâûõ öåííûõ áóìàã ïîñòîÿííà íà ïðîòÿæåíèè âðåìåíè æèçíè îï-

öèîíà.

3. Âûïëàòà äèâèäåíäîâ ïî àêöèÿì áàçîâîãî àêòèâà îñóùåñòâëÿåòñÿ íà òàêèõ óñëîâèÿõ,

÷òî îïöèîíû àìåðèêàíñêîãî òèïà íå ìîãóò áûòü èñïîëíåíû ðàíüøå ñðîêà ïîñòàâêè.

Ñîãëàñíî èõ ìîäåëè, â êàæäûé ìîìåíò âðåìåíè t ôîðìèðóåòñÿ õåäæèðóþùèé ïîðòôåëü,

ñîñòîÿùèé èç n(St, t) àêöèé áàçîâîãî àêòèâà è m(St, t) åäèíèö áåçðèñêîâûõ öåííûõ áóìàã.

Ñòîèìîñòü òàêîãî ïîðòôåëÿ â ìîìåíò âðåìåíè t áóäåò ðàâíà

V = nSt +mBt,

ãäå Bt � ñòîèìîñòü áåçðèñêîâîãî àêòèâà â ìîìåíò âðåìåíè t. Áåçðèñêîâûé àêòèâ èìååò ôè-

êèñðîâàííóþ ïðîöåíòíóþ ñòàâêó r:

Bt+∆t = (1 + r∆t)Bt.

Ôóíêöèè n è m íåîáõîäèìî âûáðàòü òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû

1. Äîõîä îò ïîòðòôåëÿ ïîëíîñòüþ ïîêðûâàë çàòðàòû ïî îòêðûòîé îïöèîííîé ïîçèöèè,

à ïðèáûëü ïî îïöèîííîé ïîçèöèè � óáûòêè ïîðòôåëÿ, ò.å. äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ óñëîâèå

ñàìîôèíàíñèðîâàíèÿ.

2. Ñòîèìîñòü ïîðòôåëÿ â ìîìåíò èñïîëíåíèÿ îïöèîíà ðàâíÿëàñü CT � ñòîèìîñòè îïöèîíà

â ìîìåíò ïîñòàâêè:

CT = max{ST −K, 0},

ãäå K � óêàçàííàÿ â äîãîâîðå öåíà ïîñòàâêè.

Äëÿ òîãî ÷òîáû ïîðòôåëü áûë ñàìîôèíàíñèðóåìûì, çàòðàòû íà ïåðåáàëàíñèðîâêó ïîðò-

ôåëÿ ïîëàãàþòñÿ ðàâíûìè äèâèäåíäàì ïî èìåþùèìñÿ â ïîðòôåëå n àêöèÿì áàçîâîãî àêòèâà.

Â ðåçóëüòàòå âñåõ ïðåîáðàçîâàíèé â [55] áûëî ïîëó÷åíî äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå, îïðå-

äåëÿþùåå ñòîèìîñòü V (St, t) õåäæèðóþùåãî ïîðòôåëÿ:

1

2

∂2V

∂St
2σ

2S2
t +

∂V

∂t
+ (r −D)S − t ∂V

∂St
− rV = 0. (2)
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Ïðè ýòîì äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ êðàåâîå óñëîâèå

V (St, T ) = max(St −K, 0). (3)

Äëÿ ýòîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ñóùåñòâóåò åäèíñòâåí-

íîå ðåøåíèå V (St, t). Ñóùåñòâîâàíèå åäèíñòâåííîãî ðåøåíèÿ îáåñïå÷èâàåò ñóùåñòâîâàíèå è

åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèé n(St, t) = ∂V
∂St

m(∆t, t) = ert(V (St, t) − n(St, t))St. Ñôîðìèðîâàííûé

òàêèì îáðàçîì õåäæèðóþùèé ïîðòôåëü îáåñïå÷èâàåò òî÷íîå êîïèðîâàíèå âûïëàò ïî îïöè-

îííîìó êîíòðàêòó. Äëÿ èçáåæàíèÿ âîçìîæíîñòè àðáèòðàæà ñëåäóåò ïðèðàâíÿòü ñòîèìîñòü

îïöèîíà íà ìîìåíò âðåìåíè t è õåäæèðóþùåãî ïîðòôåëÿ:

C = V (St, t).

Òàêèì îáðàçîì, öåíà îïöèîíà çàâèñèò îò St, r, σ2(St, t), âðåìåíè æèçíè îïöèîíà T è öåíû

ïîñòàâêè K. Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî ñòîèìîñòü îïöèîíà íå çàâèñèò îò îæèäàåìîé äîõîäíîñòè

àêöèè α è îò ïðåäïî÷òåíèé èíâåñòîðà. Ýòè ðåçóëüòàòû äàþò âîçìîæíîñòü àíàëèòè÷åñêîãî

ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (2).

Ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (2) ñ ãðàíè÷íûì óñëîâèåì (3) áûëî ïîëó÷åíî â 1973 Ô. Áëýêîì è Ì.

Øîóëñîì. Ïîëó÷åííàÿ â ðåçóëüòàòå îöåíêà ñòîèìîñòè åâðîïåéñêîãî êîëë-îïöèîíà ïîëó÷èëà

íàçâàíèå �ôîðìóëà Áëýêà-Øîóëñà�. Äëÿ åå ïîëó÷åíèÿ áûëî ñäåëàíî äîïîëíèòåëüíîå ïðåä-

ïîëîæåíèå î òîì, ÷òî íà àêöèè áàçîâîãî àêòèâà íå âûïëà÷èâàåòñÿ íèêàêèõ äèâèäåíäîâ. Ïðè

ýòîì ïðåäïîëîæåíèè óðàâíåíèå (2) ñâîäèòñÿ ê óðàâíåíèþ

1

2

∂2C

∂St
2σ

2S2
t +

∂C

∂t
+ rS − t ∂C

∂St
− rC = 0,

ñ ãðàíè÷íûì óñëîâèåì

CT = max(ST −K, 0), ïðè 0 ≤ t ≤ T ; 0 ≤ St < +∞.

Ðåøåíèå ýòîãî óðàâíåíèÿ äàåò îöåíêó âåëè÷èíû ïðåìèè êîëë-îïöèîíà ñ öåíîé ïîñòàâêè K,

ñòîèìîñòüþ áàçîâîãî àêòèâà íà ìîìåíò çàêëþ÷åíèÿ êîíòðàêòà S0, ñòàâêîé äîõîäíîñòè áåç-

ðèñêîâîãî àêòèâà r è âîëàòèëüíîñòüþ σ. Ðåøåíèå óðàâíåíèÿ çàäàåòñÿ ñëåäóþùåé ôîðìóëîé:

C(S0, t, r, σ,K) = S0 · Φ0

(
ln(S0/Ke

−rt) + σ2t/2

σ
√
t

)
−Ke−rt · Φ0

(
ln(S0/Ke

−rt)− σ2t/2

σ
√
t

)
, (4)

ãäå t � òåêóùåå âðåìÿ, îòñ÷èòûâàåìîå íàçàä îò ñðîêà èñïîëíåíèÿ êîíòðàêòà, à Φ0(z) =

1√
2π

∫∞
0
e−

z2

2 dz.

Òåêóùåå âðåìÿ è öåíà áàçîâîãî àêòèâà íàçûâàþòñÿ ïåðåìåííûìè ñîñòîÿíèÿ, â òî âðåìÿ

êàê îñòàëüíûå ïåðåìåííûå � ôèêñèðîâàííûå ïàðàìåòðû ìîäåëè.
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Äàëüíåéøåå ðàçâèòèå ðàáîòà ïîëó÷èëà â òðóäàõ Äæ. Êîêñà, Ð. Ðîññà, Ì. Ðóáèíøòåé-

íà [59]. Îíè ðàññìîòðåëè â êà÷åñòâå ìîäåëè äèíàìèêè öåíû áàçîâîãî àêòèâà ìîäåëü ñ äèñ-

êðåòíûì âðåìåíåì, à èìåííî, áèíîìèàëüíóþ ìîäåëü êîòèðîâêè, äëÿ êîòîðîé ãåîìåòðè÷åñêîå

áðîóíîâñêîå äâèæåíèå ÿâëÿåòñÿ ïðåäåëüíîé ìîäåëüþ, ïðè øàãå ðàçáèåíèÿ, ñòðåìÿùåìñÿ ê

íóëþ:

Sn+1 = Sn(1 + ρn+1),

ãäå

ρn+1 =

u− 1, ñ âåðîÿòíîñòüþ P

d− 1, ñ âåðîÿòíîñòüþ 1− P.

Òàêàÿ ìîäåëü ïåðåõîäèò â (1) ïðè óìåíüøåíèè øàãà äèñêðåòèçàöèè. Ïðè ýòîì áûëè ñäåëàíû

ñëåäóþùèå ïðåäïîëîæåíèÿ:

1. Ðûíêè îïöèîíîâ, àêöèé è áåçðèñêîâûõ àêòèâîâ óäîâëåòâîðÿþò ïðåäïîëîëæåíèþ 1 ìî-

äåëè Áëýêà-Øîóëñà (èäåàëüíû).

2. Äîõîäíîñòü áåçðèñêîâûõ àêòèâîâ ïîñòîÿííà íà ïðîòÿæåíèè âðåìåíè æèçíè îïöèîíà.

3. Íà àêöèè áàçîâîãî àêòèâà íå íà÷èñëÿåòñÿ äèâèäåíäîâ íà ïðîòÿæåíèè âðåìåíè æèçíè

îïöèîíà.

Ýòè îãðàíè÷åíèÿ îáåñïå÷èâàþò òîæäåñòâåííîñòü àìåðèêàíñêîãî è åâðîïåéñêîãî îïöèîíîâ

(ðàííåå èñïîëíåíèå àìåðèêàíñêîãî îïöèîíà � íåîïòèìàëüíî).

Ïóñòü r îïðåäåëÿåò ñòàâêó áåçðèñêîâîãî àêòèâà íà ïðîòÿæåíèè âðåìåíè æèçíè îïöèîíà,

è ïóñòü âûïîëíÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå u > r > d. Âûïîëíåíèå äàííîãî íåðàâåíñòâà èñêëþ÷àåò

âîçìîæíîñòü àðáèòðàæà, ò.å. ïîëó÷åíèÿ ïðèáûëè áåç ðèñêà.

Äëÿ âûâîäà îöåíêè ñòîèìîñòè êîëë-îïöèîíà â ðàáîòå ñïåðâà ðàññìàòðèâàåòñÿ ïðîñòåé-

øàÿ ñèòóàöèÿ, êîãäà äî èñòå÷åíèÿ âðåìåíè æèçíè îïöèîíà îñòàåòñÿ îäèí ïåðèîä âðåìåíè.

Ñïðàâåäëèâàÿ öåíà îïöèîíà îïðåäåëÿåòñÿ êàê ñòîèìîñòü ñàìîôèíàíñèðóåìîãî õåäæèðóþùå-

ãî ïîðòôåëÿ. Â ïðîñòåéøåì ñëó÷àå ñïðàâåäëèâàÿ öåíà îïöèîíà ïîëó÷àåòñÿ ðàâíîé

C = [pCu + (1− p)Cd]/r, (5)

ãäå p , r−d
u−d , à Cu è Cd � ñòîèìîñòè îïöèîíîâ â ìîìåíò èñòå÷åíèÿ ñðîêà äåéñòâèÿ, êîãäà öåíà

áàçîâîãî àêòèâà ìåíÿåòñÿ ñ óðîâíÿ S äî uS è dS ñîîòâåòñòâåííî:

Cu = max(0, uS −K),

Cd = max(0, dS −K).
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Ñòîèò îòìåòèòü, ÷òî âåðîÿòíîñòü P íå ôèãóðèðóåò â âûðàæåíèè (5). Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî äà-

æå åñëè èíâåñòîðû èìåþò ðàçëè÷íûå ïðåäñòàâëåíèÿ î âåðîÿòíîñòè äàëüíåéøåãî ðîñòà èëè

ïàäåíèÿ öåíû àêòèâà, èõ îöåíêè ñòîèìîñòè îïöèîííîãî êîíòðàêòà áóäóò ñîãëàñîâàíû.

Ñ ïîìîùüþ ðåêóðñèâíîé ïðîöåäóðû îïðåäåëÿåòñÿ ñòîèìîñòü îïöèîíà ñ ïðîèçâîëüíûì

êîëè÷åñòâîì âðåìåííûõ ïåðèîäîâ äî åãî èñòå÷åíèÿ. Íà÷èíàÿ ñ ìîìåíòà èñòå÷åíèÿ è âåäÿ

îòñ÷åò â îáðàòíîì âðåìåíè, ìîæíî ïîëó÷èòü ôîðìóëó öåíû îïöèîíà äëÿ ëþáîãî n:

C =

[∑n
j=a

(
n!

j!(n−j)!

)
pj(1− p)n−j(ujdn−jS −K)

]
rn

. (6)

Ïîëó÷åííîå âûðàæåíèå äëÿ ñòîèìîñòè C îïöèîíà ìîæíî ðàçäåëèòü íà äâå ÷àñòè:

C = S

[
n∑
j=a

(
n!

j!(n− j)!

)
pj(1− p)n−j

(
ujdn−j

rn

)]
− Kr−n

[
n∑
j=a

(
n!

j!(n− j)!

)
pj(1− p)n−j

]
.

Çíà÷åíèÿ â êâàäðàòíûõ ñêîáêàõ ìîãóò áûòü èíòåðïðåòèðîâàíû êàê çíà÷åíèÿ ôóíêöèè ðàñ-

ïðåäåëåíèÿ äëÿ áèíîìèàëüíîãî çàêîíà ðàñïðåäåëåíèÿ. Ñòðóêòóðà ïîëó÷åííîãî âûðàæåíèÿ

àíàëîãè÷íà ñòðóêòóðå ôîðìóëû Áëýêà-Øîóëñà (4).

Äðóãîé ïðåäåëüíîé ìîäåëüþ äëÿ áèíîìèàëüíîé ìîäåëè Êîêñà-Ðîññà-Ðóáèíøòåéíà ÿâëÿ-

åòñÿ ìîäåëü Ìåðòîíà [74], â êîòîðîé ìîäåëü öåíîîáðàçîâàíèÿ àêòèâà ñâÿçàíà ñ öåíòðèðîâàí-

íûì ïóàññîíîâñêèì ïðîöåññîì. Êàê è â ìîäåëè Áëýêà-Øîóëñà, â íåé ïðèñóòñòâóåò äèôôó-

çèîííàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ, íî äîáàâëÿåòñÿ òàêæå è �ñêà÷êîâàÿ�:

∆St = [α(St, t)−D(St, t)]St∆t+ σ(St, t)St∆Zt + (J − 1)St∆πt,

ãäå ∆πt � ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà, ðàñïðåäåëåííàÿ ïî çàêîíó Ïóàññîíà, ïðèíèìàþùàÿ çíà÷åíèå

1 ñ âåðîÿòíîñòüþ λ∆t, λ ≥ 0,

σ(St, t) � ìãíîâåííîå ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêîå îòêëîíåíèå öåíû àêòèâà íà èíòåðâàëå [t, t+

∆t] ïðè óñëîâèè îòñóòñòâèÿ ñêà÷êîâ íà ýòîì èíòåðâàëå,

∆Zt � ïðèðàùåíèå âèíåðîâñêîãî ïðîöåññà íà îòðåçêå âðåìåíè [t, t+ ∆t],

J � ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà, ðàñïðåäåëåííàÿ ïî ëîãíîðìàëüíîìó çàêîíó ñ ïàðàìåòðàìè µ è

γ2,

∆Zt,∆πt, J � íåçàâèñèìû â ñîâîêóïíîñòè.

Èíòåðïðåòàöèÿ �ñêà÷êîâîé� ñîñòàâëÿþùåé ñîñòîèò â ñëåäóþùåì: â ñëó÷àéíûå ìîìåíòû

âðåìåíè, ðàñïðåäåëåííûå ïî çàêîíó Ïóàññîíà, ïðîèñõîäèò ñêà÷îê öåíû áàçîâîãî àêòèâà äî

âåëè÷èíû SJ . Àìïëèòóäà ñêà÷êà J íå çàâèñèò îò ∆Zt è ∆πt. Ìîìåíòû ñêà÷êîâ íåçàâèñèìû è

îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåíû. Âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî çà ìàëûé èíòåðâàë âðåìåíè ∆t ïðîèçîéäåò

áîëåå îäíîãî ñêà÷êà, åñòü o(∆t).
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Ê ïðåäïîëîæåíèÿì, ïðèíÿòûì â ìîäåëè Áëýêà-Øîóëñà, â ìîäåëè Ìåðòîíà äîáàâëÿþòñÿ

åùå ÷åòûðå ïðåäïîëîæåíèÿ, ïîçâîëÿþùèå ðàçðåøèòü çàäà÷ó îïðåäåëåíèÿ íà÷àëüíîé ñòîè-

ìîñòè ñàìîôèíàíñèðóåìîãî õåäæèðóþùåãî ïîðòôåëÿ:

� ñòîèìîñòü îïöèîíà äîëæíà áûòü äâàæäû íåïðåðûâíî-äèôôåðåíöèðóåìîé ôóíêöèåé

ñòîèìîñòè áàçîâîãî àêòèâà è âðåìåíè;

� �ñêà÷êîâàÿ� êîìïîíåíòà ïðîöåññà èçìåíåíèÿ öåíû àêöèé áàçîâîãî àêòèâà �íåñèñòåìà-

òè÷íà� è íå êîìïåíñèðóåòñÿ ðûíî÷íîé ïðåìèåé çà ðèñê;

� íà àêöèè áàçîâîãî àêòèâà íå âûïëà÷èâàþòñÿ äèâèäåíäû;

� ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêîå îòêëîíåíèå öåíû áàçîâîãî àêòèâà îñòàåòñÿ ïîñòîÿííûì íà ïðî-

òÿæåíèè âñåãî ñðîêà äåéñòâèÿ îïöèîíà.

Íà ïðàêòèêå ñêà÷îê öåíû îáû÷íî âûçûâàåòñÿ ïîñòóïëåíèåì íîâîé âàæíîé èíôîðìàöèè

îá àêöèÿõ è ýìèòåíòå áàçîâîãî àêòèâà. Íà îñòàëüíûå àêòèâû äàííàÿ èíôîðìàöèÿ íå âëèÿåò

èëè âëèÿåò ñëàáî, ïîýòîìó ñâÿçàííûé ñî ñêà÷êîîáðàçíûì èçìåíåíèåì öåíû ðèñê ìîæåò áûòü

ñíèæåí ñ ïîìîùüþ äèâåðñèôèêàöèè ïîðòôåëÿ.

Ïðè ñäåëàííûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ ñòîèìîñòü îïöèîíà â ìîäåëè Ìåðòîíà îöåíèâàåòñÿ ïî

ñëåäóþùåé ôîðìóëå:

Ct =
∞∑
n=0

eλt(λt)n

n!
C(S, t, r, σ2 +

nγ2

t
,K), (7)

ãäå C(S, t, r, σ2 + nγ2

t
, K) îïðåäåëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå Áëýêà-Øîóëñà (4). Ðåçóëüòàòû ðàáîòû

Ìåðòîíà áûëè â ïîñëåäñòâèè îáîáùåíû íà ñëó÷àé íåíóëåâûõ òðàíçàêöèîííûõ èçäåðæåê â

ðàáîòå [75].

Ñðåäè ïóáëèêàöèé ïî ïðîáëåìå õåäæèðîâàíèÿ îïöèîííûõ êîíòðàêòîâ íàèáîëåå ïîëíîé

è çàêîí÷åííîé ðàáîòîé ÿâëÿåòñÿ ñïåöèàëüíûé âûïóñê æóðíàëà �Òåîðèÿ âåðîÿòíîñòåé è åå

ïðèìåíåíèÿ�, ïîñâÿùåííûé ðåçóëüòàòàì ðàáîòû àêòóàðíî-ôèíàíñîâîãî öåíòðà. Öåíòðàëüíîå

ìåñòî â âûïóñêå çàíèìàþò ñòàòüÿ À. Í.Øèðÿåâà [49], ïîñâÿùåííàÿ òåîðèè ðàñ÷åòîâ îïöèîíîâ

åâðîïåéñêîãî è àìåðèêàíñêîãî òèïîâ äëÿ ìîäåëåé ñ äèñêðåòíûì è íåïðåðûâíûì âðåìåíåì. Â

ñòàòüå ïðèâîäÿòñÿ ïîñòàíîâêè çàäà÷ èíâåñòèðîâàíèÿ è õåäæèðîâàíèÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì òåî-

ðèè ìàðòèíãàëîâ, ñ ïîçèöèè ýòîé òåîðèè âûâîäÿòñÿ ôîðìóëû Êîêñà-Ðîññà-Ðóáèíøòåéíà (6)

äëÿ äèñêðåòíîé ìîäåëè è ôîðìóëà Áëýêà-Øîóëñà (4) äëÿ íåïðåðûâíîé ìîäåëè. Äàåòñÿ ïî-

äðîáíîå îïèñàíèå ðàçëè÷íûõ âèäîâ îïöèîíîâ, ïðèâîäÿòñÿ èõ ïëàòåæíûå ôóíêöèè. Ôîðìóëè-

ðóåòñÿ è äîêàçûâàåòñÿ âàæíûé ðåçóëüòàò ôèíàíñîâîé ìàòåìàòèêè î ñóùåñòâîâàíèè ìàðòèí-

ãàëüíîé ìåðû, ò.å. ìåðû îòíîñèòåëüíî êîòîðîé îòíîøåíèå ñòîèìîñòè õåäæèðþùåãî ïîðòôå-

ëÿ è êóðñà áåçðèñêîâûõ àêòèâîâ ÿâëÿåòñÿ ìàðòèíãàëîì. Îêàçûâåòñÿ, ÷òî äëÿ ñóùåñòâîâàíèÿ

ìàðòèíãàëüíîé ìåðû íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî îòñóòñòâèå àðáèòðàæíûõ ñòðàòåãèé âíóòðè
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êëàññà âñåõ äîïóñòèìûõ ñàìîôèíàíñèðóåìûõ ñòðàòåãèé.

Ïîäðîáíûé îáçîð èçâåñòíûõ ñòîõàñòè÷åñêèõ ìîäåëåé ïðèâîäèòñÿ â êíèãå À. Í. Øèðÿå-

âà �Îñíîâû ñòîõàñòè÷åñêîé ôèíàíñîâîé ìàòåìàòèêè. Òîì 1. Ôàêòû. Ìîäåëè.� [50], à òàêæå

ñòàòüå [48], ñîñòàâëåííîé ïðè ó÷àñòèè À. Í. Øèðÿåâà, Â. Ì. Êàáàíîâà, Ä. Î. Êðàìêîâà è

À. Â. Ìåëüíèêîâà. Çäåñü æå ïðèâîäèòñÿ îïèñàíèå îñíîâíûõ èíñòðóìåíòîâ ñðî÷íîãî ðûíêà,

èñòîðèÿ ðàçâèòèÿ ôèíàíñîâîé ìàòåìàòèêè, à òàêæå êðèòèêà ìîäåëè Áëýêà-Øîóëñà, àêöåí-

òèðîâàííàÿ íà íåïîëíóþ àäåêâàòíîñòü ïðèíÿòûõ â ìîäåëè ïðåäïîëîæåíèé.

Ðÿä ñòàòåé, ïîñâÿùåííûõ îïöèîííûì ñòðàòåãèÿì îïóáëèêîâàí â æóðíàëå �Ðûíîê öåí-

íûõ áóìàã� [16, 32, 46]. Â ðàáîòå À. Êàáèöèíà [16] èññëåäóþòñÿ âîïðîñû öåíîîáðàçîâàíèÿ

îïöèîíîâ íà âàëþòíûé êóðñ è ñòðàòåãèÿ áèðæåâîé èãðû. Âûäåëÿþòñÿ ïîçèöèîííûå è âîëà-

òèëüíûå ñòðàòåãèè. Ïîçèöèîííàÿ èãðà îñíîâàíà íà ïðîãíîçå êóðñà áàçîâîãî àêòèâà íà ìîìåíò

èñïîëíåíèÿ è çàêëþ÷àåòñÿ â çàíÿòèè ñîîòâåòñòâóþùåé ýòîìó ïðîãíîçó ïîçèöèè, êîòîðàÿ ïå-

ðåñìàòðèâàåòñÿ â çàâèñèìîñòè îò êîëåáàíèé ðåàëüíîãî êóðñà áàçîâîãî àêòèâà. Âîëàòèëüíûå

èãðû îñíîâàíû íà ïîêóïêå îïöèîíîâ, êîòîðûå ïî ïðîãíîçó èíâåñòîðà íåäîîöåíåíû ðûíêîì,

è ïðîäàæå ïåðåîöåíåííûõ îïöèîíîâ. Àâòîð óêàçûâàåò íà òðóäíîñòè, ñâÿçàííûå ñ ïðèìåíåíè-

åì äàííîé ñòðàòåãèè, â ÷àñòíîñòè ñ íåîïðåäåëåííîñòüþ èñõîäíûõ äàííûõ (íåñòàáèëüíîñòüþ

ðûíêà). Ïðåäëîæåíû ïðîñòûå õàðàêòåðèñòèêè äëÿ îïðåäåëåíèÿ ñîñòîÿíèÿ ðûíêà è íàñòðî-

åíèÿ èãðîêîâ: âåëè÷èíû ðàâíîâåñíîé ïðåìèè (çíà÷åíèå ïðåìèè îïöèîíîâ êîëë è ïóò ïðè èõ

ðàâåíñòâå), äèàïàçîí öåí èñïîëíåíèÿ îïöèîíîâ è ñòåïåíü åãî àññèìåòðèè, ïðåäïîëàãàåìûé

äèàïàçîí êîëåáàíèé êóðñà áàçîâîãî àêòèâà.

Èçó÷åíèþ âîïðîñà ïðèìåíåíèÿ õåäæèðîâàíèÿ â ìîäåëè Áëýêà-Øîóëñà â óñëîâèÿõ ðåàëü-

íîãî ðûíêà ïîñâÿùåíà ñòàòüÿ À. È. Íåéøòàäòà è ñîàâòîðîâ [32]. Â ñòàòüå êðàòêî èçëàãàåòñÿ

ìåòîäèêà õåäæèðîâàíèÿ äåëüòû (ïîêàçàòåëü îïöèîíà, õàðàêòåðèçóþùèé èçìåíåíèå ñòîèìî-

ñòè îïöèîíà ïðè èçìåíåíèè öåíû áàçîâîãî àêòèâà íà îäèí ïóíêò), ïðèâîäÿòñÿ ìåòîäû ïîäãî-

òîâêè èñõîäíûõ äàííûõ äëÿ ìîäåëè, â ÷àñòíîñòè, ðàñ÷åò �èñòîðè÷åñêîé âîëàòèëüíîñòè�. Äëÿ

èññëåäîâàíèÿ ãðàíèö ïðèìåíèìîñòè õåäæèðîâàíèÿ ïî Áëýêó-Øîóëñó àâòîðàìè áûë ïðîâåäåí

ñòàòèñòè÷åñêèé ýêñïåðèìåíò íà àìåðèêàíñêèõ äàííûõ î êóðñàõ àêöèé. Ðåçóëüòàòû ïîêàçà-

ëè, ÷òî ïðè îöåíêå ðåàëüíîé ñòîèìîñòè õåäæèðîâàíèÿ îøèáêà íå ïðåâûøàëà 100% â òó èëè

èíóþ ñòîðîíó. Ñóùåñòâåííîå âîçðàñòàíèå ðåàëüíîé ñòîèìîñòè õåäæèðîâàíèÿ ïî ñðàâíåíèþ ñ

òåîðèòè÷åñêîé îáúÿñíÿåòñÿ ðåçêèìè ñêà÷êàìè êóðñà àêöèé (äèôôóçèîííûå ìîäåëè êîòèðîâ-

êè íåàäåêâàòíî îïèñûâàþò äàííûå ÿâëåíèÿ). Íåèçáåæíóþ íåîïðåäåëåííîñòü ðûíêà ìîæíî

êîìïåíñèðîâàòü ïîâûøåíèåì ïðîäàæíîé öåíû îïöèîíà. Ýòî ìîæíî ñäåëàòü, ïîâûøàÿ îæè-

äàåìóþ âîëàòèëüíîñòü áàçîâîãî àêòèâà.

Â ðàáîòå Â. ×åòâåðèêîâà [46] õåäæèðîâàíèå îïöèîííîãî êîíòðàêòà äåìîíñòðèðóåòñÿ äëÿ
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ïðåäåëüíî ïðîñòîãî ñëó÷àÿ ñ äâóìÿ âîçìîæíûìè êîíå÷íûìè èñõîäàìè äëÿ êóðñà áàçîâîãî

àêòèâà. Â êà÷åñòâå ñïðàâåäëèâîé öåíû ðàññìàòðèâàåòñÿ ìèíèìàëüíàÿ öåíû, ïðè êîòîðîé

ïðîäàâåö íå íåñåò íèêàêèõ ïîòåðü ïðè ëþáîì èçìåíåíèè êóðñà áàçîâîãî àêòèâà. Àâòîðîì

ðàññìàòðèâàþòñÿ òðè óñëîâèÿ, êîòîðûì äîëæíà óäîâëåòâîðÿòü ñòðàòåãèÿ õåäæåðà:

1. Óñëîâèå ïîëíîãî ðàçìåùåíèÿ ïðîäàâöîì äåíåæíûõ ñðåäñòâ;

2. Îòñóòñòâèå ó ïðîäàâöà ïîòåðü ïðè ðåàëèçàöèè çíà÷åíèÿ êóðñà, ìåíüøåãî öåíû èñïîë-

íåíèÿ;

3. Îòñóòñòâèå ó ïðîäàâöà ïîòåðü ïðè ðåàëèçàöèè çíà÷åíèÿ êóðñà, áîëüøåãî öåíû èñïîë-

íåíèÿ.

Èç ýòèõ óñëîâèé âûâîäèòñÿ ñèñòåìà äâóõ íåðàâåíñòâ, îïðåäåëÿþùàÿ îáëàñòü äîïóñòèìûõ

ñòðàòåãèé. Èç ýòîé îáëàñòè âûáèðàåòñÿ òî÷êà, äëÿ êîòîðîé ñòîèìîñòü îïöèîíà ìèíèìàëüíà.

Ýòà ñòîèìîñòü ïðèíèìàåòñÿ â êà÷åñòâå ñïðàâåäëèâîé öåíû îïöèîíà, à ñîîòâåòñòâóþùàÿ ñòðà-

òåãèÿ ïðèíèìàåòñÿ êàê õåäæèðóþùàÿ. Â ñòàòüå àíàëèçèðóåòñÿ ïåðåðàñïðåäåëåíèå äåíåæíûõ

ñðåäñòâ è àêöèé áàçîâîãî àêòèâà ìåæäó âñåìè ó÷àñòíèêàìè áèðæåâîé èãðû: ïðîäàâöîì îï-

öèîíà, ïîêóïàòåëåì, áàíêîì, êðåäèòóþùèì ïðîäàâöà, è áðîêåðñêîé êîíòîðîé. Àâòîð äåëàåò

âûâîä, ÷òî ïðè ñïðàâåäëèâîé ïðåìèè çà îïöèîí ðàññìàòðèâàåìàÿ ìîäåëüíàÿ ñèòóàöèÿ ÿâ-

ëÿåòñÿ èãðîé òîëüêî äëÿ ïîêóïàòåëÿ îïöèîíà è áðîêåðñêîé êîíòîðû. Íà îñíîâàíèè ýòîãî

àíàëèçà àâòîð äåëàåò âûâîä, ÷òî ïðåìèÿ è õåäæèðóþùàÿ ñòðàòåãèÿ Áëýêà-Øîóëñà îáñëó-

æèâàþò èíòåðåñû ëèøü ïðîäàâöà îïöèîíà è íå ìîæåò ïðåòåíäîâàòü íà ðîëü ñïðàâåäëèâîãî

àðáèòðà äëÿ âñåõ ó÷àñòíèêîâ ðûíêà.

Çàäà÷å ðàñ÷åòà ñòîèìîñòè îïöèîíîâ åâðîïåéñêîãî òèïà â ìíîãîøàãîâûõ ìîäåëÿõ íåïîë-

íûõ ðûíêîâ ïîñâÿùåíû, íàïðèìåð, ðàáîòû Â.Ì. Õàìåòîâà [12,13]. Â ñòàòüå [12] ðàññìîòðåíà

çàäà÷à ìèíèìàêñíîãî õåäæèðîâàíèÿ åâðîïåéñêîãî îïöèîíà. Ïðèíöèï ìèíèìàêñà â çàäà÷àõ

õåäæèðîâàíèÿ è ðàñ÷åòà ñòîèìîñòè îïöèîíîâ ìîæåò áûòü ñôîðìóëèðîâàí ñëåäóþùèì îáðà-

çîì: �. . . ïîñêîëüêó íåèçâåñòíî, êàêîå ðàñïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòåé èìååò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

öåí ðèñêîâûõ àêòèâîâ, ñëåäóåò ñ÷èòàòü, ÷òî îíî òàêîâî, ÷òî ñòîèìîñòü åâðîïåéñêîãî îïöèîíà

ìàêñèìàëüíà, ïðè ýòîì â ðèñêîâûå àêòèâû íàäî âêëàäûâàòü òàêîé ìèíèìàëüíûé êàïèòàë,

êîòîðûé ïîçâîëèë áû äîñòîâåðíî èñïîëíèòü ïëàòåæíîå îáÿçàòåëüñòâî� [12]. Òàêîé ïîäõîä

ðàíåå áûë ïðåäëîæåí â ðàáîòàõ [9,64,65,72]. Ñòàòüÿ [13] ïîñâÿùåíà ðåøåíèþ çàäà÷è ðàñ÷åòà

åâðîïåéñêîãî îïöèîíà ñ êâàíòèëüíûì êðèòåðèåì íà íåïîëíîì ðûíêå ñ äèñêðåòíûì âðåìå-

íåì. Çàäà÷è êâàíòèëüíîãî õåäæèðîâàíèÿ ÿâëÿþòñÿ ïðîòèâîïîñòàâëåíèåì çàäà÷àì îïðåäå-

ëåíèÿ ñóïåðõåäæèðóþùèõ ñòðàòåãèé, òàê êàê ïîñòðîåííûé òàêèì îáðàçîì õåäæèðóþùèé

ïîðòôåëü êîïèðóåò âûïëàòû ïî îïöèîíó ñ íåêîòîðîé çàäàííîé âåðîÿòíîñòüþ, ò.å. äîïóñêàåò

âîçìîæíîñòü íåèñïîëíåíèÿ îïöèîíà â ìîìåíò èñïîëíåíèÿ òîëüêî çà ñ÷åò ñòîèìîñòè õåäæè-
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ðóþùåãî ïîðòôåëÿ. Çàäà÷å ðàñ÷åòà ñòîèìîñòè îïöèîíà â ìíîãîøàãîâîé ìîäåëè ðûíêà òàêæå

ïîñâÿùåíû, íàïðèìåð, ðàáîòû Î. Â. Øàòàåâà [47], Í. Ñ. Ä¼ìèíà è Ì. Þ. Øèøèðèíà [11], à

òàêæå âòîðàÿ ÷àñòü ìîíîãðàôèè Ã. Ô¼ëüìåðà è À. Øèäà [39].

Çàäà÷à ðàñ÷åòà ñòîèìîñòè è õåäæèðîâàíèÿ îïöèîíîâ íà íåëèêâèäíûõ ðûíêàõ ðàññìàòðè-

âàëàñü, íàïðèìåð, â ðàáîòàõ Ó. Ñåòèíà è Ï. Øîíáóõåðà [57,81]. Íåëèêâèäíîñòü ðûíêà â ðàñ-

ñìîòðåííûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëÿõ ñ íåïðåðûâíûì âðåìåíåì âûðàæàëàñü â çàâèñèìîñòè

ñòîèìîñòè áàçîâîãî àêòèâà îò îáúåìà òîðãîâ. Ïîëó÷åííûå â ðàáîòå [57] ðåçóëüòàòû ïðîèë-

ëþñòðèðîâàíû íà ïðèìåðå ðàñ÷åòà êîëë-îïöèîíà åâðîïåéñêîãî òèïà. Ìîäåëè íåëèêâèäíîãî

ðûíêà â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî îïåðàöèè êóïëè-ïðîäàæè àêòèâîâ èìåþò íåèçâåñòíóþ ïðîäîë-

æèòåëüíîñòü ïî âðåìåíè, ðàíåå ðàññìîòðåíû íå áûëè. Ïðè ýòîì, ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè,

îïèñûâàþùèå äëèòåëüíîñòè ðûíî÷íûõ òðàíçàêöèé, ðàññìîòðåíû, íàïðèìåð, â ðàáîòàõ [87]

è [61]. Â óêàçàííûõ ðàáîòàõ âûäâèãàåòñÿ ïðåäïîëîæåíèå, ÷òî äëèòåëüíîñòü òðàíçàêöèé ñëó-

÷àéíà è èìååò ãàììà-ðàñïðåäåëåíèå, ÷àñòíûì ñëó÷àåì êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ ýêñïîíåíöèàëüíîå

ðàñïðåäåëåíèå.

Àíàëèòè÷åñêîìó ðàñ÷åòó ñòîèìîñòè àìåðèêàíñêîãî êîëë-îïöèîíà ïîñâÿùåíû ðàáîòû Ð.

Ìèíåíè [76], È. Êàðàòçàñà [70], Ã. ÌàêÊèíà [73], Â. Ì. Õàìåòîâà [41, 42] è ìíîãèå äðóãèå.

Â ðàáîòàõ [68] è [86] äëÿ îöåíêè ñòîèìîñòè àìåðèêàíñêîãî îïöèîíà áûë ïðåäëîæåí ïîäõîä,

îñíîâàííûé íà ïðèìåíåíèè ìåòîäà Ìîíòå-Êàðëî.

Ñòðàòåãèÿ ïîñëåäîâàòåëüíîãî õåäæèðîâàíèÿ îïöèîíà âïåðâûå áûëà îïèñàíà Ñåéäåíâåð-

ãîì â ðàáîòå [82], ãäå ïîëó÷èëà íàçâàíèå �stop-loss start-gain strategy� (ñòðàòåãèÿ îñòàíîâêè

ïîòåðü è íà÷àëà âûèãðûøåé). Ñòðàòåãèÿ ïîñëåäîâàòåëüíîãî õåäæèðîâàíèÿ çàêëþ÷àåòñÿ â

ïîëíîì ïîêðûòèè îïöèîííîé ïîçèöèè (ò.å. ïðèîáðåòåíèè áàçîâîãî àêòèâà â ïîëíîì îáúåìå)

ïðè ïåðåõîäå ñîñòîÿíèÿ îïöèîíà îò ïðîèãðûøà ê âûèãðûøó, ò.å. ïðè ïðåâûøåíèè öåíîé áà-

çîâîãî àêòèâà óðîâíÿ öåíû ïîñòàâêè, ïðè îáðàòíîì ïåðåõîäå õåäæåð ïîëíîñòüþ ïðîäàåò âñå

àêòèâû â õåäæèðóþùåì ïîðòôåëå (îòêðûâàåò îïöèîííóþ ïîçèöèþ), ÷òîáû èçáåæàòü ïîòåðü,

ñâÿçàííûõ ñ äàëüíåéøèì âîçìîæíûì ïàäåíèåì ñòîèìîñòè. Äëÿ ïîêóïêè àêòèâîâ õåäæåðîì

èñïîëüçóþòñÿ çàèìñòâîâàííûå ôîíäû. Òàêèì îáðàçîì, â ëþáîé ìîìåíò âðåìåíè, êîãäà îï-

öèîí ìîæåò áûòü èñïîëíåí, îïöèîííàÿ ïîçèöèÿ îñòàåòñÿ çàêðûòîé. Â ðàáîòå Ï. Êàððà [56]

áûëî äîêàçàíî, ÷òî â ñëó÷àå íåïðåðûâíîé ïî âðåìåíè ìîäåëè ñòðàòåãèÿ îñòàíîâêè ïîòåðü è

íà÷àëà âûèãðûøåé íå ÿâëÿåòñÿ ñàìîôèíàíñèðóåìîé. Â çàðóáåæíîé ëèòåðàòóðå äàííàÿ ñòðà-

òåãèÿ ðàññìàòðèâàëàñü òàêæå â ðàáîòàõ [51,54,62,67,69,78]. Â ðàáîòå Ê. Ãîëüå [67] ðàññìîòðåí

âàðèàíò ìîäèôèêàöèè ñòðàòåãèè îñòàíîâêè ïîòåðü è íà÷àëà âûèãðûøåé, â êîòîðîì ïðè ïå-

ðåõîäå îïöèîíà îò ñîñòîÿíèÿ ïðîèãðûøà ê âûèãðûøó â áàçîâûé àêòèâ èíâåñòèðóþòñÿ âñå

ñðåäñòâà, çà èñêëþ÷åíèåì çàðàíåå óñòàíîâëåííîãî ìèíèìàëüíîãî ðåçåðâà. Â Ðîññèè ñòðàòå-
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ãèÿ îñòàíîâêè ïîòåðü è íà÷àëà âûèãðûøåé âïåðâûå èññëåäîâàëàñü Áóðåíèíûì â [6] è [7], ãäå

ïîëó÷èëà íàçâàíèå �ñòðàòåãèÿ ïîñëåäîâàòåëüíîãî õåäæèðîâàíèÿ�. Â ñòàòüå À. È. Êèáçóíà è

Â. È. Ãóáåðíèåâà [10] äëÿ äèñêðåòíîé ìóëüòèïëèêàòèâíîé ìîäåëè öåíîîáðàçîâàíèÿ áàçîâîãî

àêòèâà áûëî ïîëó÷åíî çíà÷åíèå ñðåäíèõ ïîòåðü ïðîäàâöà àìåðèêàíñêîãî îïöèîíà òèïà êîëë,

èñïîëüçóþùåãî ñòðàòåãèþ ïîñëåäîâàòåëüíîãî õåäæèðîâàíèÿ. Â ýòîé æå ðàáîòå áûë ïðåäëî-

æåí âàðèàíò ìîäèôèêàöèè ñòðàòåãèè ïîñëåäîâàòåëüíîãî õåäæèðîâàíèÿ, çàêëþ÷àþùèéñÿ âî

ââåäåíèè ïîëîñû �íå÷óâñòâèòåëüíîñòè� õåäæà. Äàííàÿ ìîäèôèêàöèÿ ïîçâîëÿåò èçáàâèòüñÿ

îò îñíîâíîãî íåäîñòàòêà ñòðàòåãèè ïîñëåäîâàòåëüíîãî õåäæèðîâàíèÿ: ÷ðåçâû÷àéíî âûñîêèõ

çàòðàò íà õåäæèðîâàíèå â ñëó÷àå ÷àñòûõ êîëåáàíèé öåíû áàçîâîãî àêòèâà îòíîñèòåëüíî

óðîâíÿ öåíû ïîñòàâêè. Íàèáîëåå ñèëüíî äàííûé íåäîñòàòîê ïðîÿâëÿåòñÿ â ñëó÷àå ìîäåëè ñ

íåïðåðûâíûì âðåìåíåì ïðè íåíóëåâûõ òðàíñàêöèîííûõ èçäåðæêàõ, êîãäà çàòðàòû õåäæåðà

áóäóò ñòðåìèòüñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè ïðè âûïîëíåíèè ïðåäïîëîæåíèÿ ìîäåëè Áëýêà-Øîóëñà î

ïðîöåññå öåíîîáðàçîâàíèÿ. Ýòî ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì ñâîéñòâà áåñêîíå÷íîãî ÷èñëà ïåðåñå÷å-

íèé çàäàííîãî óðîâíÿ òðàåêòîðèåé âèíåðîâñêîãî ïðîöåññà, åñëè ýòîò óðîâåíü áûë äîñòèãíóò.

Îäíàêî, òàêàÿ ìîäèôèêàöèÿ ñòðàòåãèè ïîñëåäîâàòåëüíîãî õåäæèðîâàíèÿ ðàíåå èññëåäîâàíà

íå áûëà.

Èç ïðåäñòàâëåííîãî îáçîðà âèäíî, ÷òî â íàñòîÿùèé ìîìåíò îñòàåòñÿ íåèññëåäîâàííîé

ìîäèôèêàöèÿ ñòðàòåãèè ïîñëåäîâàòåëüíîãî õåäæèðîâàíèÿ, çàêëþ÷àþùàÿñÿ âî ââåäåíèè ïî-

ëîñû �íå÷óâñòâèòåëüíîñòè� õåäæà. Ïðè ýòîì äàííàÿ ìîäèôèêàöèÿ ïîçâîëèò èçáåæàòü âûñî-

êèõ çàòðàò íà õåäæèðîâàíèå â ñëó÷àå ÷àñòûõ êîëåáàíèé öåíû áàçîâîãî àêòèâà îòíîñèòåëüíî

óðîâíÿ öåíû ïîñòàâêè, îñîáåííî ïðè íåíóëåâûõ òðàíñàêöèîííûõ èçäåðæêàõ. Òàêæå â ëè-

òåðàòóðå îñòàåòñÿ îòêðûòûì âîïðîñ î õåäæèðîâàíèè îïöèîííûõ êîíòðàêòîâ ïðè íåíóëåâîé

çàðàíåå íåèçâåñòíîé äëèòåëüíîñòè îïåðàöèé êóïëè-ïðîäàæè. Ïðåäïîëîæåíèå î íåèçâåñòíîé

íåíóëåâîé äëèòåëüíîñòè îïåðàöèé êóïëè-ïðîäàæè ñòàíîâèòñÿ îñîáåííî âàæíûì â ñëó÷àå

íåëèêâèäíûõ àêòèâîâ èëè ÷ðåçâû÷àéíî áîëüøèõ îáúåìàõ òîðãîâ.

Îáúåêòîì èññëåäîâàíèÿ äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû ÿâëÿþòñÿ ñòðàòåãèè õåäæèðîâàíèÿ

êîëë-îïöèîíîâ åâðîïåéñêîãî è àìåðèêàíñêîãî òèïîâ.

Öåëü è çàäà÷è ðàáîòû. Öåëüþ äàííîé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ èññëåäîâàíèå ìîäèôèêàöèè

ñòðàòåãèè ïîñëåäîâàòåëüíîãî õåäæèðîâàíèÿ àìåðèêàíñêîãî êîëë-îïöèîíà, çàêëþ÷àþùåé-

ñÿ âî ââåäåíèè ïîëîñû �íå÷óâñòâèòåëüíîñòè� õåäæèðîâàíèÿ, à òàêæå èññëåäîâàíèå çàäà÷è

õåäæèðîâàíèÿ åâðîïåéñêîãî êîëë-îïöèîíà ïðè íåèçâåñòíîé íåíóëåâîé äëèòåëüíîñòè îïåðà-

öèé êóïëè-ïðîäàæè áàçîâîãî àêòèâà.

Äëÿ äîñòèæåíèÿ ïîñòàâëåííîé öåëè íåîáõîäèìî ðåøèòü ñëåäóþùèå çàäà÷è:

1. Íàéòè âûðàæåíèå è èññëåäîâàòü ñâîéñòâà ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ çàòðàò íà õåäæè-
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ðîâàíèÿ ïðîäàâöà êîëë-îïöèîíà àìåðèêàíñêîãî òèïà, èñïîëüçóþùåãî ìîäèôèöèðîâàííóþ

ñòðàòåãèþ ïîñëåäîâàòåëüíîãî õåäæèðîâàíèÿ. Âûðàáîòàòü àëãîðèòì ïîèñêà îïòèìàëüíîé øè-

ðèíû ïîëîñû �íå÷óâñòâèòåëüíîñòè�, ìèíèìèçèðóþùåé ñðåäíèå çàòðàòû õåäæåðà. Èññëåäî-

âàòü ñâÿçü ìåæäó çàäà÷àìè ìèíèìèçàöèè óñëîâíîãî è áåçóñëîâíîãî ìàòåìàòè÷åñêèõ îæèäà-

íèé ïîòåðü õåäæåðà.

2. Íàéòè âûðàæåíèå äëÿ ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ ïîòåðü õåäæåðà. Íàéòè âûðàæåíèÿ äëÿ

óñëîâíîé ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ ïîòåðü è êâàíòèëè óñëîâíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ïîòåðü õåäæå-

ðà, èñïîëüçóþùåãî ìîäèôèöèðîâàííóþ ñòðàòåãèþ ïîñëåäîâàòåëüíîãî õåäæèðîâàíèÿ, ïðè èç-

âåñòíîì êîëè÷åñòâå ïåðåñå÷åíèé ïîëîñû �íå÷óâñòâèòåëüíîñòè� òðàåêòîðèåé êóðñà áàçîâîãî

àêòèâà. Èññëåäîâàòü ñâÿçü ìåæäó êâàíòèëÿìè óñëîâíîãî è áåçóñëîâíîãî ðàñïðåäåëåíèé. Ðàç-

ðàáîòàòü àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ âåðõíåé è íèæíåé îöåíîê êâàíòèëè áåçóñëîâíîãî ðàñïðåäåëå-

íèÿ ïîòåðü.

3. Ðàçðàáîòàòü àëãîðèòì ïîèñêà îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ â êëàññå ïîçèöèîííûõ ñòðà-

òåãèé â äâóõøàãîâîé çàäà÷å õåäæèðîâàíèÿ åâðîïåéñêîãî êîëë-îïöèîíà â ñëó÷àå, êîãäà äëè-

òåëüíîñòü îïåðàöèé êóïëè-ïðîäàæè áàçîâîãî àêòèâà ñëó÷àéíà, à åå ðàñïðåäåëåíèå çàâèñèò

îò îáúåìà ïðèîáðåòàåìûõ/ïðîäàâàåìûõ àêòèâîâ.

Ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ. Â äèññåðòàöèè èñïîëüçóþòñÿ ñîâðåìåííûå ìåòîäû ñèñòåìíîãî

àíàëèçà, ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ, òåîðèè âåðîÿòíîñòè è ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ, ñòî-

õàñòè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ, òåîðèè îïòèìèçàöèè è îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ, â ÷àñò-

íîñòè, ìåòîä äèíàìè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ.

Äîñòîâåðíîñòü ðåçóëüòàòîâ îáåñïå÷èâàåòñÿ ñòðîãîñòüþ ìàòåìàòè÷åñêèõ ïîñòàíîâîê è

äîêàçàòåëüñòâ óòâåðæäåíèé, êîððåêòíûì èñïîëüçîâàíèåì ìåòîäîâ ñèñòåìíîãî àíàëèçà, ïîä-

òâåðæäåíèåì òåîðåòè÷åñêèõ ðåçóëüòàòîâ ÷èñëåííûìè ýêñïåðèìåíòàìè.

Íàó÷íàÿ íîâèçíà. Â äèññåðòàöèîííîé ðàáîòå âïåðâûå èññëåäîâàíà ìîäèôèêàöèÿ ñòðà-

òåãèè ïîñëåäîâàòåëüíîãî õåäæèðîâàíèÿ êîëë-îïöèîíà, çàêëþ÷àþùàÿñÿ âî ââåäåíèè ïîëîñû

�íå÷óâñòâèòåëüíîñòè� õåäæèðîâàíèÿ, à òàêæå âïåðâûå ðàññìîòðåíà çàäà÷à õåäæèðîâàíèÿ

îïöèîííûõ êîíòðàêòîâ ïðè çàðàíåå íåèçâåñòíîé íåíóëåâîé äëèòåëüíîñòè îïåðàöèé êóïëè-

ïðîäàæè áàçîâîãî àêòèâà. Ñðåäè ïîëó÷åííûõ â ðàáîòå ðåçóëüòàòîâ ìîæíî âûäåëèòü ñëåäó-

þùèå:

1. Ïîëó÷åíû âûðàæåíèÿ äëÿ ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ è ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ ïî-

òåðü õåäæåðà, èñïîëüçóþùåãî ìîäèôèöèðîâàííóþ ñòðàòåãèþ ïîñëåäîâàòåëüíîãî õåäæèðîâà-

íèÿ, à òàêæå ïðåäëîæåí àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ âåðõíåé è íèæíåé îöåíîê êâàíòèëè ðàñïðåäå-

ëåíèÿ ïîòåðü

2. Ïðåäëîæåí àëãîðèòì ïîèñêà îïòèìàëüíîé øèðèíû ïîëîñû �íå÷óâñòâèòåëüíîñòè�, ìè-

16



íèìèçèðóþùåé ñðåäíèå çàòðàòû õåäæåðà, èñïîëüçóþùåãî ìîäèôèöèðîâàííóþ ñòðàòåãèþ ïî-

ñëåäîâàòåëüíîãî õåäæèðîâàíèÿ.

3. Ïîëó÷åíû âûðàæåíèÿ äëÿ ôóíêöèé óñëîâíîãî è áåçóñëîâíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ çàòðàò íà

õåäæèðîâàíèå ïðîäàâöà êîëë-îïöèîíà àìåðèêàíñêîãî òèïà, èñïîëüçóþùåãî ìîäèôèöèðîâàí-

íóþ ñòðàòåãèþ ïîñëåäîâàòåëüíîãî õåäæèðîâàíèÿ. Íàéäåíû òî÷êè ðàçðûâà è ïðîìåæóòêè

ìîíîòîííîñòè ôóíêöèé óñëîâíîãî è áåçóñëîâíîãî ðàñïðåäåëåíèé. Ïðåäëîæåí ìåòîä ïîñòðî-

åíèÿ âåðõíåé è íèæíåé îöåíîê êâàíòèëè ðàñïðåäåëåíèÿ çàòðàò õåäæåðà íà îñíîâå çíà÷åíèé

êâàíòèëåé óñëîâíûõ ðàñïðåäåëåíèé çàòðàò õåäæåðà ïðè èçâåñòíîì ÷èñëå ïåðåñå÷åíèé ïîëîñû

�íå÷óâñòâèòåëüíîñòè� òðàåêòîðèåé öåíû áàçîâîãî àêòèâà.

4. Ïðåäëîæåí àëãîðèòì ðåøåíèÿ äâóõøàãîâîé çàäà÷è õåäæèðîâàíèÿ åâðîïåéñêîãî êîëë-

îïöèîíà ïðè ñëó÷àéíîé äëèòåëüíîñòè âûïîëíåíèÿ îïåðàöèé êóïëè-ïðîäàæè áàçîâîãî àêòèâà.

Äîêàçàíî ñóùåñòâîâàíèå íå áîëåå ÷åì äâóõ òî÷åê ëîêàëüíîãî ìèíèìóìà ôóíêöèè áóäóùèõ

ïîòåðü íà ïîñëåäíåì øàãå â îáëàñòè äîïóñòèìûõ óïðàâëåíèé.

Ïðàêòè÷åñêàÿ öåííîñòü ðàáîòû ñîñòîèò â òîì, ÷òî åå òåîðåòè÷åñêèå ðåçóëüòàòû ìîãóò

ñëóæèòü îñíîâîé äëÿ ðàçðàáîòêè ìàòåìàòè÷åñêîãî è ïðîãðàììíî-àëãîðèòìè÷åñêîãî îáåñïå-

÷åíèÿ äëÿ ðåøåíèÿ ïðèêëàäíûõ çàäà÷ â îáëàñòè ôèíàíñîâîé è àêòóàðíîé ìàòåìàòèêè. Ðàç-

ðàáîòàííûå â äèññåðòàöèè ìåòîäû è àëãîðèòìû ìîãóò áûòü ïðèìåíåíû ïðè ðåøåíèè çàäà÷

óïðàâëåíèÿ òåõíè÷åñêèìè ñèñòåìàìè ñ ðåëåéíûìè ïåðåêëþ÷åíèÿìè ïðè íàëè÷èè ãàóññîâñêèõ

ïîìåõ â àâèàöèîííîé è ðàêåòíî-êîñìè÷åñêîé îáëàñòÿõ.

Ñîîòâåòñòâèå ïàñïîðòó íàó÷íîé ñïåöèàëüíîñòè. Â äèññåðòàöèè ñ èñïîëüçîâàíèåì

ìåòîäîâ ñèñòåìíîãî àíàëèçà èññëåäîâàíû ñëîæíûå ýêîíîìè÷åñêèå è òåõíè÷åñêèå ñèñòåìû,

ïðîâåäåíû èññëåäîâàíèÿ îïòèìèçàöèîííûõ çàäà÷, ïðåäëîæåíû àëãîðèòìû è ìåòîäû èõ ðå-

øåíèÿ (îáëàñòè èññëåäîâàíèÿ 1, 4, 5 ñïåöèàëüíîñòè 05.13.01).

Ñòðóêòóðà è îáúåì äèññåðòàöèè. Äèññåðòàöèÿ ñîäåðæèò ââåäåíèå, ÷åòûðå ãëàâû,

çàêëþ÷åíèå è ñïèñîê èñïîëüçóåìîé ëèòåðàòóðû. Ðàáîòà ñîñòîèò èç 105 ñòðàíèö, âêëþ÷àÿ 10

ðèñóíêîâ è 3 òàáëèöû. Ñïèñîê ëèòåðàòóðû ñîäåðæèò 87 íàèìåíîâàíèé.

Ñîäåðæàíèå äèññåðòàöèè

Âî ââåäåíèè ïðèâåäåíî îáîñíîâàíèå àêòóàëüíîñòè âûáðàííîé òåìû äèññåðòàöèè, ñôîð-

ìóëèðîâàíà öåëü è çàäà÷è èññëåäîâàíèÿ, àðãóìåíòèðîâàíà åå íàó÷íàÿ íîâèçíà è ïðàêòè÷å-

ñêàÿ öåííîñòü. Êðàòêî èçëîæåíî ñîäåðæàíèå ãëàâ äèññåðòàöèè.

Â ïåðâîé ãëàâå äàåòñÿ îïðåäåëåíèå ñòðàòåãèè ïîñëåäîâàòåëüíîãî õåäæèðîâàíèÿ. Ïðè-

âîäèòñÿ óòâåðæäåíèå î íåñàìîôèíàíñèðóåìîñòè ñòðàòåãèè ïîñëåäîâàòåëüíîãî õåäæèðîâà-

íèÿ, à òàêæå äàíî âûðàæåíèå äëÿ ñðåäíèõ ïîòåðü õåäæåðà, èñïîëüçóþùåãî ñòðàòåãèþ ïî-
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ñëåäîâàòåëüíîãî õåäæèðîâàíèÿ, â ñëó÷àå äèñêðåòíîé ìóëüòèïëèêàòèâíîé ìîäåëè öåíîîáðà-

çîâàíèÿ áàçîâîãî àêòèâà. Â ïåðâîé ãëàâå ââîäèòñÿ â ðàññìîòðåíèå ìîäèôèêàöèÿ ñòðàòåãèè

ïîñëåäîâàòåëüíîãî õåäæèðîâàíèÿ, çàêëþ÷àþùàÿñÿ âî ââåäåíèè ïîëîñû �íå÷óâñòâèòåëüíî-

ñòè� õåäæèðîâàíèÿ, ñîäåðæàùåé óðîâåíü öåíû ïîñòàâêè. Ïîêóïêà è ïðîäàæà ïîëíîãî îáúå-

ìà áàçîâîãî àêòèâà â ïðåäëîæåííîé ìîäèôèêàöèè îñóùåñòâëÿåòñÿ ïðè ïåðåñå÷åíèè óêàçàí-

íîé ïîëîñû �íå÷óâñòâèòåëüíîñòè� òðàåêòîðèåé êóðñà áàçîâîãî àêòèâà â íàïðàâëåíèÿõ �ñíèçó

ââåðõ� è �ñâåðõó âíèç�. Ïðåäëàãàåòñÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü ñ íåïðåðûâíûì âðåìåíåì, â

êîòîðîé â êà÷åñòâå ïðîöåññà öåíîîáðàçîâàíèÿ âûáðàí ïðîöåññ ãåîìåòðè÷åñêîãî áðîóíîâñêîãî

äâèæåíèÿ. Â ïðåäëîæåííîé ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè ó÷èòûâàåòñÿ âîçìîæíîñòü äîñðî÷íîãî

èñïîëíåíèÿ îïöèîíà äåðæàòåëåì â ñëó÷àå îïöèîíà àìåðèêàíñêîãî òèïà, â òîì ÷èñëå â ìî-

ìåíòû, êîãäà îïöèîííàÿ ïîçèöèÿ îñòàåòñÿ îòêðûòîé. Ìîìåíò èñïîëíåíèÿ è öåíà áàçîâîãî

àêòèâà, ïðè êîòîðîé îïöèîí áûë èñïîëíåí ïðåäïîëàãàþòñÿ ñëó÷àéíûìè. Äëÿ ïðîöåññà ãåî-

ìåòðè÷åñêîãî áðîóíîâñêîãî äâèæåíèÿ ïðèâåäåíû äîêàçàòåëüñòâà óòâåðæäåíèé î ðàñïðåäå-

ëåíèè ìîìåíòà ïåðâîãî äîñòèæåíèÿ çàäàííîãî óðîâíÿ è ðàñïðåäåëåíèè ÷èñëà ïåðåñå÷åíèé

ãîðèçîíòàëüíîé ïðÿìîëèíåéíîé ïîëîñû òðàåêòîðèÿìè ïðîöåññà.

Âî âòîðîé ãëàâå ïîëó÷åíû âûðàæåíèÿ äëÿ áåçóñëîâíîãî è óñëîâíîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî

îæèäàíèÿ çàòðàò õåäæåðà, èñïîëüçóþùåãî ìîäèôèöèðîâàííóþ ñòðàòåãèþ ïîñëåäîâàòåëüíî-

ãî õåäæèðîâàíèÿ. Óñëîâíîå ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå îïðåäåëÿåòñÿ ïðè ôèêñèðîâàííîì ìî-

ìåíòå ïåðâîãî äîñòèæåíèÿ íèæíåé ãðàíèöû ïîëîñû �íå÷óâñòâèòåëüíîñòè� òðàåêòîðèåé êóðñà

áàçîâîãî àêòèâà. Áåçóñëîâíîå ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàíî äëÿ îöåí-

êè ñòîèìîñòè îïöèîíà, óñëîâíîå ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå õàðàêòåðèçóåò ñðåäíèå çàòðàòû

õåäæåðà çà âðåìÿ, îñòàâøååñÿ ïîñëå äîñòèæåíèÿ öåíîé áàçîâîãî àêòèâà óðîâíÿ öåíû ïîñòàâ-

êè, äî èñòå÷åíèÿ ñðîêà äåéñòâèÿ êîíòðàêòà ïî óæå çàêëþ÷åííîìó îïöèîííîìó êîíòðàêòó.

Ïðåäëîæåí àëãîðèòì ïîèñêà îïòèìàëüíîé øèðèíû ïîëîñû �íå÷óâñòâèòåëüíîñòè� õåäæèðî-

âàíèÿ, ìèíèìèçèðóþùåé ñðåäíèå çàòðàòû õåäæåðà. Èññëåäîâàíà ñâÿçü ìåæäó çàäà÷àìè ìè-

íèìèçàöèè óñëîâíîãî è áåçóñëîâíîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ çàòðàò.

Ïîëó÷åíî âûðàæåíèÿ äëÿ ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ çàòðàò õåäæåðà. Èññëåäîâàíû ñâîé-

ñòâà ìîíîòîííîñòè è íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ çàòðàò, íàéäåíû åå òî÷êè ðàç-

ðûâà è çíà÷åíèÿ ëåâûõ ïðåäåëîâ â òî÷êàõ ðàçðûâà. Ïðåäëîæåí àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ îöåíîê

êâàíòèëè áåçóñëîâíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ çàòðàò õåäæåðà. Â àëãîðèòìå èñïîëüçóåòñÿ äîêàçàí-

íîå ñâîéñòâî ìîíîòîííîñòè êâàíòèëåé óñëîâíûõ ðàñïðåäåëåíèé ïðè èçâåñòíîì êîëè÷åñòâå

ïåðåñå÷åíèé ïîëîñû �íå÷óâñòâèòåëüíîñòè� òðàåêòîðèåé êóðñà áàçîâîãî àêòèâà ïî êîëè÷åñòâó

ïåðåñå÷åíèé ïîëîñû. Äëÿ èëëþñòðàöèè ðàáîòû ïðåäëîæåííûõ àëãîðèòìîâ ïðèâîäÿòñÿ ðå-

çóëüòàòû ÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåíòîâ.
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Â òðåòüåé ãëàâå èññëåäîâàíà äâóõøàãîâàÿ çàäà÷à õåäæèðîâàíèÿ åâðîïåéñêîãî êîëë-

îïöèîíà íà íåëèêâèäíîì ðûíêå. Â ïðåäëîæåííîé ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè ïðåäïîëàãàåòñÿ,

÷òî âðåìÿ èñïîëíåíèÿ êàæäîé îïåðàöèè êóïëè-ïðîäàæè áàçîâîãî àêòèâà ñëó÷àéíî è èìååò

ýêñïîíåíöèàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå, ïàðàìåòð êîòîðîãî çàâèñèò îò îáúåìà ïðîäàâàåìîãî èëè

ïîêóïàåìîãî áàçîâîãî àêòèâà. Èññëåäîâàíà çàäà÷à ìèíèìèçàöèè ñðåäíèõ çàòðàò íà õåäæè-

ðîâàíèå, â êîòîðîé âåäåòñÿ ïîèñê îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ íà ïåðâîì è âòîðîì øàãå â êëàññå

ïîçèöèîííûõ óïðàâëåíèé. Ïîä óïðàâëåíèåì íà êàæäîì øàãå ïîíèìàåòñÿ îáúåì ïîêóïêè èëè

ïðîäàæè áàçîâîãî àêòèâà. Äàííàÿ çàäà÷à ðåøàåòñÿ ìåòîäîì äèíàìè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâà-

íèÿ. Ïðèâåäåíî äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû î âèäå ôóíêöèè áóäóùèõ ïîòåðü íà ïîñëåäíåì øàãå,

äîêàçàíî ñóùåñòâîâàíèå íå áîëåå ÷åì äâóõ òî÷åê ëîêàëüíîãî ìèíèìóìà ó ôóíêöèè áóäóùèõ

ïîòåðü íà ïîñëåäíåì øàãå â îáëàñòè äîïóñòèìûõ ñòðàòåãèé. Ïðåäëîæåí ÷èñëåííûé àëãî-

ðèòì ïîèñêà îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ íà ïåðâîì øàãå. Ðàáîòà àëãîðèòìà èëëþñòðèðóåòñÿ

íà ïðèìåðå.

Â ÷åòâåðòîé ãëàâå ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à óäåðæàíèÿ àâòîìàòè÷åñêîãî àýðîñòàòà ïî

âûñîòå â ôèêñèðîâàííîé ïîëîñå âûñîò â òå÷åíèå çàäàííîãî âðåìåíè ïîëåòà T . Óïðàâëåíèå

àýðîñòàòîì îñóùåñòâëÿòüñÿ ïóòåì ñáðîñà áàëëàñòà íà íèæíåé ãðàíèöå ïîëîñû âûñîò è ÷à-

ñòè÷íûì âûïóñêîì ÷åðåç êëàïàí ðàáî÷åãî ãàçà íà âåðõíåé ãðàíèöå òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû

ïðè îòñóòñòâèè âíåøíèõ âîçìóùåíèé ïîñëå äîñòèæåíèÿ êàêîé-ëèáî ãðàíèöû ïîëîñû àýðî-

ñòàò äâèãàëñÿ ñ îäíîé è òîé æå ïî ìîäóëþ ñêîðîñòüþ â ñòîðîíó ïðîòèâîïîëîæíîé ãðàíèöû

ïîëîñû. Ïðåäëîæåí ÷èñëåííûé àëãîðèòì ïîèñêà îïòèìàëüíîé ìàññû îäíîãî ãðóçà è îïòè-

ìàëüíîãî êîëè÷åñòâà ãðóçîâ â áàëëàñòå â çàäà÷å ìèíèìèçàöèè ñðåäíåãî âðåìåíè íàõîæäåíèÿ

àýðîñòàòà çà ïðåäåëàìè óêàçàííîé ïîëîñû âûñîò ïðè îãðàíè÷åíèè, ÷òî òðåáóåìîå äëÿ óïðàâ-

ëåíèÿ àýðîñòàòîì â òå÷åíèå âðåìåíè ïîëåòà êîëè÷åñòâî ãðóçîâ íå ïðåâûñèò èìåþùèéñÿ çàïàñ

ñ çàäàííîé âåðîÿòíîñòüþ.

Â çàêëþ÷åíèè ïîäâåäåíû îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äàííîé ðàáîòû, ñôîðìóëèðîâàíû ðå-

çóëüòàòû, ïðåäñòàâëÿåìûå ê çàùèòå, à òàêæå ñôîðìóëèðîâàíû íåêîòîðûå ïåðñïåêòèâíûå

íàïðàâëåíèÿ èññëåäîâàíèé â îáëàñòè èññëåäîâàíèÿ ñòðàòåãèè ïîñëåäîâàòåëüíîãî õåäæèðî-

âàíèÿ, à òàêæå ïðèìåíåíèÿ ðàçðàáîòàííûõ ìåòîäîâ â èíûõ ïðèêëàäíûõ îáëàñòÿõ.

Àïðîáàöèÿ ðàáîòû. Ðåçóëüòàòû ðàáîòû äîêëàäûâàëèñü íà íàó÷íûõ ñåìèíàðàõ êàôåä-

ðû òåîðèè âåðîÿòíîñòåé Ìîñêîâñêîãî àâèàöèîííîãî èíñòèòóòà (ðóê. ïðîô. Êèáçóí À.È.),

íàó÷íîì ñåìèíàðå �Ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè ïðèíÿòèÿ ðåøåíèé� Èíñòèòóòà ìàòåìàòèêè èì.

Ñ. Ë. Ñîáîëåâà Ñèáèðñêîãî îòäåëåíèÿ Ðîññèéñêîé àêàäåìèè íàóê (ðóê. ïðîô. Áåðåñíåâ Â.Ë.),

íàó÷íîì ñåìèíàðå ëàáîðàòîðèè �7 Àäàïòèâíûõ è ðîáàñòíûõ ñèñòåì èì. ß.Ç. Öûïêèíà (ðóê.

ïðîô. Ïîëÿê Á.Ò.).
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Ìàòåðèàëû äèññåðòàöèè ïðåäñòàâëÿëèñü íà ðÿäå êîíôåðåíöèé: Ìåæäóíàðîäíûé ìîëî-

äåæíûé íàó÷íûé ôîðóì �ËÎÌÎÍÎÑÎÂ-2013� (Ðîññèÿ, Ìîñêâà, ÌÃÓ èì. Ì.Â. Ëîìîíî-

ñîâà), IV íàó÷íî-òåõíè÷åñêàÿ êîíôåðåíöèÿ ìîëîäûõ ó÷åíûõ è ñïåöèàëèñòîâ �Àêòóàëüíûå

âîïðîñû ðàçâèòèÿ ñèñòåì è ñðåäñòâ ÂÊÎ�, ïîñâÿùåííàÿ 105-ëåòèþ ñî äíÿ ðîæäåíèÿ àêàäå-

ìèêà À.À. Ðàñïëåòèíà (Ðîññèÿ, Ìîñêâà, 2013 ã.),40-àÿ ìåæäóíàðîäíàÿ ìîëîäåæíàÿ íàó÷íàÿ

êîíôåðåíöèÿ �Ãàãàðèíñêèå ÷òåíèÿ� (Ðîññèÿ, Ìîñêâà, ÌÀÒÈ, 2014 ã.), 6-ÿ Òðàäèöèîííàÿ ìî-

ëîäåæíàÿ øêîëà �Óïðàâëåíèå, èíôîðìàöèÿ è îïòèìèçàöèÿ� (Ðîññèÿ, Ìîñêîâñêàÿ îáëàñòü,

Ãðèãîð÷èêîâî, 2014 ã.), XI Âñåðîññèéñêàÿ øêîëà-êîíôåðåíöèÿ ìîëîäûõ ó÷åíûõ è ñïåöèàëè-

ñòîâ �Óïðàâëåíèå áîëüøèìè ñèñòåìàìè� (Ðîññèÿ, Àðçàìàñ, 2014 ã.),EURO Mini Conference on

Stochastic Programming and Energy Applications ECSP-2014 (Ôðàíöèÿ, Ïàðèæ, 24-26 ñåíòÿá-

ðÿ 2014 ã.), 13-ÿ Ìåæäóíàðîäíàÿ êîíôåðåíöèÿ �Àâèàöèÿ è êîñìîíàâòèêà � 2014� (Ðîññèÿ,

Ìîñêâà, ÌÀÈ ÃÒÓ, 2014 ã.), 20-ÿ Ìåæäóíàðîäíàÿ êîíôåðåíöèÿ �Ñèñòåìíûé àíàëèç, óïðàâ-

ëåíèå è íàâèãàöèÿ� (Ðîññèÿ, Åâïàòîðèÿ).

Ðàáîòà ïîääåðæàíà ãðàíòîì ÐÔÔÈ (ïðîåêò � 15-08-02833 À �Ðàçðàáîòêà âåðîÿòíîñòíî-

ãàðàíòèðóþùèõ àëãîðèòìîâ óïðàâëåíèÿ òåõíè÷åñêèìè îáúåêòàìè�).

Ïóáëèêàöèè. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû îïóáëèêîâàíû â 3 íàó÷íûõ ñòàòüÿõ [24�26] â æóðíà-

ëàõ, âõîäÿùèõ â ïåðå÷åíü ÂÀÊ, â 2 ñòàòüÿõ [27,84] â ñáîðíèêàõ è ìàòåðèàëàõ êîíôåðåíöèé, à

òàêæå â ñáîðíèêàõ òåçèñîâ äîêëàäîâ êîíôåðåíöèé [28,37,38]. Îáùåå êîëè÷åñòâî ïóáëèêàöèé

ïî òåìå äàííîé äèññåðòàöèè � 8.

Áëàãîäàðíîñòè. Àâòîð âûðàæàåò áëàãîäàðíîñòü íàó÷íîìó ðóêîâîäèòåëþ ïðîôåññîðó

À. È. Êèáçóíó è äîöåíòó êàôåäðû òåîðèè âåðîÿòíîñòåé ÌÀÈ Ñ. Ë. Ñåìàêîâó çà ðàçíîñòî-

ðîííþþ ïîìîùü, îêàçàííóþ â ïðîöåññå èññëåäîâàíèé è íàïèñàíèÿ äèññåðòàöèè.
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Ãëàâà 1.

Ìîäèôèêàöèÿ ñòðàòåãèè

ïîñëåäîâàòåëüíîãî õåäæèðîâàíèÿ

Â äàííîé ãëàâå ïðèâîäèòñÿ îïèñàíèå ñòðàòåãèè ïîñëåäîâàòåëüíîãî õåäæèðîâàíèÿ, çàêëþ-

÷àþùåéñÿ â ïîëíîì ïîêðûòèè îïöèîííîé ïîçèöèè ïðè ïðåâûøåíèè öåíîé áàçîâîãî àêòèâà

óðîâíÿ öåíû ïîñòàâêè, è ïðîäàæå âñåãî èìåþùåãîñÿ îáúåìà áàçîâîãî àêòèâà ïðè ïàäåíèè

óðîâíÿ öåíû áàçîâîãî àêòèâà íèæå óðîâíÿ öåíû ïîñòàâêè.

Â ðàçäåëå 1.1 ïðèâîäèòñÿ âûðàæåíèå äëÿ ñðåäíèõ çàòðàò ïðîäàâöà êîëë-îïöèîíà, èñ-

ïîëüçóþùåãî ñòðàòåãèþ ïîñëåäîâàòåëüíîãî õåäæèðîâàíèÿ, äëÿ ìîäåëè äèñêðåòíîé ìóëüòè-

ïëèêàòèâíîé ìîäåëè öåíîîáðàçîâàíèÿ áàçîâîãî àêòèâà. Äëÿ ìîäåëè ôèíàíñîâîãî ðûíêà ñ

íåïðåðûâíûì âðåìåíåì ïðèâîäèòñÿ äîêàçàòåëüñòâî íåñàìîôèíàíñèðóåìîñòè ñòðàòåãèè ïî-

ñëåäîâàòåëüíîãî õåäæèðîâàíèÿ.

Â ðàçäåëå 1.2 ïðåäëàãàåòñÿ âàðèàíò ìîäèôèêàöèè ñòðàòåãèè ïîñëåäîâàòåëüíîãî õåäæè-

ðîâàíèÿ, çàêëþ÷àþùèéñÿ âî ââåäåíèè ïîëîñû �íå÷óâñòâèòåëüíîñòè� õåäæà. Äàííàÿ ìîäèôè-

êàöèÿ ïîçâîëÿåò èçáåæàòü ÷ðåçìåðíîãî ðîñòà çàòðàò íà õåäæèðîâàíèå â ñëó÷àå ÷àñòûõ êî-

ëåáàíèé öåíû áàçîâîãî àêòèâà îòíîñèòåëüíî óðîâíÿ öåíû ïîñòàâêè. Äëÿ ó÷åòà âîçìîæíîñòè

äîñðî÷íîãî èñïîëíåíèÿ îïöèîíà àìåðèêàíñêîãî òèïà äåðæàòåëåì îïöèîíà ïðåäïîëàãàåòñÿ,

÷òî èñïîëíåíèå îïöèîíà ìîæåò ïðîèçîéòè ïðè ëþáîì ïåðåñå÷åíèè ïîëîñû �íå÷óâñòâèòåëü-

íîñòè� ñ ôèêñèðîâàííîé âåðîÿòíîñòüþ.

Â ðàçäåëå 1.3 ïðèâîäÿòñÿ îñíîâíûå ñâîéñòâà ïðîöåññà öåíîîáðàçîâàíèÿ, óòâåðæäåíèÿ î

ðàñïðåäåëåíèè ìîìåíòà ïåðâîãî äîñòèæåíèÿ óðîâíÿ öåíû ïîñòàâêè òðàåêòîðèåé öåíû áà-

çîâîãî àêòèâà è î ðàñïðåäåëåíèè ÷èñëà ïåðåñå÷åíèé ïîëîñû �íå÷óâñòâèòåëüíîñòè� õåäæà

òðàåêòîðèåé öåíû áàçîâîãî àêòèâà â íàïðàâëåíèÿõ �ñâåðõó âíèç� è �ñíèçó ââåðõ�, à òàêæå

ðàñïðåäåëåíèå îáùåãî ÷èñëà ïåðåñå÷åíèé.

Â ïåðâîé è âòîðîé ãëàâàõ èñïîëüçóþòñÿ ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ:

K � öåíà ïîñòàâêè;
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T � âðåìÿ æèçíè îïöèîíà;

S � ñòàðòîâàÿ öåíà áàçîâîãî àêòèâà;

r � áåçðèñêîâàÿ ïðîöåíòíàÿ ñòàâêà;

σ � âîëàòèëüíîñòü öåíû áàçîâîãî àêòèâà;

µ � êîýôôèöèåíò ëèíåéíîãî òðåíäà â èçìåíåíèè ñòîèìîñòè áàçîâîãî àêòèâà;

θ � ïðîöåíò êîìèññèîííûõ èçäåðæåê ïðè ïîêóïêå áàçîâîãî àêòèâà;

I{A} � èíäèêàòîðíàÿ ôóíêöèÿ ñîáûòèÿ A;

η(·) � ôóíêöèÿ Õåâèñàéäà;

P{A} � âåðîÿòíîñòü ñîáûòèÿ A;

M[·] � ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû;

W (t) � âèíåðîâñêèé ïðîöåññ;

S(t) � ñòîèìîñòü áàçîâîãî àêòèâà â ìîìåíò âðåìåíè t;

B(t) � ñòîèìîñòü áåçðèñêîâîãî àêòèâà â ìîìåíò âðåìåíè t;

V (t) � ïðîöåññ ñòîèìîñòè õåäæèðóþùåãî ïîðòôåëÿ;

F (t) = S(t)
B(t)

� ôîðâàðäíàÿ öåíà áàçîâîãî àêòèâà;

Λt(y) � ëîêàëüíîå âðåìÿ ïðîöåññà öåíîîáðàçîâàíèÿ íà óðîâíå y ê ìîìåíòó âðåìåíè t;

F (ρ) � ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ îòíîñèòåëüíûõ ïðèðàùåíèé öåíû áàçîâîãî àêòèâà â äèñ-

êðåòíîé ìóëüòèïëèêàòèâíîé ìîäåëè öåíîîáðàçîâàíèÿ;

N � ãîðèçîíò õåäæèðîâàíèÿ â äèñêðåòíîé ìóëüòèïëèêàòèâíîé ìîäåëè;

∆ = T/N � øàã äèñêðåòèçàöèè â äèñêðåòíîé ìóëüòèïëèêàòèâíîé ìîäåëè;

H � ïîëîñà �íå÷óâñòâèòåëüíîñòè� õåäæà;

d � îòíîñèòåëüíàÿ øèðèíà ïîëîñû �íå÷óâñòâèòåëüíîñòè� õåäæà;

τ � ìîìåíò ïåðâîãî äîñòèæåíèÿ óðîâíÿ K öåíû ïîñòàâêè òðàåêòîðèåé öåíû S(t) áàçîâîãî

àêòèâà;

Fτ (t, x,K) � çíà÷åíèå ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ ÑÂ τ â òî÷êå t ïðè óñëîâèè, ÷òî S(0) = x;

fτ (t, x,K) � ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ ÑÂ τ â òî÷êå t ïðè óñëîâèè, ÷òî S(0) = x;

η+ � êîëè÷åñòâî ïåðåñå÷åíèé ïîëîñû H òðàåêòîðèåé S(t) â íàïðàâëåíèè �ñíèçó ââåðõ� çà

âðåìÿ T ;

η− � êîëè÷åñòâî ïåðåñå÷åíèé ïîëîñû H òðàåêòîðèåé S(t) â íàïðàâëåíèè �ñâåðõó âíèç� çà

âðåìÿ T ;

P (i, t0) � âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ñóììàðíîå êîëè÷åñòâî ïåðåñå÷åíèé η+ + η− ïîëîñû H

òðàåêòîðèåé S(t) ðàâíî i ïðè óñëîâèè, ÷òî öåíà S(t) äîñòèãëà óðîâåíü K öåíû ïîñòàâêè â

ìîìåíò t0;
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P (i) � âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ñóììàðíîå êîëè÷åñòâî ïåðåñå÷åíèé η+ + η− ïîëîñû H òðà-

åêòîðèåé S(t) ðàâíî i;

ρ+ � çàòðàòû õåäæåðà ïðè ïåðåñå÷åíèè �ñíèçó ââåðõ� ïîëîñû H òðàåêòîðèåé S(t);

ρ− � çàòðàòû õåäæåðà ïðè ïåðåñå÷åíèè �ñâåðõó âíèç� ïîëîñû H òðàåêòîðèåé S(t);

p(d) � âåðîÿòíîñòü èñïîëíåíèÿ îïöèîíà äåðæàòåëåì ïðè îäíîì ïåðåñå÷åíèè ïîëîñû H

òðàåêòîðèåé S(t);

νi � ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà, îïðåäåëÿþùàÿ ôàêò èñïîëíåíèÿ îïöèîíà äåðæàòåëåì ïðè i-ì

ïåðåñå÷åíèè ïîëîñû H òðàåêòîðèåé S(t);

ζ � öåíà áàçîâîãî àêòèâà â ìîìåíò èñïîëíåíèÿ îïöèîíà äåðæàòåëåì, çà âû÷åòîì öåíû

ïîñòàâêè K;

Fζ(·) � ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ζ;

li � çàòðàòû íà õåäæèðîâàíèå ïðè i-ì ïåðåñå÷åíèè ïîëîñû H òðàåêòîðèåé öåíû S(t)

áàçîâîãî àêòèâà;

L(d) � ñóììàðíûå çàòðàòû õåäæåðà, èñïîëüçóþùåãî ìîäèôèöèðîâàííóþ ñòðàòåãèþ ïî-

ñëåäîâàòåëüíîãî õåäæèðîâàíèÿ, ïðè ôèêñèðîâàííîé øèðèíå d ïîëîñû �íå÷óâñòâèòåëüíîñòè�

õåäæà.

1.1. Ïîñëåäîâàòåëüíîå õåäæèðîâàíèå

Ñòðàòåãèÿ ïîñëåäîâàòåëüíîãî õåäæèðîâàíèÿ çàêëþ÷àåòñÿ â ïîëíîì ïîêðûòèè îïöèîí-

íîé ïîçèöèè (ò.å. ïðèîáðåòåíèè áàçîâîãî àêòèâà â ïîëíîì îáúåìå) ïðè ïåðåõîäå ñîñòîÿíèÿ

îïöèîíà îò ïðîèãðûøà ê âûèãðûøó, ò.å. ïðè ïðåâûøåíèè öåíîé áàçîâîãî àêòèâà óðîâíÿ öå-

íû ïîñòàâêè, ïðè îáðàòíîì ïåðåõîäå õåäæåð ïîëíîñòüþ ïðîäàåò âñå àêòèâû â õåäæèðóþùåì

ïîðòôåëå (îòêðûâàåò îïöèîííóþ ïîçèöèþ), ÷òîáû èçáåæàòü ïîòåðü ñâÿçàííûõ ñ äàëüíåéøèì

âîçìîæíûì ïàäåíèåì ñòîèìîñòè. Äëÿ ïîêóïêè àêòèâîâ õåäæåðîì èñïîëüçóþòñÿ çàèìñòâî-

âàííûå ôîíäû.

Ñòðàòåãèÿ ïîñëåäîâàòåëüíîãî õåäæèðîâàíèÿ ÿâëÿåòñÿ ïðîñòûì è ýôôåêòèâíûì ïðàâè-

ëîì óïðàâëåíèÿ õåäæèðóþùèì ïîðòôåëåì ïðîäàâöîì êîëë-îïöèîíà. Âïåðâûå ñòðàòåãèÿ áû-

ëà îïèñàíà â [82], ãäå ïîëó÷èëà íàçâàíèå �stop-loss start-gain strategy� (ñòðàòåãèÿ îñòàíîâêè

ïîòåðü è íà÷àëà âûèãðûøåé). Â Ðîññèè äàííàÿ ñòðàòåãèÿ âïåðâûå èññëåäîâàëàñü Áóðåíèíûì

â [6] è [7], ãäå ïîëó÷èëà íàçâàíèå �ñòðàòåãèÿ ïîñëåäîâàòåëüíîãî õåäæèðîâàíèÿ�. Â [10] äëÿ

äèñêðåòíîé ìóëüòèïëèêàòèâíîé ìîäåëè öåíîîáðàçîâàíèÿ ïîëó÷åíî çíà÷åíèå ñðåäíèõ ïîòåðü

ïðîäàâöà àìåðèêàíñêîãî îïöèîíà òèïà êîëë, èñïîëüçóþùåãî ñòðàòåãèþ ïîñëåäîâàòåëüíîãî

õåäæèðîâàíèÿ.
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Ïðè èñïîëüçîâàíèè õåäæåðîì ìîäåëåé, îïèñàííûõ ðàíåå, õåäæåð ìîæåò ïðîäèôôåðåíöè-

ðîâàòü ôîðìóëó öåíû îïöèîíà, âûáðàííóþ â çàâèñèìîñòè îò ïðèíÿòîé öåíîâîé ìîäåëè, ïî

èíòåðåñóùåìó åãî ïàðàìåòðó (íàïðèìåð âîëàòèëüíîñòè) è ïðèðàâíÿòü ïðîèçâîäíóþ ê íóëþ,

ïîäîáðàâ ñîîòâåòñòâóþùèå êîýôôèöèåíòû õåäæà. Òåì ñàìûì õåäæåð áóäåò ñòðàõîâàòü ñâîé

ïîðòôåëü îò êîëåáàíèé âûáðàííîãî ïàðàìåòðà ìîäåëè. Òàêîé ïîäõîä íàçûâàåòñÿ �÷àñòè÷íûì

ïîêðûòèåì�.

Ïðåèìóùåñòâî ñòðàòåãèè ïîñëåäîâàòåëüíîãî õåäæèðîâàíèÿ ïåðåä ÷àñòè÷íûì ïîêðûòè-

åì çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî ñòðàòåãèè ÷àñòè÷íîãî ïîêðûòèÿ ñòðàõóþò ïîðòôåëü õåäæåðà îò

êîëåáàíèé òîëüêî îäíîãî ïàðàìåòðà, êðîìå òîãî, äëÿ ðåàëèçàöèè ýòèõ ñòðàòåãèé òðåáóåòñÿ

ïîñòîÿííàÿ ïåðåáàëàíñèðîâêà ïîðòôåëÿ, â òî âðåìÿ êàê ïðè èñïîëüçîâàíèè ñòðàòåãèè ïîñëå-

äîâàòåëüíîãî õåäæèðîâàíèÿ ïåðåáàëàíñèðîâêà ïðîèñõîäèò òîëüêî â ìîìåíòû ïåðåñå÷åíèÿ

êóðñîì àêòèâà óðîâíÿ öåíû ïîñòàâêè áàçîâîãî àêòèâà, è äëÿ åå îñóùåñòâëåíèÿ íå òðåáóåòñÿ

òðóäîåìêèõ âû÷èñëåíèé îáúåìà âëîæåíèé â ðèñêîâûé àêòèâ â êàæäûé ìîìåíò âðåìåíè.

1.1.1. Äîêàçàòåëüñòâî íåñàìîôèíàíñèðóåìîñòè ñòðàòåãèè

Â ñëó÷àå íåïðåðûâíîé ìîäåëè öåíû àêöèè áàçîâîãî àêòèâà ñòðàòåãèÿ ïîñëåäîâàòåëüíîãî

õåäæèðîâàíèÿ ìîæåò ïîêàçàòüñÿ ñàìîôèíàíñèðóåìîé, ò.å. íå òðåáóþùåé äîïîëíèòåëüíûõ èí-

âåñòèöèé, îäíàêî Ï. Êàðð [56] äîêàçàë íåñàìîôèíàíñèðóåìîñòü ñòðàòåãèè ïîñëåäîâàòåëüíîãî

õåäæèðîâàíèÿ è âûâåë ñ ïîìîùüþ ýòîé ñòðàòåãèè íîâóþ ôîðìóëó äëÿ îöåíêè åâðîïåéñêî-

ãî êîëë-îïöèîíà, ýêâèâàëåíòíóþ ôîðìóëå Áëýêà-Øîóëñà. Ïóñòü èçìåíåíèå öåíû áàçîâîãî

àêòèâà îïèñûâàåòñÿ ñëó÷àéíûì ïðîöåññîì, îïðåäåëÿåìûì ñëåäóþùèì óðàâíåíèåì:

dS(t) = [µdt+ σdW (t)]S(t),

S(0) = S.

À ñòîèìîñòü áåçðèñêîâîãî àêòèâà â ìîìåíò âðåìåíè t ðàâíà

B(t) = e−r(T−t),

ãäå r � áåçðèñêîâàÿ ïðîöåíòíàÿ ñòàâêà.

Êàê è ðàíåå, õåäæèðóþùèé ïîðòôåëü â ìîìåíò âðåìåíè t áóäåò ñîñòîÿòü èç n(t) àêöèé

áàçîâîãî àêòèâà è m(t) áåçðèñêîâûõ öåííûõ áóìàã. Ñòîèìîñòü õåäæèðóþùåãî ïîðòôåëÿ â

ìîìåíò âðåìåíè t ðàâíà

V (t) = n(t)S(t) +m(t)B(t), (1.1)
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ãäå, ñîãëàñíî ñòðàòåãèè ïîñëåäîâàòåëüíîãî õåäæèðîâàíèÿ,

m(t) = −I{S(t) > KB(t)}K,

n(t) = I{S(t) > KB(t)}, äëÿ âñåõ t ∈ [0, T ].

Äëÿ îïðåäåëåííîñòè ïîëîæèì, ÷òî äëÿ îïöèîíà áåç âûèãðûøà ïîçèöèÿ ïîäïèñ÷èêà îïöèîíà

îñòàåòñÿ îòêðûòîé. Ïîäñòàâèì âûðàæåíèÿ äëÿ m(t) è n(t) â (1.1) è ïîëó÷èì, ÷òî ñòîèìîñòü

ïîðòôåëÿ â ìîìåíò âðåìåíè t ðàâíà íèæíåé ãðàíèöå ñòîèìîñòè êîëë-îïöèîíà ñ öåíîé èñïîë-

íåíèÿ K è ñðîêîì ïîñòàâêè T :

V (t) = −I{S(t) > KB(t)}KB(t) + I{S(t) > KB(t)}S(t) = max{0, S(t)−KB(t)}, .

äëÿ âñåõ t ∈ [0, T ]. Ïîñêîëüêó B(T ) = 1 íà ìîìåíò âðåìåíè T õåäæèðóþùèé ïîðòôåëü

êîïèðóåò âûïëàòû êîëë-îïöèîíà:

V (T ) = max{0, S(T )−K}.

Ñòðàòåãèÿ ïîñëåäîâàòåëüíîãî õåäæèðîâàíèÿ áûëà áû ñàìîôèíàíñèðóåìîé, åñëè áû âûïîë-

íÿëîñü óñëîâèå

V (t) = V (0) +

t∫
0

m(v) dB(v) +

t∫
0

n(v) dS(v)

èëè

V (t)

B(t)
=
V (0)

B(0)
+

t∫
0

n(v)d

(
S(v)

B(v)

)
,

äëÿ âñåõ t ∈ [0, T ].

Ïóñòü F (t) = S(t)
B(t)

= S(t)ert � ôîðâàðäíàÿ öåíà àêòèâà. Èñïîëüçóÿ ýòî îáîçíà÷åíèå, óñëî-

âèå ñàìîôèíàíñèðîâàíèÿ ìîæíî çàïèñàòü êàê

max{0, F (t)−K} = max{0, F (0)−K}+

t∫
0

I{F (v) > K}dF (v).

Àðáèòðàæíàÿ âîçìîæíîñòü îïðåäåëÿåòñÿ êàê ñàìîôèíàíñèðóåìàÿ ñòðàòåãèÿ, íå òðåáóþùàÿ

íà÷àëüíûõ èíâåñòèöèé, íå äîïóñêàþùàÿ îòðèöàòåëüíûõ çíà÷åíèé ñòîèìîñòè ïîðòôåëÿ è

îáåñïå÷èâàþùàÿ íåêîòîðóþ íåíóëåâóþ âåðîÿòíîñòü ïîëîæèòåëüíûõ âûïëàò:

1) V (0) = 0;

2) P{V (T ) ≥ 0} = 1;

3) P{V (T ) > 0} > 0.

Åñëè ðàññìîòðåòü ñòîèìîñòü õåäæèðóþùåãî ïîðòôåëÿ ïðè ñòðàòåãèè ïîñëåäîâàòåëüíîãî

õåäæèðîâàíèÿ äëÿ îïöèîíà, ñòàðòóþùèé ñ ïðîèãðûøåì èëè áåç âûèãðûøà, òî îíà óäîâëåòâî-

ðÿåò âñåì òðåì óñëîâèÿì àðáèòðàæíîé âîçìîæíîñòè è êàæåòñÿ ñàìîôèíàíñèðóåìîé. Îäíàêî,
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â ðàìêàõ ìîäåëè Áëýêà-Øîóëñà àðáèòðàæíîé âîçìîæíîñòè ñóùåñòâîâàòü íå äîëæíî. Ðàç-

ðåøåíèå ýòîãî ïàðàäîêñà çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî äàííàÿ ñòðàòåãèÿ íå ÿâëÿåòñÿ ñàìîôèíàí-

ñèðóåìîé. Äåéñòâèòåëüíî, ôîðâàðäíàÿ öåíà àêòèâà èìååò ðàçðûâíóþ ïåðâóþ ïðîèçâîäíóþ.

Îäíàêî îáîáùåííàÿ ôîðìà ëåììû Èòî [71] èìååò ìåñòî äëÿ âûïóêëûõ ôóíêöèé, êîòîðûå íå

îáÿçàòåëüíî ÿâëÿþòñÿ íåïðåðûâíî-äèôôåðåíöèðóåìûìè:

g(F (t)) = g(F (0)) +

t∫
0

D−g(F (v))dF (v) +

∞∫
−∞

Λt(y)µ(dy), (1.2)

ãäå

D−g(y) = lim
ε→0+

g(y)− g(y − ε)
ε

ÿâëÿåòñÿ ëåâîé ïðîèçâîäíîé g, µ(a, b) = D−g(b) − D−g(a). Ïîëàãàÿ g(y) = max{0, y − K},

ïîëó÷èì D−g(y) = I{y > K}. Ïîäñòàâíîâêà ýòîé ôóíêöèè â (1.2) äàåò ôîðìóëó Òàíàêà-

Ìåéåðà [71]:

max{0, F (t)−K} = max{0, F (0)−K}+

t∫
0

I{F (v) > K}dF (t) + Λt(K). (1.3)

Áåç ó÷åòà ïîñëåäíåãî ñëàãàåìîãî, óðàâíåíèå (1.3) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé óñëîâèå ñàìîôèíàíñè-

ðîâàíèÿ. Îäíàêî, ïîñëåäíåå ñëàãàåìîå ïîëîæèòåëüíî ñ íåíóëåâîé âåðîÿòíîñòüþ äëÿ ëþáîãî

t. Ñëåäîâàòåëüíî, óñëîâèå ñàìîôèíàíñèðîâàíèÿ íå âûïîëíÿåòñÿ.

Ñòðàòåãèÿ ïîñëåäîâàòåëüíîãî õåäæèðîâàíèÿ íå ÿâëÿåòñÿ ñàìîôèíàíñèðóåìîé èç-çà äî-

ïîëíèòåëüíîãî ÷ëåíà â îáîáùåííîé ôîðìå ëåììû Èòî. Ýòîò äîïîëíèòåëüíûé ÷ëåí îòëè÷åí

îò íóëÿ áëàãîäàðÿ òîìó, ÷òî ãåîìåòðè÷åñêîå áðîóíîâñêîå äâèæåíèå ïåðåñåêàåò óðîâåíü öåíû

ïîñòàâêè (â ñëó÷àå åãî äîñòèæåíèÿ) áåñêîíå÷íî ìíîãî ðàç. Êàê òîëüêî öåíà àêòèâà äîñòèãàåò

öåíû ïîñòàâêè, îíà áåñêîíå÷íî ÷àñòî âîçâðàùàåòñÿ ê äàííîìó óðîâíþ íà ëþáîì ïîñëåäóþ-

ùåì èíòåðâàëå âðåìåíè, íåçàâèñèìî îò åãî ïðîäîëæèòåëüíîñòè. Êàæäûé ðàç ïðè âîçâðàùå-

íèè öåíû àêòèâà èíâåñòîð äîëæåí ïðèíÿòü ðåøåíèå: äåðæàòü ëè ïîçèöèþ îòêðûòîé èëè íåò.

Åñëè îí ðåøàåò äåðæàòü ïîçèöèþ îòêðûòîé, òî òðåáóåòñÿ äîïîëíèòåëüíîå ôèíàíñèðîâàíèå â

ñëó÷àå ïîñëåäóþùåãî ðîñòà öåíû, åñëè ðåøàåò äåðæàòü çàêðûòîé � òî èíâåñòîð íåñåò ïîòåðè

â ñëó÷àå ïàäåíèÿ öåíû. Âåëè÷èíà äîïîëíèòåëüíûõ çàòðàò íà ìîìåíò âðåìåíè t ðàâíàΛt(x).

Âåëè÷èíà Λt(x) ñîîòâåòñòâóåò ëîêàëüíîìó âðåìåíè ïðîöåññà öåíîîáðàçîâàíèÿ íà óðîâíå x ê

ìîìåíòó âðåìåíè t.

Èñïîëüçóÿ ïîíÿòèå ëîêàëüíîãî âðåìåíè, Ï. Êàðð ïîëó÷èë íîâîå ïðåäñòàâëåíèå ñòîèìîñòè

åâðîïåéñêîãî êîëë-îïöèîíà â ðàìêàõ ìîäåëè Áëýêà-Øîóëñà:

C(0) = max(0, S −KB(0)) +B(0)M[Λt(K)], (1.4)
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ãäå ïåðâîå ñëàãàåìîå ÿâëÿåòñÿ ïî îïðåäåëåíèþ âíóòðåííåé ñòîèìîñòüþ îïöèîíà, òî åñòü âû-

ïëàòîé ïî îïöèîíó åñëè ñðîê èñïîëíåíèÿ áûë áû ðàâåí íóëþ. Âòîðîå ñëàãàåìîå íàçûâàåòñÿ

âðåìåííîé ñòîèìîñòüþ îïöèîíà, ò.å äîïîëíèòåëüíîé ïëàòîé çà âðåìåííîé ðèñê ïîäïèñ÷èêà.

Èç ôîðìóëû (1.4) ñëåäóåò, ÷òî âðåìåííàÿ öåíà îïöèîíà åñòü òåêóùåå çíà÷åíèå ìàòåìàòè÷å-

ñêîãî îæèäàíèÿ åãî ëîêàëüíîãî âðåìåíè. Îíà òàêæå ÿâëÿåòñÿ îæèäàåìîé âåëè÷èíîé âíåø-

íåãî ôèíàíñèðîâàíèÿ ñòðàòåãèè.

Â ñâîåé ðàáîòå Ï. Êàðð ïîêàçàë, ÷òî îæèäàåìîå ëîêàëüíîå âðåìÿ ìîæåò áûòü ïðåäñòàâ-

ëåíî êàê

M[Λt(K)] =
σ2K2

2

T∫
0

1

σK
√
t
Φ′
(

ln(F (0)/K)− σ2t/2

σ
√
t

)
dt,

ãäå Φ′(x) = e−x
2/2

√
2π

.

Ïîäñòàíîâêà ýòîãî âûðàæåíèÿ â (1.4) äàåò íîâóþ îöåíêó ïðåìèè çà îïöèîí

C(0) = max(0, S −Ke−rT ) + erT
σK

2

T∫
0

1√
t
Φ′
(

ln(S/Ke−rT )− σ2t/2

σ
√
t

)
dt (1.5)

Ýòî ðàçëîæåíèå ýêâèâàëåíòíî ôîðìóëå Áëýêà-Øîóëñà (4). ×òîáû óáåäèòüñÿ â ýòîì, âûïèøåì

ôîðìóëó Áëýêà-Øîóëñà êàê ÿâíóþ ôóíêöèþ âîëàòèëüíîñòè σ:

C(σ) = S0Φ(d1(σ))−Ke−rTΦ(d2(σ)),

ãäå d1(σ) ,
(

ln
(

S0

Ke−rT

)
+ σ2T

2

)/
σ
√
T , d2(σ) , d1(σ)− σ(

√
T ).

Äèôôåðåíöèðîâàíèå ïî âîëàòèëüíîñòè äàåò

C ′(σ) = Ke−rTΦ′(d2(σ))
√
T .

Îáðàòíî, èíòåãðèðóÿ ïî âîëòàëüíîñòè, ïîëó÷èì

C(σ) = Ke−rT
σ∫

0

Φ′(d2(η))
√
Tdη + max(0, S −Ke−rT ). (1.6)

Èñïîëüçóÿ çàìåíó t = (T/σ2)η2, ïîëó÷èì âûðàæåíèå (1.5).

Ýòà ñòðàòåãèÿ ìîæåò òàêæå ïðèìåíÿòüñÿ ê äðóãèì ñòîõàñòè÷åñêèì ïðîöåññàì. Äëÿ íåïðå-

ðûâíûõ ïðîöåññîâ, îòëè÷íûõ ãåîìåòðè÷åñêîãî áðîóíîâñêîãî äâèæåíèÿ, ìîæåò îêàçàòüñÿ ïðî-

ùå ðàáîòàòü ñ ñîáñòâåííûì èíòåãðàëîì ïî âðåìåíè, àíàëîãè÷íûì (1.5), ÷åì ñ íåñîáñòâåííûì

ïðîñòðàíñòâåííûì èíòåãðàëîì, àíàëîãè÷íûì (1.6).

27



1.1.2. Ñðåäíèå ïîòåðè ïðè èñïîëüçîâàíèè ñòðàòåãèè ïîñëåäîâàòåëü-

íîãî õåäæèðîâàíèÿ

Â ðàáîòå Â. È. Ãóáåðíèåâà è À. È. Êèáçóíà [10] áûë ïðîèçâåäåí ðàñ÷åò ñðåäíèõ ïîòåðü

õåäæåðà, èñïîëüçóþùåãî ñòðàòåãèþ ïîñëåäîâàòåëüíîãî õåäæèðîâàíèÿ äëÿ äèñêðåòíîé ìóëü-

òèïëèêàòèâíîé ìîäåëè öåíîîáðàçîâàíèÿ àêöèé áàçîâîãî àêòèâà.

Ïðèìåì ìîäåëü öåíîîáðàçîâàíèÿ, ïðè êîòîðîé îòíîñèòåëüíûå ïðèðàùåíèÿ öåíû àêöèé

ρn ÿâëÿþòñÿ íåçàâèñèìûìè â ñîâîêóïíîñòè ñëó÷àéíìè âåëè÷èíàìè, èìåþùèìè íåêîòîðîå

àáñîëþòíî íåïðåðûâíîå ðàñïðåäåëåíèå ñ íóëåâûì ìàòåìàòè÷åñêèì îæèäàíèåì è íåêîòîðîé

êîíå÷íîé (âåñüìà ìàëîé ïî ñðàâíåíèèþ ñ âåëè÷èíîé êóðñà) äèñïåðñèåé σ2∆, ãäå ∆ = T/N ,

T� êðàéíèé ñðîê ïîñòàâêè, n � ÷èñëî ðàçáèåíèé èíòåðâàëà [0, T ], ∆ � øàã äèñêðåòèçàöèè.

Òàêèì îáðàçîì

ρn ∼ F (ρ), n = 1, 2, · · · , N,

ïðè ýòîì ìîäåëü êîòèðîâêè áàçîâîãî àêòèâà áóäåò ñëåäóþùåé:

Sn = Sn−1(1 + ρn) = S0 ·
n∏
k=1

(1 + ρk), n = 1, 2, · · · , N. (1.7)

Â ñîîòâåòñòâèè ñî ñòðàòåãèåé ïîñëåäîâàòåëüíîãî õåäæèðîâàíèÿ, â ìîìåíò âðåìåíè n1, êîãäà

Sn1−1 ≤ K < Sn1 ýìèòåíò ïîêóïàåò M àêöèé áàçîâîãî àêòèâà ïî öåíå Sn1 è äåðæèò èõ äî òåõ

ïîð, ïîêà Sn > K. Â ìîìåíò n2, êîãäà Sn2−1 > K ≥ Sn2 , õåäæåð ïðîäàåò êóïëåííûå ðàíåå M

àêöèé ïî öåíå Sn2 .

Â ñòàòüå áûë ðåøåí ñëåäóþùèé âîïðîñ: êàêîâû áóäóò îæèäàåìûå çàòðàòû õåäæåðà ïðè

ïðîâåäåíèè ñòðàòåãèè ïîñëåäîâàòåëüíîãî õåäæèðîâàíèÿ äëÿ âûáðàííîé ìîäåëè êîòèðîâêè

áàçîâîãî àêòèâà? Îòâåò íà ýòîò âîïðîñ äàåò ñëåäóþùàÿ òåîðåìà:

Òå î ð åì à 1 ( [10]). Ïóñòü âûïîëíåíû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

(i) Ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû Sn ïîä÷èíÿþòñÿ ðåêóððåíòíîìó ñîîòíîøåíèþ (1.7), ãäå ρn èìå-

þò ðàñïðåäåëåíèå F (ρ) è íåçàâèñèìû â ñîâîêóïíîñòè;

(ii) Pn(s) � ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû Sn, n = 1, 2, · · · , N ;
(iii) Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà LN îïðåäåëÿåò ïîòåðè õåäæåðà è îïðåäåëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèåì

LN =
N∑
n=1

ln, ãäå ln =


Sn, åñëè Sn−1 ≤ K < Sn

−Sn, åñëè Sn−1 > K ≥ Sn

0, â îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ

(iv) Ôóíêöèÿ Gn(y) îïðåäåëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèåì

Gn(y) =

∞∫
0

(
f

(
K + y − s

s

)
η(K − s)

s
+ f

(
K − y − s

s

)
η(K − s)

s

)
dPn(s),
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ãäå f(ρ) = F ′(ρ) � ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ρn, ïðè÷åì x ·f(x)→x→∞ 0,

η(x) � ôóíêöèÿ Õåâèñàéäà;

òîãäà ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå âåëè÷èíû LN âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå

M[LN ] =
N∑
n=1

∞∫
0

Gn−1(y)ydy. (1.8)

Çàìå÷àíèå 1. Ïóñòü âñå èíâåñòîðû ñîãëàñíû ñ òåì, ÷òî ïðîöåññ êîòèðîâêè áàçîâîãî àê-

òèâà ïîä÷èíÿåòñÿ äèñêðåòíîé ìóëüòèïëèêàòèâíîé ìîäåëèè (1.7). Òîãäà, ñîãëàñíî óòâåðæäå-

íèþ òåîðåìû, îæèäàåìûå ïîòåðè õåäæåðà ïðè ïðîâåäåíèè ïîñëåäîâàòåëüíîãî õåäæèðîâàíèÿ

êîëë-îïöèîíà íà ýòîò àêòèâ íà ìîìåíò n ðàññ÷èòûâàþòñÿ ïî ôîðìóëå (1.8).

Òåîðåìà 1 îñòàâëÿåò îòêðûòûì âîïðîñ î íàõîæäåíèè ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ Pn(s). Ñëå-

äóþùàÿ òåîðåìà äàåò àñèìïòîòè÷åñêóþ îöåíêó ýòîé ôóíêöèè.

Òå î ð åì à 2. Ïóñòü âûïîëíåíû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

(i) Ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû Sn ïîä÷èíÿþòñÿ ðåêóððåíòíîìó ñîîòíîøåíèþ (1.7), ãäå ρn èìå-

þò ðàñïðåäåëåíèå F (ρ) è íåçàâèñèìû â ñîâîêóïíîñòè;

(ii) Pn(s) � ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû Sn, n = 1, 2, · · · , N

P̃n(s) =

s∫
0

1

x
√

2πnγ
e
− 1

2

(
ln x

S0
+ nγ

2

)2

nγ dx, ãäå γ , ln(1 + σ2∆), s > 0;

(iii) ôóíêöèè Gn(y) è G̃n(y) îïðåäåëÿþòñÿ ñîîòíîøåíèÿìè

Gn(y) =

∞∫
0

(
f

(
K + y − s

s

)
η(K − s)

s
+ f

(
K − y − s

s

)
η(K − s)

s

)
dPn(s),

G̃n(y) =

∞∫
0

(
f

(
K + y − s

s

)
η(K − s)

s
+ f

(
K − y − s

s

)
η(K − s)

s

)
dP̃n(s),

ãäå f(ρ) = F ′(ρ) � ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ρn, ïðè÷åì x ·f(x)→x→∞ 0,

η(x) � ôóíêöèÿ Õåâèñàéäà;

Òîãäà

∀y > 0|GN(y)− G̃N(y)| → 0, ïðè N →∞.

Òàêèì îáðàçîì, âûðàæåíèå äëÿ ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ ïîòåðü õåäæåðà ïðè ïðîâåäåíèè

ñòðàòåãèè ïîñëåäîâàòåëüíîãî õåäæèðîâàíèÿ äëÿ äèñêðåòíîé ìóëüòèïëèêàòèâíîé ìîäåëè öå-

íîîáðàçîâàíèÿ áàçîâîãî àêòèâà ïîëíîñòüþ îïðåäåëåíî.

1.2. Ìîäèôèêàöèÿ ñòðàòåãèè ïîñëåäîâàòåëüíîãî õåäæèðî-

âàíèÿ

Â ðàáîòå [10] áûëà ïîëó÷åíà âåëè÷èíà ñðåäíèõ ïîòåðü õåäæåðà, èñïîëüçóþùåãî ñòðà-

òåãèþ ïîñëåäîâàòåëüíîãî õåäæèðîâàíèÿ, äëÿ äèñêðåòíî-ìóëüòèïëèêàòèâíîé ìîäåëè êîòè-
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ðîâêè áàçîâîãî àêòèâà, â ñëó÷àå íóëåâûõ òðàíçàêöèîííûõ âûïëàò. Âìåñòå ñ òåì, â ñëó÷àå,

êîãäà òðàíçàêöèîííûå âûïëàòû íå ðàâíû íóëþ, ó ñòðàòåãèè ïîñëåäîâàòåëüíîãî õåäæèðîâà-

íèÿ ïðîÿâëÿåòñÿ ñóùåñòâåííûé íåäîñòàòîê: ïîòåðè õåäæåðà ñòàíîâÿòñÿ íåîïðàâäàííî âûñî-

êè ïðè ÷àñòûõ êîëåáàíèÿõ êóðñà áàçîâîãî àêòèâà îòíîñèòåëüíî öåíû ïîñòàâêè. Â ïðåäåëå,

åñëè ðàññìàòðèâàòü íåïðåðûâíóþ ïî âðåìåíè ìîäåëü, ïîòåðè õåäæåðà áóäóò ñòðåìèòñÿ ê

áåñêîíå÷íîñòè. Ýòî ñâÿçàíî ñî ñâîéñòâîì áåñêîíå÷íîãî ÷èñëà ïåðåñå÷åíèé çàäàííîãî óðîâ-

íÿ òðàåêòîðèåé âèíåðîâñêîãî ïðîöåññà èëè ãåîìåòðè÷åñêîãî áðîóíîâñêîãî äâèæåíèÿ, åñëè

ýòîò óðîâåíü áûë äîñòèãíóò. Äëÿ èçáåæàíèÿ ïîäîáíîãî ÿâëåíèÿ ìîæåò áûòü ïðåäëîæåíà ìî-

äèôèêàöèÿ ìåòîäà ïîñëåäîâàòåëüíîãî õåäæèðîâàíèÿ, çàêëþ÷àþùàÿñÿ âî ââåäåíèè ïîëîñû

�íå÷óâñòâèòåëüíîñòè� õåäæà. Â ñîîòâåòñòâèè ñ ìîäèôèöèðîâàííîé ñòðàòåãèåé õåäæåð áóäåò

ïîëíîñòüþ ïîêðûâàòü îïöèîííóþ ïîçèöèþ (ïîêóïàòü íåîáõîäèìûé îáúåì áàçîâîãî àêòèâà)

ïðè ïåðåñå÷åíèè êóðñîì áàçîâîãî àêòèâà íåêîòîðîé ïîëîñû, ñîäåðæàùåé óðîâåíü öåíû ïî-

ñòàâêè, â íàïðàâëåíèè �ñíèçó ââåðõ�. Ñîîòâåòñòâåííî, õåäæåð ïîëíîñòüþ ïðîäàåò àêöèè ïðè

ïåðåñå÷åíèè ïîëîñû �íå÷óâñòâèòåëüíîñòè� òðàåêòîðèåé öåíû àêòèâà â íàïðàâëåíèè �ñâåð-

õó âíèç�. Äàííàÿ ìîäèôèêàöèè âïåðâûå áûëà ïðåäëîæåíà â ðàáîòå [10], îäíàêî ïîäðîáíûé

àíàëèç ìîäèôèêàöèè ðàíåå íå ïðîâîäèëñÿ.

1.2.1. Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü

Ïóñòü öåíà ïîñòàâêè áàçîâîãî àêòèâà ðàâíàK. Îïðåäåëèì ìîäèôèöèðîâàííóþ ñòðàòåãèþ

ïîñëåäîâàòåëüíîãî õåäæèðîâàíèÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì: áóäåò ïðîèçâîäèòüñÿ ïîëíîå ïîêðû-

òèå îïöèîííîé ïîçèöèè, êîãäà ðûíî÷íàÿ öåíà áàçîâîãî àêòèâà ïðåâûøàåò óðîâåíü K(1 + d),

ãäå d � íåêîòîðîå çíà÷åíèå, ñîîòâåòñòâóþùåå øèðèíå ïîëîñû �íå÷óâñòâèòåëüíîñòè� ïðè

õåäæèðîâàíèè. Ïðîäàæà àêòèâà áóäåò îñóùåñòâëÿòüñÿ ïðè ïàäåíèè öåíû àêòèâà íèæå óðîâ-

íÿK, ò.å. öåíû ïîñòàâêè, ýòî äîëæíî óáåðå÷ü õåäæåðà îò ïîòåðü ïðè äàëüíåéøåì âîçìîæíîì

ïàäåíèè öåíû àêòèâà. Ââåäåì ïîëîñó �íå÷óâñòâèòåëüíîñòè� õåäæà

H , {(y, t) : y ∈ [K,K(1 + d)], t ∈ [0, T ]}, (1.9)

ãäå T - ñðîê, â òå÷åíèå êîòîðîãî îïöèîí ìîæåò áûòü èñïîëíåí.

Ðàññìàòðèâàåòñÿ òîëüêî îäíîñòîðîííÿÿ ïîëîñà, ðàñïîëîæåííàÿ âûøå óðîâíÿ öåíû ïî-

ñòàâêè K. Â òå ìîìåíòû âðåìåíè, êîãäà öåíà àêòèâà íèæå öåíû ïîñòàâêè, îïöèîí íå ìîæåò

áûòü èñïîëíåí, òàê êàê ýòî ïðèâîäèò ê ïîòåðÿì ñî ñòîðîíû ïîäïèñ÷èêà îïöèîíà, à çíà÷èò

îïöèîííàÿ ïîçèöèÿ äîëæíà îñòàâàòüñÿ îòêðûòîé, ÷òîáû èçáåæàòü ïîòåðü, ñâÿçàííûõ ñ âîç-

ìîæíûì äàëüíåéøèì ïàäåíèåì öåíû àêòèâà.

Äëÿ äàëüíåéøèõ ðàñ÷åòîâ ïîòåðü õåäæåðà ïðèìåì ìîäåëü öåíîîáðàçîâàíèÿ, ïðè êîòîðîé

30



âñå îòíîñèòåëüíûå ïðèðàùåíèÿ öåíû àêòèâà çà ìàëîå âðåìÿ ∆t ÿâëÿþòñÿ íåçàâèñèìûìè â

ñîâîêóïíîñòè ñëó÷àéíûìè âåëè÷èíàìè, èìåþùèìè íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ñ íåíóëåâûì

ìàòåìàòè÷åñêèì îæèäàíèåì è íåêîòîðîé êîíå÷íîé (âåñüìà ìàëîé ïî ñðàâíåíèþ ñ âåëè÷èíîé

êóðñà) äèñïåðñèåé, ïðîïîðöèîíàëüíîé ∆t. Óêàçàííûì óñëîâèÿì óäîâëåòâîðÿåò ñëó÷àéíûé

ïðîöåññ, ÿâëÿþùèéñÿ ðåøåíèåì ñëåäóþùåãî ñòîõàñòè÷åñêîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ

dS(t) = S(t) (µdt+ σdW (t)) , t ∈ [0, T ], (1.10)

ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì S(0) = S, ãäå W (t) - ñòàíäàðòíûé âèíåðîâñêèé ïðîöåññ, S - ñòàðòîâàÿ

öåíà àêòèâà, íå ïðåâûøàþùàÿ K (îïöèîí ñ ïðîèãðûøåì), µ - êîýôôèöèåíò ëèíåéíîãî ñíîñà,

σ - âîëàòèëüíîñòü. Ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (1.10) ÿâëÿåòñÿ ñëó÷àéíûé ïðîöåññ

S(t) = S(0)eµt+σW (t), t ∈ [0, T ]. (1.11)

Ýòà ìîäåëü öåíîîáðàçîâàíèÿ áûëà ïðåäëîæåíà Ï. Ñàìþýëüñîíîì â [80] â 1965 ãîäó. Îíà

ÿâëÿåòñÿ ðàçâèòèåì ìîäåëè, ïðåäëîæåííîé Ë. Áàøåëüå [53] â 1900 ãîäó. Ñâîéñòâà ïðîöåññà

S(t) áóäóò ðàññìîòðåíû ïîçäíåå.

Ïóñòü η+ � ÷èñëî ïåðåñå÷åíèé ïîëîñû (1.9) �ñíèçó ââåðõ� , à η− � �ñâåðõó âíèç�, òðàåê-

òîðèÿìè ïðîöåññà (1.11) çà âðåìÿ T . Ïîä ïåðåñå÷åíèåì áóäåì ïîíèìàòü ïðîõîæäåíèå ïîëîñû

íàñêâîçü òðàåêòîðèåé ïðîöåññà S(t). Ââåäåì â ðàññìîòðåíèå ñëó÷àéíóþ âåëè÷èíó τ , ÿâëÿþ-

ùóþñÿ ìîìåíòîì ïåðâîãî äîñòèæåíèÿ òðàåêòîðèåé ïðîöåññà S(t) óðîâíÿ K:

τ , min{t : S(t) = K}. (1.12)

Äàëåå, ïóñòü τ1 - ìîìåíò ïåðâîãî äîñòèæåíèÿ óðîâíÿ K(1 + d) òðàåêòîðèåé ïðîöåññà S(t),

åñëè îíî ïðîèçîøëî, ò.å.

τ1 , min{t : S(t) = K(1 + d), τ ≤ t ≤ T}.

Åñëè ïåðåñå÷åíèå íå ïðîèçîøëî èëè óêàçàííûé âðåìåííîé èíòåðâàë ïóñò, òî ïîëàãàåì

τ1 = T + 1. Ïàðà (τ, τ1) çàäàåò êîîðäèíàòû ïåðâîãî ïåðåñå÷åíèÿ �ñíèçó ââåðõ� ïîëîñû H

òðàåêòîðèåé ïðîöåññà S(t). Â îáùåì ñëó÷àå, ìîìåíò i-ãî ïåðåñå÷åíèÿ ïîëîñû H áóäåò îïðå-

äåëÿòüñÿ âåëè÷èíîé

τi =



min{t : S(t) = K(1 + d), t ≤ T}, åñëè i = 1,

min{t : S(t) = K(1 + d), τi−1 < t ≤ T}, åñëè i = 2m+ 1,

min{t : S(t) = K, τi−1 < t ≤ T}, åñëè i = 2m,

T + 1, åñëè ïåðåñå÷åíèÿ íåò,
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ãäå m = 1, 2, . . .. Äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî m ïàðà (τ2m−1, τ2m) çàäàåò êîîðäèíàòû m-ãî

ïåðåñå÷åíèÿ ïîëîñû H �ñâåðõó âíèç�. Ïåðåñå÷åíèÿ �ñíèçó ââåðõ� áóäóò èìåòü íå÷åòíûé ïî-

ðÿäêîâûé íîìåð, à �ñâåðõó âíèç� � ÷åòíûé.

Âåëè÷èíû η+ è η− ñëó÷àéíû è çàâèñèìû. Êàæäîìó ïåðåñå÷åíèþ �ñâåðõó âíèç� äîëæíî

ïðåäøåñòâîâàòü ïåðåñå÷åíèå �ñíèçó ââåðõ�. Äëÿ êàæäîé ðåàëèçàöèè η− âåëè÷èíà η+ ìîæåò

ïðèíèìàòü çíà÷åíèÿ, ðàâíûå η− è η− + 1. Çàòðàòû õåäæåðà ïðè îäíîì ïåðåñå÷åíèè �ñíèçó

ââåðõ�, â ñëó÷àå åñëè îïöèîí íå áûë èñïîëíåí ïðåæäåâðåìåííî, îáîçíà÷èì êàê ρ+, à ïðè

ïåðåñå÷åíèè �ñâåðõó âíèç� � êàê ρ−. Òîãäà

ρ+ = K(1 + d)(1 + θ), ρ− = −K,

ãäå θ � êîìèññèîííûå èçäåðæêè ïðè ïîêóïêå àêòèâà.

Óñòàíàâëèâàÿ íåíóëåâóþ øèðèíó ïîëîñû �íå÷óâñòâèòåëüíîñòè�, õåäæåð ïðèíèìàåò íà ñå-

áÿ ðèñê, ñâÿçàííûé ñ èñïîëíåíèåì îïöèîíà â ìîìåíò âðåìåíè, êîãäà ó õåäæåðà íåò íåîá-

õîäèìîãî êîëè÷åñòâà åäèíèö áàçîâîãî àêòèâà. Ïîäïèñ÷èê ìîæåò èñïîëíèòü îïöèîí êàê ïðè

äâèæåíèè êóðñà áàçîâîãî àêòèâà ââåðõ, ò.å. ïðè ïåðåñå÷åíèè ïîëîñû H �ñíèçó ââåðõ�, òàê è

ïðè ïàäåíèè ðûíî÷íîé ñòîèìîñòè áàçîâîãî àêòèâà, ò.å. ïðè ïåðåñå÷åíèè �ñâåðõó âíèç�.

Åñëè ñ÷èòàòü, ÷òî èñïîëíåíèå îïöèîíà ÿâëÿåòñÿ ñëó÷àéíûì ñîáûòèåì, òî åñòåñòâåííî

ïðåäïîëîæèòü, ÷òî âåðîÿòíîñòü èñïîëíåíèÿ îïöèîíà ïðè îòêðûòîé ïîçèöèè áóäåò âîçðàñòàòü

ñ ðîñòîì âåëè÷èíû d, ò.å. ñ ðîñòîì ìàêñèìàëüíîé ïîòåíöèàëüíîé âûðó÷êè ïîäïèñ÷èêà. Çàìå-

òèì, ÷òî ïðè íóëåâîé øèðèíå ïîëîñû, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò èñïîëüçîâàíèþ ïðîñòîé ñòðàòåãèè

ïîñëåäîâàòåëüíîãî õåäæèðîâàíèÿ, èñïîëíåíèå îïöèîíà ïðè îòêðûòîé ïîçèöèè íåâîçìîæíî,

ò.å. âåðîÿòíîñòü äîñðî÷íîãî èñïîëíåíèÿ äîëæíà áûòü ðàâíà íóëþ. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ïðè

ôèêñèðîâàííîì ïàðàìåòðå d èñïîëíåíèå îïöèîíà äåðæàòåëåì ïðè êàæäîì ïåðåñå÷åíèè ïî-

ëîñû, åñëè îïöèîí íå áûë èñïîëíåí ïðåæäå, ìîæåò ïðîèçîéòè ñ îäíîé è òîé æå âåðîÿòíîñòüþ

p(d), ãäå p(·) : [0,∞]→ [0, 1], ïðè ýòîì lim
d→0

p(d) = 0, lim
d→∞

p(d) = 1, p(d) ñòðîãî âîçðàñòàåò ïî d.

Ñëó÷àé, êîãäà d→∞, ñîîòâåòñòâóåò îòñóòñòâèþ õåäæèðîâàíèÿ âîîáùå.

Îïèñàííûì âûøå óñëîâèÿì óäîâëåòâîðÿåò, íàïðèìåð, âåðîÿòíîñòü, îïðåäåëÿåìàÿ ñëåäó-

þùèì âûðàæåíèåì

p(d) = 1− e−λKd, λ > 0. (1.13)

Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî

p(0) = 0, lim
d→∞

p(d) = 1.

Âûáîð ýêñïîíåíòû îáóñëîâëåí òåì, ÷òî îíà îáåñïå÷èâàåò äîñòàòî÷íî áûñòðûé ðîñò âåðî-

ÿòíîñòè èñïîëíåíèÿ îïöèîíà ñ ðîñòîì ïîòåíöèàëüíîé âûðó÷êè ïîäïèñ÷èêà. Ïàðàìåòð λ â
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ðàññìàòðèâàåìîé ìîäåëè ìîæåò áûòü îïðåäåëåí èç ýêîíîìè÷åñêèõ ñîîáðàæåíèé. Òàê, èñõî-

äÿ èç ðûíî÷íûõ îæèäàíèé, òåêóùåé îáñòàíîâêè è óñëîâèé îïöèîííîãî êîíòðàêòà, õåäæåð

ìîæåò îïðåäåëèòü öåíó àêòèâà, ïðè êîòîðîé îïöèîí áóäåò èñïîëíåí ñ âûñîêîé âåðîÿòíîñòüþ

(1 − α), ãäå α � 1. Íà îñíîâàíèè ýòîãî ìîæíî îïðåäåëèòü ìàêñèìàëüíîå �ðàçóìíîå� çíà÷å-

íèå øèðèíû ïîëîñû �íå÷óâñòâèòåëüíîñòè� õåäæèðîâàíèÿ dmax. Òîãäà çíà÷åíèå ïàðàìåòðà λ

ìîæåò áûòü íàéäåíî êàê ðåøåíèå óðàâíåíèÿ

1− e−λKdmax = 1− α,

ò.å.

λ = − lnα

Kdmax
. (1.14)

Ââåäåì â ðàññìîòðåíèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí νi, îïðåäåëåííóþ ñëåäó-

þùèì îáðàçîì:

1. ÑÂ νi ïðèíèìàþò çíà÷åíèÿ 0 è 1, i = 1, 2, . . .;

2. P{ν1 = 1} = p(d);

3. P

{
νi = 1|

i−1∑
j=1

νj = 0

}
= p(d), i > 1. Òî åñòü åñëè äëÿ ëþáîãî j = 1 : i− 1 ðåàëèçàöèè νj

ðàâíû 0, òî âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî νi = 1, ðàâíà p(d);

4. P

{
νi = 0|

i−1∑
j=1

νj = 1

}
= 1, i > 1. Òî åñòü åñëè ñóùåñòâóåò j òàêîå, ÷òî 1 ≤ j < i è νj = 1,

òî νi = 0 ñ âåðîÿòíîñòüþ 1.

Òàêèì îáðàçîì, åñëè îïöèîí áûë èñïîëíåí íà i-ì ïåðåñå÷åíèè, òî νi = 1, åñëè æå îïöèîí

áûë èñïîëíåí äî i-ãî ïåðåñå÷åíèÿ, òî νi = 0.

Îïöèîí òàê æå ìîæåò èñïîëíåí â ñëó÷àå, êîãäà êóðñ áàçîâîãî àêòèâà íå ïåðåñåê ïîëîñó

H çà âðåìÿ T , à òîëüêî ïðåâûñèë óðîâåíü öåíû ïîñòàâêè K. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî èñïîëíåíèå

îïöèîíà â ýòîì ñëó÷àå ïðîèñõîäèò ñëó÷àéíûì îáðàçîì ñ âåðîÿòíîñòüþ p(d). Áóäåì îïèñûâàòü

èñïîëíåíèå îïöèîíà ïðè îòñòóòñòâèè ïåðåñå÷åíèé ïîëîñû �íå÷óâñòâèòåëüíîñòè� çà âðåìÿ T

ñ ïîìîùüþ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ν0, ðàñïðåäåëåííîé ïî çàêîíó Áåðíóëëè ñ âåðîÿòíîñòüþ

�óñïåõà� p(d):

P{ν0 = 1} = p(d).

Çàäàâ ðàñïðåäåëåíèå ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí νi ìû ìîæåì îïðåäåëèòü âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî

îïöèîí íå áûë èñïîëíåí äî j-ãî ïåðåñå÷åíèÿ âêëþ÷èòåëüíî. Ýòà âåðîÿòíîñòü ðàâíà

P{ν1 = 0, . . . , νj = 0} = (1− p(d))j.

Åñëè îïöèîí èñïîëíÿåòñÿ ïðè ïåðåñå÷åíèè �ñíèçó ââåðõ�, òî÷íûé ìîìåíò èñïîëíåíèÿ çà-

ðàíåå íåèçâåñòåí è õåäæåð íå èìååò íåîáõîäèìîãî êîëè÷åñòâà åäèíèö áàçîâîãî àêòèâà, à
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çíà÷èò öåíà áàçîâîãî àêòèâà â ìîìåíò èñïîëíåíèÿ ñëó÷àéíà è ðàâíà K+ ζ, ãäå ζ - ñëó÷àéíàÿ

âåëè÷èíà, ñ ôóíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ Fζ(·) òàêîé, ÷òî Fζ(0) = 0, Fζ(Kd) = 1, è Fζ(·) ñòðîãî

âîçðàñòàåò íà îòðåçêå [0, Kd]. Íà ïîêðûòèå îïöèîííîé ïîçèöèè õåäæåð òðàòèò ïðè ýòîì ñóì-

ìó, ðàâíóþ (K + ζ)(1 + θ). Äëÿ äàëüíåéøèõ ðàñ÷åòîâ îïðåäåëèì ðàñïðåäåëåíèå ñëó÷àéíîé

âåëè÷èíû ζ. Î÷åâèäíî, ÷òî ñîáûòèå, çàêëþ÷àþùååñÿ â òîì, ÷òî îïöèîí áóäåò èñïîëíåí ïðè

ïåðåñå÷åíèè ïîëîñû H, ñîîòâåòñòâóåò òîìó, ÷òî îí áóäåò èñïîëíåí ïî öåíå, íå ïðåâûøàþ-

ùåé K + Kd. Òàêèì îáðàçîì, âåðîÿòíîñòè âèäà P{ζ ≤ Kd} è P{νi = 1} ñâÿçàíû è äîëæíû

îïðåäåëÿòüñÿ àíàëîãè÷íûì îáðàçîì. Ïîòðåáóåì, ÷òîáû ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîé

âåëè÷èíû ζ áûëà ñòðîãî âîçðàñòàþùåé ïî d ∈ [0;Kd] è íåïðåðûâíîé íà âñåé îáëàñòè îïðå-

äåëåíèÿ. Îñòàåòñÿ íàïîìíèòü, ÷òî âñå ðåàëèçàöèè ζ äîëæíû ïðèíàäëåæàòü îòðåçêó [0, Kd].

Íà îñíîâàíèè ýòîãî, ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ âåëè÷èíû ζ çàäàäèì ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Fζ(s) =


1, åñëè s > Kd,

1− e−λs

1− e−λKd
, åñëè 0 ≤ s ≤ Kd,

0, åñëè s < 0.

(1.15)

Ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ζ ñ ó÷åòîì (1.15) áóäåò ðàâíî

M[ζ] =
1

1− e−λKd

∫ Kd

0

se−λs ds =
1

λ
− Kde−λKd

1− e−λKd
. (1.16)

1.2.2. Çàòðàòû íà õåäæèðîâàíèå

Íàéäåì âûðàæåíèå äëÿ ñóììàðíûõ çàòðàò ïðîäàâöà àìåðèêàíñêîãî êîëë-îïöèîíà, èñ-

ïîëüçóþùåãî ìîäèôèöèðîâàííóþ ñòðàòåãèþ ïîñëåäîâàòåëüíîãî õåäæèðîâàíèÿ.

Ïîòåðè õåäæåðà ïðè i-ì ïåðåñå÷åíèè ïîëîñû îáîçíà÷èì êàê li. Ïðè íå÷åòíûõ i âåëè÷èíà

li ñîîòâåòñòâóåò ïîòåðÿì ïðè ïåðåñå÷åíèè �ñíèçó ââåðõ�, à ïðè ÷åòíûõ � ïîòåðÿì ïðè ïå-

ðåñå÷åíèè �ñâåðõó âíèç�. Ñ ó÷åòîì ñäåëàííûõ ïðåäïîëîæåíèé çàòðàòû õåäæåðà ïðè ïåðâîì

ïåðåñå÷åíèè ñîñòàâÿò âåëè÷èíó

l1 , ν1((K + ζ)(1 + θ)−K) + (1− ν1)ρ+, ζ ∈ [0, Kd]. (1.17)

Ïåðâîå ñëàãàåìîå ñîîòâåòñòâóåò çàòðàòàì â ñëó÷àå, êîãäà îïöèîí èñïîëíåí, âòîðîå ñëàãàåìîå

� çàòðàòàì íà ïîêðûòèå îïöèîííîé ïîçèöèè, åñëè îïöèîí èñïîëíåí íå áûë. Åñëè ν1 = 1,

ò.å. îïöèîí èñïîëíåí, òî ïðè âòîðîì ïåðåñå÷åíèè õåäæåð íå äîëæåí íåñòè íèêàêèõ ïîòåðü.

Çàòðàòû ïðè âòîðîì ïåðåñå÷åíèè (�ñâåðõó âíèç�) ñîñòàâÿò ñîîòâåòñòâåííî

l2 , (1− ν1)(ν2ρ
− + (1− ν2)ρ−)) = (1− ν1)ρ−.

34



Àíàëîãè÷íî, åñëè îïöèîí èñïîëíåí, òî è ïðè ïîñëåäóþùèõ ïåðåñå÷åíèÿõ õåäæåð íå íåñåò

íèêàêèõ ïîòåðü. Â îáùåì ñëó÷àå çàòðàòû ïðè i-ì ïåðåñå÷åíèè ïîëîñû áóäóò ðàâíû

li ,



νi((K + ζ)(1 + θ)−K) + (1− νi)ρ+, i = 1,(
i−1∏
j=1

(1− νj)

)
(νi((K + ζ)(1 + θ)−K)+

+(1− νi)ρ+), i = 2m+ 1,(
i−1∏
j=1

(1− νj)

)
ρ−, i = 2m,

(1.18)

ãäå m = 1, 2, . . ..

Ïîÿñíèì ïðèâåäåííîå ðàâåíñòâî. Ñîìíîæèòåëü
i−1∏
j=1

(1− νj) íå ðàâåí 0 òîëüêî åñëè îïöèîí

íå áûë èñïîëíåí äî i-ãî ïåðåñå÷åíèÿ. Åñëè æå îïöèîí áûë èñïîëíåí äî òåêóùåãî ïåðåñå÷å-

íèÿ, òî õåäæåð íå íåñåò íèêàêèõ äîïîëíèòåëüíûõ ïîòåðü. Ïðè ïåðåñå÷åíèè �ñíèçó ââåðõ�,

ò.å. íà ïåðåñå÷åíèè ñ íå÷åòíûì íîìåðîì, âîçìîæíû äâà âàðèàíòà. Ïîäïèñ÷èê ìîæåò èñïîë-

íèòü îïöèîí, òîãäà νi = 1, è õåäæåð ïîêóïàåò àêòèâ ïî ñëó÷àéíîé öåíå, çàòðàòèâ ñ ó÷åòîì

êîìèññèîííûõ èçäåðæåê (K + ζ)(1 + θ), è ïðîäàåò ïîäïèñ÷èêó ïî öåíå K. Ëèáî îïöèîí îñòà-

åòñÿ íå èñïîëíåííûì, òîãäà (1 − νi) = 1, à õåäæåð çàêðûâàåò ïîçèöèþ, çàòðàòèâ ñóììó ρ+.

Ïðè ïåðåñå÷åíèè �ñâåðõó âíèç� ïîçèöèÿ ÿâëÿåòñÿ çàêðûòîé, ò.å. ó õåäæåðà åñòü íåîáõîäèìîå

êîëè÷åñòâî àêöèé, è íåçàâèñèìî îò òîãî, áûë ëè îïöèîí èñïîëíåí ïðè ïåðåñå÷åíèè, õåäæåð

ïðîäàåò àêòèâû ïî öåíå ïîñòàâêè K ëèáî äåðæàòåëþ îïöèîíà, ëèáî äðóãèì ó÷àñòíèêàì ðûí-

êà. Çàòðàòû õåäæåðà â ñëó÷àå, êîãäà êóðñ áàçîâîãî àêòèâà íå ïåðåñåê ïîëîñó H, à òîëüêî

ïðåâûñèë óðîâåíü öåíû ïîñòàâêè K, ñîñòàâÿò

l0 , ν0((K + ζ)(1 + θ)−K).

Ñóììàðíûå ïîòåðè õåäæåðà çà âðåìÿ æèçíè îïöèîíà â çàâèñèìîñòè îò øèðèíû ïîëîñû

�íå÷óâñòâèòåëüíîñòè� îáîçíà÷èì êàê L(d). Î÷åâèäíî, ÷òî ñóììàðíûå ïîòåðè õåäæåðà çàâè-

ñÿò îò îáùåãî ÷èñëà ïåðåñå÷åíèé ïîëîñû H, ðàâíîãî η+ + η−. Â ÷àñòíîñòè, åñëè ïðîèçîøëî

íå÷åòíîå ÷èñëî ïåðåñå÷åíèé, ò.å. ïîñëåäíåå ïåðåñå÷åíèå áûëî �ñíèçó ââåðõ� è îïöèîí äî îêîí-

÷àíèÿ ñâîåé æèçíè íå áûë èñïîëíåí, òî îí áóäåò èñïîëíåí â ìîìåíò âðåìåíè T , ïîñêîëüêó

ðûíî÷íàÿ öåíà àêòèâà â ýòîò ìîìåíò áóäåò âûøå öåíû ïîñòàâêè. Åñëè æå êîëè÷åñòâî ïåðå-

ñå÷åíèé ÷åòíîå, ò.å. ïîñëåäíåå ïåðåñå÷åíèå áûëî â íàïðàâëåíèè �ñâåðõó âíèç�, òî êîíòðàêò â

ìîìåíò âðåìåíè T èñïîëíåí íå áóäåò, åñëè îí íå áûë èñïîëíåí ðàíåå. Îáùåå ÷èñëî ïåðåñå-

÷åíèé ïîëîñû H áóäåò îïðåäåëÿòüñÿ âåëè÷èíîé η+ + η−. Òàêèì îáðàçîì, ñóììàðíûå ïîòåðè
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õåäæåðà çà âðåìÿ æèçíè îïöèîíà ïîëíîñòüþ îïðåäåëåíû è ðàâíû

L(d) ,


∑2m

i=0 li, η+ + η− = 2m,∑2m+1
i=0 li −

(
2m+1∏
j=1

(1− νj)

)
K, η+ + η− = 2m+ 1,

(1.19)

ãäå m = 0, 1, 2, . . . .

1.3. Ñâîéñòâà ïðîöåññà öåíîîáðàçîâàíèÿ

1.3.1. Ñâîéñòâà äèôôóçèîííûõ ïðîöåññîâ

Ðàññìîòðèì ïîäðîáíåå ñâîéñòâà ïðîöåññà (1.11). Äëÿ ýòîãî íàì ïîíàäîáÿòñÿ íåêîòîðûå

ñâåäåíèÿ èç òåîðèè äèôôóçèîííûõ ïðîöåññîâ.

Òå î ð åì à 3. [31, ãëàâà III, §11] Ïóñòü ïðîöåññ ξ(t) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ñòîõàñòè÷å-

ñêîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ âèäà

dξ(t) = f(ξ(t))dt+ σ(ξ(t))dW (t),

ïðè t ∈ [0, T ], ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì

ξ(0) = ξ0.

ãäå W (t) - ñòàíäàðòíûé âèíåðîâñêèé ïðîöåññ, ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ξ0 íå çàâèñèò îò W (t)

è èìååò êîíå÷íûé âòîðîé íà÷àëüíûé ìîìåíò. Ïóñòü òàêæå âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ:

à) íàéäåòñÿ òàêîå K <∞, ÷òî ïðè âñåõ t ∈ [0, T ], x ∈ R1:

|f(x)|2 + |σ(x)|2 ≤ K(1 + x2);

á) íàéäåòñÿ òàêîå C <∞, ÷òî ïðè âñåõ t ∈ [0, T ], x, y ∈ R1:

|f(x)− f(y)|2 + |σ(x)− σ(y)|2 ≤ C|x− y|2.

Òîãäà ξ(t) ÿâëÿåòñÿ îäíîðîäíûì ìàðêîâñêèì äèôôóçèîííûì ïðîöåññîì ñ êîýôôèöèåíòîì

ñíîñà a(x) = f(x) è êîýôôèöèåíòîì äèôôóçèè b(x) = σ2(x).

Ïðîöåññ S(t), îïðåäåëÿåìûé ñîîòíîøåíèåì (1.11), óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì òåîðåìû, à çíà÷èò

ÿâëÿåòñÿ ìàðêîâñêèì äèôôóçèîííûì ïðîöåññîì ñ êîýôôèöèåíòîì ñíîñà µS(t) è êîýôôèöè-

åíòîì äèôôóçèè σ2S2(t) .

Ðàññìîòðèì îñíîâíûå ñâîéñòâà ïðîöåññà (1.11). Äëÿ ýòîãî ââåäåì ïåðåõîäíóþ âåðîÿòíîñòü

ïðîöåññà S(t):

P (x, t, B) = P{S(t) ∈ B|S(0) = x},

ïðè t > 0, x ∈ R1, è B ∈ B(R1), ãäå B(R1) � σ-àëãåáðà áîðåëåâñêèõ ïîäìíîæåñòâ R1, à òàêæå

ïåðåõîäíóþ ïëîòíîñòü, êîòîðàÿ îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

P (x, t, B) =

∫
B

p(x, t, s) ds.

36



Ïåðåõîäíàÿ ïëîòíîñòü p(x, t, s) ÿâëÿåòñÿ óñëîâíîé ïëîòíîñòüþ ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîé âå-

ëè÷èíû S(t) â òî÷êå s, ïðè óñëîâèè S(0) = x. Èç îïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà (1.11)

ñëåäóåò, ÷òî ëîãàðèôì îòíîñèòåëüíîãî èçìåíåíèÿ öåíû S(t) áàçîâîãî àêòèâà èìååò íîðìàëü-

íîå ðàñïðåäåëåíèå:

ln

(
S(t)

x

)
∼ N(µt, σ2t),

Ïîýòîìó óñëîâíàÿ ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ S(t) èìååò âèä

p(x, t, s) =
1√

2πtσ
e
−

(ln s
x
− µt)2

2σ2t . (1.20)

Â ñèëó òîãî, ÷òî ïðîöåññ S(t) ÿâëÿåòñÿ äèôôóçèîííûì, äëÿ ëþáûõ ε > 0, x ∈ R1, n =

3, 4, · · · , ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå ñîîòíîøåíèÿ [31,35]:

lim
t→0

1

t

∫
|s−x|>ε

p(x, t, s) ds = 0, (1.21)

lim
t→0

1

t

∫
|s−x|≤ε

(s− x)p(x, t, s) ds = a(x) = xµ, (1.22)

lim
t→0

1

t

∫
|s−x|≤ε

(s− x)2p(x, t, s) ds = b(x) = x2σ2, (1.23)

lim
t→0

1

t

∫
|s−x|≤ε

(s− x)np(x, t, s) ds = 0, (1.24)

Ïåðâîå óñëîâèå îáåñïå÷èâàåò íåïðåðûâíîñòü (P-ï.í) òðàåêòîðèé ïðîöåññà. Ôóíêöèÿ a(x)

õàðàêòåðèçóåò ñðåäíþþ ñêîðîñòü ñìåùåíèÿ çà ìàëîå âðåìÿ èç ñîñòîÿíèÿ S(0) = x. Ôóíêöèÿ

b(x) õàðàêòåðèçóåò îòêëîíåíèå îò óñðåäíåííîãî äâèæåíèÿ, îïðåäåëÿåìîãî êîýôôèöèåíòîì

ñíîñà.

1.3.2. Ðàñïðåäåëåíèå ìîìåíòà ïåðâîãî äîñòèæåíèÿ çàäàííîãî óðîâíÿ

Ïîòåðè õåäæåðà íàïðÿìóþ çàâèñÿò îò òîãî, êîãäà ðûíî÷íàÿ öåíà áàçîâîãî àêòèâà äîñòèã-

íåò óðîâíÿ öåíû ïîñòàâêè, ò.å. îò ìîìåíòà τ . Â ÷àñòíîñòè, åñëè ïåðåñå÷åíèÿ íå ïðîèñõîäèò â

òå÷åíèå ñðîêà äåéñòâèÿ îïöèîíà, õåäæåð âîâñå íå ïðîèçâîäèò çàòðàò íà ïîêðûòèå ïîçèöèè,

ïîëó÷èâ ïðè ýòîì ïðåìèþ çà îïöèîí.

Íàéäåì ðàñïðåäåëåíèå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû τ , ñ÷èòàÿ, ÷òî S(0) = x, ãäå x ∈ [0, K]. Ââåäåì

â ðàññìîòðåíèå ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû τ â çàâèñèìîñòè îò íà÷àëüíîãî

ïîëîæåíèÿ x è óðîâíÿ K:

Fτ (t, x,K) , P{τ ≤ t}.
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Ââåäåì â ðàññìîòðåíèå ñëó÷àéíûé ïðîöåññ X(t), ñîîòâåòñòâóþùèé ëîãàðèôìó îòíîñè-

òåëüíûõ ïðèðàùåíèé öåíû S(t):

X(t) , ln
S(t)

S(0)
. (1.25)

Ïî ôîðìóëå Èòî ïîëó÷àåì, ÷òî ñëó÷àéíûé ïðîöåññ X(t) óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùåìó óðàâíå-

íèþ:

X(t) = (µ− σ2

2
)t+ σW (t),

ò.å. ÿâëÿåòñÿ âèíåðîâñêèì ïðîöåññîì ñ ëèíåéíûì ñíîñîì. Ïîñêîëüêó ëîãàðèôì ÿâëÿåòñÿ ìî-

íîòîííûì ïðåîáðàçîâàíèåì, ðàñïðåäåëåíèå ìîìåíòà τ ïåðâîãî äîñòèæåíèÿ óðîâíÿ K òðàåê-

òîðèåé ïðîöåññà S(t) ïðè óñëîâèè, ÷òî S(0) = x, áóäåò ñîâïàäàòü ñ ðàñïðåäåëåíèåì ìîìåíòà

ïåðâîãî äîñòèæåíèÿ óðîâíÿ ln K
x
òðàåêòîðèåé ïðîöåññà X(t) ïðè óñëîâèè, ÷òî X(0) = 0.

Î÷åâèäíî, ÷òî âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî âèíåðîâñêèé ïðîöåññ ñ ëèíåéíûì ñíîñîìX(t) äîñòèã-

íåò çàäàííûé óðîâåíü ln K
x
íå ïîçäíåå ìîìåíòà âðåìåíè t, áóäåò ñîâïàäàòü ñ âåðîÿòíîñòüþ

òîãî, ÷òî ìàêñèìóì ïðîöåññà X(t) äî ìîìåíòà t îêàæåòñÿ íå ìåíüøå ln K
x
. Ñëåäîâàòåëüíî,

Fτ (t, x,K) = P

{
sup
t∈[0;T ]

X(t) > ln
K

x

}
. (1.26)

Äëÿ âû÷èñëåíèÿ âåðîÿòíîñòè â ïðàâîé ÷àñòè äàííîãî ðàâåíñòâà ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàíà

èçâåñòíàÿ ôîðìóëà äëÿ ðàñïðåäåëåíèÿ âèíåðîâñêîãî ïðîöåññà ñ ëèíåéíûì ñíîñîì íà êîíå÷-

íîì îòðåçêå âðåìåíè [5], íî ñ ó÷åòîì îòëè÷íîé îò 1 äèñïåðñèè σ. Ïîëó÷àåì

Fτ (t, x,K) = P

{
sup
t∈[0;T ]

X(t) > ln
K

x

}
= 1− Φ

 ln K
x
−
(
µ− σ2

2

)
t

σ
√
t

+

+ e

ln K
x

(2µ− σ2)

σ2

1− Φ

 ln K
x

+
(
µ− σ2

2

)
t

σ
√
t

 . (1.27)

Äàííûé ðåçóëüòàò ñîâïàäàåò ñ ðåçóëüòàòîì, ïîëó÷åííûì â [35, ãëàâà 2, �6], â êîòîðîé ðàñ-

ñìàòðèâàåòñÿ ïðîèçâîëüíûé ìàðêîâñêèé äèôôóçèîííûé ïðîöåññ, à âìåñòî ôóíêöèè ðàñïðå-

äåëåíèÿ Fτ (t, x,K) ìîìåíòà ïåðâîãî äîñòèæåíèÿ óðîâíÿ K ôèãóðèðóåò ôóíêöèÿ ϕ(t, x), çíà-

÷åíèå êîòîðîé îïðåäåëÿåò âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî òðàåêòîðèÿ ïðîöåññà â òå÷åíèå âðåìåíè t

äîñòèãíåò âåðõíåé ãðàíèöû çàäàííîãî èíòåðâàëà ïðè óñëîâèè, ÷òî òðàåêòîðèÿ ñòàðòóåò èç

òî÷êè x, ïðèíàäëåæàùåé ýòîìó èíòåðâàëó. Äëÿ íàõîæäåíèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ìîìåíòà ïåðâîãî

äîñòèæåíèÿ çàäàííîãî óðîâíÿ òðàåêòîðèåé ïðîèçâîëüíîãî äèôôóçèîííîãî ïðîöåññà â [35]

ðåøàëàñü ñìåøàííàÿ çàäà÷à äëÿ óðàâíåíèÿ â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ïàðàáîëè÷åñêîãî òèïà.

Îáîçíà÷èì êàê fτ (t, x,K) ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû τ . Âû÷èñëèì
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ïðîèçâîäíóþ ïî t îò Fτ (t, x,K):

∂

∂t
Fτ (t, x,K) = −f

 ln K
x
−
(
µ− σ2

2

)
t

σ
√
t

 ∂

∂t

ln K
x

σ
√
t
− ∂

∂t

(
µ− σ2

2

)
t

σ
√
t

−
− e

ln K
x

(2µ− σ2)

σ2 f

 ln K
x

+
(
µ− σ2

2

)
t

σ
√
t

 ∂

∂t

ln K
x

σ
√
t

+
∂

∂t

(
µ− σ2

2

)
t

σ
√
t

 ,

ãäå f(z) = 1√
2π
e−

z2

2 � ïëîòíîñòü ñòàíäàðòíîãî íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ. Íåòðóäíî óáå-

äèòüñÿ, ÷òî

e

ln K
x

(2µ− σ2)

σ2 f

 ln K
x

+
(
µ− σ2

2

)
t

σ
√
t

 = f

 ln K
x
−
(
µ− σ2

2

)
t

σ
√
t


Ñ ó÷åòîì ýòîãî, ïîëó÷àåì

∂

∂t
Fτ (t, x,K) = −2f

 ln K
x
−
(
µ− σ2

2

)
t

σ
√
t

 ∂

∂t

ln K
x

σ
√
t

=
ln K

x√
2πσ2t3

exp

−
(

ln K
x
−
(
µ− σ2

2

)
t
)2

2σ2t

 .

Òàêèì îáðàçîì

fτ (t, x,K) ,
∂Fτ (t, x,K)

∂t
=

ln K
x√

2πσ2t3
exp

−
(

ln K
x
−
(
µ− σ2

2

)
t
)2

2σ2t

 . (1.28)

1.3.3. Ðàñïðåäåëåíèå ÷èñëà ïåðåñå÷åíèé ïîëîñû

Çàòðàòû õåäæåðà, èñïîëüçóþùåãî ìîäèôèöèðîâàííóþ ñòðàòåãèþ ïîñëåäîâàòåëüíîãî

õåäæèðîâàíèÿ, çàâèñÿò îò êîëè÷åñòâà ïåðåñå÷åíèé ïîëîñû �íå÷óâñòâèòåëüíîñòè� H òðàåê-

òîðèåé öåíû S(t) áàçîâîãî àêòèâà çà âðåìÿ æèçíè îïöèîíà. Òàêèì îáðàçîì, äëÿ èññëåäîâà-

íèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ âåëè÷èíû ïîòåðü õåäæåðà L(d) íåîáõîäèìî íàéòè ðàñïðåäåëåíèå îáùåãî

÷èñëà ïåðåñå÷åíèé ïîëîñû H òðàåêòîðèåé S(t) çà âðåìÿ T .

Íàéäåì ðàñïðåäåëåíèå ÷èñëà ïåðåñå÷åíèé ïîëîñû H òðàåêòîðèåé ïðîöåññà S(t) çà âðåìÿ

T â íàïðàâëåíèÿõ �ñíèçó ââåðõ� è �ñâåðõó âíèç�, òî åñòü íàéäåì ðàñïðåäåëåíèå ñëó÷àéíûõ

âåëè÷èí η+ è η−. Ïîñêîëüêó ëîãàðèôì ÿâëÿåòñÿ ìîíîòîííûì ïðåîáðàçîâàíèåì, ëþáîé òðà-

åêòîðèè ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà S(t), êîòîðàÿ ïåðåñåêëà ïîëîñó H ñóììàðíî k ðàç, áóäåò ñîîò-

âåòñòâîâàòü òðàåêòîðèÿ ïðîöåññà X(t), êîòîðàÿ çà âðåìÿ T ñóììàðíî k ðàç ïåðåñåêëà ïîëîñó

H̃ ñ íèæíåé ãðàíèöåé ln K
S(0)

è âåðõíåé ãðàíèöåé ln K(1+d)
S(0)

:

H̃ ,

{
(y, t) : y ∈ [ln

K

S(0)
, ln

K(1 + d)

S(0)
], t ∈ [0, T ]

}
.
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Ñëåäîâàòåëüíî, ðàñïðåäåëåíèå ÷èñëà ïåðåñå÷åíèé ïîëîñû H òðàåêòîðèåé S(t) áóäåò ñîâïà-

äàòü ñ ðàñïðåäåëåíèåì ÷èñëà ïåðåñå÷åíèé ïîëîñû ñ íèæíåé ãðàíèöåé ln K
S(0)

è âåðõíåé ãðà-

íèöåé ln K(1+d)
S(0)

òðàåêòîðèåé ïðîöåññà X(t).

Ïóñòü íà÷àëüíàÿ öåíà S(0) áàçîâîãî àêòèâà ñîâïàäàåò ñ öåíîé ïîñòàâêè K, ò.å. X(0) =

0, òîãäà äëÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ÷èñëà ïåðåñå÷åíèé óêàçàííîé âûøå ïðÿìîëèíåéíîé ïîëîñû H̃

òðåêòîðèåé ïðîöåññà X(t) ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå:
Òå î ð åì à 4 ( [3, c. 157]). Ïóñòü η̃− � ÷èñëî ïåðåñå÷åíèé ïîëîñû H̃ òðàåêòîðèåé ïðî-

öåññà X(t) â íàïðàâëåíèè �ñâåðõó âíèç� ïðè óñëîâèè S(0) = K. Òîãäà äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíî-

ãî k âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî òðàåêòîðèÿ ïðîöåññà X(t) ïåðåñå÷åò H̃ â íàïðàâëåíèè �ñâåðõó

âíèç� íå ìåíåå k ðàç ðàâíà

P{η̃− ≥ k} = e(
µ
σ
−σ

2 )(vk−a)

(
1− Φ

(
vk√
T

+
(µ
σ
− σ

2

)√
T

))
+

+ e−(µσ−
σ
2 )(vk+a)

(
1− Φ

(
vk√
T
−
(µ
σ
− σ

2

)√
T

))
,

ãäå Φ(z) = 1√
2π

z∫
−∞

e−
t2

2 dt, è ñ ó÷åòîì êîýôôèöèåíòà âîëàòèëüíîñòè σ, êîòîðûé èãðàåò ðîëü

êîýôôèöèåíòà ìàñøòàáèðîâàíèÿ, vk = 2k(a+b)−a = 2k ln(1+d)
σ

, b = ln(1+d)
σ

� âåðõíÿÿ ãðàíèöà

ïîëîñû H̃, a = 0 � íèæíÿÿ ãðàíèöà ïîëîñû H̃.

Äëÿ íàõîæäåíèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ÷èñëà η̃+ ïåðåñå÷åíèé �ñíèçó ââåðõ� íåîáõîäèìî ñäåëàòü çà-

ìåíó ïåðåìåííûõ y → −y. Òîãäà ïðîöåññ X(t) áóäåò èäòè îò âåðõíåé ãðàíèöû ïîëîñû H̃, ò.å.

a = − ln(1+d)
σ

, b = 0, à êîýôôèöèåíò ëèíåéíîãî ñíîñà µ
σ
− σ

2
íóæíî âçÿòü ñ îáðàòíûì çíàêîì.

Òàêèì îáðàçîì, ðàñïðåäåëåíèå âåëè÷èíû η̃+ îïðåäåëÿåòñÿ âûðàæåíèåì:

P{η̃+ ≥ k} = e−(µσ−
σ
2 )(vk−a)

(
1− Φ

(
vk√
T
−
(µ
σ
− σ

2

)√
T

))
+

+ e(
µ
σ
−σ

2 )(vk+a)

(
1− Φ

(
vk√
T

+
(µ
σ
− σ

2

)√
T

))
,

ãäå ñ ó÷åòîì êîýôôèöèåíòà âîëàòèëüíîñòè σ, êîòîðûé èãðàåò ðîëü êîýôôèöèåíòà ìàñøòà-

áèðîâàíèÿ, è çàìåíû ïåðåìåííûõ vk = 2k(a+ b)−a = − (2k−1) ln(1+d)
σ

, b = 0 � âåðõíÿÿ ãðàíèöà

ïîëîñû, a = − ln(1+d)
σ

� íèæíÿÿ ãðàíèöà ïîëîñû.

Íà îñíîâàíèè ïðèâåäåííûõ ñîîòíîøåíèé äëÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ÷èñëà ïåðåñå÷åíèé ïîëîñû

òðàåêòîðèåé âèíåðîâñêîãî ïðîöåññà ñ ëèíåéíûì ñíîñîì ïîëó÷àåì, ÷òî äëÿ ðàñïðåäåëåíèÿ

÷èñëà ïåðåñå÷åíèé ïîëîñû H òðàåêòîðèåé ïðîöåññà S(t) öåíîîáðàçîâàíèÿ çà âðåìÿ T ñïðà-

âåäëèâî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå:
Òå î ð åì à 5. Ïóñòü òðàåêòîðèÿ ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà S(t) äîñòèãëà óðîâíÿ K â ìîìåíò

t0, òîãäà äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî k òðàåêòîðèÿ S(t) ïåðåñå÷åò ïîëîñó H â íàïðàâëåíèè
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�ñâåðõó âíèç� çà îñòàâøååñÿ âðåìÿ T − t0 íå ìåíåå m ðàç ñ âåðîÿòíîñòüþ

P{η− ≥ k|τ = t0} = e(
µ
σ
−σ

2 )
2k ln(1+d)

σ

(
1− Φ

(
2k ln(1 + d)

σ
√
T

+
(µ
σ
− σ

2

)√
T

))
+

+ e−(µσ−
σ
2 )

2k ln(1+d)
σ

(
1− Φ

(
2k ln(1 + d)

σ
√
T

−
(µ
σ
− σ

2

)√
T

))
; (1.29)

à â íàïðàâëåíèè �ñíèçó ââåðõ� ñ âåðîÿòíîñòüþ

P{η+ ≥ m|τ = t0} = e(
µ
σ
−σ

2 )
(2k−2) ln(1+d)

σ

(
1− Φ

(
−(2k − 1) ln(1 + d)

σ
√
T

−
(µ
σ
− σ

2

)√
T

))
+

+ e−(µσ−
σ
2 )

2k ln(1+d)
σ

(
1− Φ

(
−(2k − 1) ln(1 + d)

σ
√
T

+
(µ
σ
− σ

2

)√
T

))
, (1.30)

ãäå Φ(z) = 1√
2π

z∫
−∞

e−
t2

2 dt.

Â ñèëó íåîòðèöàòåëüíîñòè âîçìîæíîãî ÷èñëà ïåðåñå÷åíèé

P{η+ ≥ m|τ = t0} = P{η− ≥ m|τ = t0} = 1, ïðè m ≤ 0.

Íàéäåì óñëîâíîå ðàñïðåäåëåíèå îáùåãî ÷èñëà ïåðåñå÷åíèé η− + η+ ïðè óñëîâèè, ÷òî τ = t0.

Ïî ñâîéñòâàì âåðîÿòíîñòè ïîëó÷àåì, ÷òî

P{η− = i|τ = t0} = P{η− ≥ i|τ = t0} − P{η− ≥ i+ 1|τ = t0},

P{η+ = i|τ = t0} = P{η+ ≥ i|τ = t0} − P{η+ ≥ i+ 1|τ = t0}.

Íàïîìíèì, ÷òî âåëè÷èíû η− è η+ çàâèñèìû, à êàæäîìó ïåðåñå÷åíèþ �ñâåðõó âíèç� ïðåäøå-

ñòâóåò ïåðåñå÷åíèå �ñíèçó ââåðõ�. Â ñèëó ýòîãî

P{η+ + η− = 0|τ = t0} = P{η+ = 0|τ = t0}.

Ðàññìîòðèì òåïåðü âåðîÿòíîñòü îäíîãî ïåðåñå÷åíèÿ ïîëîñû H. Â ýòîì ñëó÷àå íå äîëæíî

ïðîèçîéòè ïåðåñå÷åíèÿ �ñâåðõó âíèç�, íî îáùåå êîëè÷åñòâî ïåðåñå÷åíèé íå ðàâíî íóëþ, ïî-

ëó÷àåì

P{η+ + η− = 1|τ = t0} = P{η− = 0|τ = t0} − P{η+ + η− = 0|τ = t0}.

Àíàëîãè÷íî, â ñëó÷àå äâóõ ïåðåñå÷åíèé äîëæíî ïðîèçîéòè îäíî ïåðåñå÷åíèå �ñíèçó ââåðõ�,

ïðè ýòîì îáùåå êîëè÷åñòâî ïåðåñå÷åíèé íå ðàâíî îäíîìó, òî åñòü

P{η+ + η− = 2|τ = t0} = P{η+ = 1|τ = t0} − P{η+ + η− = 1|τ = t0}.

Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì ðåêóððåíòíîå ñîîòíîøåíèå, îïðåäåëÿþùåå ðàñïðåäåëåíèå îáùåãî ÷èñ-
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ëà ïåðåñå÷åíèé:

P (i, t0) , P{η+ + η− = i|τ = t0} =



P{η+ = 0|τ = t0}, ïðè i = 0;

P{η+ = l|τ = t0}−

P{η+ + η− = 2l − 1|τ = t0}, ïðè i = 2l, l > 0;

P{η− = l|τ = t0}−

P{η+ + η− = 2l|τ = t0}, ïðè i = 2l + 1, l > 0.

(1.31)

Â ñèëó òîãî, ÷òî ïðîöåññ S(t) ÿâëÿåòñÿ ïðîöåññîì ñ íåçàâèñèìûìè ïðèðàùåíèÿìè è íàì

èçâåñòíî ðàñïðåäåëåíèå ìîìåíòà τ ïåðâîãî äîñòèæåíèÿ óðîâíÿK öåíû ïîñòàâêè òðàåêòîðèåé

ïðîöåññà S(t), ìû ìîæåì îïðåäåëèòü áåçóñëîâíîå ðàñïðåäåëåíèå ÷èñëà ïåðåñå÷åíèé ïîëîñû

H òðàåêòîðèåé S(t) çà âðåìÿ T â íàïðàâëåíèÿõ �ñâåðõó âíèç� è �ñíèçó ââåðõ�, à òàêæå îáùåãî

÷èñëà ïåðåñå÷åíèé. Ïîëó÷àåì, ñîîòâåòñòâåííî:

P{η− ≥ m} =

T∫
0

P{η− ≥ m|τ = t0}fτ (t0, S,K)dt0, (1.32)

P{η+ ≥ m} =

T∫
0

P{η+ ≥ m|τ = t0}fτ (t0, S,K)dt0, (1.33)

P (i) , P{η+ + η− = i} =

T∫
0

P{η+ + η− = i|τ = t0}fτ (t0, S,K)dt0 + I{i = 0}P{τ ≥ T} =

=



P{η+ = 0}+ P{τ ≥ T}, ïðè i = 0;

P{η+ = l}−

P{η+ + η− = 2l − 1}, ïðè i = 2l, l > 0;

P{η− = l}−

P{η+ + η− = 2l}, ïðè i = 2l + 1, l > 0,

(1.34)

ãäå I{·} � èíäèêàòîðíàÿ ôóíêöèÿ. Îòìåòèì, ÷òî ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí η− è η+

íå îïðåäåëåíû ïðè íóëåâîé øèðèíå ïîëîñû íå÷óâñòâèòåëüíîñòè, òàê êàê ïðè d = 0 ïîëó÷àåì

P{η− ≥ m |τ = t0} = 1,

äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî m è t0 ∈ [0, T ]. Ýòî ñâÿçàíî ñî ñâîéñòâîì áåñêîíå÷íîãî ÷èñëà

ïåðåñå÷åíèé çàäàííîãî óðîâíÿ âèíåðîâñêèì ïðîöåññîì, åñëè ýòîò óðîâåíü áûë äîñòèãíóò.
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1.4. Âûâîäû ïî ãëàâå 1

Â äàííîé ãëàâå èçó÷åí âàðèàíò ìîäèôèêàöèè ñòðàòåãèè ïîñëåäîâàòåëüíîãî õåäæèðîâà-

íèÿ, çàêëþ÷àþùèéñÿ âî ââåäåíèè ïîëîñû �íå÷óâñòâèòåëüíîñòè� õåäæèðîâàíèÿ. Äàííàÿ ìî-

äèôèêàöèÿ äîëæíà ïîçâîëèòü èçáåæàòü ÷ðåçìåðíîãî ðîñòà çàòðàò íà õåäæèðîâàíèå â ñëó-

÷àå ÷àñòûõ êîëåáàíèé öåíû áàçîâîãî àêòèâà îòíîñèòåëüíî óðîâíÿ öåíû ïîñòàâêè. Äëÿ ó÷å-

òà âîçìîæíîñòè äîñðî÷íîãî èñïîëíåíèÿ îïöèîíà àìåðèêàíñêîãî òèïà äåðæàòåëåì îïöèîíà

ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî èñïîëíåíèå îïöèîíà ìîæåò ïðîèçîéòè ïðè ëþáîì ïåðåñå÷åíèè ïîëîñû

�íå÷óâñòâèòåëüíîñòè� ñ ôèêñèðîâàííîé âåðîÿòíîñòüþ.

Ïîëó÷åíû äîêàçàòåëüñòâà îñíîâíûõ ñâîéñòâ ïðîöåññà öåíîîáðàçîâàíèÿ S(t). Íàéäåíî ðàñ-

ïðåäåëåíèå ìîìåíòà ïåðâîãî äîñòèæåíèÿ óðîâíÿ öåíû ïîñòàâêè òðàåêòîðèåé öåíû áàçîâî-

ãî àêòèâà è ðàñïðåäåëåíèå ÷èñëà ïåðåñå÷åíèé ïîëîñû �íå÷óâñòâèòåëüíîñòè� õåäæèðîâàíèÿ

òðàåêòîðèåé öåíû áàçîâîãî àêòèâà â íàïðàâëåíèÿõ �ñâåðõó âíèç� è �ñíèçó ââåðõ�, à òàêæå

ðàñïðåäåëåíèå îáùåãî ÷èñëà ïåðåñå÷åíèé.

Ïðåäëîæåííàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàíà ïðè èññëåäîâàíèè ðàñ-

ïðåäåëåíèÿ çàòðàò íà õåäæèðîâàíèå ïðîäàâöà êîëë-îïöèîíà åâðîïåéñêîãî òèïà. Â ýòîì ñëó-

÷àå äîñòàòî÷íî ïîëîæèòü âåðîÿòíîñòü p(d) äîñðî÷íîãî èñïîëíåíèÿ îïöèîíà ïðè êàæäîì ïå-

ðåñå÷åíèè ðàâíîé 0.
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Ãëàâà 2.

Èññëåäîâàíèå ìîäèôèöèðîâàííîé

ñòðàòåãèè ïîñëåäîâàòåëüíîãî

õåäæèðîâàíèÿ

Äàííàÿ ãëàâà ïîñâÿùåíà èññëåäîâàíèþ ìîìåíòíûõ è âåðîÿòíîñòíûõ õàðàêòåðèñòèê âå-

ëè÷èíû çàòðàò íà õåäæèðîâàíèå ñî ñòîðîíû ïðîäàâöà êîëë-îïöèîíà àìåðèêàíñêîãî òèïà,

èñïîëüçóþùåãî ìîäèôèöèðîâàííóþ ñòðàòåãèþ ïîñëåäîâàòåëüíîãî õåäæèðîâàíèÿ. Â ðàçäåëå

2.1 èññëåäóþòñÿ ñâîéñòâà áåçóñëîâíîãî è óñëîâíîãî ìàòåìàòè÷åñêèõ îæèäàíèé çàòðàò õåäæå-

ðà. Óñëîâíîå ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå îïðåäåëÿåòñÿ ïðè ôèêñèðîâàííîì ìîìåíòå ïåðâîãî

äîñòèæåíèÿ íèæíåé ãðàíèöû ïîëîñû �íå÷óâñòâèòåëüíîñòè� òðàåêòîðèåé êóðñà áàçîâîãî àê-

òèâà. Äëÿ óñëîâíîãî è áåçóñëîâíîãî ìàòåìàòè÷åñêèõ îæèäàíèé íàéäåíû ïðåäñòàâëåíèÿ â

âèäå ñóììû áåñêîíå÷íîãî ðÿäà. Ïðåäëîæåí àëãîðèòì ïîèñêà îïòèìàëüíîé øèðèíû ïîëîñû

�íå÷óâñòâèòåëüíîñòè� õåäæèðîâàíèÿ, ìèíèìèçèðóþùåé ñðåäíèå çàòðàòû õåäæåðà. Èññëåäî-

âàíà ñâÿçü ìåæäó çàäà÷àìè ìèíèìèçàöèè óñëîâíîãî è áåçóñëîâíîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî îæè-

äàíèÿ çàòðàò.

Â ðàçäåëå 2.2 ïîëó÷åíî âûðàæåíèå äëÿ ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ çàòðàò õåäæåðà. Èññëå-

äîâàíû ñâîéñòâà ìîíîòîííîñòè è íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèè. Ïðåäëîæåí àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ

âåðõíåé è íèæíåé îöåíîê êâàíòèëè áåçóñëîâíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ çàòðàò õåäæåðà. Â àëãî-

ðèòìå èñïîëüçóåòñÿ äîêàçàííîå ñâîéñòâî ìîíîòîííîñòè êâàíòèëåé óñëîâíûõ ðàñïðåäåëåíèé

ïðè èçâåñòíîì êîëè÷åñòâå ïåðåñå÷åíèé ïîëîñû �íå÷óâñòâèòåëüíîñòè� òðàåêòîðèåé êóðñà áà-

çîâîãî àêòèâà ïî êîëè÷åñòâó ïåðåñå÷åíèé ïîëîñû. Äëÿ èëëþñòðàöèè ðàáîòû ïðåäëîæåííûõ

àëãîðèòìîâ ïðèâîäÿòñÿ ðåçóëüòàòû ÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåíòîâ.

Äîïîëíèòåëüíî ê îáîçíà÷åíèÿì èç ãëàâû 1 â äàííîé ãëàâå èñïîëüçóþòñÿ ñëåäóþùèå îáî-

çíà÷åíèÿ:

L(d) � ñðåäíèå çàòðàòû õåäæåðà ïðè ôèêñèðîâàííîé îòíîñèòåëüíîé øèðèíå d ïîëîñû
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�íå÷óâñòâèòåëüíîñòè� H;

L(d, t0) � ñðåäíèå çàòðàòû õåäæåðà ïðè ôèêñèðîâàííîé îòíîñèòåëüíîé øèðèíå d ïîëîñû

H è ïðè óñëîâèè, ÷òî öåíà S(t) äîñòèãëà óðîâåíü K öåíû ïîñòàâêè â ìîìåíò t0;

dmax � ìàêñèìàëüíàÿ äîïóñòèìàÿ îòíîñèòåëüíàÿ øèðèíà ïîëîñû H;

d∗ � îïòèìàëüíàÿ øèðèíû ïîëîñû Y ïðè óñëîâèè, ÷òî öåíà S(t) äîñòèãëà óðîâåíü K öåíû

ïîñòàâêè â ìîìåíò t0

d∗(t0) � îïòèìàëüíàÿ øèðèíû ïîëîñû Y ïðè óñëîâèè, ÷òî öåíà S(t) äîñòèãëà óðîâåíü K

öåíû ïîñòàâêè â ìîìåíò t0;

Pϕ(d) � ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ çàòðàò õåäæåðà ïðè ôèêñèðîâàííîé îòíîñèòåëüíîé øè-

ðèíå d ïîëîñû �íå÷óâñòâèòåëüíîñòè� H;

Pϕ(d, t0) � ôóíêöèÿ óñëîâíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ çàòðàò õåäæåðà ïðè èçâåñòíîì ìîìåíòå

t0 ïåðâîãî äîñòèæåíèÿ óðîâíÿ K öåíîé S(t), à òàêæå ïðè ôèêñèðîâàííîé îòíîñèòåëüíîé

øèðèíå d ïîëîñû �íå÷óâñòâèòåëüíîñòè� H;

Pϕ(d, i) � ôóíêöèÿ óñëîâíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ çàòðàò õåäæåðà ïðè èçâåñòíîì êîëè÷åñòâå

i ïåðåñå÷åíèé H òðàåêòîðèåé S(t), à òàêæå ïðè ôèêñèðîâàííîé îòíîñèòåëüíîé øèðèíå d

ïîëîñû �íå÷óâñòâèòåëüíîñòè� H;

Pϕ(d, i, t0) � ôóíêöèÿ óñëîâíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ çàòðàò õåäæåðà ïðè èçâåñòíîì ìîìåíòå t0

ïåðâîãî äîñòèæåíèÿ óðîâíÿK öåíîé S(t), èçâåñòíîì êîëè÷åñòâå i ïåðåñå÷åíèéH òðàåêòîðèåé

S(t), à òàêæå ïðè ôèêñèðîâàííîé îòíîñèòåëüíîé øèðèíå d ïîëîñû �íå÷óâñòâèòåëüíîñòè� H;

ϕα(d) � êâàíòèëü óðîâíÿ α ðàñïðåäåëåíèÿ çàòðàò õåäæåðà ïðè ôèêñèðîâàííîé îòíîñè-

òåëüíîé øèðèíå d ïîëîñû �íå÷óâñòâèòåëüíîñòè� H;

ϕα(d, i) � êâàíòèëü óðîâíÿ α óñëîâíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ çàòðàò õåäæåðà ïðè èçâåñòíîì

êîëè÷åñòâå i ïåðåñå÷åíèé H òðàåêòîðèåé S(t), à òàêæå ïðè ôèêñèðîâàííîé îòíîñèòåëüíîé

øèðèíå d ïîëîñû �íå÷óâñòâèòåëüíîñòè� H;

ψα(d) = 1
1−α

1∫
α

ϕβ(d)dβ � èíòåãðàëüíàÿ êâàíòèëü óðîâíÿ α ðàñïðåäåëåíèÿ çàòðàò õåäæåðà;

ϕ+
α � âåðõíÿÿ îöåíêà êâàíòèëè ϕα(d);

ϕ−α � íèæíÿÿ îöåíêà êâàíòèëè ϕα(d);

ϕj = j(ρ+ + ρ−) � j-ÿ òî÷êà ðàçðûâà ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ çàòðàò õåäæåðà;

P+
ϕj

(·) � çíà÷åíèå ïðåäåëà ñïðàâà ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ çàòðàò õåäæåðà â òî÷êå ϕj;

P−ϕj(·) � çíà÷åíèå ïðåäåëà ñëåâà ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ çàòðàò õåäæåðà â òî÷êå ϕj;

F+(ϕ, d) � âåðõíÿÿ êóñî÷íî-ëèíåéíàÿ îãèáàþùàÿ ôóíêöèè Pϕ(d) íà îòðåçêå [ϕ−α ;ϕ+
α ];

F−(ϕ, d) � íèæíÿÿ êóñî÷íî-ëèíåéíàÿ îãèáàþùàÿ ôóíêöèè Pϕ(d) íà îòðåçêå [ϕ−α ;ϕ+
α ];

L � êîíñòàíòà Ëèïøèöà ôóíêöèè Pϕ(d);
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k∗(ϕ) =
[

ϕ
ρ++ρ−

]
� ìàêñèìàëüíîå êîëè÷åñòâî ïàð ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïåðåñå÷åíèé H òðà-

åêòîðèåé S(t), ïðè êîòîðîì ïîòåðè L(d) ãàðàíòèðîâàííî íå ïðåâîñõîäÿò ϕ;

ϕ∗ = max{ϕ+K−k∗(ϕ)(ρ++ρ−),K(1+θ)}
1+θ

� ìàêñèìàëüíîå öåíà àêòèâà â ìîìåíò äîñðî÷íîãî èñ-

ïîëíåíèÿ, ïðè êîòîðîé ïîñëå k∗(ϕ) ïàð ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïåðåñå÷åíèé H òðàåêòîðèåé S(t)

ïîòåðè L(d) ìîãóò íå ïðåâçîéòè ϕ;

β = α + Fτ (T, S,K)− 1 � óðîâåíü α çà âû÷åòîì âåðîÿòíîñòè òîãî, ÷òî S(t) íå äîñòèãíåò

óðîâåíü K çà âðåìÿ T .

2.1. Ìèíèìèçàöèÿ ñðåäíèõ ïîòåðü

Â äàííîì ðàçäåëå ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à ïîèñêà îïòèìàëüíîé îòíîñèòåëüíîé øèðèíû

ïîëîñû �íå÷óâñòâèòåëüíîñòè� H, ìèíèìèçèðóþùåé ñðåäíèå ïîòåðè õåäæåðàM[L(d)]. Òàêæå â

ðàçäåëå ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à ìèíèìèçàöèè óñëîâíîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ ïîòåðü

M[L(d)|τ = t0]. Óñëîâíîå ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå õàðàêòåðèçóåò ñðåäíèå çàòðàòû õåäæåðà

çà âðåìÿ, îñòàâøååñÿ ïîñëå äîñòèæåíèÿ öåíîé áàçîâîãî àêòèâà óðîâíÿ öåíû ïîñòàâêè, äî

èñòå÷åíèÿ ñðîêà äåéñòâèÿ êîíòðàêòà ïî óæå çàêëþ÷åííîìó îïöèîííîìó êîíòðàêòó.

2.1.1. Ñðåäíèå ïîòåðè õåäæåðà

Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ äëÿ óñëîâíîãî è áåçóñëîâíîãî ìàòåìàòè÷å-

ñêîãî îæèäàíèÿ ïîòåðü õåäæåðà:

L(d) , M[L(d)],

L(d, t0) , M[L(d)|τ = t0].

Ôóíêöèÿ L(d, t0) îïðåäåëÿåò óñëîâíîå ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ïîòåðü õåäæåðà ïðè óñëî-

âèè, ÷òî ñòîèìîñòü S(t) áàçîâîãî àêòèâà äîñòèãëà óðîâåíü K öåíû ïîñòàâêè â ìîìåíò âðåìå-

íè t0. Ïîñòàâèì çàäà÷ó ìèíèìèçàöèè âåëè÷èíû ñðåäíèõ ïîòåðü õåäæåðà ïî øèðèíå ïîëîñû

�íå÷óâñòâèòåëüíîñòè� d:

L(d)→ min
0≤d≤dmax

. (2.1)

Ìàêñèìàëüíàÿ äîïóñòèìàÿ øèðèíà ïîëîñû dmax çàäàåòñÿ õåäæåðîì è çàâèñèò îò åãî ñêëîí-

íîñòè ê ðèñêó, ðûíî÷íûõ îæèäàíèé è ñòîèìîñòè îïöèîíà.

Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è (2.1) íåîáõîäèìî çíàòü ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå âåëè÷èíû ïîòåðü

õåäæåðà L(d), èñïîëüçóþùåãî ìîäèôèöèðîâàííóþ ñòðàòåãèþ ïîñëåäîâàòåëüíîãî õåäæèðî-

âàíèÿ. Ðàñïðåäåëåíèå âåëè÷èíû ïîòåðü õåäæåðà L(d) çàâèñèò îò ìîìåíòà äîñòèæåíèÿ òðà-

åêòîðèåé êóðñà áàçîâîãî àêòèâà óðîâíÿ öåíû ïîñòàâêè, ïîýòîìó ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå
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âåëè÷èíû ïîòåðü ìîæíî ïðåäñòàâèòü êàê ïîëíîå ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå:

L(d) =

∞∫
0

L(d, t0)fτ (t0, S,K) dt0,

ãäå fτ (t0, S,K) � ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû τ â òî÷êå t0, îïðåäåëÿåìàÿ

ñîãëàñíî (1.28). Â ñëó÷àå, êîãäà τ ≥ T , ò.å. êîãäà â òå÷åíèå âñåãî âðåìåíè æèçíè îïöèîíà ðû-

íî÷íàÿ öåíà àêòèâà îñòàâàëàñü íèæå óðîâíÿ öåíû ïîñòàâêè, èñïîëíåíèå îïöèîíà íåâûãîäíî

äåðæàòåëþ è õåäæåð (ïðîäàâåö îïöèîíà) íå íåñåò íèêàêèõ ïîòåðü, ò.å. L(d, t0) = 0. Ñ ó÷åòîì

ýòîãî ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ïîòåðü õåäæåðà ìîæíî îïðåäåëèòü êàê

L(d) =

T∫
0

L(d, t0)fτ (t0, S,K) dt0. (2.2)

Ñòîèò îòìåòèòü, ÷òî óñëîâíîå ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå L(d, t0) ïîòåðü õåäæåðà èìååò

ñâîé ýêîíîìè÷åñêèé ñìûñë: îíî ñîîòâåòñòâóåò âåëè÷èíå ñðåäíèõ ïîòåðü õåäæåðà çà âðåìÿ,

îñòàâøååñÿ äî èñòå÷åíèÿ ñðîêà äåéñòâèÿ îïöèîíà ñ ìîìåíòà äîñòèæåíèÿ êóðñîì áàçîâîãî

àêòèâà óðîâíÿ öåíû ïîñòàâêè, òî åñòü ñ ìîìåíòà, êîãäà îïöèîí ìîæåò áûòü èñïîëíåí. Ïî

ýòîé ïðè÷èíå, íàðÿäó ñ çàäà÷åé (2.3) ìèíèìèçàöèè áåçóñëîâíûõ ñðåäíèõ ïîòåðü õåäæåðà, ìû

ðàññìîòðèì çàäà÷ó ìèíèìèçàöèè óñëîâíûõ ñðåäíèõ ïîòåðü:

d∗(t0) = argmin
0≤d≤dmax

L(d, t0), t0 ∈ (0, T ). (2.3)

Íàéäåì âûðàæåíèå äëÿ óñëîâíîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ ïîòåðü õåäæåðà. Ñ ó÷åòîì ñî-

îòíîøåíèÿ (1.19) äëÿ ñóììàðíûõ ïîòåðü õåäæåðà óñëîâíîå ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ïîòåðü

õåäæåðà áóäåò îïðåäåëÿòüñÿ âûðàæåíèåì

L(d, t0) =
∞∑
k=0

P (k, t0)M

[
k∑
j=0

lj

]
−
∞∑
k=0

P (2k + 1, t0)M

[(
2k+1∏
j=1

(1− νj)

)
K

]
=

=
∞∑
k=0

k∑
j=0

M[lj]P (k, t0)−
∞∑
k=0

(1− p(d))2k+1KP (2k + 1, t0). (2.4)

Ïåðâîå ñëàãàåìîå ñîîòâåòñòâóåò ñðåäíèì çàòðàòàì õåäæåðà íà ïîêóïêó è ïðîäàæó áàçîâî-

ãî àêòèâà õåäæåðîì ïðè ïåðåñå÷åíèÿõ ïîëîñû H òðàåêòîðèåé öåíû S(t) áàçîâîãî àêòèâà çà

âðåìÿ T æèçíè îïöèîíà. Âòîðîå ñëàãàåìîå ñîîòâåòñòâóåò äîïîëíèòåëüíûì ñðåäíèì ïîòåðÿì

õåäæåðà â ñëó÷àå, êîãäà îïöèîí èñïîëíÿåòñÿ â ìîìåíò T îêîí÷àíèÿ ñðîêà æèçíè îïöèîíà,

ïðè ýòîì ó õåäæåðà åñòü íåîáõîäèìîå êîëè÷åñòâî åäèíèö áàçîâîãî àêòèâà, òàê êàê ïîñëåäíåå

ïåðåñå÷åíèå ïðîèçîøëî â íàïðàâëåíèè �ñíèçó ââåðõ�. Ñ ó÷åòîì âûðàæåíèÿ (1.18) äëÿ ïî-

òåðü õåäæåðà ïðè îäíîì ïåðåñå÷åíèè, à òàêæå èçâåñòíîé âåðîÿòíîñòè äîñðî÷íîãî èñïîëíåíèÿ
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ïðè êàæäîì ïåðåñå÷åíèè, ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ïîòåðü õåäæåðà ïðè îäíîì ïåðåñå÷åíèè

îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì âûðàæåíèåì:

M[li] =



p(d)(M[(K + ζ)(1 + θ)]−K) + (1− p(d))ρ+, åñëè i = 1,

(1− p(d))i−1 ρ−, åñëè i = 2m,

(1− p(d))i−1 (p(d)(M[(K + ζ)(1 + θ)]−K) + (1− p(d))ρ+),

åñëè i = 2m+ 1,

(2.5)

ãäå m = 1, 2, · · · .

Ñôîðìóëèðóåì ñëåäóþùóþ òåîðåìó:
Òå î ð åì à 6. Ïóñòü âûïîëíåíû ñëåäóþùèå ïðåäïîëîæåíèÿ:

1) ïðîöåññ êîòèðîâêè áàçîâîãî àêòèâà îïèñûâàåòñÿ ñëó÷àéíûì ïðîöåññîì (1.11);

2) ïðè ôèêñèðîâàííîé øèðèíå d ïîëîñû �íå÷óâñòâèòåëüíîñòè� õåäæà èñïîëíåíèå îï-

öèîíà äåðæàòåëåì ïðè ïåðåñå÷åíèè ïîëîñû �íå÷óâñòâèòåëüíîñòè� ïðîèñõîäèò ñëó÷àéíî ñ

âåðîÿòíîñòüþ p(d), íå çàâèñÿùåé îò ìîìåíòà âðåìåíè, â êîòîðûé ïðîèçîøëî ïåðåñå÷åíèå;

3) öåíà áàçîâîãî àêòèâà ïðè äîñðî÷íîì èñïîëíåíèè ðàâíà K + ζ, ãäå ζ � ñëó÷àéíàÿ âå-

ëè÷èíà, íåçàâèñÿùàÿ îò ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí {νj}, j = 0, 1, 2, . . . è ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà S(t).

Òîãäà ñðåäíèå ïîòåðè õåäæåðà, èñïîëüçóþùåãî ìîäåðíèçèðîâàííóþ ñòðàòåãèþ ïîñëåäî-

âàòåëüíîãî õåäæèðîâàíèÿ, îïðåäåëÿþòñÿ âûðàæåíèåì (2.2), â êîòîðîì óñëîâíûå ñðåäíèå

ïîòåðè õåäæåðà âû÷èñëÿþòñÿ ïî ôîðìóëå (2.4).

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 6 íàïðÿìóþ ñëåäóåò èç ïðèâåäåííûõ âûøå ðàññóæäåíèé. Ñëó÷àéíàÿ

âåëè÷èíà ζ íå çàâèñèò îò ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí νj, j = 0, 1, 2, . . . ïî îïðåäåëåíèþ. Êðîìå òîãî,

ñîãëàñíî (1.34), ïîëíîñòüþ èçâåñòíî ðàñïðåäåëåíèå ÷èñëà ïåðåñå÷åíèé ïîëîñû H, à çíà÷èò

âûðàæåíèå (2.4) äëÿ óñëîâíîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ L(d, t0) ïîëíîñòüþ îïðåäåëåíî.

Ñëåäîâàòåëüíî, îïðåäåëåíî âûðàæåíèå (2.2) äëÿ áåçóñëîâíîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ

ïîòåðü.

Ñ òî÷êè çðåíèÿ õåäæåðà, áåçóñëîâíîå ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå âåëè÷èíû çàòðàò ìîæåò

áûòü èñïîëüçîâàíî äëÿ îöåíêè ñïðàâåäëèâîé öåíû îïöèîíà. Ðåøåíèå çàäà÷è (2.1) áóäåò îïðå-

äåëÿòü ìèíèìàëüíî âîçìîæíóþ âåëè÷èíó ñðåäíèõ ïîòåðü õåäæåðà, êîòîðàÿ áóäåò çàäàâàòü

ìèíèìàëüíóþ ñóììó ïðåìèè çà îïöèîí, ïðè êîòîðîé â ñðåäíåì õåäæåð, èñïîëüçóþùèé ìîäè-

ôèöèðîâàííóþ ñòðàòåãèþ ïîñëåäîâàòåëüíîãî õåäæèðîâàíèÿ ñ îïòèìàëüíîé øèðèíîé ïîëîñû

�íå÷óâñòâèòåëüíîñòè�, íå áóäåò â ïðîèãðûøå. Ðåøåíèå çàäà÷è (2.3) ïîçâîëèò íàéòè îïòèìàëü-

íóþ øèðèíó ïîëîñû �íå÷óâñòâèòåëüíîñòè� íåïîñðåäñòâåííî äëÿ ïðîâåäåíèÿ ìîäèôèöèðîâàí-

íîé ñòðàòåãèè ïîñëåäîâàòåëüíîãî õåäæèðîâàíèÿ ïî îòäåëüíîìó îáÿçàòåëüñòâó (îïöèîíó), ïî

êîòîðîìó öåíà áàçîâîãî àêòèâà óæå äîñòèãëà óðîâíÿ öåíû ïîñòàâêè.
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2.1.2. Ìèíèìèçàöèÿ áåçóñëîâíîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ ïîòåðü

Ðåøèì çàäà÷ó (2.1) ìèíèìèçàöèè ñðåäíèõ ïîòåðü õåäæåðà çà âðåìÿ æèçíè îïöèîíà.

Äëÿ ýòîãî íåîáõîäèìî èññëåäîâàòü çàâèñèìîñòü ñðåäíèõ ïîòåðü õåäæåðà îò øèðèíû ïîëîñû

�íå÷óâñòâèòåëüíîñòè�.

Óñëîâíîå ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ïîòåðü L(d, t0) íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìî ïî d,

ïðè d > 0, ïîñêîëüêó îíî ÿâëÿåòñÿ ñóììîé (2.4) íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìûõ ïî d ôóíê-

öèé. Ñëåäîâàòåëüíî, ñ ó÷åòîì (2.2) áåçóñëîâíîå ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå òàêæå áóäåò íåïðå-

ðûâíî äèôôåðåíöèðóåìîé ïî d ôóíêöèåé, ïðè d > 0.

Îöåíèì ñðåäíèå ïîòåðè õåäæåðà ïðè d → 0. Ñ ó÷åòîì ñîîòíîøåíèÿ (1.29) ïîëó÷àåì,

÷òî äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî m è ëþáîãî t0 ∈ [0, T ) P{η− ≥ m |τ = t0} → 1 ïðè d → 0,

ò.å. çà êîíå÷íîå âðåìÿ âåðîÿòíîñòü áåñêîíå÷íîãî ÷èñëà ïåðåñå÷åíèé ïîëîñû H ñòðåìèòñÿ ê

åäèíèöå. Ïðè ýòîì âåðîÿòíîñòü p(d) èñïîëíåíèÿ îïöèîíà äåðæàòåëåì ïðè îäíîì ïåðåñå÷åíèè

áóäåò ñòðåìèòüñÿ ê íóëþ. Ïîñêîëüêó ïðè êàæäîì ïåðåñå÷åíèè ïîëîñû õåäæåð ïðîèçâîäèò

ïåðåáàëàíñèðîâêó ïîðòôåëÿ ñ íåíóëåâûìè êîìèññèîííûìè èçäåðæêàìè ïðè ïîêóïêå àêòèâà

(θ > 0) óñëîâíûå ñðåäíèå ïîòåðè õåäæåðà (2.4) áóäóò ñòðåìèòüñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè, à çíà÷èò

è ñðåäíèå ïîòåðè õåäæåðà áóäóò ñòðåìèòüñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè

L(d)→∞ ïðè d→ 0.

Îöåíèì òåïåðü ñðåäíèå ïîòåðè õåäæåðà ïðè d ≥ dmax. Ïðè d = dmax âåðîÿòíîñòü p(dmax)

èñïîëíåíèÿ îïöèîíà ïîäïèñ÷èêîì ïðè ïåðâîì ïåðåñå÷åíèè ïîëîñû, ñîãëàñíî (1.13), áóäåò

ðàâíà 1 − α, ãäå α � 1. Ñ ó÷åòîì (2.5) ñðåäíèå çàòðàòû õåäæåðà ïðè ïåðâîì ïåðåñå÷åíèè

ñîñòàâÿò

M[l1] = p(d) ((K + M[ζ]) · (1 + θ)−K) + (1− p(d))ρ+, d ≥ dmax. (2.6)

Ñðåäíèå ïîòåðè â ñëó÷àå, êîãäà ïîñëå äîñòèæåíèÿ óðîâíÿ öåíû ïîñòàâêè íè îäíîãî ïåðåñå-

÷åíèÿ íå ïðîèñõîäèò, áóäóò ðàâíû

M[l0] = p(d) ((K + M[ζ]) · (1 + θ)−K) , d ≥ dmax.

Ïðè d ≥ dmax ñðåäíèå ïîòåðè ïðè âòîðîì è ïîñëåäóþùèõ ïåðåñå÷åíèÿõ ïðèáëèæåííî ìîæíî

ñ÷èòàòü ðàâíûìè íóëþ, ïîñêîëüêó ñ âåðîÿòíîñòüþ íå ìåíüøå 1 − α îïöèîí áóäåò èñïîëíåí

ðàíüøå. Òîãäà óñëîâíûå ñðåäíèå ïîòåðè õåäæåðà ïðèáëèæåííî ðàâíû

L̃(d, t0) ≈ P (0, t0)M[l0] + (1− P (0, t0))M[l1] = M[l1]− P (0, t0) (M[l0]−M[l1]) =

= M[l1]− P (0, t0)(1− p(d))K(1 + d)(1 + θ), d ≥ dmax. (2.7)
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Áîëåå òîãî, óñëîâíûå ñðåäíèå ïîòåðè õåäæåðà áóäóò ñòðåìèòüñÿ ê âåëè÷èíå

L(d, t0)→ (K + M[ζ]) · (1 + θ)−K ïðè d→∞.

Ñ ó÷åòîì âûøåñêàçàííîãî ìîæíî ïðåäïîëîæèòü, ÷òî ñóùåñòâóåò õîòÿ áû îäíà òî÷êà ìèíè-

ìóìà ôóíêöèè L(d) íà (0, dmax).

Ïîñêîëüêó âû÷èñëåíèå ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ ïîòåðü õåäæåðà ñâÿçàíî ñ ñóììèðî-

âàíèåì ðÿäîâ è èíòåãðèðîâàíèåì íåýëåìåíòàðíûõ ôóíêöèé, àíàëèòè÷åñêîå âûðàæåíèå äëÿ

L(d) íàéòè íå óäàåòñÿ. ×èñëåííûå ðàñ÷åòû ïîêàçûâàþò, ÷òî ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ïîòåðü

õåäæåðà L(d) èìååò åäèíñòâåííóþ òî÷êó ìèíèìóìà ïî d íà (0, dmax) äëÿ ëþáîãî dmax > θ.

Îáîçíà÷èì èñêîìóþ òî÷êó ìèíèìóìà ñðåäíèõ ïîòåðü êàê d∗. Äëÿ ïîèñêà çíà÷åíèÿ d∗ ìî-

æåò áûòü ïðåäëîæåí ëþáîé ìåòîä îïòèìèçàöèÿ äëÿ îäíîýêñòðåìàëüíûõ çàäà÷ [1], íàïðèìåð

ìåòîä äèõîòîìèè. Âûáîð ìåòîäà äèõîòîìèè îáóñëîâëåí òåì, ÷òî äàííûé ìåòîä ÿâëÿåòñÿ ðî-

áàñòíûì, ò.å. ñëàáî ÷óâñòâèòåëüíûì ê ïîãðåøíîñòè âû÷èñëåíèé, à çíà÷åíèå ôóíêöèè L(d)

íå ìîæåò áûòü âû÷èñëåíî òî÷íî. Ê òîìó æå ìåòîä äèõîòîìèè îáåñïå÷èâàåò ñõîäèìîñòü ê

îäíîìó èç ëîêàëüíûõ ìèíèìóìîâ, â ñëó÷àå åñëè çàäà÷à íå ÿâëÿåòñÿ îäíîýêñòðåìàëüíîé.

Ðåøåíèå çàäà÷è (2.1) áóäåò äàâàòü îïòèìàëüíîå óïðàâëåíèå â êëàññå ïðîãðàììíûõ ñòðà-

òåãèé, ïîñêîëüêó äëÿ åå ðåøåíèÿ íå èñïîëüçóåòñÿ èíôîðìàöèÿ î äâèæåíèè àêòèâà â òå÷åíèå

âðåìåíè æèçíè îïöèîíà.

2.1.3. Ìèíèìèçàöèÿ óñëîâíîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ ïîòåðü

Èç ñîîòíîøåíèÿ (2.2) ñëåäóåò, ÷òî, ìèíèìèçèðóÿ óñëîâíîå ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ïî-

òåðü õåäæåðà L(d, t0), ìîæíî òàêæå ìèíèìèçèðîâàòü áåçóñëîâíîå ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå

ïîòåðü L(d). Ôóíêöèÿ d∗(t0), ÿâëÿþùàÿñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è (2.3), áóäåò ïðåäñòàâëÿòü ñîáîé

îïòèìàëüíîå óïðàâëåíèå â êëàññå ïîçèöèîííûõ ñòðàòåãèé. Çíà÷åíèå ìàòåìàòè÷åñêîãî îæè-

äàíèÿ ïîòåðü ïðè ýòîì áóäåò íå áîëüøå, ÷åì íà ðåøåíèè â êëàññå ïðîãðàììíûõ ñòðàòåãèé

d∗, ïîñêîëüêó êëàññ ïîçèöèîííûõ ñòðàòåãèé âêëþ÷àåò â ñåáÿ êëàññ ïðîãðàììíûõ. Ñëåäîâà-

òåëüíî, áóäóò âûïîëíÿòüñÿ ñîîòíîøåíèÿ

1) L(d∗) ≥
T∫
0

L(d∗(t0), t0)fτ (t0, S,K) dt0;

2) L(d∗, t0) ≥ L(d∗(t0), t0) äëÿ ëþáîãî t0 ∈ (0, T ).

Çàäà÷à ìèíèìèçàöèè óñëîâíîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ èìååò òàêæå ñàìîñòîÿòåëü-

íûé ýêîíîìè÷åñêèé ñìûñë. Êàê áûëî ñêàçàíî ðàíåå, ðåøåíèå çàäà÷è (2.1) ìîæåò áûòü èñïîëü-

çîâàíî äëÿ îïðåäåëåíèÿ ìèíèìàëüíîé ïðåìèè çà îïöèîí. Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è (2.1) íå òðåáó-
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åòñÿ íèêàêèõ ñâåäåíèé î äâèæåíèè êóðñà áàçîâîãî àêòèâà â òå÷åíèå âðåìåíè æèçíè îïöèîíà.

Òàêèì îáðàçîì, ñðàçó ïîñëå çàêëþ÷åíèÿ îïöèîííîãî êîíòðàêòà õåäæåð ìîæåò îïðåäåëèòü

øèðèíó ïîëîñû d∗ è äàëåå îñóùåñòâëÿòü õåäæèðîâàíèå îïöèîííîé ïîçèöèè â ñîîòâåòñòâèè ñ

îïèñàííîé ñòðàòåãèåé. Ðàñïðåäåëåíèå ïîòåðü õåäæåðà L(d) â ñâîþ î÷åðåäü áóäåò çàâèñåòü îò

ìîìåíòà τ äîñòèæåíèÿ êóðñîì áàçîâîãî àêòèâà óðîâíÿ öåíû ïîñòàâêè. Åñëè â òå÷åíèå âðåìå-

íè æèçíè îïöèîíà óðîâåíü öåíû ïîñòàâêè íå áûë äîñòèãíóò, òî îïöèîí íå áóäåò èñïîëíåí è

õåäæèðîâàíèå íå ïðîèçâîäèòñÿ, åñëè æå ðûíî÷íàÿ öåíà àêòèâà ñòàëà ðàâíîé öåíå ïîñòàâêè â

ìîìåíò âðåìåíè t0, òî õåäæåð, ðåøèâ çàäà÷ó (2.3), ìîæåò íàéòè íîâîå îïòèìàëüíîå çíà÷åíèå

øèðèíû ïîëîñû d∗(t0), ïðè ýòîì ñðåäíèå ïîòåðè çà îñòàâøååñÿ âðåìÿ T − t0 áóäóò íå áîëüøå,

÷åì ïðè �ñòàðîì� çíà÷åíèè øèðèíå ïîëîñû d∗. Âåëè÷èíà L(d∗(t0), t0) áóäåò õàðàêòåðèçîâàòü

ñðåäíèå çàòðàòû íà õåäæèðîâàíèå çà âðåìÿ T − t0, â òå÷åíèå êîòîðîãî îïöèîí ìîæåò áûòü

ïðåäúÿâëåí.

×èñëåííûå ðàñ÷åòû ïîêàçûâàþò, ÷òî óñëîâíîå ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ïîòåðü õåäæåðà

L(d, t0), ðàññìàòðèâàåìîå êàê ôóíêöèÿ ïàðàìåòðà d, îáëàäàåò òåìè æå ñâîéñòâàìè, ÷òî è

áåçóñëîâíîå ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ïîòåðü L(d). Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è

(2.3) òàêæå ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàí ìåòîä äèõîòîìèè.

Ïîñêîëüêó, êàê áûëî ñêàçàíî ðàíåå, çíà÷åíèå âåëè÷èíû ñðåäíèõ ïîòåðü íå ìîæåò áûòü

âû÷èñëåíî òî÷íî, äëÿ õåäæåðà, îñóùåñòâèâøåãî ïðîäàæó êîëë-îïöèîíà àìåðèêàíñêîãî òèïà,

ìîæåò áûòü ïðåäëîæåí ÷èñëåííûé àëãîðèòì îöåíêè ñðåäíèõ ïîòåðü ïðè çàäàííîé øèðèíå

ïîëîñû �íå÷óâñòâèòåëüíîñòè� d. Äàííàÿ îöåíêà òàêæå ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàíà ïðè ïîèñêå

îïòèìàëüíîé øèðèíû ïîëîñû �íå÷óâñòâèòåëüíîñòè�.

Àë ã î ð è òì 1.

1. Çàäàòü âåëè÷èíû dmax, α, 0 < ε� 1.

2. Çàäàòü èëè îïðåäåëèòü ðàñïðåäåëåíèå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ζ è âåðîÿòíîñòü èñïîëíå-

íèÿ ïðè ïåðåñå÷åíèè p(d).

3. Íàéòè m∗ , min
m∈N
{m : P{η− ≥ m|τ = 0} < ε}, ãäå ñîîòâåòñòâóþùàÿ âåðîÿòíîñòü

âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå (1.29).

4. Âû÷èñëèòü ñðåäíèå ïîòåðè õåäæåðà ïî ôîðìóëå (2.2), èñïîëüçóÿ âåëè÷èíó m∗ â êà÷å-

ñòâå âåðõíåãî ïðåäåëà ñóììèðîâàíèÿ.

Â ðåçóëüòàòå ðàáîòû äàííîãî àëãîðèòìà ñòðîèòñÿ íèæíÿÿ îöåíêà âåëè÷èíû ñðåäíèõ ïîòåðü.

Ýòà îöåíêà áóäåò ñòðåìèòüñÿ ê òî÷íîìó çíà÷åíèþ L(d) ïðè ε→ 0.

2.1.4. Ðåçóëüòàòû ÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåíòîâ

Ïðèì å ð 1. Ðàññìîòðèì â êà÷åñòâå ïðèìåðà çàäà÷ó (2.1) ñî ñëåäóþùèìè çíà÷åíèÿìè

ïàðàìåòðîâ:

S = 19 ó.å, K = 20 ó.å, T = 40 äíåé, µ = 0, 01, σ = 0, 1, θ = 0, 01. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî öåíà
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áàçîâîãî àêòèâà ïðè äîñðî÷íîì èñïîëíåíèè ñëó÷àéíà è ðàâíà K + ζ, ãäå ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà

ζ èìååò ñëåäóþùóþ ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ:

Fζ(s) =


1, åñëè s > 20d,

1− e−0,3s

1− e−6d
, åñëè 0 ≤ s ≤ 20d,

0, åñëè s < 0.

È ïóñòü èñïîëíåíèå îïöèîíà ïðè êàæäîì ïåðåñå÷åíèè ïðîèñõîäèò ñ âåðîÿòíîñòüþ

p(d) = 1− e−6d.

Ãðàôèê çàâèñèìîñòè áåçóñëîâíîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ ïðèâåäåí íà ðèñóíêå 2.1.

Ðèñ. 2.1. çàâèñèìîñòü ñðåäíèõ ïîòåðü îò øèðèíû ïîëîñû.

Îïòèìàëüíàÿ øèðèíà ïîëîñû â äàííîì ñëó÷àå ðàâíà d∗ = 0, 055.

Îæèäàåìûå ïîòåðè õåäæåðà ïðè ýòîì ñîñòàâÿò L(0, 055) = 1, 79 ó.å.

Èç ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ ñëåäóåò, ÷òî îïòèìàëüíàÿ øèðèíà ïîëîñû �íå÷óâñòâèòåëüíîñòè�

ñîïîñòàâèìà ñ âåëè÷èíîé êîìèññèîííûõ èçäåðæåê. Âåëè÷èíà ñðåäíèõ çàòðàò íà õåäæèðîâà-

íèå, êîòîðàÿ ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàíà äëÿ îöåíêè ïðåìèè çà îïöèîí, ñóùåñòâåííî ìåíüøå

ñòîèìîñòè áàçîâîãî àêòèâà, ÷òî âïîëíå ñîîòâåòñòâóåò ðåàëüíûì äàííûì, à òàêæå ðàñ÷åòàì

ñòîèìîñòè àìåðèêàíñêîãî îïöèîíà, ïðîâåäåííûõ ñ ïîìîùüþ ìåòîäà Ìîíòå-Êàðëî. Îäíàêî

ñòîèò îòìåòèòü, ÷òî ïîëó÷åííàÿ âåëè÷èíà ñðåäíèõ çàòðàò íà õåäæèðîâàíèå ñóùåñòâåííî

ïðåâûøàåò ñðåäíèå çàòðàòû â ñëó÷àå ëèíåéíîé ìîäåëè öåíîîáðàçîâàíèÿ, ïîëó÷åííûå â [24],

êîãäà èçìåíåíèå öåíû áàçîâîãî àêòèâà îïèñûâàåòñÿ âèíåðîâñêèì ïðîöåññîì ñ ëèíåéíûì ñíî-

ñîì. Ýòî ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî ïðîöåññ ãåîìåòðè÷åñêîãî áðîóíîâñêîãî äâèæåíèÿ ïðè áëèçêèõ

ê óêàçàííûì çíà÷åíèÿì ïàðàìåòðîâ èìååò ñóùåñòâåííî áîëüøóþ âàðèàöèþ, ïî ñðàâíåíèþ ñ

âèíåðîâñêèì ïðîöåññîì ñ ëèíåéíûì ñíîñîì.
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Çàâèñèìîñòü óñëîâíîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ L(d, t0) îò ïàðàìåòðà d èìååò òàêîé

æå õàðàêòåð, êàê è L(d), íî âåëè÷èíà óñëîâíîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ ïðåâûøàåò áåç-

óñëîâíîå ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå äëÿ ëþáîãî d > 0 ïðè S < K. Ïðè t0 = 10 è òåõ æå

çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ, îæèäàåìûå óñëîâíûå ïîòåðè õåäæåðà ñîñòàâÿò 1, 8385 ó.å. ïðè îïòè-

ìàëüíîé øèðèíå ïîëîñû d∗(10) = 0, 045. Âåëè÷èíà áåçóñëîâíîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ

ïîòåðü îêàçûâàåòñÿ ìåíüøå óñëîâíîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ, ïîñêîëüêó â ñîîòíîøåíèè

(2.2) íå âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå íîðìèðîâêè, ò.å.

T∫
0

fτ (t0, S,K) dt0 < 1.

Ôèçè÷åñêè ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ñ íåíóëåâîé âåðîÿòíîñòüþ õåäæåð íå ïîíåñåò íèêàêèõ ïîòåðü â

ñëó÷àå, êîãäà ðûíî÷íàÿ öåíà áàçîâîãî àêòèâà íå äîñòèãàåò óðîâíÿ öåíû ïîñòàâêè çà âðåìÿ

æèçíè îïöèîíà è îïöèîí íå ïðåäúÿâëÿåòñÿ. Óñëîâíîå ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ñîîòâåòñòâó-

åò ñëó÷àþ, êîãäà óðîâåíü öåíû ïîñòàâêè áûë äîñòèãíóò â òå÷åíèå âðåìåíè æèçíè îïöèîíà è

îïöèîí ìîã áûòü ïðåäúÿâëåí.

2.2. Ðàñïðåäåëåíèå ïîòåðü

Êðèòåðèé â ôîðìå ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ ïîòåðü ïîäõîäèò äëÿ îïðåäåëåíèÿ ñïðà-

âåäëèâîé öåíû îïöèîíà, îäíàêî îí íå ó÷èòûâàåò ðàçáðîñ ðåàëèçàöèé âåëè÷èíû ïîòåðü îòíî-

ñèòåëüíî ñðåäíåãî çíà÷åíèÿ, à çíà÷èò íå ìîæåò èñïîëüçîâàòüñÿ äëÿ îöåíêè îáúåìà ñðåäñòâ,

íåîáõîäèìûõ äëÿ èñïîëüçîâàíèÿ ìîäèôèöèðîâàííîé ñòðàòåãèè ïîñëåäîâàòåëüíîãî õåäæèðî-

âàíèÿ.

Òðàäèöèîííî [17], â çàäà÷àõ ïðîåêòèðîâàíèÿ ýêîíîìè÷åñêèõ è òåõíè÷åñêèõ ñèñòåì â êà-

÷åñòâå êðèòåðèåâ êà÷åñòâà óïðàâëåíèÿ èñïîëüçóþòñÿ ôóíêöèÿ âåðîÿòíîñòè è ôóíêöèÿ êâàí-

òèëè. Ïðè çàäàííîé ôóíêöèè L(d) ïîòåðü ôóíêöèÿ âåðîÿòíîñòè õàðàêòåðèçóåò âåðîÿòíîñòü

òîãî, ÷òî ïîòåðè õåäæåðà íå ïðåâûñÿò çàäàííûé óðîâåíü ϕ:

Pϕ(d) , P{L(d) ≤ ϕ}. (2.8)

Ïàðàìåòð ϕ çàäàåò äîïóñòèìûé óðîâåíü ïîòåðü. Â êà÷åñòâå ïàðàìåòðà ϕ ìîæåò áûòü âûáðà-

íà, íàïðèìåð, ïðåìèÿ çà îïöèîí, êîòîðóþ õåäæåð ïîëó÷àåò ïðè ïðîäàæå êîíòðàêòà.

Ôóíêöèÿ êâàíòèëè õàðàêòåðèçóåò ïîðîã, êîòîðûé ïîòåðè õåäæåðà íå ïðåâûñÿò ñ çàäàííîé

âåðîÿòíîñòüþ α:

ϕα(d) , min{ϕ : Pϕ(d) ≥ α}, ãäå α ∈ (0; 1). (2.9)
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Â ëèòåðàòóðå êâàíòèëü ðàñïðåäåëåíèÿ ïîòåðü ϕα(d) òàêæå èçâåñòíà ïîä íàçâàíèåì VaR

(Value-at-Risk) [79].

Èñõîäÿ èç ôèçè÷åñêîãî ñìûñëà óêàçàííûõ êðèòåðèåâ âîçíèêàþò çàäà÷è ìàêñèìèçàöèè

ôóíêöèè âåðîÿòíîñòè è ìèíèìèçàöèè ôóíêöèè êâàíòèëè:

Pϕ(d)→ max
d
,

ϕα(d)→ min
d
.

Ìåòîäû è àëãîðèòìû ðåøåíèÿ çàäà÷ ìèíèìèçàöèè ôóíêöèè êâàíòèëè è ìàêñèìèçàöèè ôóíê-

öèè âåðîÿòíîñòè ïîäðîáíî ðàçîáðàíû â ìîíîãðàôèÿõ [17,20,83]. Ìåòîäàì ðåøåíèÿ ýòèõ çàäà÷

ïîñâÿùåíû ðàáîòû [8,19,21�23,33] è ìíîãèå äðóãèå. Ïîäðîáíûé ðàçáîð ðàáîò ïî äàííîé òåìå

âûõîäèò çà ðàìêè äàííîé äèññåðòàöèè.

2.2.1. Ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ïîòåðü õåäæåðà

Íàéäåì âåðîÿòíîñòü òàêîãî ñîáûòèÿ, ÷òî ïîòåðè õåäæåðà íå ïðåâûñÿò çàäàííûé ïîðîã ϕ,

ò.å. íàéäåì ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ ïîòåðü õåäæåðà. Â ñèëó èçâåñòíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ îá-

ùåãî ÷èñëà ïåðåñå÷åíèé η+ + η−, çàäàâ ðàñïðåäåëåíèå ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí νi, ðàñïðåäåëåíèå

öåíû äîñðî÷íîãî èñïîëíåíèÿ ζ, à òàêæå îïðåäåëèâ ðàñïðåäåëåíèå ìîìåíòà ïåðâîãî äîñòè-

æåíèÿ óðîâíÿ öåíû ïîñòàâêè τ , óäàåòñÿ ïîëó÷èòü âûðàæåíèå äëÿ ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ

âåëè÷èíû L(d), ò.å. äëÿ ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ ïîòåðü õåäæåðà (2.8):

Pϕ(d) , P{L(d) ≤ ϕ}.

Ýòà âåðîÿòíîñòü áóäåò çàâèñåòü îò øèðèíû ïîëîñû H è âðåìåíè æèçíè îïöèîíà T , è

ìîæåò áûòü âû÷èñëåíà ïî ôîðìóëå ïîëíîé âåðîÿòíîñòè

Pϕ(d) =
∞∑
i=0

P{L(d) ≤ ϕ|η++η− = i}·P (i)+
(
1− P{L(d) ≤ ϕ|η+ + η− = 0}

)
(1−Fτ (T, S,K)),

(2.10)

ãäå i � êîëè÷åñòâî ïåðåñå÷åíèé ïîëîñû H. Ïîñëåäíåå ñëàãàåìîå âîçíèêàåò èç-çà òîãî, ÷òî

âåëè÷èíà P (0) ñêëàäûâàåòñÿ èç âåðîÿòíîñòè òîãî, ÷òî öåíà S(t) áàçîâîãî àêòèâà íå äîñòèãíåò

óðîâíÿ K öåíû ïîñòàâêè çà âðåìÿ T æèçíè îïöèîíà, è âåðîÿòíîñòè òîãî, ÷òî íå ïðîèçîéäåò

íè îäíîãî ïåðåñå÷åíèÿ ïîëîñû H, åñëè óðîâåíü K áûë äîñòèãíóò çà âðåìÿ T . Â ñâÿçè ñ

òåì, ÷òî ðàñïðåäåëåíèå ñóììàðíûõ ïîòåðü L(d) çàâèñèò îò ìîìåíòà τ ïåðâîãî äîñòèæåíèÿ

óðîâíÿ K öåíû ïîñòàâêè òðàåêòîðèåé öåíû S(t) áàçîâîãî àêòèâà, âåðîÿòíîñòü Pϕ(d) ìîæåò
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áûòü ïðåäñòàâëåíà êàê

Pϕ(d) = 1− Fτ (T, S,K) +
∞∑
i=0

T∫
0

P{L(d, t0) ≤ ϕ|η+ + η− = i}P (i, t0)fτ (t0, S,K)dt0, (2.11)

Ââåäåì â ðàññìîòðåíèå óñëîâíóþ ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ ïîòåðü ïðè óñëîâèè, ÷òî òðàåê-

òîðèÿ ïðîöåññà S(t) äîñòèãëà óðîâíÿ K öåíû ïîñòàâêè â ìîìåíò âðåìåíè t0. Îáîçíà÷èì åå

êàê

Pϕ(d, t0) =
∞∑
i=0

P{L(d, t0) ≤ ϕ|η+ + η− = i}P (i, t0). (2.12)

Î÷åâèäíî, ÷òî ôóíêöèè Pϕ(d) è Pϕ(d, t0) ñâÿçàíû ñëåäóþùèì ñîîòíîøåíèåì:

Pϕ(d) = 1− Fτ (T, S,K) +

T∫
0

Pϕ(d, t0)fτ (t0, S,K)dt0. (2.13)

Îáîçíà÷èì ôóíêöèè óñëîâíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ïîòåðü õåäæåðà, ñòîÿùèå ïîä çíàêîì ñóììû

â ôîðìóëå (2.10) êàê

Pϕ(d, i) , P{L(d) ≤ ϕ|η+ + η− = i}, (2.14)

à â ôîðìóëå (2.11) êàê

Pϕ(d, i, t0) , P{L(d, t0) ≤ ϕ|η+ + η− = i}. (2.15)

Ôóíêöèè Pϕ(d, i) è Pϕ(d, i, t0) ñâÿçàíû ìåæäó ñîáîé ñîîòíîøåíèåì

Pϕ(d, i) =

T∫
0

Pϕ(d, i, t0)fτ (t0, S,K)dt0. (2.16)

Íàéäåì âûðàæåíèÿ äëÿ óñëîâíûõ ôóíêöèé ðàñïðåäåëåíèÿ Pϕ(d, i, t0). Äëÿ ýòîãî ââåäåì îáî-

çíà÷åíèÿ:

k∗(ϕ) =
[ ϕ

ρ+ + ρ−

]
, ϕ∗ ,

max{ϕ+K − k∗(ϕ)(ρ+ + ρ−), K(1 + θ)}
1 + θ

. (2.17)

Ïðè êàæäîì ïåðåñå÷åíèè �ñíèçó ââåðõ� õåäæåð òðàòèò ñóììó, íå ïðåâîñõîäÿùóþ ρ+, à íà ïå-

ðåñå÷åíèè �ñâåðõó âíèç� õåäæåð ïðîäàåò àêòèâ ïî öåíå ïîñòàâêè K äåðæàòåëþ îïöèîíà, åñëè

îïöèîí áûë èñïîëíåí, ëèáî äðóãèì ó÷àñòíèêàì ðûíêà. Ñëåäîâàòåëüíî, â ðåçóëüòàòå äâóõ

ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïåðåñå÷åíèé �ñíèçó ââåðõ� è �ñâåðõó âíèç� õåäæåð çàòðà÷èâàåò ñóììó, íå

ïðåâûøàþùóþ ρ+ + ρ−. Ïðè ýòîì îòìåòèì, ÷òî åñëè õåäæåð ïðè äîñðî÷íîì èñïîëíåíèè

îïöèîíà ïðèîáðåòàåò àêòèâ ïî ìèíèìàëüíî âîçìîæíîé öåíå, åãî äîïîëíèòåëüíûå ïîòåðè,

áåç ó÷åòà ðàíåå ïðîèçâåäåííûõ çàòðàò, íå ìîãóò áûòü ìåíüøå ÷åì Kθ. Òàêèì îáðàçîì, ïðè

ôèêñèðîâàííîì ϕ, ÷èñëî k∗(ϕ) îïðåäåëÿåò äîïóñòèìîå êîëè÷åñòâî ïàð ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïå-

ðåñå÷åíèé äî ìîìåíòà èñïîëíåíèÿ îïöèîíà, ïðè êîòîðîì ñóììàðíûå ïîòåðè ãàðàíòèðîâàííî
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íå ïðåâîñõîäÿò ϕ. Âåëè÷èíà ϕ∗ îïðåäåëÿåò ìàêñèìàëüíóþ öåíó ïîêóïêè áàçîâîãî àêòèâà,

ïðè êîòîðîé ñóììàðíûå ïîòåðè, ñ ó÷åòîì óæå ïðîèçâåäåííûõ çàòðàò, íå ïðåâîñõîäÿò ϕ. Ðàñ-

ñìîòðèì 3 âîçìîæíûõ ñëó÷àÿ:

1. Åñëè i < 2k∗(ϕ), òî åñòü ïðîèçîøëî ñëèøêîì ìàëî ïåðåñå÷åíèé, òî

Pϕ(d, i, t0) = 1. (2.18)

2. Åñëè i = 2k∗(ϕ), òî

Pϕ(d, i, t0) = 1− (1− p(d))2k∗(ϕ) + (1− p(d))2k∗(ϕ) P{S(T ) ≤ ϕ∗|S(t0) = K}
P{S(T ) ≤ K(1 + d)|S(t0) = K}

. (2.19)

Ïåðâîå ñëàãàåìîå ñîîòâåòñòâóåò âåðîÿòíîñòè òîãî, ÷òî îïöèîí áûë èñïîëíåí äî ïåðåñå÷åíèÿ

ñ íîìåðîì 2k∗(ϕ) âêëþ÷èòåëüíî. Âòîðîå ñëàãàåìîå ñîîòâåòñòâóåò âåðîÿòíîñòè òîãî, ÷òî îï-

öèîí íå áûë èñïîëíåí ïðåæäåâðåìåííî, à ðûíî÷íàÿ öåíà àêòèâà â ìîìåíò âðåìåíè T áûëà

ëèáî âûøå óðîâíÿ öåíû ïîñòàâêè, íî íèæå ϕ∗, è îïöèîí áûë èñïîëíåí, ëèáî öåíà àêòèâà

îêàçàëàñü íèæå óðîâíÿ öåíû ïîñòàâêè è îïöèîí èñïîëíåí íå áûë. Âåðîÿòíîñòü â çíàìåíà-

òåëå ñîîòâåòñòâóåò òîìó, ÷òî íå ïðîèçîøëî åùå îäíîãî ïåðåñå÷åíèÿ �ñíèçó ââåðõ�, ò.å. îáùåå

÷èñëî ïåðåñå÷åíèé îñòàëîñü ÷åòíûì.

3. Åñëè i ≥ 2k∗(ϕ) + 1, òî

Pϕ(d, i, t0) = 1− (1− p(d))2k∗(ϕ) + (1− p(d))2k∗(ϕ)p(d)Fζ(ϕ
∗ −K). (2.20)

Ïåðâîå ñëàãàåìîå ñîîòâåòñòâóåò âåðîÿòíîñòè òîãî, ÷òî îïöèîí áûë èñïîëíåí äî ïåðåñå÷åíèÿ ñ

íîìåðîì 2k∗(ϕ) âêëþ÷èòåëüíî. Âòîðîå ñëàãàåìîå ñîîòâåòñòâóåò âåðîÿòíîñòè òîãî, ÷òî îïöèîí

áûë èñïîëíåí íà ïåðåñå÷åíèè ñ íîìåðîì 2k∗(ϕ) + 1, è öåíà èñïîëíåíèÿ áûëà òàêîâà, ÷òî

ñóììàðíûå ïîòåðè íå ïðåâûñèëè ϕ.

Íåòðóäíî çàìåòèòü, ÷òî ôóíêöèè Pϕ(d, i, t0) ÿâëÿþòñÿ ðàçðûâíûìè ïî ϕ â òî÷êàõ ϕj =

j(ρ+ +ρ−), äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî k, à çíà÷èò è ôóíêöèÿ Pϕ(d) òàêæå ÿâëÿåòñÿ ðàçðûâíîé

â òî÷êàõ ϕj, j = 1, 2, ..., â ñèëó ñîîòíîøåíèé (2.12) è (2.13). Òåì íå ìåíåå, ìîæíî íåïîñðåä-

ñòâåííî âû÷èñëèòü ëåâûå è ïðàâûå ïðåäåëû ôóíêöèé Pϕ(d, i, t0) â ýòèõ òî÷êàõ. Îáîçíà÷èì

P+
ϕj

(d, i, t0) , lim
ϕ→ϕj+0

Pϕ(d, i, t0),

P−ϕj(d, i, t0) , lim
ϕ→ϕj−0

Pϕ(d, i, t0).

Åñëè ϕ = ϕj + 0, òî ïî ôîðìóëå (2.17) ïîëó÷àåì k∗(ϕ) = j, à çíà÷èò ïðàâûå ïðåäåëû ðàâíû:

P+
ϕj

(d, i, t0) =


1, ïðè i < 2j;

1− (1− p(d))2i + (1− p(d))2i P{S(T )≤K|S(t0)=K}
P{S(T )≤K(1+d)|S(t0)=K} , ïðè i = 2j;

1− (1− p(d))2i, ïðè i ≥ 2j + 1.

(2.21)
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Àíàëîãè÷íî, ïðè ϕ = ϕj − 0 ïîëó÷àåì k∗(ϕ) = j − 1, è ëåâûå ïðåäåëû ðàâíû:

P−ϕj(d, i, t0) =

1, ïðè i ≤ 2j − 2;

1− (1− p(d))2i−1, ïðè i ≥ 2j − 1.

(2.22)

Ôóíêöèè Pϕ(d, i, t0) íåïðåðûâíû ñïðàâà è íåóáûâàþò ïî ϕ. Â ñèëó (2.17)-(2.20) è òîãî,

÷òî ôóíêöèÿ Fζ(·) ÿâëÿåòñÿ âîçðàñòàþùåé, äëÿ ëþáîãî i > 0 ôóíêöèÿ Pϕ(d, i, t0) ñòðîãî

âîçðàñòàåò ïî ϕ ïðè ϕ ∈ (j(ρ++ρ−), (j+1)(ρ++ρ−)], ãäå j ïðèíèìàåò öåëî÷èñëåííûå çíà÷åíèÿ

îò 0 äî [ i
2
]. Ôóíêöèÿ ïðèíèìàåò ïîñòîÿííîå çíà÷åíèå, ðàâíîå P+

ϕj
(d, i, t0), ïðè ϕ ∈ [j(ρ+ +

ρ−); j(ρ+ + ρ−) +Kθ), ãäå j = 0, 1, · · · , [ i
2
]. À òàêæå Pϕ(d, i, t0) = 1 ïðè ϕ > ([ i

2
] + 1)(ρ+ + ρ−).

Èç ñîîòíîøåíèÿ (2.16) ñëåäóåò, ÷òî ôóíêöèÿ Pϕ(d, i) ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíîé ñïðàâà íåóáû-

âàþùåé ïî ϕ ôóíêöèåé. Ðàçðûâû ôóíêöèè Pϕ(d, i) áóäóò ïðîèñõîäèòü òàêæå â òî÷êàõ ϕj.

Îáîçíà÷èì ëåâûå è ïðàâûå ïðåäåëû ôóíêöèè Pϕ(d, i) â ýòèõ òî÷êàõ êàê

P−ϕj(d, i) , lim
ϕ→ϕj−0

Pϕ(d, i) =

T∫
0

P−ϕj(d, i, t0)fτ (t0, S,K)dt0, (2.23)

P+
ϕj

(d, i) , lim
ϕ→ϕj+0

Pϕ(d, i) =

T∫
0

P+
ϕj

(d, i, t0)fτ (t0, S,K)dt0. (2.24)

Àíàëîãè÷íî, èç ñîîòíîøåíèé (2.12) è (2.13) ñëåäóåò, ÷òî ôóíêöèÿ áåçóñëîâíîãî ðàñïðåäåëå-

íèÿ Pϕ(d) ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíîé ñïðàâà íåóáûâàþùåé ïî ϕ ôóíêöèåé. Ðàçðûâû ôóíêöèè

Pϕ(d) áóäóò ïðîèñõîäèòü òàêæå â òî÷êàõ ϕj. Îáîçíà÷èì ëåâûå è ïðàâûå ïðåäåëû ôóíêöèè

Pϕ(d) â ýòèõ òî÷êàõ êàê

P−ϕj(d) , lim
ϕ→ϕj−0

Pϕ(d) = 1− Fτ (T, S,K) +
∞∑
i=0

T∫
0

P−ϕj(d, i, t0)P (i, t0)fτ (t0, S,K)dt0, (2.25)

P+
ϕj

(d) , lim
ϕ→ϕj+0

Pϕ(d) = 1− Fτ (T, S,K) +
∞∑
i=0

T∫
0

P+
ϕj

(d, i, t0)P (i, t0)fτ (t0, S,K)dt0. (2.26)

2.2.2. Êâàíòèëü ðàñïðåäåëåíèÿ ïîòåðü õåäæåðà

Ïîñêîëüêó íàì èçâåñòíà ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ âåëè÷èíû ïîòåðü õåäæåðà, ìû ìîæåì

íàéòè êâàíòèëü ðàñïðåäåëåíèÿ ýòîé âåëè÷èíû (2.9):

ϕα(d) , min{ϕ : Pϕ(d) ≥ α}, α ∈ (0; 1).

Êâàíòèëü ϕα(d) õàðàêòåðèçóåò ïîðîã, êîòîðûé ñóììàðíûå çàòðàòû íà õåäæèðîâàíèå íå ïðå-

âûñÿò ñ çàäàííîé âåðîÿòíîñòüþ α.
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Ôóíêöèÿ Pϕ(d) ðàçðûâíà â òî÷êàõ ϕj = j(ρ+ + ρ−), à çíà÷åíèÿ ïðåäåëîâ ñïðàâà è ñëåâà

âû÷èñëÿþòñÿ ñîãëàñíî (2.25) è (2.26). Ñëåäîâàòåëüíî, åñëè ñóùåñòâóåò öåëîå m > 0 òàêîå,

÷òî ïðè çàäàííîì α âûïîëíÿåòñÿ P−ϕm(d) < α ≤ P+
ϕm(d), òî èñêîìàÿ êâàíòèëü ϕα(d) ðàâíà

m(ρ+ + ρ−). Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ñóùåñòâóåò m > 0 òàêîå, ÷òî P+
ϕm(d) < α ≤ P−ϕm+1

(d) è

èñêîìàÿ êâàíòèëü áóäåò ïðèíàäëåæàòü èíòåðâàëó (m(ρ+ + ρ−) + Kθ; (m + 1)(ρ+ + ρ−)), íà

êîòîðîì ôóíêöèÿ Pϕ(d) ÿâëÿåòñÿ ñòðîãî âîçðàñòàþùåé. Â ýòîì ñëó÷àå êâàíòèëü ìîæåò áûòü

îïðåäåëåíà êàê ðåøåíèå óðàâíåíèÿ

Pϕ(d) = α (2.27)

ïî ϕ íà èíòåðâàëå (m(ρ++ρ−)+Kθ; (m+1)(ρ++ρ−)). Ïîñêîëüêó ôóíêöèÿ Pϕ(d) íå ìîæåò áûòü

âû÷èñëåíà òî÷íî â ñèëó íåîáõîäèìîñòè ñóììèðîâàíèÿ áåñêîíå÷íîãî ðÿäà, äëÿ ðåøåíèÿ óðàâ-

íåíèÿ (2.27) íåîáõîäèìî èñïîëüçîâàòü ÷èñëåííûå àëãîðèòìû, óñòîé÷èâûå ê ïîãðåøíîñòÿì âî

âõîäíûõ äàííûõ. Ê òàêèì ìåòîäàì îòíîñèòñÿ, íàïðèìåð, ìåòîä äèõîòîìèè ( [40], [1]). Îäíàêî,

åñëè íåò íåîáõîäèìîñòè â ïîëó÷åíèè òî÷íîãî çíà÷åíèÿ êâàíòèëè, òî ìîæåò áûòü ïðåäëîæåí

ïðîñòîé ñ âû÷èñëèòåëüíîé òî÷êè çðåíèÿ àëãîðèòì îöåíèâàíèÿ íåèçâåñòíîé êâàíòèëè.

Ââåäåì â ðàññìîòðåíèå êâàíòèëè óñëîâíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ïîòåðü õåäæåðà ïðè èçâåñòíîì

÷èñëå ïåðåñå÷åíèé. Îïðåäåëèì êâàíòèëü ðàñïðåäåëåíèÿ ïîòåðü ïðè óñëîâèè, ÷òî ïðîèçîøëî

ñóììàðíî i ïåðåñå÷åíèé, ñëåäóþùèì îáðàçîì:

ϕα(d, i) , min{ϕ : Pϕ(d, i) ≥ α}. (2.28)

Â ñèëó òîãî, ÷òî ôóíêöèè Pϕ(d, i) íå âîçðàñòàþò ïî i ïðè ôèêñèðîâàííûõ ϕ è d, âåëè÷èíû

ϕα(d, i) íå óáûâàþò ïî i.

Êâàíòèëè óñëîâíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ïîòåðü ìîãóò âû÷èñëåíû ñëåäóþùèì îáðàçîì. Êàê

áûëî ïîêàçàíî ðàíåå, ôóíêöèè óñëîâíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ Pϕ(d, i) ðàçðûâíû â òî÷êàõ ϕj =

j(ρ+ + ρ−), à çíà÷åíèÿ ïðåäåëîâ ñïðàâà è ñëåâà âû÷èñëÿþòñÿ ñîãëàñíî (2.23) è (2.24).

Ñëåäîâàòåëüíî, åñëè ñóùåñòâóåò öåëîå m > 0 òàêîå, ÷òî ïðè çàäàííîì α âûïîëíÿåòñÿ

P−ϕm(d, i) < α ≤ P+
ϕm(d, i), òî èñêîìàÿ óñëîâíàÿ êâàíòèëü ðàâíà ϕα(d, i) = m(ρ+ + ρ−). Â

ïðîòèâíîì ñëó÷àå ñóùåñòâóåò m > 0 òàêîå, ÷òî P+
ϕm(d, i) < α ≤ P−ϕm+1

(d, i) è èñêîìàÿ óñëîâ-

íàÿ êâàíòèëü ïðèíàäëåæèò èíòåðâàëó (m(ρ+ + ρ−) + Kθ; (m + 1)(ρ+ + ρ−)). Â ýòîì ñëó÷àå,

ñîãëàñíî (2.17), ïîëó÷àåì

k∗(ϕα(d, i)) = m,ϕ∗ =
ϕα(d, i) +K −m(ρ+ + ρ−)

1 + θ
.

Åñëè i = 2m, òî ñ ó÷åòîì (2.16) è (2.19) èñêîìàÿ óñëîâíàÿ êâàíòèëü îïðåäåëÿåòñÿ êàê ðåøåíèå

óðàâíåíèÿ

1− (1− p(d))2m + (1− p(d))2m P{S(T ) ≤ ϕ∗}
P{S(T ) ≤ K(1 + d)}

= α.
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Åñëè i > 2m, òî ñ ó÷åòîì (2.16) è (2.20) èñêîìàÿ óñëîâíàÿ êâàíòèëü ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì

óðàâíåíèÿ

1− (1− p(d))2m + (1− p(d))2mp(d)Fζ(ϕ
∗ −K) = α.

Òàêèì îáðàçîì, óñëîâíàÿ êâàíòèëü (2.28) ïîëíîñòüþ îïðåäåëåíà. Îòìåòèì, ÷òî â ñèëó ñîîò-

íîøåíèé (2.18)�(2.20), ôóíêöèè óñëîâíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ïîòåðü õåäæåðà íå âîçðàñòàþò ïî

i, åñëè

p(d)Fζ(ϕ
∗ −K) ≤ P{S(T ) ≤ ϕ∗}

P{S(T ) ≤ K(1 + d)}
. (2.29)

Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ (2.29), âåëè÷èíû óñëîâíûõ êâàíòèëåé ϕα(d, i) íå

óáûâàþò ïî i. Ïðè ýòîì

Pϕα(d,0)(d) = 1− Fτ (T, S,K) +
∞∑
i=0

T∫
0

Pϕα(d,0)(d, i, t0)P (i, t0)fτ (t0, S,K)dt0 ≤ 1− Fτ (T, S,K)+

∞∑
i=0

T∫
0

Pϕα(d,0)(d, i, t0)fτ (t0, S,K)dt0

T∫
0

P (i, t0)fτ (t0, S,K)dt0 =

1− Fτ (T, S,K) +
∞∑
i=1

Pϕα(d,0)(d, i)P (i) + (P (0)− Fτ (T, S,K))Pϕα(d,0)(d, 0) ≤

1− Fτ (T, S,K) +
∞∑
i=0

Pϕα(d,0)(d, i)P (i) ≤ 1− Fτ (T, S,K) +
∞∑
i=0

αP (i) = 1− Fτ (T, S,K) + α.

Èç ïðèâåäåííûõ ñîîòíîøåíèé è ôîðìóëû (2.13) ñëåäóåò, ÷òî áåçóñëîâíàÿ êâàíòèëü ϕα(d)

ðàâíà íóëþ ïðè α ≤ 1− Fτ (T, S,K). Ïîëîæèì ïî îïðåäåëåíèþ

β , α + Fτ (T, S,K)− 1. (2.30)

Â ñèëó ïðèâåäåííîé âûøå öåïî÷êè íåðàâåíñòâ ñ ó÷åòîì (2.30) ïîëó÷àåì, ÷òî

Pϕβ(d,0)(d) ≤ α.

Ïîñêîëüêó âåëè÷èíû ϕα(d, i) íåîãðàíè÷åíû ñâåðõó, òî ñóùåñòâóåò m > 0 òàêîå, ÷òî

Pϕβ(d,m)(d) ≥ α

Pϕβ(d,m−1)(d) ≤ α.

Âåëè÷èíû ϕβ(d,m − 1) è ϕβ(d,m) ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû êàê íèæíÿÿ è âåðõíÿÿ îöåíêè

áåçóñëîâíîé êâàíòèëè ϕα(d). Îáîçíà÷èì èõ êàê

ϕ−α = ϕβ(d,m− 1),

ϕ+
α = ϕβ(d,m).
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Îòðåçîê [ϕβ(d,m−1), ϕβ(d,m)] âñåãäà áóäåò ñîäåðæàòü îäíó èëè äâå òî÷êè ðàçðûâà ôóíêöèè

Pϕ(d), ÷òî ìîæåò âûçâàòü äîïîëíèòåëüíûå òðóäíîñòè ïðè äàëüíåéøåì îöåíèâàíèè êâàíòèëè.

Åñëè îòðåçîê ñîäåðæèò äâå òî÷êè ðàçðûâà, ò.å. åñëè ñóùåñòâóåò j > 0 òàêîå, ÷òî

ϕβ(d,m− 1) = j(ρ+ + ρ−),

ϕβ(d,m) = (j + 1)(ρ+ + ρ−),

òî âîçìîæíû äâà ñëó÷àÿ:

1. Åñëè P−ϕj+1
(d) < α, òîãäà ïîëîæèì

ϕ−α = j(ρ+ + ρ−) +Kθ, è ϕ+
α = (j + 1)(ρ+ + ρ−). (2.31)

2. Åñëè P−ϕj+1
(d) > α, òîãäà ïîëîæèì

ϕα(d) = j(ρ+ + ρ−). (2.32)

Â ïåðâîì ñëó÷àå èñêîìàÿ êâàíòèëü áóäåò ïðèíàäëåæàòü èíòåðâàëó (ϕ−α ;ϕ+
α ), âî âòîðîì ñëó÷àå

çíà÷åíèå êâàíòèëè îïðåäåëÿåòñÿ òî÷íî.

Åñëè æå îòðåçîê [ϕβ(d,m − 1), ϕβ(d,m)] ñîäåðæèò îäíó òî÷êó ðàçðûâà, ò.å. ñóùåñòâóåò

j > 0 òàêîå, ÷òî ϕβ(d,m − 1) ≤ ϕj ≤ ϕβ(d,m), òî íîâûå îöåíêè áåçóñëîâíîé êâàíòèëè

îïðåäåëÿþòñÿ â çàâèñèìîñòè îò çíà÷åíèÿ Pϕj(d). Âîçìîæíû 3 ñëó÷àÿ:

1. Åñëè P−ϕj(d) > α, òîãäà ïîëîæèì

ϕ−α = ϕβ(d,m− 1), è ϕ+
α = j(ρ+ + ρ−). (2.33)

2. Åñëè P+
ϕj

(d) < α, òîãäà ïîëîæèì

ϕ−α = j(ρ+ + ρ−) +Kθ, è ϕ+
α = ϕβ(d,m). (2.34)

3. Åñëè P−ϕj(d) < α < P+
ϕj

(d), òîãäà ïîëîæèì

ϕα(d) = j(ρ+ + ρ−). (2.35)

Â ïåðâûõ äâóõ ñëó÷àÿõ èñêîìàÿ êâàíòèëü áóäåò ïðèíàäëåæàòü èíòåðâàëó (ϕ−α ;ϕ+
α ), â òðåòüåì

ñëó÷àå çíà÷åíèå êâàíòèëè îïðåäåëÿåòñÿ òî÷íî.

Îòìåòèì, ÷òî ôóíêöèÿ Pϕ(d) ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíîé è ñòðîãî âîçðàñòàþùåé íà èíòåðâàëå

(ϕ−α ;ϕ+
α ), ÷òî ïîçâîëÿåò èñïîëüçîâàòü íà ýòîì èíòåðâàëå ÷èñëåííûå ìåòîäû ïîèñêà ðåøå-

íèÿ óðàâíåíèÿ (2.27). Îäíàêî, åñëè óäàåòñÿ íàéòè èëè îöåíèòü ñâåðõó êîíñòàíòó Ëèïøèöà

ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ Pϕ(d) íà (ϕ−α ;ϕ+
α ), òî ýòè îöåíêè ìîãóò áûòü óëó÷øåíû.
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Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íàì èçâåñòíà îöåíêà êîíñòàíòû Ëèïøèöà L ôóíêöèè Pϕ(d) íà èí-

òåðâàëå (ϕ−α ;ϕ+
α ), òîãäà ìîãóò áûòü ëåãêî ïîñòðîåíû âåðõíÿÿ è íèæíÿÿ êóñî÷íî-ëèíåéíûå

îãèáàþùèå ôóíêöèè Pϕ(d):

F+(ϕ, d) = min{P−
ϕ+
α

(d), P+

ϕ−α
(d) + L(ϕ− ϕ−α )},

F−(ϕ, d) = min{P+

ϕ−α
(d), P−

ϕ+
α

(d) + L(ϕ− ϕ+
α )}.

Îòñþäà ïîëó÷àåì îöåíêè íåèçâåñòíîé êâàíòèëè

ϕ−α =
α− P+

ϕ−α
(d)

L
+ ϕ−α ,

ϕ+
α =

α− P−
ϕ+
α

(d)

L
+ ϕ+

α .

Äëÿ ïîëó÷åíèÿ òðåáóåìîé òî÷íîñòè îöåíèâàíèÿ (ϕ+
α −ϕ−α < ε) ïðåäëîæèì àëãîðèòì, îáúåäè-

íÿþùèé îïèñàííûé âûøå ïîäõîä ñ ìåòîäîì äèõîòîìèè.

Àë ã î ð è òì 2.

1. Åñëè ñóùåñòâóåò òî÷êà ðàçðûâà ϕm, ãäå m > 0 òàêàÿ, ÷òî P−ϕm(d) < α ≤ P+
ϕm(d), òî

ϕ−α = ϕ+
α = ϕα = m(ρ+ + ρ−) è ðàáîòà àëãîðèòìà çàâåðøàåòñÿ. Èíà÷å íàõîäèì óñëîâíûå

êâàíòèëè ϕβ(d,m− 1) è ϕβ(d,m) òàêèå, ÷òî P+
ϕβ(d,m−1)(d) < α < P−ϕβ(d,m)(d), ãäå β îïðåäåëÿ-

åòñÿ ñîãëàñíî (2.30).

2. Åñëè îáå óñëîâíûå êâàíòèëè ÿâëÿþòñÿ òî÷êàìè ðàçðûâà ôóíêöèè Pϕ(d), ò.å. åñëè

ñóùåñòâóåò òàêîå j ≥ 0, ÷òî ϕβ(d,m − 1) = ϕj, à ϕβ(d,m) = ϕj+1, òî â ñîîòâåòñòâèè

ñ (2.31) îïðåäåëèì îöåíêè íåèçâåñòíîé êâàíòèëè, êîòîðûå îáîçíà÷èì êàê ϕ−α (0) è ϕ+
α (0),

ïîëîæèì i = 1 è ïåðåéäåì ê øàãó 4. Èíà÷å ïåðåõîäèì ê øàãó 3.

3. Îïðåäåëèì j òàêîå, ÷òî ϕβ(d,m − 1) ≤ ϕj ≤ ϕβ(d,m) è îïðåäåëèì â ñîîòâåòñòâèè

ñ (2.33)�(2.35) îöåíêè íåèçâåñòíîé êâàíòèëè, êîòîðûå îáîçíà÷èì êàê ϕ−α (0) è ϕ+
α (0). Ïî-

ëîæèì i = 1 è ïåðåéäåì ê øàãó 4.

4. Âû÷èñëèì óòî÷íåííûå îöåíêè êâàíòèëè

ϕ−α (i) =
α− P+

ϕ−α (i−1)
(d)

L
+ ϕ−α (i− 1),

ϕ+
α (i) =

α− P−
ϕ+
α (i−1)

(d)

L
+ ϕ+

α (i− 1).

Åñëè ϕ+
α (i)− ϕ−α (i) ≤ ε, òî ïåðåõîäèì ê øàãó 6, èíà÷å ïåðåõîäèì ê øàãó 5.

5. Âû÷èñëèì p = Pϕ+α (i)+ϕ−α (i)
2

(d). Åñëè p > α, òî ϕ+
α (i+ 1) = ϕ+

α (i)+ϕ−α (i)
2

è ϕ−α (i+ 1) = ϕ−α (i),

èíà÷å ϕ−α (i+ 1) = ϕ+
α (i)+ϕ−α (i)

2
è ϕ+

α (i+ 1) = ϕ+
α (i). Ïîëîæèì i = i+ 1 è âîçâðàùàåìñÿ ê øàãó

3.

6. Ïîëîæèì âåðõíþþ è íèæíþþ îöåíêè áåçóñëîâíîé êâàíòèëè ðàâíûìè ϕ+
α (i) è ϕ−α (i).

Ðàáîòà àëãîðèòìà çàâåðøàåòñÿ.

Äàííûé àëãîðèòì áóäåò ñõîäèòüñÿ ê ðåøåíèþ óðàâíåíèÿ (2.27), òî åñòü ê çíà÷åíèþ

èñêîìîé êâàíòèëè ϕα(d), òàê êàê ôóíêöèÿ Pϕ(d) ìîíîòîííî âîçðàñòàåò íà èíòåðâàëå

(ϕ−α (0);ϕ+
α (0)), ïîëó÷àåìîì íà 2-ì øàãå àëãîðèòìà. Ïðè ýòîì, P+

ϕ−α (0)
(d) < α, à P−

ϕ+
α (0)

(d) > α.
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Ñëåäîâàòåëüíî, âûïîëíåíû óñëîâèÿ ñõîäèìîñòè ìåòîäà äèõîòîìèè äëÿ ïîèñêà ðåøåíèÿ óðàâ-

íåíèÿ (2.27). Àëãîðèòì òàêæå áóäåò äàâàòü òî÷íîå çíà÷åíèå êâàíòèëè, åñëè âûïîëíÿåòñÿ

óñëîâèå íà 1-ì øàãå.

Èñïîëüçîâàíèå îãèáàþùèõ íà 4-ì øàãå ïîçâîëÿåò ïîâûñèòü òî÷íîñòü ìåòîäà íà êàæäîì

øàãå. Åñëè îöåíèâàíèå êîíñòàíòû Ëèïøèöà L íåâîçìîæíî, òî ìîæíî ïðèíÿòü L =∞, òîãäà

äàííûé àëãîðèòì ñâîäèòñÿ ê ìåòîäó äèõîòîìèè äëÿ ïîèñêà ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (2.27).

Ïðåèìóùåñòâîì îïèñàííîãî âûøå ïîäõîäà, èñïîëüçóþùåãî âåðõíèå è íèæíèå îãèáàþùèå

ôóíêöèè Pϕ(d), çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî ýòè îãèáàþùèå ìîãóò ïîñòðîåíû íà âñåé îáëàñòè

îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè Pϕ(d) è èñïîëüçîâàíû äëÿ ïîñòðîåíèÿ âåðõíåé è íèæíåé îöåíîê ôóíê-

öèè èíòåãðàëüíîé êâàíòèëè [79]:

ψα(d) ,
1

1− α

1∫
α

ϕβ(d)dβ,

êîòîðàÿ õàðàêòåðèçóåò ñðåäíèå ïîòåðè õåäæåðà, ïðåâûøàþùèå ïîðîã ϕα(d). Â ëèòåðàòóðå èí-

òåãðàëüíàÿ êâàíòèëü ψα(d) òàêæå èçâåñòíà ïîä íàçâàíèåì CVaR, ÷òî ÿâëÿåòñÿ ñîêðàùåíèåì

îò Conditional Value-at-Risk (óñëîâíûå ïîòåðè íà óðîâíå ðèñêà). Â îòëè÷èå îò VaR-êðèòåðèÿ

CVaR ÿâëÿåòñÿ êîãåðåíòíîé ìåðîé ðèñêà [52]. Òàêæå âåðõíèå è íèæíèå îãèáàþùèå ôóíê-

öèè Pϕ(d) ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû äëÿ îöåíêè äðóãèõ ìåð ðèñêà, îñíîâàííûõ íà êâàíòèëè

ðàñïðåäåëåíèÿ ïîòåðü [60].

2.2.3. Ðåçóëüòàòû ÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåíòîâ

Ïðèâåäåì ïðèìåð ïîèñêà îöåíîê êâàíòèëè óðîâíÿ α = 0, 9 ñ òî÷íîñòüþ 0,001 ïî Àëãîðèò-

ìó 2.
Ïðèì å ð 2. Ïóñòü ïî óñëîâèþ îïöèîíà öåíà ïîñòàâêè K ðàâíà 20 ó.å., ñòàðòîâàÿ öåíà

áàçîâîãî àêòèâà ñîâïàäàåò ñ óðîâíåì öåíû ïîñòàâêè (S = K), à àíàëèç äèíàìèêè öåíû áà-

çîâîãî àêòèâà ïîêàçûâàåò, ÷òî êîýôôèöèåíò σ ðàâåí 0,3, êîýôôèöèåíò µ ðàâåí 0,01. Ïóñòü

ñðîê èñïîëíåíèÿ îïöèîíà T ñîñòàâëÿåò 30 äíåé, à ïðè ïîêóïêå àêòèâà âçèìàåòñÿ êîìèññèÿ

θ â ðàçìåðå 1%. Âåðîÿòíîñòü äîñðî÷íîãî èñïîëíåíèÿ p(d) ïîëîæèì ðàâíîé 0,24, à îöåíêó

êîíñòàíòû Ëèïøèöà L ïîëîæèì ðàâíîé 1. Îòíîñèòåëüíóþ øèðèíó ïîëîñû íå÷óâñòâè-

òåëüíîñòè d óñòàíîâèì ðàâíîé 0,045.

Â òî÷êàõ, ðàâíûõ çíà÷åíèÿì óñëîâíûõ êâàíòèëåé ïðè 6 è 7 ïåðåñå÷åíèÿõ,

ϕ0,9(0, 045, 30, 6) = 3, 39 è ϕ0,9(0, 045, 30, 7) = 4, 40 íàõîäèì çíà÷åíèÿ âåðõíèõ è íèæíèõ ïðå-

äåëîâ ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ âåëè÷èíû ïîòåðü:

P+
3,39(0, 045, 30) = 0, 87,

P−4,40(0, 045, 30) = 0, 944.

Ñëåäîâàòåëüíî, íà ïåðâîì øàãå Àëãîðèòìà 1 ïîëó÷àåì m = 7. Â ðåçóëüòàòå 9 èòåðàöèé
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àëãîðèòìà ïîëó÷àåì âåðõíþþ è íèæíþþ îöåíêè êâàíòèëè ðàñïðåäåëåíèÿ ïîòåðü õåäæåðà

ϕ−α = 3, 6738,

ϕ+
α = 3, 6745.

Âû÷èñëèì òàêæå âåðõíèå è íèæíèå îöåíêè êâàíòèëè ðàñïðåäåëåíèÿ ïîòåðü ïðè îòíîñè-

òåëüíîé øèðèíå ïîëîñû d = 0, 005 è d = 0, 025. Ïðè d = 0, 005 ïîëó÷àåì, ÷òî êâàíòèëü ïîïà-

äàåò â òî÷êó ðàçðûâà ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèè è ðàâíà ϕ0,9(0, 005, 30) = ϕ+
0,9 = ϕ−0,9 = 6, 622.

Ïðè d = 0, 1 òàêæå ïîëó÷àåì òî÷íîå çíà÷åíèå êâàíòèëè, ðàâíîå ϕ0,9 = 4, 44.

Îòìåòèì, ÷òî òî÷íîñòü ïîëó÷åííûõ îöåíîê äîñòàòî÷íî âûñîêà. Ýòî îáóñëîâëåíî òåì, ÷òî

íàéäåííûå íà 1-ì øàãå àëãîðèòìà óñëîâíûå êâàíòèëè äàþò õîðîøåå íà÷àëüíîå ïðèáëèæåíèå

äëÿ êâàíòèëè. Áîëåå òîãî, àíàëèçèðóÿ ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû, ìîæíî ñäåëàòü âûâîä, ÷òî

ñóùåñòâóåò îïòèìàëüíàÿ øèðèíà ïîëîñû íå÷óâñòâèòåëüíîñòè d∗, ìèíèìèçèðóþùàÿ êâàíòèëü

ðàñïðåäåëåíèÿ ïîòåðü õåäæåðà.

2.3. Âûâîäû ïî ãëàâå 2

Â äàííîé ãëàâå ïîëó÷åíî àíàëèòè÷åñêîå âûðàæåíèå äëÿ ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ çà-

òðàò õåäæåðà, èñïîëüçóþùåãî ìîäèôèöèðîâàííóþ ñòðàòåãèþ ïîñëåäîâàòåëüíîãî õåäæèðî-

âàíèÿ. Ïîêàçàíî, ÷òî ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå çàòðàò ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíîé ôóíêöèåé îò

îòíîñèòåëüíîé øèðèíû ïîëîñû �íå÷óâñòâèòåëüíîñòè� õåäæèðîâàíèÿ â ñëó÷àå, êîãäà âåðî-

ÿòíîñòü äîñðî÷íîãî èñïîëíåíèÿ ïðè îäíîì ïåðåñåíèè ïîëîñû �íå÷óâñòâèòåëüíîñòè� òðàåê-

òîðèåé öåíû áàçîâîãî àêòèâà íåïðåðûâíà ïî øèðèíå ïîëîñû �íå÷óâñòâèòåëüíîñòè�. Ïðåäëî-

æåí àëãîðèòì ïîèñêà îïòèìàëüíîé øèðèíû ïîëîñû �íå÷óâñòâèòåëüíîñòè�, ìèíèìèçèðóþùåé

ñðåäíèå çàòðàòû íà õåäæèðîâàíèå.

Òàêæå â äàííîé ãëàâå ïîëó÷åíû àíàëèòè÷åñêèå âûðàæåíèÿ äëÿ ôóíêöèé óñëîâíîãî è

áåçóñëîâíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ çàòðàò íà õåäæèðîâàíèå ïðîäàâöà êîëë-îïöèîíà, èñïîëüçóþùå-

ãî ìîäèôèöèðîâàííóþ ñòðàòåãèþ ïîñëåäîâàòåëüíîãî õåäæèðîâàíèÿ. Íàéäåíû òî÷êè ðàçðûâà

è ïðîìåæóòêè ìîíîòîííîñòè ôóíêöèé óñëîâíîãî è áåçóñëîâíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ. Ïðåäëîæåí

ìåòîä ïîñòðîåíèÿ âåðõíåé è íèæíåé îöåíîê êâàíòèëè ðàñïðåäåëåíèÿ çàòðàò õåäæåðà, èñ-

ïîëüçóþùèé çíà÷åíèÿ êâàíòèëåé óñëîâíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ çàòðàò õåäæåðà ïðè èçâåñòíîì

÷èñëå ïåðåñå÷åíèé ïîëîñû �íå÷óâñòâèòåëüíîñòè� õåäæà òðàåêòîðèåé öåíû áàçîâîãî àêòèâà.

Çíà÷åíèå êâàíòèëè ðàñïðåäåëåíèÿ çàòðàò èãðàåò ñóùåñòâåííóþ ðîëü â ñëó÷àå èñïîëüçîâàíèÿ

ñòðàòåãèè ïîñëåäîâàòåëüíîãî õåäæèðîâàíèÿ, ïîñêîëüêó äëÿ ôîðìèðîâàíèÿ õåäæèðóþùåãî

ïîðòôåëÿ ïðîäàâöîì îïöèîíà èñïîëüçóþòñÿ çàèìñòâîâàííûå ôîíäû. Êâàíòèëü ðàñïðåäåëå-

íèÿ ïîòåðü áóäåò õàðàêòåðèçîâàòü íåîáõîäèìûé ñóììàðíûé îáúåì çàèìñòâîâàííûõ ñðåäñòâ.
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Îïèñàííûé â ðàáîòå ìåòîä ïîñòðîåíèÿ âåðõíåé è íèæíåé êóñî÷íî-ëèíåéíûõ îãèáàþùèõ

ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ ïîòåðü Pϕ(d), ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàí äëÿ ïîñòðîåíèÿ âåðõíåé è

íèæíåé îöåíîê ôóíêöèè èíòåãðàëüíîé êâàíòèëè, à òàêæå äðóãèõ êîãåðåíòíûõ ìåð ðèñêà,

îñíîâàííûõ íà êâàíòèëè ðàñïðåäåëåíèÿ ïîòåðü.
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Ãëàâà 3.

Äâóõøàãîâàÿ çàäà÷à õåäæèðîâàíèÿ

åâðîïåéñêîãî êîëë-îïöèîíà ïðè

ñëó÷àéíîé äëèòåëüíîñòè òðàíçàêöèé

Â ãëàâå ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à õåäæèðîâàíèÿ ñ òî÷êè çðåíèÿ ïðîäàâöà åâðîïåéñêîãî

êîëë-îïöèîíà. Â íàñòîÿùèé ìîìåíò ðåçóëüòàòû ðàáîò, ïîñâÿùåííûõ èññëåäîâàíèþ çàäà÷

õåäæèðîâàíèÿ è îöåíèâàíèÿ îïöèîíîâ, âî ìíîãîì îñíîâûâàþòñÿ íà ïðåäïîëîæåíèÿõ ìîäåëè

Áëýêà-Øîóëçà [55], â íèõ íå ó÷èòûâàåòñÿ òîò ôàêò, ÷òî êàæäàÿ îïåðàöèÿ ïî êóïëå-ïðîäàæå

àêòèâîâ çàíèìàåò íåêîòîðîå âðåìÿ. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ïðè ôîðìèðîâàíèè è óïðàâëåíèè

õåäæèðóþùèì ïîðòôåëåì õåäæåð ìîæåò ñîâåðøàòü ñäåëêè ìãíîâåííî. Äàííîå ïðåäïîëîæå-

íèå ÿâëÿåòñÿ ïðèåìëåìûì â ñëó÷àå, êîãäà áàçîâûé àêòèâ ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íî ëèêâèäíûì.

Â ñëó÷àå æå, êîãäà áàçîâûé àêòèâ îáëàäàåò íèçêîé ëèêâèäíîñòüþ, òî åñòü ñäåëêè ïî ïîêóïêå

è ïðîäàæå äàííîãî àêòèâà ïðîèñõîäÿò äîñòàòî÷íî ðåäêî, íåîáõîäèìî ó÷èòûâàòü ïðè óïðàâ-

ëåíèè õåäæèðóþùèì ïîðòôåëåì çàðàíåå íåèçâåñòíóþ äëèòåëüíîñòü îïåðàöèé (òðàíçàêöèé).

Çàäà÷à ðàñ÷åòà ñòîèìîñòè è õåäæèðîâàíèÿ îïöèîíîâ íà íåëèêâèäíûõ ðûíêàõ ðàññìàòðè-

âàëàñü, íàïðèìåð, â ðàáîòàõ [57,81]. Íåëèêâèäíîñòü ðûíêà â ðàññìîòðåííûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ

ìîäåëÿõ ñ íåïðåðûâíûì âðåìåíåì âûðàæàëàñü â çàâèñèìîñòè ñòîèìîñòè áàçîâîãî àêòèâà îò

îáúåìà òîðãîâ. Ïîëó÷åííûå â ðàáîòå [57] ðåçóëüòàòû ïðîèëëþñòðèðîâàíû íà ïðèìåðå ðàñ÷åòà

êîëë-îïöèîíà åâðîïåéñêîãî òèïà.

Çàäà÷à õåäæèðîâàíèÿ è îöåíêè îïöèîííûõ êîíòðàêòîâ â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî îïåðàöèè

êóïëè-ïðîäàæè áàçîâîãî àêòèâà èìåþò çàðàíåå íåèçâåñòíóþ ïðîäîëæèòåëüíîñòü ïî âðåìå-

íè, ðàíåå ðàññìîòðåíû íå áûëè. Îáîáùèòü ïîëó÷åííûå âî âòîðîé ãëàâå äàííîé äèññåðòàöèè

ðåçóëüòàòû äëÿ ñëó÷àÿ íåèçâåñòíîé äëèòåëüíîñòè òðàíçàêöèé íå óäàåòñÿ â ñâÿçè ñ ÷ðåçâû-

÷àéíûì óñëîæíåíèåì ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè: ïðè ïðîäàæå èëè ïîêóïêå àêòèâà íåîáõîäè-

ìî ó÷èòûâàòü âîçìîæíûå êîëåáàíèÿ ñòîèìîñòè áàçîâîãî àêòèâà çà âðåìÿ èñïîëíåíèÿ òðàí-
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çàêöèè. Â äàííîé ñèòóàöèè íàèáîëåå ýôôåêòèâíûìè ïðåäñòàâëÿþòñÿ äèíàìè÷åñêèå ìîäåëè

õåäæèðîâàíèÿ.

Â äàííîé ãëàâå áóäåò ðàññìîòðåíà äâóõøàãîâàÿ çàäà÷à õåäæèðîâàíèÿ êîëë-îïöèîíà åâðî-

ïåéñêîãî òèïà â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî îïåðàöèè êóïëè-ïðîäàæè áàçîâîãî àêòèâà èìåþò ñëó-

÷àéíóþ ïðîäîëæèòåëüíîñòü, ïðîäîëæèòåëüíîñòè íå ïåðåñåêàþùèõñÿ âî âðåìåíè îïåðàöèé

íåçàâèñèìû, à èõ ðàñïðåäåëåíèå çàâèñèò îò îáúåìà ïîêóïàåìûõ èëè ïðîäàâàåìûõ àêòèâîâ.

Ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè, îïèñûâàþùèå äëèòåëüíîñòè ðûíî÷íûõ òðàíçàêöèé, ðàññìîòðå-

íû, íàïðèìåð, â ðàáîòàõ [87] è [61]. Â óêàçàííûõ ðàáîòàõ âûäâèãàåòñÿ ïðåäïîëîæåíèå, ÷òî

äëèòåëüíîñòü òðàíçàêöèè ñëó÷àéíà è èìååò ãàììà-ðàñïðåäåëåíèå, ÷àñòíûì ñëó÷àåì êîòîðîãî

ÿâëÿåòñÿ ýêñïîíåíöèàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå.

Â òðåòüåé ãëàâå èñïîëüçóþòñÿ ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ:

K � öåíà ïîñòàâêè;

T � âðåìÿ æèçíè îïöèîíà;

S(0) � ñòàðòîâàÿ öåíà áàçîâîãî àêòèâà;

r � êîìèññèîííûå èçäåðæêè çà ñðî÷íûå îïåðàöèè;

σ � âîëàòèëüíîñòü öåíû áàçîâîãî àêòèâà;

µ � êîýôôèöèåíò ëèíåéíîãî òðåíäà â èçìåíåíèè ñòîèìîñòè áàçîâîãî àêòèâà;

V � íåîáõîäèìûé ïî êîíòðàêòó îáúåì áàçîâîãî àêòèâà;

P{A} � âåðîÿòíîñòü ñîáûòèÿ A;

M[·] � ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû;

W (t) � âèíåðîâñêèé ïðîöåññ;

S(t) � ñòîèìîñòü áàçîâîãî àêòèâà â ìîìåíò âðåìåíè t;

λ > 0 � ïàðàìåòð, õàðàêòåðèçóþùèé ñðåäíþþ ïðîäîëæèòåëüíîñòü îïåðàöèé êóïëè-

ïðîäàæè áàçîâîãî àêòèâà;

E(x) � ýêñïîíåíöèàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ñ ïàðàìåòðîì x;

N(m,σ2) � íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ñ ìàòåìàòè÷åñêèì îæèäàíèåì m è äèñïåðñèåé σ2;

W (t) � âèíåðîâñêèé ïðîöåññ;

cov(X, Y ) � êîâàðèàöèÿ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí X è Y ;

τi � äëèòåëüíîñòü i-é îïåðàöèè êóïëè-ïðîäàæè áàçîâîãî àêòèâà;

ui � îáúåì ïðîäàâàåìûõ èëè ïîêóïàåìûõ àêòèâîâ íà i-ì øàãå;

N � ãîðèçîíò õåäæèðîâàíèÿ;

L(u1, u2, T ) � ñóììàðíûå çàòðàòû õåäæåðà çà âðåìÿ T ïðè óïðàâëåíèÿõ u1 è u2;

Li � ïîòåðè ê íà÷àëó i-ãî øàãà;

Vi � èìåþùèéñÿ îáúåì áàçîâîãî àêòèâà ê íà÷àëó i-ãî øàãà;
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ti � ìîìåíò íà÷àëà i-ãî øàãà;

Si � öåíà áàçîâîãî àêòèâà ê íà÷àëó i-ãî øàãà;

zi = col(Li, Vi, ti, Si) � âåêòîð ñîñòîÿíèÿ ñèñòåìû;

Ui � ìíîæåñòâî äîïóñòèìûõ óïðàâëåíèé íà i-ì øàãå;

Xi � âåêòîð ñëó÷àéíûõ ïàðàìåòðîâ íà i-ì øàãå;

fi(zi, ui, Xi) � ôóíêöèÿ ïåðåõîäà íà i-ì øàãå;

gi(zi, ui, Xi) � çàòðàòû íà i-ì øàãå;

Φ(zN) = LN � öåëåâàÿ ôóíêöèÿ;

Φ0(u) = M[Φ(zN)] � ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå öåëåâîé ôóíêöèè;

u∗1 � îïòèìàëüíîå óïðàâëåíèå íà ïåðâîì øàãå;

u∗2 � îïòèìàëüíîå óïðàâëåíèå íà âòîðîì øàãå.

3.1. Ïðîöåäóðà õåäæèðîâàíèÿ

Ïóñòü öåíà ïîñòàâêè áàçîâîãî àêòèâà ðàâíà K, à âðåìÿ æèçíè îïöèîíà T . Â ñîîòâåòñòâèè

ñ êîíòðàêòîì õåäæåð äîëæåí áóäåò ïðîäàòü äåðæàòåëþ îïöèîíà V åäèíèö áàçîâîãî àêòèâà

ïî öåíå K, â ñëó÷àå åñëè öåíà áàçîâîãî àêòèâà â ìîìåíò âðåìåíè T ïðåâûøàåò óðîâåíü öåíû

ïîñòàâêè K. Åñëè â ìîìåíò âðåìåíè T öåíà áàçîâîãî àêòèâà íèæå óðîâíÿ K öåíû ïîñòàâêè,

òî îïöèîí îñòàåòñÿ íåèñïîëíåííûì. Áóäåì ïî-ïðåæíåìó ñ÷èòàòü, ÷òî ñòîèìîñòü áàçîâîãî

àêòèâà îïðåäåëÿåòñÿ ñëó÷àéíûì ïðîöåññîì (1.11):

S(t) = S(0) + µt+ σW (t), t ∈ [0, T ].

Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî âðåìÿ τ èñïîëíåíèÿ îïåðàöèè êóïëè-ïðîäàæè áàçîâîãî àêòèâà ñëó÷àéíî

è èìååò ýêñïîíåíöèàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå, ïàðàìåòð êîòîðîãî çàâèñèò îò îáúåìà ïðîäàâàåìûõ

èëè ïîêóïàåìûõ àêòèâîâ, ò.å.

τ ∼ E

(
λ

|u|

)
,

ãäå u � êîëè÷åñòâî ïðèîáðåòàåìûõ (u > 0) èëè ïðîäàâàåìûõ (u < 0) åäèíèö áàçîâîãî àêòè-

âà, à λ � çàäàííûé ïàðàìåòð, õàðàêòåðèçóþùèé ñðåäíåå âðåìÿ ïîêóïêè èëè ïðîäàæè åäè-

íèöû áàçîâîãî àêòèâà. Ýêñïîíåíöèàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì ãàììà-

ðàñïðåäåëåíèÿ, èñïîëüçóåìîãî â èçâåñòíûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëÿõ äëèòåëüíîñòè ðûíî÷-

íûõ òðàíçàêöèé (ñì. íàïðèìåð [87] è [61]). Îäíàêî, â ýòèõ ìîäåëÿõ íå ó÷èòûâàåòñÿ çàâèñè-

ìîñòü âðåìåíè âûïîëíåíèÿ òðàíçàêöèè îò åå îáúåìà, ò.å. îò êîëè÷åñòâà ïðîäàâàåìûõ èëè

ïîêóïàåìûõ àêòèâîâ. Â ðàññìàòðèâàåìîé ìîäåëè ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ñðåäíåå âðåìÿ âûïîë-

íåíèÿ îäíîé îïåðàöèè ïðÿìî ïðîïîðöèîíàëüíî îáúåìó ñäåëêè, íåçàâèñèìî îò íàïðàâëåíèÿ

ñäåëêè.
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Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïðîäàâåö îïöèîíà (õåäæåð) õåäæèðóåò êîíòðàêò (ïîêóïàåò èëè ïðî-

äàåò áàçîâûé àêòèâ) â äâà ýòàïà: â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè t = 0 õåäæåð ïðèîáðåòàåò u1

åäèíèö áàçîâîãî àêòèâà, à â ìîìåíò τ1 (τ1 ∼ E
(

λ
|u1|

)
) çàâåðøåíèÿ ïåðâîé ïîêóïêè ïîêóïà-

åò åùå u2 åäèíèö áàçîâîãî àêòèâà. Äëèòåëüíîñòü âòîðîé îïåðàöèè êóïëè-ïðîäàæè τ2 òàêæå

ñëó÷àéíà è èìååò ýêñïîíåíöèàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå (τ2 ∼ E
(

λ
|u2|

)
), τ1 è τ2 íåçàâèñèìû. Åñëè

â ìîìåíò âðåìåíè τ1 öåíà áàçîâîãî àêòèâà S(τ1) îêàçûâàåòñÿ ñóùåñòâåííî íèæå óðîâíÿ öå-

íû ïîñòàâêè (âåðîÿòíîñòü äîñòèæåíèÿ óðîâíÿ öåíû ïîñòàâêè çà îñòàâøååñÿ âðåìÿ ìàëà), òî

õåäæåð ìîæåò ïðîäàòü àêòèâ, òîãäà u2 < 0.

Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî â ñëó÷àå, êîãäà õåäæåð â ìîìåíò T èñòå÷åíèÿ ñðîêà æèçíè îïöèîíà

íå ìîæåò ïðåäîñòàâèòü íåîáõîäèìîå êîëè÷åñòâî åäèíèö V áàçîâîãî àêòèâà, îí ìîæåò äîêó-

ïèòü íåîáõîäèìîå êîëè÷åñòâî àêòèâà â ìîìåíò âðåìåíè T ïî áîëåå âûñîêîé öåíå, ðàâíîé

S(T )(1 + r), ãäå r > 0 � íàäáàâêà çà �ñðî÷íîñòü� îïåðàöèè. Äàííîå ïðåäïîëîæåíèå îáåñïå-

÷èâàåò âîçìîæíîñòü èñïîëíåíèÿ îáÿçàòåëüñòâà ïðîäàâöà îïöèîíà ïðè ëþáîé èíòåíñèâíîñòè

îïåðàöèé êóïëè-ïðîäàæè áàçîâîãî àêòèâà è ëþáîì âðåìåíè æèçíè îïöèîíà.

Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî â ðàìêàõ õåäæèðîâàíèÿ îáÿçàòåëüñòâà ïî îïöèîíó õåäæåð íå ìîæåò

êóïèòü áîëüøåå êîëè÷åñòâî åäèíèö áàçîâîãî àêòèâà, ÷åì òðåáóåòñÿ ïî óñëîâèè êîíòðàêòà, è

ê íà÷àëó ïðîöåäóðû õåäæèðîâàíèÿ õåäæåð íå èìååò íà ðóêàõ íè îäíîé åäèíèöû áàçîâîãî

àêòèâà. Ò.å. â äàííîé ïîñòàíîâêå íå äîïóñêàåòñÿ âîçìîæíîñòü äîïîëíèòåëüíîãî èíâåñòèðîâà-

íèÿâ áàçîâûé àêòèâ ñ öåëüþ ïîëó÷åíèÿ äîïîëíèòåëüíîé âûãîäû. Ïîñëå èñòå÷åíèÿ âðåìåíè

æèçíè îïöèîíà õåäæåð ïðîäàåò îñòàâøèåñÿ åäèíèöû áàçîâîãî àêòèâà.

Îáîçíà÷èì ïîòåðè õåäæåðà êàê L(u1, u2, T ), òîãäà âîçìîæíû ñëåäóþùèå ñëó÷àè:

1. Âðåìÿ èñïîëíåíèÿ ïåðâîé òðàíçàêöèè τ1 ïðåâûøàåò âðåìÿ æèçíè îïöèîíà T è öåíà

áàçîâîãî àêòèâà íèæå óðîâíÿ öåíû ïîñòàâêè, ò.å. S(T ) < K. Òîãäà îïöèîí â ìîìåíò T îêîí-

÷àíèÿ ñðîêà äåéñòâèÿ îñòàåòñÿ íåèñïîëíåííûì è â ìîìåíò τ1 çàâåðøåíèÿ ïåðâîé òðàíçàêöèè

õåäæåð ïðîäàåò èìåþùèéñÿ îáúåì áàçîâîãî àêòèâà, êóïëåííûé íà ïåðâîì øàãå:

L(u1, u2, T ) = u1S(0)− u1S(τ1).

2. Âðåìÿ èñïîëíåíèÿ ïåðâîé òðàíçàêöèè τ1 ïðåâûøàåò âðåìÿ æèçíè îïöèîíà T è öåíà

áàçîâîãî àêòèâà âûøå óðîâíÿ öåíû ïîñòàâêè, ò.å. S(T ) ≥ K. Â ýòîì ñëó÷àå, â ìîìåíò T

èñïîëíåíèÿ îïöèîíà õåäæåð ïðèîáðåòàåò V åäèíèö áàçîâîãî àêòèâà ïî öåíå S(T )(1 + r) è

ïðîäàåò äåðæàòåëþ îïöèîíà. Â ìîìåíò τ1 çàâåðøåíèÿ ïåðâîé òðàíçàêöèè (ïîñëå èñïîëíåíèÿ

îïöèîíà) õåäæåð ïðîäàåò ïî ðûíî÷íîé öåíå èìåþùèéñÿ îáúåì áàçîâîãî àêòèâà u1:

L(u1, u2, T ) = u1S(0) + V S(T )(1 + r)− V K − u1S(τ1).
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3. Âðåìÿ èñïîëíåíèÿ ïåðâîé òðàíçàêöèè τ1 íå ïðåâûøàåò âðåìÿ æèçíè îïöèîíà T , ïðè

ýòîì ñóììàðíîå âðåìÿ èñïîëíåíèÿ äâóõ òðàíçàêöèé ïðåâîñõîäèò âðåìÿ æèçíè îïöèîíà, ò.å.

τ1 + τ2 > T , à öåíà áàçîâîãî àêòèâà â ìîìåíò T íàõîäèòñÿ íèæå óðîâíÿ öåíû ïîñòàâêè,

ò.å. S(T ) < K. Â ýòîì ñëó÷àå îïöèîí îñòàåòñÿ íåèñïîëíåííûì è â ìîìåíò τ1 + τ2 çàâåðøåíèÿ

âòîðîé òðàíçàêöèè õåäæåð ïðîäàåò èìåþùèéñÿ îáúåì áàçîâîãî àêòèâà ïî òåêóùåé ðûíî÷íîé

öåíå S(τ1 + τ2):

L(u1, u2, T ) = u1S(0) + u2S(τ1)− (u1 + u2)S(τ1 + τ2).

4. Âðåìÿ èñïîëíåíèÿ ïåðâîé òðàíçàêöèè τ1 íå ïðåâûøàåò âðåìÿ æèçíè îïöèîíà T , ïðè

ýòîì ñóììàðíîå âðåìÿ èñïîëíåíèÿ äâóõ òðàíçàêöèé ïðåâîñõîäèò âðåìÿ æèçíè îïöèîíà, ò.å.

τ1 + τ2 > T , à öåíà áàçîâîãî àêòèâà â ìîìåíò âðåìåíè T âûøå óðîâíÿ öåíû ïîñòàâêè, ò.å.

S(T ) ≥ K. Â ýòîì ñëó÷àå, â ìîìåíò T èñïîëíåíèÿ îïöèîíà õåäæåð ïðèîáðåòàåò íåäîñòàþùèé

îáúåì áàçîâîãî àêòèâà V − u1 ïî öåíå S(T )(1 + r) è ïðîäàåò äåðæàòåëþ îïöèîíà ïî öåíå

ïîñòàâêè K. Â ìîìåíò τ1 + τ2 çàâåðøåíèÿ âòîðîé òðàíçàêöèè õåäæåð ïðîäàåò èìåþùèéñÿ ó

íåãî îáúåì áàçîâîãî àêòèâà u2 ïî òåêóùåé ðûíî÷íîé öåíå S(τ1 + τ2):

L(u1, u2, T ) = u1S(0) + u2S(τ1) + (V − u1)S(T )(1 + r)− V K − u2S(τ1 + τ2).

5. Ñóììàðíîå âðåìÿ èñïîëíåíèÿ òðàíçàêöèè τ1 +τ2 íå ïðåâûøàåò âðåìÿ æèçíè îïöèîíà T

è öåíà áàçîâîãî àêòèâà â ìîìåíò âðåìåíè T íèæå óðîâíÿ öåíû ïîñòàâêè, ò.å. S(T ) < K. Â ýòîì

ñëó÷àå äî èñòå÷åíèÿ ñðîêà äåéñòâèÿ îïöèîíà õåäæåð óñïåâàåò çàâåðøèòü îáå òðàíçàêöèè, à â

ìîìåíò T èñòå÷åíèÿ ñðîêà æèçíè îïöèîíà õåäæåð ïðîäàåò èìåþùèåñÿ ó íåãî u1 + u2 åäèíèö

áàçîâîãî àêòèâà ïî òåêóùåé ðûíî÷íîé öåíå S(T ):

L(u1, u2, T ) = u1S(0) + u2S(τ1)− (u1 + u2)S(T ).

6. Ñóììàðíîå âðåìÿ èñïîëíåíèÿ òðàíçàêöèè τ1 + τ2 íå ïðåâûøàåò âðåìÿ æèçíè îïöèîíà

T è öåíà áàçîâîãî àêòèâà â ìîìåíò âðåìåíè T âûøå óðîâíÿ öåíû ïîñòàâêè, ò.å. S(T ) ≥ K.

Â ýòîì ñëó÷àå, â ìîìåíò T èñïîëíåíèÿ îïöèîíà õåäæåð ïðèîáðåòàåò íåäîñòàþùèé îáúåì

áàçîâîãî àêòèâà V −u1−u2 ïî öåíå S(T )(1+r) è ïðîäàåò äåðæàòåëþ îïöèîíà âåñü èìåþùèéñÿ

îáúåì áàçîâîãî àêòèâà ïî öåíå ïîñòàâêè K:

L(u1, u2, T ) = u1S(0) + u2S(τ1) + (V − u1 − u2)S(T )(1 + r)− V K.
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Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì, ÷òî ôóíêöèÿ ïîòåðü çàäàåòñÿ ñîîòíîøåíèåì

L(u1, u2, T ) =



u1S(0)− u1S(τ1), åñëè τ1 > T, S(T ) < K;

u1S(0) + V S(T )(1 + r)− V K − u1S(τ1), åñëè τ1 > T, S(T ) ≥ K;

u1S(0) + u2S(τ1)− (u1 + u2)S(τ1 + τ2), åñëè τ1 ≤ T, τ1 + τ2 > T, S(T ) < K;

u1S(0) + u2S(τ1)+

+(V − u1)S(T )(1 + r)− V K − u2S(τ1 + τ2), åñëè τ1 ≤ T, τ1 + τ2 > T, S(T ) ≥ K;

u1S(0) + u2S(τ1)− (u1 + u2)S(T ), åñëè τ1 + τ2 ≤ T, S(T ) < K;

u1S(0) + u2S(τ1)+

+(V − u1 − u2)S(T )(1 + r)− V K, åñëè τ1 + τ2 ≤ T, S(T ) ≥ K.

(3.1)

3.2. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Ðàññìîòðèì äâóõøàãîâóþ ñèñòåìó, îïèñûâàþùóþ äèíàìèêó èçìåíåíèÿ ïîðòôåëÿ õåäæå-

ðà. Ââåäåì â ðàññìîòðåíèå âåêòîð ñîñòîÿíèÿ ñèñòåìû

zi = col(Li, Vi, ti, Si), i = 1, 2, (3.2)

ãäå Li � íàêîïëåííûå ïîòåðè ê íà÷àëó i-ãî øàãà, Vi � êîëè÷åñòâî åäèíèö áàçîâîãî àêòèâà ê

íà÷àëó i-ãî øàãà, Si � ñòîèìîñòü áàçîâîãî àêòèâà ê íà÷àëó i-ãî øàãà, à ti � ìîìåíò íà÷àëà

i-ãî øàãà. Íà÷àëüíîå ñîñòîÿíèå ñèñòåìû çàäàåòñÿ âåêòîðîì z1:

z1 = col (0, 0, S, 0) .

Îïðåäåëèì ìîäåëü óïðàâëåíèÿ ñèñòåìîé. Óïðàâëåíèå íà êàæäîì øàãå áóäåì ðàññìàòðèâàòü

êàê ôóíêöèþ òåêóùåãî ñîñòîÿíèÿ ñèñòåìû:

ui , ui(zi), i = 1, 2. (3.3)

Ìíîæåñòâî äîïóñòèìûõ óïðàâëåíèé U1 íà ïåðâîì øàãå îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

U1 , {u1 : u1 ≥ 0}. (3.4)

Ìíîæåñòâî äîïóñòèìûõ óïðàâëåíèé U2 íà âòîðîì øàãå áóäåò çàâèñåòü îò ñîñòîÿíèÿ ñèñòåìû:

U2 , U2(z2) = {u2 : z12 + u2 ≥ 0, z12 + u2 ≤ V }. (3.5)

Òàêèì îáðàçîì, õåäæåð íå ìîæåò ïðèîáðåñòè áîëüøå åäèíèö áàçîâîãî àêòèâà, ÷åì ïðîïèñàíî

â êîíòðàêòå, è íå ìîæåò ïðîäàòü áîëüøå, ÷åì ó íåãî åñòü ê íà÷àëó âòîðîãî øàãà.
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Äèíàìèêó ñèñòåìû áóäåì îïèñûâàòü ðåêóððåíòíûì ñîîòíîøåíèåì:

zi+1 = fi(zi, ui, Xi), i = 1, 2, (3.6)

ãäå Xi ∈ R3 � âåêòîð ñëó÷àéíûõ ïàðàìåòðîâ, à fi(zi, ui, Xi) � ôóíöèÿ ïåðåõîäà íà i-ì øàãå.

Â êà÷åñòâå ïåðâîé êîìïîíåíòû âåêòîðà Xi âîçüìåì äëèòåëüíîñòü i-ãî øàãà, ò.å.

Xi1 = τi.

Â êà÷åñòâå âòîðîé êîìïîíåíòû âåêòîðà Xi âîçüìåì ïðèðàùåíèå ïðîöåññà S(t) íà îòðåçêå

[ti; ti + τi], ò.å

Xi2 = S(ti + τi)− S(ti).

Èç îïèñàííîé ïðîöåäóðû õåäæèðîâàíèÿ è ñîîòíîøåíèÿ (3.1) äëÿ ñóììàðíûõ ïîòåðü ñëåäóåò,

÷òî ïîòåðè õåäæåðà òàêæå áóäóò çàâèñåòü îò èçìåíåíèÿ öåíû áàçîâîãî àêòèâà äî ìîìåíòà

èñòå÷åíèÿ ñðîêà äåéñòâèÿ îïöèîíà, ò.å. îò S(T ) − S(ti). Îäíàêî, åñëè ðåàëèçàöèÿ τ1 âðåìå-

íè âûïîëíåíèÿ ïåðâîé îïåðàöèè îêàæåòñÿ ìåíüøå âðåìåíè T æèçíè îïöèîíà, òî ê ìîìåíòó

t2 íà÷àëà âòîðîãî øàãà õåäæåðó áóäåò íåèçâåñòíî èçìåíåíèå öåíû áàçîâîãî àêòèâà íà âñåì

îòðåçêå [t1;T ], è ñóììàðíûå ïîòåðè áóäóò çàâèñåòü îò ïðèðàùåíèÿ öåíû áàçîâîãî àêòèâà íà

îòðåçêå [t2;T ]. Íàïðîòèâ, åñëè ðåàëèçàöèÿ τ1 âðåìåíè âûïîëíåíèÿ ïåðâîé îïåðàöèè îêàæåòñÿ

áîëüøå âðåìåíè T æèçíè îïöèîíà, òî ïîòåðè õåäæåðà óæå íå áóäóò çàâèñåòü îò ïðèðàùåíèé

öåíû áàçîâîãî àêòèâà íà îòðåçêå [t2;T ]. Ñ ó÷åòîì âûøåñêàçàííîãî âìåñòî çàâèñèìûõ ïðèðà-

ùåíèé S(T )−S(t1) è S(T )−S(t2) â ðàññìàòðèâàåìîé ìîäåëè ñëó÷àéíûõ âîçìóùåíèé ìîæíî

èñïîëüçîâàòü íåçàâèñèìûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû, ðàñïðåäåëåííûå ïî íîðìàëüíîìó çàêîíó, ñ

òåìè æå ìàòåìàòè÷åñêèìè îæèäàíèÿìè è äèñïåðñèÿìè.

Èçâåñòíî [31], ÷òî ïðèðàùåíèå âèíåðîâñêîãî ïðîöåññà W (t) íà îòðåçêå [t1, t2] èìååò íîð-

ìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå:

W (t2)−W (t1) ∼ N(0, |t2 − t1|),

à êîâàðèàöèÿ ñå÷åíèé W (t1) è W (t2) ðàâíà

cov(W (t1),W (t2)) = min{t1, t2}.

Ñ ó÷åòîì âûøåñêàçàííîãî, âìåñòî çàâèñèìûõ ìåæäó ñîáîé ïðèðàùåíèé S(ti + τi) − S(ti) è

S(T ) − S(ti) â ìîäåëè ñëó÷àéíûõ âîçìóùåíèé áóäåì èñïîëüçîâàòü ñëåäóþùèå ñëó÷àéíûå

âåëè÷èíû

Xi2 = µτi + σ
(
ξi
√

min{τi, T − ti}+ ηi
√

max{0, τi + ti − T}
)
,

Xi3 = µ(T − ti) + σ
(
ξi
√

min{τi, T − ti}+ ηi
√

max{0, T − τi − ti}
)
,
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ãäå ξ1, ξ2, η1, η2 � íåçàâèñèìûå â ñîâîêóïíîñòè îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåííûå ñëó÷àéíûå âåëè-

÷èíû, èìåþùèå ñòàíäàðòíîå íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå N(0, 1). Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî

M[S(ti + τi) − S(ti)] = M[Xi2], M[S(T ) − S(ti)] = M[Xi3], è cov(Xi2, Xi3) = cov(S(ti + τi) −

S(ti), S(T )−S(ti)). Òàêæå ïîëó÷àåì, ÷òîM[Xi3] = M[S(T )−S(ti)] è D[Xi3] = D[S(T )−S(ti)],

îäíàêî ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû X13 è X23 ÿâëÿþòñÿ íåçàâèñèìûìè. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì, ÷òî

âåêòîð ñëó÷àéíûõ ïàðàìåòðîâ îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Xi =


τi

µτi + σ
(
ξi
√

min{τi, T − ti}+ ηi
√

max{0, τi + ti − T}
)

µ(T − ti) + σ
(
ξi
√

min{τi, T − ti}+ ηi
√

max{0, T − τi − ti}
)
.

 (3.7)

Â ñèëó íåçàâèñèìîñòè âåëè÷èí τi, à òàêæå íåçàâèñèìîñòè âåëè÷èí ξi è ηi, ñëó÷àéíûå âåêòîðû

X1 è X2 ÿâëÿþòñÿ íåçàâèñèìûìè.

Ôóíêöèÿ ïåðåõîäà fi îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

fi(zi, ui, Xi) =


Li + gi(zi, ui, Xi)

Vi + ui

ti +Xi1

Si +Xi2

 =


Li + gi(zi, ui, Xi)

Vi + ui

ti + τi

Si + µτi + σ
√
τiξi

 = zi +


gi(zi, ui, Xi)

ui

τi

µτi + σ
√
τiξi

 ,

ãäå g1(z1, u1, x1) �ôóíêöèÿ ïîòåðü íà ïåðâîì øàãå, çàïèñàííàÿ äëÿ ðåàëèçàöèè x1 ñëó÷àéíîãî

âåêòîðà X1:

g1(z1, u1, x1) ,


u1S(0)− u1(S + x12), åñëè τ1 > T, S + x13 < K;

u1S(0) + V (S + x13)(1 + r)− V K − u1(S + x12), åñëè τ1 > T, S + x13 ≥ K;

u1S(0), åñëè τ1 ≤ T.

(3.8)

Ôóíêöèÿ g2(z2, u2, x2) ïîòåðü íà âòîðîì øàãå, ãäå x2 � ðåàëèçàöèÿ ñëó÷àéíîãî âåêòîðà

X2, áóäåò îïðåäåëÿòüñÿ âûðàæåíèåì:

g2(z2, u2, x2) ,

,



0, åñëè t2 > T ;

u2S2 − (V2 + u2)(S2 + x22), åñëè τ2 > T − t2, S2 + x23 < K;

u2S2 − u2(S2 + x22) + (V − V2)(S2 + x23)(1 + r)− V K, åñëè τ2 > T − t2, S2 + x23 ≥ K;

u2S2 − (V2 + u2)(S2 + x23), åñëè τ2 ≤ T − t2, S2 + x23 < K;

u2S2 + (V − V2 − u2)(S2 + x23)(1 + r)− V K, åñëè τ2 ≤ T − t2, S2 + x23 ≥ K.

(3.9)
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Â êà÷åñòâå öåëåâîé ôóíêöèè âîçüìåì ñóììàðíûå ïîòåðè ïðè õåäæèðîâàíèè

Φ(z3) = z31 = L3.

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó ìèíèìèçàöèè ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ ïîòåðü

Φ0(u) = M[Φ(z3)]→ min
u∈U

. (3.10)

3.3. Äèíàìè÷åñêîå ïðîãðàììèðîâàíèå

Óñòàíîâèì âîçìîæíîñòü ïðèìåíåíèÿ ìåòîäà äèíàìè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ äëÿ ðå-

øåíèÿ çàäà÷è (3.10). Äëÿ ýòîãî ïðèâåäåì íåîáõîäèìûå îïðåäåëåíèÿ:
Îïð å ä å ë å í è å 1. Äèíàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà íàçûâàåòñÿ ìàðêîâñêîé, åñëè åå ïîâåäåíèå â

áóäóùåì íå çàâèñèò îò ïðîøëîãî è ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿåòñÿ òåêóùèì ñîñòîÿíèåì ñèñòå-

ìû.

Îïð å ä å ë å í è å 2. Óïðàâëåíèå uε(·) íàçûâàåòñÿ ε-îïòèìàëüíûì, åñëè

Φ0(uε(·)) ≤

{
Φ∗0 + ε ïðè Φ∗0 > −∞,
−1
ε
ïðè Φ∗0 = −∞,

ãäå Φ∗0 � îïòèìàëüíîå çíà÷åíèå êðèòåðèÿ.

Îïð å ä å ë å í è å 3. Îïåðàòîð G íàçûâàåòñÿ ìîíîòîííûì, åñëè äëÿ ëþáîãî δ > 0 ñóùå-

ñòâóåò a > 0:

G[Φi(zi) + δ] ≤ G[Φi(zi)] + aδ.

Ñïðàâåäëèâà òåîðåìà [2]:
Òå î ð åì à 7. Ïóñòü N � ãîðèçîíò äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû è ïóñòü âûïîëíåíû ñëåäóþ-

ùèå óñëîâèÿ:

(i) Φ(zN+1) > −∞;

(ii) äèíàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà ÿâëÿåòñÿ ìàðêîâñêîé;

(iii) îïåðàòîð G[·] ÿâëÿåòñÿ ìîíîòîííûì;
(iv) ui(zi) ∈ Ui, òî åñòü âåäåòñÿ ïîèñê óïðàâëåíèÿ â êëàññå ïîçèöèîííûõ óïðàâëåíèé ñ

ãåîìåòðè÷åñêèìè îãðàíè÷åíèÿìè;

òîãäà â çàäà÷å ìèíèìèçàöèè

Φ0(u) = G[Φ(zN+1)]→ min
u∈U

ñóùåñòâóåò èçìåðèìàÿ ε-îïòèìàëüíàÿ ñòðàòåãèÿ uε, îïðåäåëÿåìàÿ ñ ïîìîùüþ ìåòîäà

äèíàìè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ.

Êàê áûëî ïîêàçàíî ðàíåå, âåêòîðû X1 è X2 ñëó÷àéíûõ ïàðàìåòðîâ íà ïåðâîì è âòîðîì

øàãå íåçàâèñèìû ìåæäó ñîáîé, ñëåäîâàòåëüíî ñèñòåìà ÿâëÿåòñÿ ìàðêîâñêîé. Ìàòåìàòè÷åñêîå

îæèäàíèå ÿâëÿåòñÿ àääèòèâíûì ìàðêîâñêèì îïåðàòîðîì, ïîñêîëüêó åãî ìîæíî ïðåäñòàâèòü

â âèäå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè âëîæåííûõ óñëîâíûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ îæèäàíèé, à ìàòåìàòè÷å-

ñêîå îæèäàíèå ñóììû ñîâïàäàåò ñ ñóììîé ìàòåìàòè÷åñêèõ îæèäàíèé ñëàãàåìûõ, åñëè ñëàãà-

åìûå íå ðàâíû∞ èëè −∞. Òàêèì îáðàçîì, ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ÿâëÿåòñÿ ìîíîòîííûì
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îïåðàòîðîì ñ êîíñòàíòîé a = 1. Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ ïîèñêà îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ â çà-

äà÷å ìèíèìèçàöèè ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ òåðìèíàëüíîé ôóíêöèè (â äàííîì ñëó÷àå,

ñóììàðíûõ ïîòåðü ïðè õåäæèðîâàíèè) ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàí ìåòîä äèíàìè÷åñêîãî ïðî-

ãðàììèðîâàíèÿ. Çàïèøåì îñíîâíûå ñîîòíîøåíèÿ ìåòîäà äèíàìè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ:

Φi(zi) = inf
ui∈Ui

M[Φi+1(zi+1)|zi], i = 1, 2;

Φ3(z3) =Φ(z3),

ãäå Φi(zi) � ôóíêöèÿ áóäóùèõ ïîòåðü, ò.å. íàèìåíüøåå çíà÷åíèå êðèòåðèÿ â (3.10), êîòî-

ðîå ìîæåò áûòü äîñòèãíóòî ïðè îïòèìàëüíîì óïðàâëåíèè ñèñòåìîé, íà÷èíàÿ ñ i-ãî øàãà èç

òåêóùåãî ñîñòîÿíèÿ zi.

3.4. Ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ôóíêöèè áóäóùèõ ïîòåðü

Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è (3.10) íåîáõîäèìî íàéòè óñëîâíîå ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ôóíê-

öèè áóäóùèõ ïîòåðü íà ïîñëåäíåì øàãå. Ýòî ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå îïðåäåëÿåòñÿ ñ ïî-

ìîùüþ ñëåäóþùåé òåîðåìû:
Òå î ð åì à 8. Åñëè ôóíêöèÿ ïîòåðü íà âòîðîì øàãå îïðåäåëÿåòñÿ ñîãëàñíî (3.9), à âåê-

òîð X2 ñëó÷àéíûõ ïàðàìåòðîâ íà âòîðîì øàãå îïðåäåëÿåòñÿ â ñîîòâåòñòâèè ñ (3.7), òî

óñëîâíîå ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ôóíêöèè áóäóùèõ ïîòåðü íà ïîñëåäíåì øàãå ðàâíî

M[Φ(z3)|z2] = L2−
µ

λ
u2

2e(u2, z2)−u2e(u2, z2)
µ

λ
V2ϕ(z2)−u2µ(T − t2)−u2(1−e(u2, z2))d2 +d3,

(3.11)

ãäå

ϕ(z2) , Φ

(
K − S2 − µ(T − t2)

σ
√
T − t2

)
,

e(u2, z2) , e
− λ
|u2|

(T−t2)
,

m+
23 , µ(T − t2) +

σ
√
T − t2√

2π (1− ϕ(z2))
e
− (K−S2−µ(T−t2))

2

2σ2(T−t2) ,

m−23 , µ(T − t2)− σ
√
T − t2√

2πϕ(z2)
e
− (K−S2−µ(T−t2))

2

2σ2(T−t2) ,

d2 , r(S2 +m+
23)(1− ϕ(z2)),

d3 ,
(
(V − V2)(1 + r)(S2 +m+

23)− V K
)

(1− ϕ(z2))− V2(S2 +m−23)ϕ(z2).

Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ò å î ð åìû 8. Äëÿ âû÷èñëåíèÿ ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ ôóíêöèè

ïîòåðü íà ïîñëåäíåì øàãå, à, ñëåäîâàòåëüíî, è ôóíêöèè áóäóùèõ ïîòåðü íà ïîñëåäíåì øàãå,

ñïåðâà íàéäåì óñëîâíûå ìàòåìàòè÷åñêèå îæèäàíèÿ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí Xi2 è Xi3, i = 1, 2,

ïðè óñëîâèè, ÷òî â ìîìåíò èñòå÷åíèÿ ñðîêà æèçíè îïöèîíà T öåíà áàçîâîãî àêòèâà Si +Xi3

îêàçàëàñü íèæå èëè âûøå óðîâíÿ öåíû ïîñòàâêè K.
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Áåçóñëîâíûå ìàòåìàòè÷åñêèå îæèäàíèÿ âåëè÷èí Xi2 è Xi3 öåíû áàçîâîãî àêòèâà ðàâíû

ñîîòâåòñòâåííî

M[Xi2] = µM[τi] = ui
µ

λ
,

M[Xi3] = µ(T − ti).

Äèñïåðñèÿ ïðèðàùåíèÿ Xi3 ðàâíà:

D[Xi3] = σ2(T − ti).

Äëÿ ëþáîé íîðìàëüíî ðàñïðåäåëåííîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû X ∼ N(m;σ2) óñëîâíàÿ ïëîò-

íîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ ïðè óñëîâèè, ÷òî åå ðåàëèçàöèÿ íå ïðåâîñõîäèò çàäàííûé óðîâåíü K,

ðàâíà

fX(x|X < K) =


1√
2πσ

e
− (x−m)2

2σ2

Φ(K−mσ )
, ïðè x < K;

0, ïðè x ≥ K.

ãäå Φ(z) = 1√
2π

z∫
−∞

e−
x2

2 .

Ñëåäîâàòåëüíî, óñëîâíîå ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ÑÂ X ïðè óñëîâèè X < K ðàâíî

M[X|X < K] =

K∫
−∞

xfX(x|X < K)dx =

=

 1√
2π

K∫
−∞

x−m
σ

e−
(x−m)2

2σ2 dx+
m√
2πσ

K∫
−∞

e−
(x−m)2

2σ2 dx

 /Φ

(
K −m
σ

)
=

= m− σ√
2πΦ

(
K−m
σ

)e− (K−m)2

2σ2 . (3.12)

Àíàëîãè÷íî, óñëîâíàÿ ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû X ∼ N(m;σ2) ïðè

óñëîâèè, ÷òî åå ðåàëèçàöèÿ íå ìåíüøå óðîâíÿ K, çàäàåòñÿ âûðàæåíèåì

fX(x|X > K) =


0, ïðè x < K;

1√
2πσ

e
− (x−m)2

2σ2

1−Φ(K−mσ )
, ïðè x ≥ K.

Ñëåäîâàòåëüíî, óñëîâíîå ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ÑÂ X ïðè óñëîâèè X ≥ K ðàâíî

M[X|X ≥ K] =

∞∫
K

xfX(x|X ≥ K)dx =

=

 1√
2π

∞∫
K

x−m
σ

e−
(x−m)2

2σ2 dx+
m√
2πσ

∞∫
K

e−
(x−m)2

2σ2 dx

 /

(
1− Φ

(
K −m
σ

))
=

= m+
σ√

2π
(
1− Φ

(
K−m
σ

))e− (K−m)2

2σ2 . (3.13)
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Íà îñíîâàíèè ôîðìóë (3.12)�(3.13) ïîëó÷àåì, ÷òî

M[Xi3|Xi3 < K − Si] = µ(T − ti)−
σ
√
T − ti

√
2πΦ

(
K−Si−µ(T−ti)

σ
√
T−ti

)e− (K−Si−µ(T−ti))
2

2σ2(T−ti) , (3.14)

M[Xi3|Xi3 ≥ K − Si] = µ(T − ti) +
σ
√
T − ti

√
2π
(

1− Φ
(
K−Si−µ(T−ti)

σ
√
T−ti

))e− (K−Si−µ(T−ti))
2

2σ2(T−ti) . (3.15)

Íàéäåì òåïåðü óñëîâíûå ìàòåìàòè÷åñêèå îæèäàíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíûXi2. Íåîáõîäèìî

ðàññìîòðåòü òîëüêî ñëó÷àé, êîãäà τi > T−ti. Â ñèëó íåçàâèñèìîñòè ïðèðàùåíèé âèíåðîâñêîãî

ïðîöåññà è ñîîòíîøåíèÿ (3.7), ïîëó÷àåì

M[Xi2|Xi3 < K − Si, τi > T − ti] = M[Xi3|Xi3 < K − Si] + µM[τi + ti − T |τi > T − ti] =

= M[Xi3|Xi3 < K − Si] + ui
µ

λ
, (3.16)

ãäå M[Xi3|Xi3 < K − Si] îïðåäåëÿåòñÿ ñîãëàñíî (3.14).

Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ïîëó÷àåì

M[Xi2|Xi3 ≥ K − Si, τi > T − ti] = M[Xi3|Xi3 ≥ K − Si] + µM[τi + ti − T |τi > T − ti] =

= M[Xi3|Xi3 ≥ K − Si] + ui
µ

λ
, (3.17)

ãäå M[Xi3|Xi3 ≥ K − Si] îïðåäåëÿåòñÿ ñîãëàñíî (3.15).

Òåïåðü ìû ìîæåì ïåðåéòè íåïîñðåäñòâåííî ê âû÷èñëåíèþ ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ

ôóíêöèè áóäóùèõ ïîòåðü íà âòîðîì øàãå. Â ñîîòâåòñòâèè ñ îïèñàííîé âûøå ìîäåëüþ, ïîëó-

÷àåì

M[Φ(z3)|z2] = M[z2 + g2(z2, u2, x2)] = z2 + M[g2(z2, u2, x2)].

Âòîðîå ñëàãàåìîå ÿâëÿåòñÿ ìàòåìàòè÷åñêèì îæèäàíèåì ïîòåðü íà ïîñëåäíåì øàãå ïðè óïðàâ-

ëåíèè u2. Ïîñêîëüêó óñëîâíûå ìàòåìàòè÷åñêèå îæèäàíèÿ ïðèðàùåíèé ïðîöåññà öåíîîáðàçî-

âàíèÿ íàì èçâåñòíû, ìû ìîæåì íàéòè ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ôóíêöèè ïîòåðü íà ïîñëåä-

íåì øàãå:

M[g2(z2, u2, x2)] =

= M[u2S2 − (V2 + u2)(S2 + x22)|τ2 > T − t2, S2 + x23 < K] · P{τ2 > T − t2, S2 + x23 < K}+

+ M[u2S2 − u2(S2 + x22) + (V − V2)(S2 + x23)(1 + r)− V K|τ2 > T − t2, S2 + x23 ≥ K]·

· P{τ2 > T − t2, S2 + x23 ≥ K}+ M[u2S2 − (V1 + u2)(S2 + x23)|τ2 ≤ T − t2, S2 + x23 < K]·

· P{τ2 ≤ T − t2, S2 + x23 < K}+

+ M[u2S2 + (V − V2 − u2)(S2 + x23)(1 + r)− V K|τ2 ≤ T − t2, S2 + x23 ≥ K]·

· P{τ2 ≤ T − t2, S2 + x23 ≥ K}. (3.18)
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Ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå â ïåðâîì ñëàãàåìîì ðàâíî

M[u2S2 − (V2 + u2)(S2 + x22)|τ2 > T − t2, S2 + x23 < K] = u2S2−

− (V2 + u2)M[S2 + x22|τ2 > T − t2, S2 + x23 < K] = u2S2−

− (V2 + u2)M[S2 + x23|S2 + x23 < K]− (V2 + u2)µM[t2 + τ2 − T |τ2 > T − t2] =

= u2S2 − µ
u2(V2 + u2)

λ
− (V2 + u2)(S2 + M[x23|x23 < K − S2]), (3.19)

ãäå ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå â ïîñëåäíåì ñëàãàåìîì îïðåäåëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå (3.14).

Ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå âî âòîðîì ñëàãàåìîì ðàâíî

M[u2S2−u2(S2 +x22)+(V −V2)(S2 +x23)(1+r)−V K|τ2 > T−t2, S2 +x23 ≥ K] = u2S2−V K−

− u2M[S2 + x22|S2 + x23 ≥ K] + (V − V2)(1 + r)M[S2 + x23|S2 + x23 ≥ K] =

= u2S2−V K−u2µM[t2 +τ2−T |τ2 > T−t2]+((V − V2)(1 + r)− u2)M[S2 +x23|S2 +x23 ≥ K] =

= u2S2 − V K − µ
u2

2

λ
+ ((V − V2)(1 + r)− u2)(S2 + M[x23|x23 ≥ K − S2]), (3.20)

ãäå ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå â ïîñëåäíåì ñëàãàåìîì îïðåäåëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå (3.15).

Ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå â òðåòüåì ñëàãàåìîì, ó÷èòûâàÿ ñîîòíîøåíèå (3.16), ðàâíî

M[u2S2 − (V2 + u2)(S2 + x23)|τ2 ≤ T − t2, S2 + x23 < K] =

= u2S2 − (V2 + u2)(S2 + M[x23|x23 < K − S2]), (3.21)

ãäå ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå â ïîñëåäíåì ñëàãàåìîì îïðåäåëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå (3.14).

Ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå â ÷åòâåðòîì ñëàãàåìîì, ó÷èòûâàÿ ñîîòíîøåíèå (3.17), ðàâíî

M[u2S2 + (V − V2 − u2)(S2 + x23)(1 + r)− V K|τ2 ≤ T − t2, S2 + x23 ≥ K] =

= u2S2 − V K + (V − V2 − u2)(1 + r)(S2 + M[x23|x23 ≥ K − S2]), (3.22)

ãäå ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå â ïîñëåäíåì ñëàãàåìîì îïðåäåëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå (3.15).

Âåðîÿòíîñòü â ïåðâîì ñëàãàåìîì ðàâíà

p1 , P{τ2 > T − t2, S2 + x23 < K} = e
− λ
|u2|

(T−t2) · Φ
(
K − S2 − µ(T − t2)

σ
√
T − t2

)
. (3.23)

Âåðîÿòíîñòü âî âòîðîì ñëàãàåìîì ðàâíà

p2 , P{τ2 > T − t2, S2 + x23 ≥ K} = e
− λ
|u2|

(T−t2) ·
(

1− Φ

(
K − S2 − µ(T − t2)

σ
√
T − t2

))
. (3.24)

Âåðîÿòíîñòü â òðåòüåì ñëàãàåìîì ðàâíà

p3 , P{τ2 ≤ T − t2, S2 + x23 < K} =
(

1− e−
λ
|u2|

(T−t2)
)
· Φ
(
K − S2 − µ(T − t2)

σ
√
T − t2

)
. (3.25)
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Âåðîÿòíîñòü â ÷åòâåðòîì ñëàãàåìîì ðàâíà

p4 , P{τ2 ≤ T−t2, S2+x23 ≥ K} =
(

1− e−
λ
|u2|

(T−t2)
)
·
(

1− Φ

(
K − S2 − µ(T − t2)

σ
√
T − t2

))
. (3.26)

Òàêèì îáðàçîì, ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ôóíêöèè ïîòåðü íà âòîðîì øàãå ïîëíîñòüþ îïðå-

äåëåíî. Ñëåäîâàòåëüíî, îïðåäåëåíî âûðàæåíèå äëÿ ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ ôóíêöèè áó-

äóùèõ ïîòåðü íà âòîðîì øàãå. Èñïîëüçóÿ ââåäåííûå â óòâåðæäåíèè òåîðåìû îáîçíà÷åíèÿ,

ïîëó÷àåì:

M[Φ(z3)|z2] = L2 +

(
u2S2 − µ

u2(V2 + u2)

λ
− (V2 + u2)(S2 +m−23)

)
e(u2, z2)ϕ(z2)+

+

(
u2S2 − V K − µ

u2
2

λ
+ ((V − V2)(1 + r)− u2)(S2 +m+

23)

)
e(u2, z2)(1− ϕ(z2))+

+
(
u2S2 − (V2 + u2)(S2 +m−23)

)
(1− e(u2, z2))ϕ(z2)+

+
(
u2S2 − V K + (V − V2 − u2)(1 + r)(S2 +m+

23)
)

(1− e(u2, z2))(1− ϕ(z2)) =

= L2−
µ

λ
u2

2e(u2, z2)+u2S2−(V2+u2)(S2+m−23)ϕ(z2)+((V −V2)(1+r)−u2)(S2+m+
23)(1−ϕ(z2))−

− µ

λ
u2V2e(uz, z2)ϕ(z2)− u2r(S2 +m+

23)(1− e(u2, z2))(1− ϕ(z2))− V K(1− ϕ(z2)) =

= L2 −
µ

λ
u2

2e(u2, z2)− u2e(u2, z2)
µ

λ
V2ϕ(z2)− u2µ(T − t2)− u2(1− e(u2, z2))d2 + d3.

×òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

Âåëè÷èíà d2 ïîëîæèòåëüíà è ïðîïîðöèîíàëüíà íàäáàâêå çà �ñðî÷íîñòü� îïåðàöèè r è âå-

ëè÷èíå 1−ϕ(z2), êîòîðàÿ ðàâíà âåðîÿòíîñòè òîãî, ÷òî ïðè òåêóùåì ñîñòîÿíèè z2 öåíà áàçîâîãî

àêòèâà â ìîìåíò T îêàæåòñÿ íå íèæå óðîâíÿ öåíû ïîñòàâêè K. Òàêèì îáðàçîì, âåëè÷èíà d2

õàðàêòåðèçóåò ñðåäíèé �øòðàô� çà êàæäóþ íåäîñòàþùóþ åäèíèöó áàçîâîãî àêòèâà â ìîìåíò

T èñïîëíåíèÿ îïöèîíà.

Èññëåäóåì ñâîéñòâà óñëîâíîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ ôóíêöèè áóäóùèõ ïîòåðü íà

ïîñëåäíåì øàãå. Ïðîèçâîäíàÿ ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ M[Φ(z3)|z2] ïðè u2 > 0 ðàâíà:

∂

∂u2

M[Φ(z3)|z2] = −2µ

λ
u2e(u2, z2)− µ(T − t2)e(u2, z2)+

+ e(u2, z2)(d2 −
µ

λ
V2ϕ(z2)) +

λ

u2

(T − t2)e(u2, z2)(d2 −
µ

λ
V2ϕ(z2))− (µ(T − t2) + d2).

Ïðè u2 < 0 ïðîèçâîäíàÿ ðàâíà

∂

∂u2

M[Φ(z3)|z2] = −2µ

λ
u2e(u2, z2) + µ(T − t2)e(u2, z2)+

+ e(u2, z2)(d2 −
µ

λ
V2ϕ(z2))− λ

u2

(T − t2)e(u2, z2)(d2 −
µ

λ
V2ϕ(z2))− (µ(T − t2) + d2).

Ïðè ýòîì ïðîèçâîäíàÿ íåïðåðûâíà â òî÷êå u2 = 0, åå ïðåäåë ðàâåí:

lim
u2→0

∂

∂u2

M[Φ(z3)|z2] = −µ(T − t2)− d2.

78



Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî ôóíêöèÿ e(u2, z2) ÿâëÿåòñÿ ÷åòíîé è âîçðàñòàþùåé ïî u2 ïðè u2 > 0,

è óáûâàþùåé ïðè u2 < 0:

∂

∂u2

e(u2, z2) = sign(u2)c(u2, z2)e(u2, z2),

ôóíêöèÿ 1
u2
e(u2, z2) ÿâëÿåòñÿ íå÷åòíîé è óáûâàþùåé ïî u2 ïðè u2 > λ(T − t2) è u2 ∈ (−λ(T −

t2), 0), è âîçðàñòàþùåé ïðè u2 ∈ (0, λ(T − t2)) è u2 ≤ −λ(T − t2):

∂

∂u2

(
λ(T − t2)

u2

e(u2, z2)

)
=

λ

u2
2

(T − t2)e(u2, z2)

(
λ

|u2|
(T − t2)− 1

)
,

à ôóíêöèÿ u2e(u2, z2) ÿâëÿåòñÿ íå÷åòíîé è âîçðàñòàþùåé ïî u2. Ïðèìåð ãðàôèêà ïðîèçâîäíîé

ôóíêöèè M[Φ(z3)|z2] ïðèâåäåí íà ðèñóíêå 3.1.
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Ðèñ. 3.1. Ãðàôèê ïðîèçâîäíîé ∂
∂u2

M[Φ(z3)|z2] è åå ñîñòàâëÿþùèõ.

Ïðîèçâîäíàÿ ∂
∂u2

M[Φ(z3)|z2] ÿâëÿåòñÿ ñóììîé äâóõ ñòðîãî ìîíîòîííûõ ñëåâà è ñïðàâà

îò íóëÿ ôóíêöèé u2e(u2, z2) è e(u2, z2), à òàêæå íå÷åòíîé ôóíêöèè 1
u2
e(u2, z2), èìåþùåé ïî

îäíîé ñòàöèîíàðíîé òî÷êå ñëåâà è ñïðàâà îò íóëÿ. Àíàëèç âûðàæåíèÿ äëÿ ìàòåìàòè÷åñêî-

ãî îæèäàíèÿ M[Φ(z3)|z2] ôóíêöèè áóäóùèõ ïîòåðü íà ïîñëåäíåì øàãå è åãî ïðîèçâîäíîé

∂
∂u2

M[Φ(z3)|z2] ïîêàçûâàþò, ÷òî ïðîèçâîäíàÿ ∂
∂u2

M[Φ(z3)|z2] ìîæåò èìåòü íå áîëåå îäíîãî

êîðíÿ ñëåâà è ñïðàâà îò íóëÿ. Ñëåäîâàòåëüíî, ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå M[Φ(z3)|z2] ìî-

æåò èìåòü íå áîëåå äâóõ ëîêàëüíûõ ìèíèìóìîâ íà îòðåçêå [−V2, V − V2], ðàñïîëîæåííûõ ïî

ðàçíûå ñòîðîíû îò íóëÿ. Äàííûå âûâîäû ïîäòâåðæäàþòñÿ ðåçóëüòàòàìè ÷èñëåííîãî ìîäå-

ëèðîâàíèÿ.

Ïðîèëëþñòðèðóåì ýòî íà ïðèìåðàõ. Ïóñòü â ìîìåíò t2 = 1 íà÷àëà âòîðîãî øàãà öåíà

S2 áàçîâîãî àêòèâà ðàâíà 2, ïðè ýòîì õåäæåð èìååò V2 = 6 åäèíèö áàçîâîãî àêòèâà èç 10
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(V = 10) íåîáõîäèìûõ ïî óñëîâèþ êîíòðàêòà. Ïóñòü òàêæå öåíà ïîñòàâêè K ðàâíà 3, âðåìÿ

T æèçíè îïöèîíà ðàâíî 5, à íàäáàâêà r çà ñðî÷íûå îïåðàöèè ðàâíà 0.1. Çíà÷åíèÿ êîýôôè-

öèåíòà µ ëèíåéíîãî ñíîñà, êîýôôèöèåíòà σ âîëàòèëüíîñòè è èíòåíñèâíîñòü òîðãîâ λ áóäåì

âàðüèðîâàòü. Ïîòåðè L2 ê íà÷àëó âòîðîãî øàãà áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü

ðàâíûìè íóëþ.

Íèæå ïðåäñòàâëåíû òèïîâûå ãðàôèêè çàâèñèìîñòè M[Φ(z3)|z2] ïî u2 ïðè ðàçëè÷íûõ çíà-

÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ. Ãðàôèê çàâèñèìîñòè â ñëó÷àå îòðèöàòåëüíîãî òðåíäà è íèçêîé èíòåíñèâ-

íîñòè òðàíçàêöèé èçîáðàæåí íà ðèñóíêå 3.2. Ãðàôèê çàâèñèìîñòè â ñëó÷àå ïîëîæèòåëüíîãî

5.6

5.4

5.2

5.0

4.8

4.6

4.4

4.2

4.0
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–

–

Ðèñ. 3.2. Ãðàôèê çàâèñèìîñòè M[Φ(z3)|z2] ïî u2. Çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ: µ = −0, 2, σ = 1, λ = 0, 4

òðåíäà è íèçêîé èíòåíñèâíîñòè òðàíçàêöèé ïðåäñòàâëåí íà ðèñóíêå 3.3. Ãðàôèê çàâèñèìî-

ñòè â ñëó÷àå ñóùåñòâåííîãî îòðèöàòåëüíîãî òðåíäà è âûñîêîé èíòåíñèâíîñòè òðàíçàêöèé

ïðåäñòàâëåí íà ðèñóíêå 3.4.

3.5. Àëãîðèòì ïîèñêà îïòèìàëüíîé ñòðàòåãèè

Íà îñíîâàíèè òîãî, ÷òî ó ôóíêöèè ìîæåò áûòü íå áîëåå îäíîé ñòàöèîíàðíîé òî÷êè ñëåâà

è ñïðàâà îò íóëÿ, äëÿ îïðåäåëåíèÿ îïòèìàëüíîé ñòðàòåãèè íà âòîðîì øàãå ìîæåò áûòü

ïðåäëîæåí ñëåäóþùèé àëãîðèòì:
Àë ã î ð è òì 3.

1. Âû÷èñëèòü çíà÷åíèÿ M[g2(z2,−V2, x2)] è M[g2(z2, V − V2, x2)].

2. Íàéòè ïîëîæèòåëüíûé êîðåíü u+
2 è îòðèöàòåëüíûé êîðåíü u−2 óðàâíåíèÿ

∂

∂u2

M[g2(z2, u2, x2)] = 0.
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Ðèñ. 3.3. Ãðàôèê çàâèñèìîñòè M[Φ(z3)|z2] ïî u2. Çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ: µ = 0, 5, σ = 2, λ = 0, 5

Ðèñ. 3.4. Ãðàôèê çàâèñèìîñòè M[Φ(z3)|z2] ïî u2. Çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ: µ = −0, 5, σ = 2, λ = 1, 5

3. Åñëè ïîëîæèòåëüíûé êîðåíü u+
2 íå ñóùåñòâóåò, òî ïîëîæèòü u+

2 = 0. Àíàëîãè÷íî,

åñëè îòðèöàòåëüíûé êîðåíü u−2 íå ñóùåñòâóåò, òî ïîëîæèòü u−2 = 0.

4. Ñðàâíèòü çíà÷åíèÿ M[g2(z2,−V2, x2)],M[g2(z2, V − V2, x2)],M[g2(z2, u
−
2 , x2)] è

M[g2(z2, u
+
2 , x2)]. Â êà÷åñòâå u∗2 âûáðàòü òî÷êó, â êîòîðîé äîñòèãàåòñÿ ìèíèìóì

ôóíêöèè M[g2(z2, u2, x2)]. Çàâåðøèòü ðàáîòó àëãîðèòìà.

Ïîëó÷àåì, ÷òî ôóíêöèÿ áóäóùèõ ïîòåðü íà âòîðîì øàãå ðàâíà

Φ2(z2) = L2 + M[g2(z2, u
∗
2, x2)]. (3.27)

Çàäà÷à ìèíèìèçàöèè ôóíêöèè áóäóùèõ ïîòåðü íà ïåðâîì øàãå ÿâëÿåòñÿ çàäà÷åé îäíîìåðíîé

îïòèìèçàöèè íà êîíå÷íîì ïðîìåæóòêå, à çíà÷èò äëÿ ïîèñêà îïòèìàëüíîé ñòðàòåãèè íà ïåð-
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âîì øàãå ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàí ïîëíûé ïåðåáîð ïî u1 íà ñåòêå ñ çàäàííûì øàãîì. Â ñèëó

ñëîæíîé ñòðóêòóðû ôóíêöèè ïîòåðü è çàâèñèìîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíûõ ïàðàìåòðîâ

îò ñòðàòåãèè äëÿ âû÷èñëåíèÿ ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ ïðè ôèêñèðîâàííîì çíà÷åíèè u1

áóäåì èñïîëüçîâàòü ìåòîä Ìîíòå-Êàðëî. Äëÿ ïîèñêà îïòèìàëüíîé ñòðàòåãèè u∗1 íà ïåðâîì

øàãå ïðåäëîæèì ñëåäóþùèé àëãîðèòì:

Àë ã î ð è òì 4.

1. Çàäàòü øàã ñåòêè h è òðåáóåìîå êîëè÷åñòâî ðåàëèçàöèè N äëÿ ìåòîäà Ìîíòå-Êàðëî,

ïîëîæèòü íîìåð øàãà i ðàâíûì 0, M∗ =∞ è u∗1 = 0.

2. Ïîëîæèòü u1 = ih, M = 0 è ñãåíåðèðîâàòü âûáîðêó {Yi}, i = 1 : N , ðåàëèçàöèé

ñëó÷àéíîãî âåêòîðà X1.

3. Äëÿ êàæäîé ðåàëèçàöèè Yj îïðåäåëèòü z2 ñîãëàñíî (3.6) è âû÷èñëèòü Φ2(z2) ïî ôîð-

ìóëå (3.27). Ïðèñâîèòü M = M + 1
N

(g1(z1, ih, Yj) + Φ2(z2)).

4. Åñëè M < M∗, òî ïîëîæèòü M∗ = M è u∗1 = ih. Ïåðåéòè ê øàãó 5.

5. Åñëè i >
[
V
h

]
, òî çàâåðøèòü ðàáîòó àëãîðèòìà, èíà÷å ïîëîæèòü i = i+ 1 è ïåðåéòè

ê øàãó 2.

Â ðåçóëüòàòå ðàáîòû äàííîãî àëãîðèòìà óäàåòñÿ íàéòè îïòèìàëüíîå óïðàâëåíèè u∗1 íà

ïåðâîì øàãå. Âåëè÷èíà M∗ áóäåò îïðåäåëÿòü çíà÷åíèå ôóíêöèè áóäóùèõ ïîòåðü íà ïåðâîì

øàãå, ò.å. ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ñóììàðíûõ çàòðàò íà õåäæèðîâàíèå çà äâà øàãà ïðè

îïòèìàëüíîì óïðàâëåíèè íà ïåðâîì øàãå.

3.6. Ïðèìåð

Ïðèâåäåì ðåçóëüòàòû ðàáîòû àëãîðèòìà 4 äëÿ ïîèñêà îïòèìàëüíîé ñòðàòåãèè íà ïåðâîì

øàãå.
Ïðèì å ð 3. Ïóñòü íà÷àëüíàÿ öåíà S(0) áàçîâîãî àêòèâà ðàâíà 95 ó.å, êîýôôèöèåíò ëè-

íåéíîãî ñíîñà µ â ïðîöåññå öåíîîáðàçîâàíèÿ S(t) ðàâåí −0, 05 ó.å. â äåíü, êîýôôèöèåíò σ

ðàâåí 1, 5, è êîýôôèöèåíò λ, õàðàêòåðèçóþùèé ñðåäíåå âðåìÿ ïîêóïêè/ïðîäàæè åäèíèöû

áàçîâîãî àêòèâà, òàêæå ðàâåí 1, 5. Ïóñòü ñîãëàñíî êîíòðàêòó õåäæåð îáÿçóåòñÿ ïðåäî-

ñòàâèòü ïî òðåáîâàíèþ äåðæàòåëÿ îïöèîíà ÷åðåç T = 20 äíåé V = 10 åäèíèö áàçîâîãî

àêòèâà ïî öåíå ïîñòàâêè K = 100. Áóäåì èñêàòü îïòèìàëüíîå óïðàâëåíèå íà ïåðâîì øàãå

íà îòðåçêå [0, 10] ñ øàãîì h = 0, 1. Ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ïîòåðü íà êàæäîì øàãå

àëãîðèòìà áóäåì îöåíèâàòü ïî N = 10000 ðåàëèçàöèé.

Â ðåçóëüòàòå âû÷èñëåíèé ïîëó÷àåì, ÷òî â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè õåäæåðó íåîá-

õîäèìî ïðèîáðåñòè u∗1 = 5, 4 åäèíèö áàçîâîãî àêòèâà. Ãðàôèê çàâèñèìîñòè ñðåäíèõ ïîòåðü

îò óïðàâëåíèÿ íà ïåðâîì øàãå ïðåäñòàâëåí íà ðèñóíêå 3.5.

Ñòîèò îáðàòèòü âíèìàíèå íà òî, ÷òî ñ ðîñòîì u1 óâåëè÷èâàåòñÿ äèñïåðñèÿ âåëè÷èíû ñóì-

ìàðíûõ ïîòåðü. Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ îöåíêè ñðåäíèõ ïîòåðü òðåáóåòñÿ áîëüøåå êîëè÷åñòâî

ðåàëèçàöèé äëÿ ìåòîäà Ìîíòå-Êàðëî. Â ýòîì ñëó÷àå, äëÿ îïòèìèçàöèè âðåìåíè ðàñ÷åòîâ

ïðè ïîèñêå îïòèìàëüíîé ñòðàòåãèè íà ïåðâîì øàãå ìîæíî ïðåäëîæèòü èñïîëüçîâàíèå ïåðå-

ìåííîãî îáúåìà âûáîðêè. Íàïðèìåð, ìîæíî çàäàòü ìèíèìàëüíûé è ìàêñèìàëüíûé îáúåìû
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âûáîðêè Nmin è Nmax, è äëÿ êàæäîãî çíà÷åíèÿ u1 íà 2-ì øàãå àëãîðèòìà 4 èñïîëüçîâàòü â

êà÷åñòâå îáúåìà âûáîðêè âåëè÷èíó

N =
V − u1

V
Nmin +

u1

V
Nmax.

3.7. Âûâîäû ïî ãëàâå 3.

Â äàííîé ãëàâå ðàññìîòðåíà äâóõøàãîâàÿ çàäà÷à õåäæèðîâàíèÿ êîëë-îïöèîíà åâðîïåé-

ñêîãî òèïà ñ êðèòåðèåì â ôîðìå ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ çàòðàò íà õåäæèðîâàíèå. Â

ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè ñäåëàíû ïðåäïîëîæåíèÿ, ÷òî äëèòåëüíîñòü êàæäîé îïåðàöèè êóïëè-

ïðîäàæè áàçîâîãî àêòèâà ñëó÷àéíà è èìååò ýêñïîíåíöèàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå, ïàðàìåòð êîòî-

ðîãî çàâèñèò îò îáúåìà ïîêóïàåìûõ èëè ïðîäàâàåìûõ àêòèâîâ, ïðè ýòîì ïðîäîëæèòåëüíîñòè

îïåðàöèé íåçàâèñèìû ìåæäó ñîáîé. Äëÿ îáåñïå÷åíèÿ âîçìîæíîñòè èñïîëíåíèÿ îáÿçàòåëüñòâà

ïî îïöèîíó íåçàâèñèìî îò èíòåíñèâíîñòè îïåðàöèé êóïëè-ïðîäàæè, äîïîëíèòåëüíî ñäåëàíî

ïðåäïîëîæåíèå î òîì, ÷òî õåäæåð ìîæåò ïðèîáðåñòè íåîáõîäèìîå êîëè÷åñòâî åäèíèö áàçî-

âîãî àêòèâà ìãíîâåííî ïî öåíå, ïðåâûøàþùåé ðûíî÷íóþ.

Çàäà÷à èññëåäîâàíà ìåòîäîì äèíàìè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ. Ïîëó÷åíî âûðàæåíèå

äëÿ ñóììàðíûõ ïîòåðü õåäæåðà, à òàêæå äëÿ ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ ïîòåðü õåäæåðà íà

âòîðîì øàãå. Ïîêàçàíî, ÷òî ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ïîòåðü íà âòîðîì øàãå ìîæåò èìåòü

íå áîëåå äâóõ òî÷åê ëîêàëüíîãî ìèíèìóìà â îáëàñòè äîïóñòèìûõ óïðàâëåíèÿ, ðàñïîëîæåí-

íûå ïî ðàçíûå ñòîðîíû îò íóëÿ. Òàêæå ïðåäëîæåí ÷èñëåííûé àëãîðèòì ïîèñêà îïòèìàëüíîãî

óïðàâëåíèÿ íà ïåðâîì øàãå.

Ñ ýêîíîìè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ íàëè÷èå äâóõ òî÷åê ìèíèìóìà ó ôóíêöèè áóäóùèõ ïîòåðü

íà ïîñëåäíåì øàãå îçíà÷àåò, ÷òî â óñëîâèÿõ íåèçâåñòíîé çàðàíåå äëèòåëüíîñòè îïåðàöèé

êóïëè-ïðîäàæè íà ïîñëåäíåì øàãå ìîæåò áûòü öåëåñîîáðàçíà êàê ïîêóïêà ÷àñòè íåäîñòà-
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þùèõ àêòèâîâ, òàê è ïðîäàæà ÷àñòè èìåþùèõñÿ. Ïðåäïî÷òèòåëüíîñòü îäíîãî âàðèàíòà íàä

äðóãèì îïðåäåëÿåòñÿ îñòàâøèìñÿ âðåìåíåì äî èñòå÷åíèÿ ñðîêà äåéñòâèÿ îïöèîíà, èíòåíñèâ-

íîñòüþ îïåðàöèé êóïëè-ïðîäàæè, âåëè÷èíîé òðåíäà â ïðîöåññå öåíîîáðàçîâàíèÿ è âåëè÷èíîé

íàäáàâêè çà ñðî÷íûå îïåðàöèè.
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Ãëàâà 4.

Àëãîðèòì óäåðæàíèÿ àâòîìàòè÷åñêîãî

àýðîñòàòà â çàäàííîé ïîëîñå âûñîò

Â ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëÿõ ñëîæíûõ òåõíè÷åñêèõ ñèñòåì, ïðèìåíÿåìûõ â òîì ÷èñëå â

àâèàöèîííîé è ðàêåòíî-êîñìè÷åñêîé òåõíèêå, âîçäåéñòâèå îêðóæàþùåé ñðåäû íà ñèñòåìó çà-

÷àñòóþ îïèñûâàþòñÿ ñëó÷àéíûìè ïðîöåññàìè. Áîëåå òîãî, ïîñêîëüêó íà ïðàêòèêå ýòè âîçäåé-

ñòâèÿ ñêëàäûâàþòñÿ èç âëèÿíèÿ áîëüøîãî ÷èñëà íåçàâèñèìûõ ôàêòîðîâ, â ìàòåìàòè÷åñêîé

ìîäåëè äëÿ ó÷åòà âîçäåéñòâèé ÷àñòî èñïîëüçóþòñÿ íîðìàëüíî ðàñïðåäåëåííûå ñëó÷àéíûå

âåëè÷èíû è ãàóññîâñêèå ñëó÷àéíûå ïðîöåññû. Ïðèìåðîì òàêîãî ïðîöåññà ÿâëÿåòñÿ ïðîöåññ

îòíîñèòåëüíûõ ïðèðàùåíèé öåí áàçîâîãî àêòèâà â ìîäåëè, ðàññìîòðåííîé â ãëàâàõ 1 è 2, à

òàêæå ðàññìîòðåííûé â ãëàâå 3 ïðîöåññ öåíîîáðàçîâàíèÿ S(t) áàçîâîãî àêòèâà.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, èññëåäîâàííàÿ â ãëàâàõ 1 è 2 ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü, ìîæåò áûòü

ðàññìîòðåíà êàê ìîäåëü ñèñòåìû ñ ðåëåéíûì ïåðåêëþ÷åíèåì. Â ðåëåéíûõ àâòîìàòè÷åñêèõ

ñèñòåìàõ óïðàâëÿþùåå âîçäåéñòâèå èçìåíÿåòñÿ ñêà÷êîîáðàçíî (ïðîèñõîäèò ïåðåêëþ÷åíèå)

êàæäûé ðàç, êîãäà âõîäíîé ñèãíàë ïðîõîäèò ÷åðåç ôèêñèðîâàííûå ïîðîãîâûå çíà÷åíèÿ. Â

ñëó÷àå ìîäèôèöèðîâàííîé ñòðàòåãèè ïîñëåäîâàòåëüíîãî õåäæèðîâàíèÿ òàêîìó ïåðåêëþ÷å-

íèþ ñîîòâåòñòâóåò ïðîäàæà è ïîêóïêà ïîëíîãî îáúåìà áàçîâîãî àêòèâà ïðè ïåðåñå÷åíèè

ïîëîñû (1.9) �íå÷óâñòâèòåëüíîñòè� êóðñîì S(t) áàçîâîãî àêòèâà, ò.å. ñèãíàëîì.

Áëàãîäàðÿ ñâîåé ïðîñòîòå è áûñòðîäåéñòâèþ ðåëåéíûå àâòîìàòè÷åñêèå ñèñòåìû øèðîêî

ïðèìåíÿþòñÿ â ðàçëè÷íûõ òåõíè÷åñêèõ îáëàñòÿõ. �Îíè èñïîëüçóþòñÿ êàê â ñòàöèîíàðíûõ ñè-

ñòåìàõ óïðàâëåíèÿ ïðîìûøëåííîãî íàçíà÷åíèÿ, òàê è â ñèñòåìàõ óïðàâëåíèÿ ïîäâèæíûìè

îáúåêòàìè, ïðåäíàçíà÷åííûõ, íàïðèìåð, äëÿ êîñìè÷åñêèõ èññëåäîâàíèé� [45]. Òàêèì îáðà-

çîì, ïðåäëîæåííûå â ãëàâå 2 ìåòîäû ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû ïðè ðàçðàáîòêå ïðîãðàììíî-

àïïàðàòíûõ êîìïëåêñîâ, îñóùåñòâëÿþùèõ óïðàâëåíèå ñèñòåìàìè àâèàöèîííîãî è ðàêåòíî-

êîñìè÷åñêîãî íàçíà÷åíèÿ.

Â äàííîé ãëàâå ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à óïðàâëåíèÿ àâòîìàòè÷åñêèì àýðîñòàòîì ñ öå-
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ëüþ óäåðæàíèÿ àýðîñòàòà â çàäàííîé ïîëîñå âûñîò íà ïðîòÿæåíèè ôèêñèðîâàííîãî âðåìåíè

ïîëåòà. Àâòîìàòè÷åñêèå àýðîñòàòû [34] ÿâëÿþòñÿ ïîäâèäîì ñâîáîäíûõ àýðîñòàòîâ è îòëè÷à-

þòñÿ îò íèõ íàëè÷èåì óñòðîéñòâ, ðåãóëèðóþùèõ ñêîðîñòü âçë¼òà è ñïóñêà, âûñîòó ïîë¼òà,

à òàêæå ïîçâîëÿþùèõ ïðåêðàòèòü ïîë¼òà ïî çàäàííîé ïðîãðàììå ïîëåòà èëè ïî æåëàíèþ

îïåðàòîðà. Àâòîìàòè÷åñêèå è ñâîáîäíûå àýðîñòàòû ïðèìåíÿþòñÿ äëÿ èçó÷åíèÿ àòìîñôåðû,

àñòðîíîìè÷åñêèõ èññëåäîâàíèé, èñïûòàíèé àïïàðàòóðû è ñíàðÿæåíèÿ, ïåðåíîñà è ñáðîñà

áîåâûõ ãðóçîâ, ñïîðòèâíûõ, ðåêëàìíûõ, ðàçâåäûâàòåëüíûõ è äðóãèõ öåëåé áåç íåïîñðåä-

ñòâåííîãî ó÷àñòèÿ ýêèïàæà. Ñâîáîäíûå àýðîñòàòû ñîñòîÿò èç ìÿãêîé îáîëî÷êè (èëè ñèñòåìû

îáîëî÷åê), íàïîëíÿåìîé ïîäúåìíûì ãàçîì, è ãîíäîëû (êîíòåéíåðà). Ê îáîëî÷êå áåñïèëîò-

íûõ ñâîáîäíûõ è àâòîìàòè÷åñêèõ àýðîñòàòîâ ïðèêðåïëÿþòñÿ êîíòåéíåðû ñ àïïàðàòóðîé è

áàëëàñòîì, à òàêæå ïàðàøþòû. Â êà÷åñòâå áàëëàñòà êàê ïðàâèëî èñïîëüçóþòñÿ ìåøêè ñ

ïåñêîì. Èçìåíåíèå âûñîòû ïîë¼òà àâòîìàòè÷åñêîãî àýðîñòàòà ñ îáîëî÷êàìè îòêðûòîãî òèïà

îñóùåñòâëÿåòñÿ ïóòåì ñáðàñûâàíèÿ áàëëàñòà èëè âûïóñêîì ãàçà ÷åðåç êëàïàí. Ó÷èòûâàÿ íà-

ïðàâëåíèå è ñêîðîñòü âåòðà, èçìåíÿÿ âûñîòó ïîë¼òà ïèëîòèðóåìûõ è óïðàâëÿåìûõ ïî ðàäèî

(èëè ïî ïðîãðàììå) àýðîñòàòîâ, ìîæíî â îïðåäåëåííûõ ïðåäåëàõ ðåãóëèðîâàòü íàïðàâëåíèå

è äàëüíîñòü èõ ïîë¼òà.

Â ÷åòâåðòîé ãëàâå èñïîëüçóþòñÿ ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ:

T � âðåìÿ ïîëåòà àýðîñòàòà;

hmin � ìèíèìàëüíàÿ òðåáóåìàÿ âûñîòà ïîëåòà àýðîñòàòà;

hmax � ìàêñèìàëüíàÿ òðåáóåìàÿ âûñîòà ïîëåòà àýðîñòàòà;

H , {(h, t) : h ∈ [hmin;hmax], t ∈ [0;T ]} � òðåáóåìàÿ ïîëîñà âûñîò;

M � ãðóçîïîäúåìíîñòü àýðîñòàòà;

h(t) � âûñîòà ïîëåòà àýðîñòàòà â ìîìåíò âðåìåíè t;

µ � êîýôôèöèåíò ëèíåéíîãî ñíîñà â èçìåíåíèè âûñîòû ïîëåòà àýðîñòàòà;

σ � ñðåäíåå êâàäðàòè÷åñêîå îòêëîíåíèå èçìåíåíèÿ âûñîòû íà åäèíè÷íîì îòðåçêå âðåìå-

íè;

h̃(t) � ýêâèâàëåíòíûé h(t) âèíåðîâñêèé ïðîöåññ ñ ïîñòîÿííûì ëèíåéíûì ñíîñîì;

m � ìàññà îäíîãî ãðóçà â áàëëàñòå;

N � êîëè÷åñòâî ãðóçîâ â áàëëàñòå;

P{A} � âåðîÿòíîñòü ñîáûòèÿ A;

M[·] � ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû;

Φ(z) = 1√
2π

∫
−∞

ze−
x2

2 dz � ôóíêöèÿ Ëàïëàñà;

f(z) = 1√
2π
e−

z2

2 � ïëîòíîñòü ñòàíäàðòíîãî íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ;
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W (t) � âèíåðîâñêèé ïðîöåññ;

η � ñëó÷àéíîå êîëè÷åñòâî óïðàâëÿþùèõ âîçäåéñòâèé çà âðåìÿ ïîëåòà;

τ � âðåìÿ, â òå÷åíèå êîòîðîãî àýðîñòàò íàõîäèëñÿ çà ïðåäåëàìè ïîëîñû H;

4.1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó óäåðæàíèÿ àýðîñòàòà ïî âûñîòå â çàäàííîé ïîëîñå âûñîò â òå÷åíèå

çàäàííîãî âðåìåíè T . Óïðàâëåíèå àýðîñòàòîì áóäåò îñóùåñòâëÿòüñÿ ïóòåì ñáðîñà áàëëàñòà

íà íèæíåé ãðàíèöå ïîëîñû âûñîò è ÷àñòè÷íûì âûïóñêîì ÷åðåç êëàïàí ðàáî÷åãî ãàçà íà

âåðõíåé ãðàíèöå òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû ïðè îòñóòñòâèè âíåøíèõ âîçìóùåíèé ïîñëå äîñòèæå-

íèÿ êàêîé-ëèáî ãðàíèöû ïîëîñû àýðîñòàò äâèãàëñÿ ñ îäíîé è òîé æå ïî ìîäóëþ ñêîðîñòüþ â

ñòîðîíó ïðîòèâîïîëîæíîé ãðàíèöû ïîëîñû.

Ââåäåì â ðàññìîòðåíèå ïîëîñó âûñîò, â êîòîðîé íåîáõîäèìî óäåðæèâàòü àýðîñòàò â òå÷å-

íèå âðåìåíè T :

H , {(h, t) : h ∈ [hmin;hmax], t ∈ [0;T ]}. (4.1)

Íà àýðîñòàò äåéñòâóþò âîñõîäÿùèå è íèñõîäÿùèå âîçäóøíûå ïîòîêè. Ñêîðîñòü ïîòîêà â

êàæäûé ìîìåíò âðåìåíè áóäåì ñ÷èòàòü ñëó÷àéíîé, à ñëó÷àéíûå èçìåíåíèÿ âûñîò íà íåïå-

ðåñåêàþùèõñÿ èíòåðâàëàõ âðåìåíè íåçàâèñèìûìè è èìåþùèìè íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå

ñ ïðîïîðöèîíàëüíîé äëèíå èíòåðâàëà äèñïåðñèåé. Ïðè ñäåëàííûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ âûñîòà

h(t) àýðîñòàòà â ìîìåíò âðåìåíè t áóäåò îïèñûâàòüñÿ âèíåðîâñêèì ïðîöåññîì ñ îòðàæåíèåì

ñ ïîñòîÿííûì ïî ìîäóëþ ëèíåéíûì ñíîñîì. Íå îãðàíè÷èâàÿ îáùíîñòè áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî â

íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè âûñîòà àýðîñòàòà ñîâïàäàåò ñ íèæíåé ãðàíèöåé ïîëîñû H, òîãäà

âûñîòà h(t) ïîëåòà àýðîñòàòà â ìîìåíò âðåìåíè t áóäåò îïèñûâàòüñÿ ñëåäóþùèì ñëó÷àéíûì

ïðîöåññîì:

h(t) , hmin + µ(t)t+ σW (t), (4.2)

ãäå W (t) � ñòàíäàðòíûé âèíåðîâñêèé ïðîöåññ, σ � ïàðàìåòð, õàðàêòåðèçóþùèé äèñïåðñèþ

êîëåáàíèé âûñîò çà ñ÷åò âíåøíèõ âîçäåéñòâèé, à ôóíêöèÿ µ(t) îïðåäåëÿåòñÿ êàê

µ(t) ,

µ, åñëè ïîñëåäíåé áûëà äîñòèãíóòà íèæíÿÿ ãðàíèöà H;

−µ, åñëè ïîñëåäíåé áûëà äîñòèãíóòà âåðõíÿÿ ãðàíèöà H.

Òàêèì îáðàçîì, ôóíêöèÿ µ(t) ìîæåò ïðèíèìàòü çíà÷åíèÿ, ðàâíûå òîëüêî −µ è µ, òî åñòü

ïðè äîñòèæåíèè àýðîñòàòîì ãðàíèöû ïîëîñû H ïðîèñõîäèò ðåëåéíîå ïåðåêëþ÷åíèå ñðåäíåé

âåðòèêàëüíîé êîìïîíåíòû ñêîðîñòè ñ µ íà −µ.
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Íà ïðàêòèêå èçìåíåíèå ñêîðîñòè àýðîñòàòà ïðè ñáðîñå áàëëàñòà çàâèñèò êàê îò ìàññû

ñáðîøåííîãî ãðóçà, òàê è îò òåêóùåé âûñîòû ïîëåòà àýðîñòàòà è ïàðàìåòðîâ àòìîñôåðû.

Äëÿ ïðîñòîòû áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî èçìåíåíèå ëèíåéíîé êîìïîíåíòû µ âåðòèêàëüíîé ñêîðîñòè

àýðîñòàòà áóäåò çàâèñåòü òîëüêî îò ìàññû m îäíîãî ãðóçà, ò.å.

µ = µ(m),

µ(t) = µ(t,m) =

µ(m), åñëè ïîñëåäíåé áûëà äîñòèãíóòà íèæíÿÿ ãðàíèöà H;

−µ(m), åñëè ïîñëåäíåé áûëà äîñòèãíóòà âåðõíÿÿ ãðàíèöà H,

ãäå µ(m) � ïîëîæèòåëüíàÿ ñòðîãî âîçðàñòàþùàÿ ôóíêöèÿ.

Î÷åâèäíî, ÷òî êîëè÷åñòâî ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïåðåñå÷åíèé ãðàíèö ïîëîñû H çà êîíå÷íîå

âðåìÿ T òðàåêòîðèåé ïðîöåññà h(t) êîíå÷íî è ñëó÷àéíî. Îáîçíà÷èì êîëè÷åñòâî ïåðåêëþ÷å-

íèé (óïðàâëåíèé) çà âðåìÿ T ïîëåòà àýðîñòàòà êàê η, à âðåìÿ, â òå÷åíèå êîòîðîãî àýðîñòàò

íàõîäèëñÿ çà ïðåäåëàìè ïîëîñû H, êàê τ .

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó ìèíèìèçàöèè ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ âðåìåíè τ íàõîæäåíèÿ

àýðîñòàòà çà ïðåäåëàìè ïîëîñû H ïðè óñëîâèè, ÷òî àýðîñòàò îñòàíåòñÿ óïðàâëÿåìûì â òå-

÷åíèå âðåìåíè T ñ âåðîÿòíîñòüþ íå ìåíüøå çàäàííîãî óðîâíÿ α, ò.å. çàïàñà áàëëàñòà õâàòèò

íà îáåñïå÷åíèå óïðàâëåíèÿ â òå÷åíèå âðåìåíè T , à ñóììàðíàÿ ìàññà áàëëàñòà íå ïðåâûøà-

åò ãðóçîïîäúåìíîñòü àïïàðàòà M . Â êà÷åñòâå îïòèìèçàöèîííûõ ïåðåìåííûõ âûáåðåì ìàññó

åäèíèöû ãðóçà áàëëàñòà (îäíîãî ìåøêà ñ ïåñêîì) è êîëè÷åñòâî ãðóçîâ. Îáîçíà÷èì ìàññó îä-

íîãî ãðóçà êàê m, à îáùåå êîëè÷åñòâî ãðóçîâ â áàëëàñòå êàê N . Ïîëó÷àåì ñëåäóþùóþ çàäà÷ó

ìèíèìèçàöèè:

M[τ ]→ min
N,m

(4.3)

ïðè îãðàíè÷åíèÿõ

P{η ≤ 2N + 1} ≥ α,

Nm ≤M,

m ≥ 0,

N ∈ Z+ ∪ {0}.

Ïîñêîëüêó äâèæåíèå àýðîñòàòà íà÷èíàåòñÿ ñ íèæíåé ãðàíèöû ïîëîñû H, ïåðâûé ñáðîñ ãðó-

çà ïðîèñõîäèò â ìîìåíò ïåðâîãî êàñàíèÿ íèæíåé ãðàíèöû ïîëîñû H òîëüêî ïîñëå ïåðâîãî

äîñòèæåíèÿ âåðõíåé ãðàíèöû. Òàêèì îáðàçîì ïðè íàëè÷èè îäíîãî ãðóçà çà âðåìÿ T ìîæåò

ïðîèçîéòè 3 óïðàâëÿþùèõ âîçäåéñòâèÿ: äâà âûïóñêà ãàçà è îäèí ñáðîñ ãðóçà, à ïðè íàëè÷èè

N ãðóçîâ ìîæíî ïðîèçâåñòè 2N + 1 óïðàâëÿþùåå âîçäåéñòâèå.
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4.2. Ðàñïðåäåëåíèå ÷èñëà ïåðåñå÷åíèé ïîëîñû

Îïðåäåëèì âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî çà âðåìÿ ïîëåòà T ïðîèçîéäåò íå áîëåå k ïîñëåäîâà-

òåëüíûõ ïåðåñå÷åíèé âåðõíåé è íèæíåé ãðàíèö ïîëîñû H, íà÷èíàÿ ñ ïåðâîãî ïåðåñå÷åíèÿ

âåðõíåé ãðàíèöû ïîëîñû. Äëÿ ýòîãî âîñïîëüçóåìñÿ ñâîéñòâîì íåçàâèñèìîñòè ïðèðàùåíèé

âèíåðîâñêîãî ïðîöåññà íà íåïåðåñåêàþùèõñÿ îòðåçêàõ âðåìåíè. Â ñèëó ýòîãî ñâîéñòâà, èñ-

ïîëüçóÿ ïðèíöèï îòðàæåíèé è ïåðåñòàíîâêè ôðàãìåíòîâ òðàåêòîðèè ïðîöåññà h(t) íà ïðîìå-

æóòêàõ, â êîòîðûõ ôóíêöèÿ µ(t,m) ïîñòîÿííà, äëÿ ëþáîé òðàåêòîðèè (ðåàëèçàöèè) ïðîöåññà

h(t) òàêîé, ÷òî àýðîñòàò ïîñëåäîâàòåëüíî k ðàç äîñòèã ãðàíèö ïîëîñû H çà âðåìÿ T , ìîæ-

íî ñîïîñòàâèòü òðàåêòîðèþ, êîòîðàÿ, ñòàðòóÿ ñ óðîâíÿ hmin, äîñòèãëà çà âðåìÿ T óðîâíÿ

hmin + k(hmax − hmin), è ÿâëÿþùóþñÿ ðåàëèçàöèåé ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà h̃(t):

h̃(t) = hmin + µ(m)t+ σW (t).

Ïðîöåññ h̃(t) ÿâëÿåòñÿ âèíåðîâñêèì ïðîöåññîì ñ ïîñòîÿííûì ëèíåéíûì ñíîñîì. Ïðèìåð òðà-

åêòîðèè ïðîöåññà h(t) è ñîîòâåòñòâóþùåé åé òðàåêòîðèåé h̃(t) ïðåäñòàâëåí íà ðèñóíêå 4.1.

Ïðåäñòàâëåííûå íà ðèñóíêå 4.1 òðàåêòîðèè ïðîöåññîâ h(t) è h̃(t) ñòàðòóþò ñ óðîâíÿ hmin = 1.

t

h(t)

h(t)

h
~

Ðèñ. 4.1. Èçìåíåíèå âûñîòû h(t) àýðîñòàòà è ýêâèâàëåíòíàÿ òðàåêòîðèÿ ïðîöåññà h̃(t).

Îíè ñîâïàäàþò äî ìîìåíòà t ≈ 13.25 ïåðâîãî äîñòèæåíèÿ òðàåêòîðèåé h(t) óðîâíÿ hmax = 3.

Íà îòðåçêå âðåìåíè t ∈ [13.25; 27.66], òî åñòü äî ìîìåíòà ïåðâîãî äîñòèæåíèÿ òðàåêòîðèåé

ïðîöåññà h(t) íèæíåé ãðàíèöû ïîëîñû H, òðàåêòîðèÿ ïðîöåññà h̃(t) ÿâëÿåòñÿ ñèììåòðè÷íûì

îòðàæåíèåì òðàåêòîðèè h(t) îòíîñèòåëüíî âåðõíåé ãðàíèöû ïîëîñû hmax. Íà îñòàâøåìñÿ èí-

òåðâàëå âðåìåíè ïðèðàùåíèÿ òðàåêòîðèé ïðîöåññîâ h(t) è h̃(t) ïîëíîñòüþ ñîâïàäàþò. Î÷å-
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âèäíî, ÷òî ïîñòðîåííàÿ òàêèì îáðàçîì òðàåêòîðèÿ áóäåò ÿâëÿòüñÿ ðåàëèçàöèåé âèíåðîâñêîãî

ïðîöåññà ñ ïîñòîÿííûì ëèíåéíûì ñíîñîì h̃(t).

Ïðè ôèêñèðîâàííûõ hmin è hmax, îïèñàííûì âûøå ñïîñîáîì ìîæíî óñòàíîâèòü âçàèì-

íîîäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó òðàåêòîðèÿìè h(t) è h̃(t), à çíà÷èò äëÿ ëþáîãî k > 0

ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå ðàâåíñòâà:

P{η > k} = P{ sup
t∈[0;T ]

h̃(t) > hmin + k(hmin + hmax)}, (4.4)

P{η = k} = P{η > k − 1} − P{η > k}. (4.5)

Äëÿ âû÷èñëåíèÿ âåðîÿòíîñòè â ïðàâîé ÷àñòè (4.4) âîñïîëüçóåìñÿ èçâåñòíîé ôîðìóëîé äëÿ

ðàñïðåäåëåíèÿ ìàêñèìóìà âèíåðîâñêîãî ïðîöåññà ñ ëèíåéíûì ñíîñîì íà êîíå÷íîì îòðåçêå

âðåìåíè [5], íî ñ ó÷åòîì îòëè÷íîé îò 1 äèñïåðñèè σ:

P

{
sup
t∈[0;T ]

h̃(t) > y

}
= 1−Φ

(
y

σ
√
T
− µ(m)

σ

√
T

)
+e

2yµ(m)

σ2

(
1− Φ

(
y

σ
√
T

+
µ(m)

σ

√
T

))
. (4.6)

Êîýôôèöèåíò σ â äàííîì ñëó÷àå ÿâëÿåòñÿ êîýôôèöèåíòîì ìàñøòàáèðîâàíèÿ. Òàêèì îáðà-

çîì, äëÿ îïèñàííîé ìîäåëè óïðàâëåíèÿ ïîëíîñòüþ îïðåäåëåíî ðàñïðåäåëåíèå ÷èñëà óïðàâ-

ëÿþùèõ âîçäåéñòâèé íà àýðîñòàò çà òðåáóåìîå âðåìÿ ïîëåòà T .

Óñòàíîâèì ìîíîòîííîñòü âåðîÿòíîñòè P{ sup
t∈[0;T ]

h̃(t) > y} â ôîðìóëå (4.6) ïî ìàññå åäèíèöû

áàëëàñòà m, ò.å. îäíîãî ìåøêà ñ ïåñêîì. Äëÿ ýòîãî âû÷èñëèì ïðîèçâîäíóþ P{ sup
t∈[0;T ]

h̃(t) > y}

ïî m:

∂

∂m
P{ sup

t∈[0;T ]

h̃(t) > y} = f

(
y

σ
√
T
− µ(m)

σ

√
T

) √
T

σ
µ′(m)+

2y

σ
e

2yµ(m)

σ2

(
1− Φ

(
y

σ
√
T

+
µ(m)

σ

√
T

))
µ′(m)− e

2yµ(m)

σ2 f

(
y

σ
√
T

+
µ(m)

σ

√
T

) √
T

σ
µ′(m),

ãäå f(z) = 1√
2π
e−

z2

2 � ïëîòíîñòü ñòàíäàðòíîãî íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ. Âû÷èñëèì ïðî-

èçâåäåíèå ïåðâûõ äâóõ ñîìíîæèòåëåé â ïîñëåäíåì ñëàãàåìîì:

e

2yµ(m)

σ2 f

(
y

σ
√
T

+
µ(m)

σ

√
T

)
=

1√
2π
e

2yµ(m)

σ2 e
−

(
y

σ
√
T

+ µ(m)
σ

√
T
)2

2 =

1√
2π
e
−

(
y

σ
√
T

)2

+ 2yµ(m)
σ2 +

(
µ(m)
σ

√
T
)2

2
+

4yµ(m)
σ2

2 =
1√
2π
e
−

(
y

σ
√
T
− µ(m)

σ

√
T
)2

2 =

f

(
y

σ
√
T
− µ(m)

σ

√
T

)
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Ñ ó÷åòîì ýòîãî, ïðîèçâîäíàÿ âåðîÿòíîñòè ∂
∂m
P{ sup

t∈[0;T ]

h̃(t) > y} ïî m ðàâíà

∂

∂m
P{ sup

t∈[0;T ]

h̃(t) > y} =
2y

σ
e

2yµ(m)

σ2

(
1− Φ

(
y

σ
√
T

+
µ(m)

σ

√
T

))
µ′(m). (4.7)

Ôóíêöèÿ µ(m) âîçðàñòàåò ïî m ïî îïðåäåëåíèþ, ò.å. µ′(m) > 0. Ñëåäîâàòåëüíî

∂

∂m
P{ sup

t∈[0;T ]

h̃(t) > y} > 0, ïðè y > 0.

Òàêèì îáðàçîì, âåðîÿòíîñòü â îãðàíè÷åíèè çàäà÷è (4.3) áóäåò âîçðàñòàòü ñ ðîñòîì ìàññû m

îäíîãî ãðóçà ïðè ôèêñèðîâàííîì ÷èñëå N ãðóçîâ â áàëëàñòå. Èç ïðèâåäåííûõ ðàññóæäåíèé

òàêæå ñëåäóåò, ÷òî âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî òðàåêòîðèÿ h(t) çà âðåìÿ T ïåðåñå÷åò ïîëîñó H íå

ìåíåå k ðàç, òàêæå âîçðàñòàåò ñ ðîñòîì m, ò.å.

∂

∂m
P{η ≥ k} > 0.

4.3. Àëãîðèòì ïîèñêà îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ

Äëÿ âû÷èñëåíèÿ ñðåäíåãî âðåìåíè ïðåáûâàíèÿ òðàåêòîðèè âèíåðîâñêîãî ïðîöåññà ñ ëè-

íåéíûì ñíîñîì çà ïðåäåëåàìè ôèêñèðîâàííîé ïîëîñû ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû ìåòîäû,

ðàçðàáîòàííûå, íàïðèìåð, â [36]. Îäíàêî, äàííûå ðåçóëüòàòû íå ìîãóò áûòü íåïîñðåäñòâåí-

íî ïðèìåíåíû â ñëó÷àå âèíåðîâñêîãî ïðîöåññà ñ íåïîñòîÿííûì ëèíåéíûì ñíîñîì, â ÷àñòíîñòè

â ñëó÷àå âèíåðîâñêîãî ïðîöåññà ñ îòðàæåíèÿìè. Ïî ýòîé ïðè÷èíå äëÿ âû÷èñëåíèÿ ñðåäíåãî

âðåìåíè ïðåáûâàíèÿ àýðîñòàòà çà ïðåäåëàìè ïîëîñû âûñîò H ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü ìåòîä

Ìîíòå-Êàðëî.

Ïðè ìîäåëèðîâàíèè òðàåêòîðèé ïðîöåññà h(t) íåîáõîäèìî ó÷èòûâàòü òîò ôàêò, ÷òî ïðè

íàëè÷èè N ãðóçîâ â áàëëàñòå ïîñëå óïðàâëåíèÿ ñ íîìåðîì 2N + 1, ò.å. ïîñëå ïîñëåäíåãî

âîçìîæíîãî âûïóñêà ãàçà, àýðîñòàò îñòàåòñÿ íåóïðàâëÿåìûì äî ìîìåíòà îêîí÷àíèÿ ïîëåòà

è êîýôôèöèåíò µ(m, t) ëèíåéíîãî ñíîñà â ïðîöåññå h(t) áîëüøå íå èçìåíÿåòñÿ.

Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è (4.3) ìîæåò áûòü ïðåäëîæåí ñëåäóþùèé ÷èñëåííûé àëãîðèòì:
Àë ã î ð è òì 5.

1) Çàäàòü âåðîÿòíîñòü α, òðåáóåìûé øàã ε > 0, êîëè÷åñòâî ðåàëèçàöèé Nmc ïðîöåññà

h(t) äëÿ ìåòîäà Ìîíòå-Êàðëî. Ïîëîæèòü îïòèìàëüíîå êîëè÷åñòâî ãðóçîâ N∗ = 1,

îïòèìàëüíóþ ìàññó îäíîãî ãðóçà m∗ = 0, ñðåäíåå âðåìÿ ïðåáûâàíèÿ àýðîñòàòà çà

ïðåäåëàìè ïîëîñû H ïðè m∗ è N∗ ðàâíûì ET ∗ = ∞, è òåêóùåå êîëè÷åñòâî ãðóçîâ

N = 1;

2) Âû÷èñëèòü mmax = M
N
. Åñëè mmax ≤ ε, òî çàâåðøèòü ðàáîòó àëãîðèòìà, èíà÷å ïîëî-

æèòü m = 0 è ïåðåéòè ê øàãó 3;
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3) Åñëè m ≤ mmax, òî ïðè çàäàííûõ N è m ïî Mmc ìîäåëüíûì òðàåêòîðèÿì h(t) îöå-

íèòü M̂[τ ], à òàêæå âû÷èñëèòü P{η > 2N + 1} ïî ôîðìóëå (4.4). Èíà÷å ïîëîæèòü

N = N + 1 è ïåðåéòè ê øàãó 2;

4) Åñëè P{η > 2N + 1} ≥ 1 − α, òî ïîëîæèòü N = N + 1 è ïåðåéòè ê øàãó 2. Èíà÷å,

åñëè M̂[τ ] < ET ∗, òî ïîëîæèòü m∗ = m, N∗ = N , ET ∗ = M̂[τ ]. Ïîëîæèòü m = m+ ε

è ïåðåéòè ê øàãó 3.

Íà 4-ì øàãå àëãîðèòìà èñïîëüçóåòñÿ äîêàçàííîå ñâîéñòâî ìîíîòîííîñòè âåðîÿòíîñòè òîãî,

÷òî çà âðåìÿ ïîëåòà êîëè÷åñòâî óïðàâëåíèé (ïåðåñå÷åíèé) îêàæåòñÿ íå ìåíüøå íàïåðåä çà-

äàííîãî ÷èñëà, ÷òî ïîçâîëÿåò ñîêðàòèòü ïåðåáîð ïðè ïîèñêå îïòèìàëüíîãî ðåøåíèÿ.

4.4. ×èñëåííûé ïðèìåð

Ðàññìîòðèì ïðèìåð óïðàâëåíèÿ àâòîìàòè÷åñêèì àýðîñòàòîì, ïðåäíàçíà÷åííûì äëÿ ïåðå-

íîñà 50 êã ïîëåçíîé íàãðóçêè â òå÷åíèå 70 ÷àñîâ íà âûñîòå îò 9000 ì äî 11500 ì. Ãðóçîïîäú-

åìíîñòü àýðîñòàòà â óêàçàííîì äèàïàçîíå âûñîò ïðèìåì ðàâíîé 135 êã, ò.å. ìàêñèìàëüíàÿ

ñóììàðíàÿ ìàññà M áàëëàñòà ðàâíà 85 êã.

Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî êîýôôèöèåíò µ(m) ëèíåéíîãî èçìåíåíèÿ âûñîòû ïîëåòà ïðÿìî ïðî-

ïîðöèîíàëåí ìàññå îäíîãî ãðóçà ñ êîýôôèöèåíòîì ïðîïîðöèîíàëüíîñòè ðàâíûì 100, ò.å.

µ(m) = 100m, è èìååò ðàçìåðíîñòü
[ì
÷
]
. Ìàññó è êîëè÷åñòâî ãðóçîâ áóäåì èñêàòü èç óñëîâèÿ,

÷òî çàïàñà áàëëàñòà õâàòèò íà âðåìÿ ïîëåòà ñ âåðîÿòíîñòüþ 0.9.

Ïðîâåäåì ðàñ÷åòû äëÿ äâóõ çíà÷åíèé êîýôôèöèåíòà σ, õàðàêòåðèçóþùåãî äèñïåðñèþ

èçìåíåíèé âûñîòû, ðàâíûõ σ1 = 300
[(ì
÷
) 1

2

]
è σ2 = 1000

[(ì
÷
) 1

2

]
. Ñðåäíåå âðåìÿ ïðåáûâàíèÿ

àýðîñòàòà çà ïðåäåëàìè ïîëîñû H â òå÷åíèå âðåìåíè ïîëåòà T áóäåì îöåíèâàòü ïî Nmc =

12000 òðàåêòîðèé ïðîöåññà h(t).

Â ðåçóëüòàòå ðàñ÷åòîâ ïî àëãîðèòìó ñ òî÷íîñòüþ ε = 1 êã ïîëó÷àåì, ÷òî ïðè σ = σ1

îïòèìàëüíàÿ îäíîãî ãðóçà ðàâíà m∗ = 12 êã, à îïòèìàëüíîå êîëè÷åñòâî ãðóçîâ ðàâíî N∗ = 7

øòóê. Ñðåäíåå âðåìÿ íàõîæäåíèÿ àýðîñòàòà çà ïðåäåëàìè ïîëîñû âûñîò ñîñòàâëÿåò 3 ÷àñà

12 ìèíóò. Ïðèìåð òðàåêòîðèè èçìåíåíèÿ âûñîòû àýðîñòàòà çà âðåìÿ ïîëåòà ïðåäñòàâëåí íà

ðèñóíêå 4.2.

Ïðè σ = σ2 îïòèìàëüíàÿ îäíîãî ãðóçà ðàâíà m∗ = 11 êã, à îïòèìàëüíîå êîëè÷åñòâî ãðó-

çîâ ðàâíî N∗ = 7 øòóê. Ñðåäíåå âðåìÿ íàõîæäåíèÿ àýðîñòàòà çà ïðåäåëàìè ïîëîñû âûñîò

ñîñòàâëÿåò 26 ÷àñîâ. Ïðèìåð òðàåêòîðèè èçìåíåíèÿ âûñîòû àýðîñòàòà çà âðåìÿ ïîëåòà ïðåä-

ñòàâëåí íà ðèñóíêå 4.3. Çàâèñèìîñòü îöåíêè M̂[τ ] ñðåäíåãî âðåìåíè ïðåáûâàíèÿ àýðîñòàòà

çà ïðåäåëàìè ïîëîñû H â çàâèñèìîñòè îò ìàññû m îäíîãî ãðóçà ïðè íàëè÷èè 7 ãðóçîâ â

áàëëàñòå ïðåäñòàâëåíà íà ðèñóíêå 4.4.
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Ðèñ. 4.2. Èçìåíåíèå âûñîòû h(t) àýðîñòàòà çà 70 ÷àñîâ ïîëåòà ïðè σ = 300.
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Ðèñ. 4.3. Èçìåíåíèå âûñîòû h(t) àýðîñòàòà çà 70 ÷àñîâ ïîëåòà ïðè σ = 1000.

4.5. Âûâîäû ïî ãëàâå 4

Â äàííîé ãëàâå ðàññìîòðåíà çàäà÷à óïðàâëåíèÿ àâòîìàòè÷åñêèì àýðîñòàòîì ñ öåëüþ óäåð-

æàíèÿ åãî â ôèêñèðîâàííîé ïîëîñå âûñîò íà ïðîòÿæåíèè çàäàííîãî âðåìåíè ïîëåòà. Ïðåä-

ëîæåí ÷èñëåííûé àëãîðèòì ïîèñêà îïòèìàëüíîé ìàññû îäíîãî ãðóçà è îïòèìàëüíîãî êîëè-

÷åñòâà ãðóçîâ â áàëëàñòå â çàäà÷å ìèíèìèçàöèè ñðåäíåãî âðåìåíè íàõîæäåíèÿ àýðîñòàòà

çà ïðåäåëàìè óêàçàííîé ïîëîñû âûñîò ïðè îãðàíè÷åíèè, ÷òî òðåáóåìîå äëÿ óïðàâëåíèÿ â

òå÷åíèå âðåìåíè ïîëåòà êîëè÷åñòâî ãðóçîâ íå ïðåâûñèò èìåþùèéñÿ çàïàñ ñ çàäàííîé âåðîÿò-
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Ðèñ. 4.4. Çàâèñèìîñòü M̂[τ ] îò ìàññû m ïðè íàëè÷èè 7 ãðóçîâ.

íîñòüþ. Äàííàÿ çàäà÷à îòíîñèòñÿ ê êëàññó çàäà÷ îïòèìèçàöèè ñ âåðîÿòíîñòíûìè îãðàíè÷å-

íèÿìè. Äëÿ óêàçàííîé âåðîÿòíîñòè ïîëó÷åí ÿâíûé âèä è äîêàçàíî ñâîéñòâî ìîíîòîííîñòè ïî

ìàññå îäíîãî ãðóçà â áàëëàñòå. Äàííîå ñâîéñòâî ïîçâîëÿåò ñóùåñòâåííî ñîêðàòèòü âðåìÿ ðà-

áîòû àëãîðèòìà, îñîáåííî ñ ó÷åòîì òîãî, ÷òî äëÿ âû÷èñëåíèÿ ñðåäíåãî âðåìåíè ïðåáûâàíèÿ

àýðîñòàòà çà ïðåäåëàìè ïîëîñû ïðè ôèêñèðîâàííûõ ìàññå è êîëè÷åñòâå ãðóçîâ èñïîëüçóåòñÿ

ìåòîä Ìîíòå-Êàðëî. Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ìîãóò áûòü îáîáùåíû íà ñëó÷àé ïðîèçâîëüíîé

íà÷àëüíîé âûñîòû ïîëåòà àýðîñòàòà ñ èïîëüçîâàíèåì ïîëó÷åííîãî â ãëàâå 1 ðàñïðåäåëåíèÿ

ìîìåíòà ïåðâîãî äîñòèæåíèÿ çàäàííîãî óðîâíÿ òðàåêòîðèåé âèíåðîâñêîãî ïðîöåññà ñ ëèíåé-

íûì ñíîñîì.
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Çàêëþ÷åíèå

Â äèññåðòàöèîííîé ðàáîòå èññëåäîâàíà ìîäèôèêàöèÿ ñòðàòåãèè ïîñëåäîâàòåëüíîãî

õåäæèðîâàíèÿ êîëë-îïöèîíà åâðîïåéñêîãî èëè àìåðèêàíñêîãî òèïà, çàêëþ÷àþùàÿñÿ âî ââå-

äåíèè ïîëîñû �íå÷óâñòâèòåëüíîñòè� õåäæèðîâàíèÿ. Òàêæå â ðàáîòå èññëåäîâàíà äâóõøàãî-

âàÿ çàäà÷à õåäæèðîâàíèÿ åâðîïåéñêîãî êîëë-îïöèîíà ïðè ñëó÷àéíîé äëèòåëüíîñòè îïåðàöèé

ïîêóïêè è ïðîäàæè áàçîâîãî àêòèâà.

Â ïåðâîé ãëàâå èçó÷åí âàðèàíò ìîäèôèêàöèè ñòðàòåãèè ïîñëåäîâàòåëüíîãî õåäæèðîâà-

íèÿ,çàêëþ÷àþùèéñÿ âî ââåäåíèè ïîëîñû �íå÷óâñòâèòåëüíîñòè� õåäæèðîâàíèÿ, ñîäåðæàùåé

óðîâåíü öåíû ïîñòàâêè. Â ìîäåëè öåíîîáðàçîâàíèÿ áàçîâîãî àêòèâà èñïîëüçóåòñÿ ïðîöåññ

ãåîìåòðè÷åñêîãî áðîóíîâñêîãî äâèæåíèÿ. Äëÿ ó÷åòà âîçìîæíîñòè äîñðî÷íîãî èñïîëíåíèÿ

îïöèîíà àìåðèêàíñêîãî òèïà äåðæàòåëåì îïöèîíà ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî èñïîëíåíèå îïöèîíà

ìîæåò ïðîèçîéòè ïðè ëþáîì ïåðåñå÷åíèè ïîëîñû �íå÷óâñòâèòåëüíîñòè� ñ ôèêñèðîâàííîé âå-

ðîÿòíîñòüþ. Ïîëó÷åíû äîêàçàòåëüñòâà îñíîâíûõ ñâîéñòâ ïðîöåññà öåíîîáðàçîâàíèÿ, íàéäåíî

ðàñïðåäåëåíèå ìîìåíòà ïåðâîãî äîñòèæåíèÿ óðîâíÿ öåíû ïîñòàâêè òðàåêòîðèåé öåíû áàçî-

âîãî àêòèâà è ðàñïðåäåëåíèå ÷èñëà ïåðåñå÷åíèé ïîëîñû �íå÷óâñòâèòåëüíîñòè� òðàåêòîðèåé

öåíû áàçîâîãî àêòèâà â íàïðàâëåíèÿõ �ñâåðõó âíèç� è �ñíèçó ââåðõ�, à òàêæå ðàñïðåäåëåíèå

îáùåãî ÷èñëà ïåðåñå÷åíèé.

Âî âòîðîé ãëàâå ïîëó÷åíû àíàëèòè÷åñêèå âûðàæåíèÿ äëÿ áåçóñëîâíîãî è óñëîâíîãî ìà-

òåìàòè÷åñêèõ îæèäàíèé çàòðàò õåäæåðà, èñïîëüçóþùåãî ìîäèôèöèðîâàííóþ ñòðàòåãèþ ïî-

ñëåäîâàòåëüíîãî õåäæèðîâàíèÿ. Óñëîâíîå ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå îïðåäåëÿåòñÿ ïðè èç-

âåñòíîì ìîìåíòå ïåðâîãî äîñòèæåíèÿ íèæíåé ãðàíèöû ïîëîñû �íå÷óâñòâèòåëüíîñòè� òðà-

åêòîðèåé êóðñà áàçîâîãî àêòèâà. Ïðåäëîæåí àëãîðèòì ïîèñêà îïòèìàëüíîé øèðèíû ïîëî-

ñû �íå÷óâñòâèòåëüíîñòè� õåäæèðîâàíèÿ, ìèíèìèçèðóþùåé ñðåäíèå çàòðàòû õåäæåðà. Èñ-

ñëåäîâàíà ñâÿçü ìåæäó çàäà÷àìè ìèíèìèçàöèè óñëîâíîãî è áåçóñëîâíîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî

îæèäàíèÿ çàòðàò. Ïîêàçàíî, ÷òî ïðåäëîæåííàÿ ìîäèôèêàöèÿ ñòðàòåãèè ïîñëåäîâàòåëüíî-

ãî õåäæèðîâàíèÿ ïîçâîëÿåò èçáåæàòü ÷ðåçìåðíîãî ðîñòà çàòðàò íà õåäæèðîâàíèå â ñëó÷àå

÷àñòûõ êîëåáàíèé öåíû áàçîâîãî àêòèâà îòíîñèòåëüíî óðîâíÿ öåíû ïîñòàâêè. Òàêæå íàéäå-

íû âûðàæåíèÿ äëÿ ôóíêöèé óñëîâíîãî è áåçóñëîâíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ çàòðàò íà õåäæèðîâà-
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íèå ïðîäàâöà êîëë-îïöèîíà àìåðèêàíñêîãî òèïà, èñïîëüçóþùåãî ìîäèôèöèðîâàííóþ ñòðàòå-

ãèþ ïîñëåäîâàòåëüíîãî õåäæèðîâàíèÿ. Íàéäåíû òî÷êè ðàçðûâà è ïðîìåæóòêè ìîíîòîííîñòè

ôóíêöèé óñëîâíîãî è áåçóñëîâíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ. Ïðåäëîæåí ìåòîä ïîñòðîåíèÿ âåðõíåé è

íèæíåé îöåíîê êâàíòèëè ðàñïðåäåëåíèÿ çàòðàò õåäæåðà, èñïîëüçóþùèé çíà÷åíèÿ êâàíòèëåé

óñëîâíûõ ðàñïðåäåëåíèé çàòðàò õåäæåðà ïðè èçâåñòíîì ÷èñëå ïåðåñå÷åíèé ïîëîñû �íå÷óâ-

ñòâèòåëüíîñòè� òðàåêòîðèåé öåíû áàçîâîãî àêòèâà. Â àëãîðèòìå èñïîëüçóþòñÿ íàéäåííûå

çíà÷åíèÿ ëåâûõ è ïðàâûõ ïðåäåëîâ ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ â òî÷êàõ åå ðàçðûâà. Îïèñàí

ìåòîä ïîñòðîåíèÿ âåðõíåé è íèæíåé êóñî÷íî-ëèíåéíûõ îãèáàþùèõ ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ

ïîòåðü, êîòîðûé ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàí äëÿ ïîñòðîåíèÿ âåðõíåé è íèæíåé îöåíîê çíà-

÷åíèé êîãåðåíòíûõ ìåð ðèñêà, îñíîâàííûõ íà êâàíòèëè ðàñïðåäåëåíèÿ ïîòåðü. Ïîëó÷åííûå

ðåçóëüòàòû ìîãóò áûòü ïðèìåíåíû ïðè èññëåäîâàíèè ðàñïðåäåëåíèÿ çàòðàò íà õåäæèðîâàíèå

ïðîäàâöà êîëë-îïöèîíà åâðîïåéñêîãî òèïà. Â ýòîì ñëó÷àå äîñòàòî÷íî ïîëîæèòü âåðîÿòíîñòü

äîñðî÷íîãî èñïîëíåíèÿ îïöèîíà ïðè êàæäîì ïåðåñå÷åíèè ðàâíîé íóëþ.

Â òðåòüåé ãëàâå ðàññìîòðåíà äâóõøàãîâàÿ çàäà÷à õåäæèðîâàíèÿ êîëë-îïöèîíà åâðîïåé-

ñêîãî òèïà â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî äëèòåëüíîñòü êàæäîé îïåðàöèè ïî ïîêóïêå èëè ïðîäàæå

áàçîâîãî àêòèâà ñëó÷àéíà è èìååò ýêñïîíåíöèàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå, ïàðàìåòð êîòîðîãî çàâè-

ñèò îò îáúåìà ïîêóïàåìûõ èëè ïðîäàâàåìûõ àêòèâîâ, ïðè ýòîì ïðîäîëæèòåëüíîñòè ïîñëåäî-

âàòåëüíûõ, íå ïåðåñåêàþùèõñÿ âî âðåìåíè îïåðàöèé íåçàâèñèìû ìåæäó ñîáîé. Óïðàâëåíèåì

íà êàæäîì øàãå ÿâëÿåòñÿ îáúåì ïîêóïàåìûõ èëè ïðîäàâàåìûõ àêòèâîâ. Ïîëó÷åíî âûðà-

æåíèå äëÿ ñóììàðíûõ ïîòåðü õåäæåðà, à òàêæå äëÿ ôóíêöèè áóäóùèõ ïîòåðü õåäæåðà íà

âòîðîì øàãå. Ïîêàçàíî, ÷òî ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ôóíêöèè áóäóùèõ ïîòåðü íà âòîðîì

øàãå ìîæåò èìåòü íå áîëåå äâóõ òî÷åê ëîêàëüíîãî ìèíèìóìà â îáëàñòè äîïóñòèìûõ óïðàâëå-

íèé, ðàñïîëîæåííûå ïî ðàçíûå ñòîðîíû îò íóëÿ. Ïðåäëîæåí àëãîðèòì ïîèñêà îïòèìàëüíîé

ñòðàòåãèè íà ïåðâîì øàãå.

Â ÷åòâåðòîé ãëàâå ðàññìîòðåíà çàäà÷à óïðàâëåíèÿ àâòîìàòè÷åñêèì àýðîñòàòîì ñ öåëüþ

óäåðæàíèÿ åãî â ôèêñèðîâàííîé ïîëîñå âûñîò íà ïðîòÿæåíèè çàäàííîãî âðåìåíè ïîëåòà.

Ïðåäëîæåí ÷èñëåííûé àëãîðèòì ïîèñêà îïòèìàëüíîé ìàññû îäíîãî ãðóçà è îïòèìàëüíîãî

êîëè÷åñòâà ãðóçîâ â áàëëàñòå â çàäà÷å ìèíèìèçàöèè ñðåäíåãî âðåìåíè íàõîæäåíèÿ àýðîñòà-

òà çà ïðåäåëàìè óêàçàííîé ïîëîñû âûñîò ïðè îãðàíè÷åíèè, ÷òî òðåáóåìîå äëÿ óïðàâëåíèÿ â

òå÷åíèå âðåìåíè ïîëåòà êîëè÷åñòâî ãðóçîâ íå ïðåâûñèò èìåþùèéñÿ çàïàñ ñ çàäàííîé âåðî-

ÿòíîñòüþ. Äëÿ óêàçàííîé âåðîÿòíîñòè â îãðàíè÷åíèè çàäà÷è ïîëó÷åí ÿâíûé âèä è äîêàçàíî

ñâîéñòâî ìîíîòîííîñòè ïî ìàññå îäíîãî ãðóçà â áàëëàñòå. Äëÿ âû÷èñëåíèÿ ñðåäíåãî âðåìåíè

ïðåáûâàíèÿ àýðîñòàòà çà ïðåäåëàìè ïîëîñû ïðè ôèêñèðîâàííûõ ìàññå è êîëè÷åñòâå ãðóçîâ

â àëãîðèòìå èñïîëüçóåòñÿ ìåòîä Ìîíòå-Êàðëî.
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Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû, âûíîñèìûå íà çàùèòó.

1) Ïîëó÷åíî âûðàæåíèå äëÿ ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ ïîòåðü õåäæåðà, èñïîëüçóþùå-

ãî ìîäèôèöèðîâàííóþ ñòðàòåãèþ ïîñëåäîâàòåëüíîãî õåäæèðîâàíèÿ. Ïðåäëîæåí àëãîðèòì

ïîèñêà îïòèìàëüíîé øèðèíû ïîëîñû �íå÷óâñòâèòåëüíîñòè�, ìèíèìèçèðóþùåé ñðåäíèå çà-

òðàòû õåäæåðà, èñïîëüçóþùåãî ìîäèôèöèðîâàííóþ ñòðàòåãèþ ïîñëåäîâàòåëüíîãî õåäæèðî-

âàíèÿ [24,37].

2) Ïîëó÷åíî âûðàæåíèå äëÿ ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ ïîòåðü õåäæåðà, èñïîëüçóþùåãî

ìîäèôèöèðîâàííóþ ñòðàòåãèþ ïîñëåäîâàòåëüíîãî õåäæèðîâàíèÿ. Íàéäåíû òî÷êè ðàçðûâà,

çíà÷åíèÿ ëåâûõ è ïðàâûõ ïðåäåëîâ â òî÷êàõ ðàçðûâà, à òàêæå ïðîìåæóòêè ìîíîòîííîñòè

ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ ïîòåðü [25,27,84].

3) Ïðåäëîæåí àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ âåðõíåé è íèæíåé îöåíîê êâàíòèëè áåçóñëîâíîãî

ðàñïðåäåëåíèÿ ïîòåðü íà îñíîâå çíà÷åíèé êâàíòèëåé óñëîâíûõ ðàñïðåäåëåíèé ïîòåðü ïðè

èçâåñòíîì ÷èñëå ïåðåñå÷åíèé ïîëîñû �íå÷óâñòâèòåëüíîñòè� òðàåêòîðèåé êóðñà áàçîâîãî àê-

òèâà [25,27,38].

4) Èññëåäîâàíà äâóõøàãîâàÿ çàäà÷à õåäæèðîâàíèÿ åâðîïåéñêîãî êîëë-îïöèîíà ïðè ñëó-

÷àéíîé äëèòåëüíîñòè âûïîëíåíèÿ îïåðàöèé ïîêóïêè è ïðîäàæè áàçîâîãî àêòèâà. Äîêàçàíî

ñóùåñòâîâàíèå íå áîëåå ÷åì äâóõ òî÷åê ëîêàëüíîãî ìèíèìóìà ôóíêöèè áóäóùèõ ïîòåðü íà

ïîñëåäíåì øàãå â îáëàñòè äîïóñòèìûõ óïðàâëåíèé. Ïðåäëîæåí àëãîðèòì ïîèñêà îïòèìàëü-

íîé ñòðàòåãèè íà ïåðâîì øàãå, îñíîâàííûé íà ìåòîäå Ìîíòå-Êàðëî [26,28].

97



Ëèòåðàòóðà

[1] Àñòàôüåâ Í. Í., Åðåìèí È. È. Ââåäåíèå â òåîðèþ ëèíåéíîãî è âûïóêëîãî ïðîãðàììè-

ðîâàíèÿ, Ì.: Íàóêà, 1976.

[2] Áåðòñåêàñ Ä., Øðèâ Ñ. Ñòîõàñòè÷åñêîå îïòèìàëüíîå óïðàâëåíèå. Ì.: Íàóêà, 1985.

[3] Áîðèñîâ È. Ñ., Íèêèòèíà Í. Í. Ðàñïðåäåëåíèå ÷èñëà ïåðåñå÷åíèé ïîëîñû òðàåêòîðè-

ÿìè ïðîñòåéøèõ ñëó÷àéíûõ áëóæäàíèé è âèíåðîâñêîãî ïðîöåññà ñî ñíîñîì // Òåîðèÿ

âåðîÿòíîñòåé è åå ïðèìåíåíèÿ. 2011. Ò. 56. Âûï. 1. Ñ. 152�158.

[4] Áîðîâêîâ À. À. Àñèìïòîòè÷åñêèå ìåòîäû â òåîðèè ìàññîâîãî îáñëóæèâàíèÿ. Ì.: Íàóêà,

1980.

[5] Áîðîäèí À. Í., Ñàëìèíåí Ï. Ñïðàâî÷íèê ïî áðîóíîâñêîìó äâèæåíèþ. ÑÏá.: Ëàíü, 2000.

639 ñ.

[6] Áóðåíèí À. Í. Ôüþ÷åðñíûå, ôîðâàðäíûå è îïöèîííûå ðûíêè. Ì.:Òðèâîëà, 1995.

[7] Áóðåíèí À. Í. Ðûíêè ïðîèçâîäíûõ ôèíàíñîâûõ èíñòðóìåíòîâ. Ì.:Èíôðà-Ì, 1996.

[8] Âèøíÿêîâ Á.Â., Êèáçóí À.È. Äåòåðìèíèðîâàííûå çêâèâàëåíòû äëÿ çàäà÷ ñòîõàñòè÷å-

ñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ ñ âåðîÿòíîñòíûìè êðèòåðèÿìè // Àâòîìàòèêà è òåëåìåõàíè-

êà. � 2006. � � 6. � C. 126�143.

[9] Âîëêîâ Ñ. Í., Êðàìêîâ Ä. Î. Î ìåòîäîëîãèè õåäæèðîâàíèÿ îïöèîíîâ // Îáîçðåíèå

ïðèêëàäíîé è ïðîìûøëåííîé ìàòåìàòèêè. 1998. Ò. 4. Âûï. 1. Ñ. 18�65.

[10] Ãóáåðíèåâ Â. À., Êèáçóí À. È. Ïîñëåäîâàòåëüíîå õåäæèðîâàíèå îïöèîííîé ïîçèöèè:

àíàëèç è ìîäåðíèçàöèÿ // Àâòîìàòèêà è òåëåìåõàíèêà. 1999. �1. Ñ. 113�125.

[11] Ä¼ìèí Í. Ñ., Øèøèðèí Ì. Þ. Åâðîïåéñêèé îïöèîí ñ ïðîèçâîëüíûì ÷èñëîì òèïîâ ðèñ-

êîâûõ öåííûõ áóìàã â ñëó÷àå äèñêðåòíîãî âðåìåíè //Äèñêðåòí. àíàëèç è èññëåä. îïåð.

2002. Ò. 9. �1. Ñ. 3-20.

98



[12] Çâåðåâ Î. Â., Õàìåòîâ Â. Ì. Ìèíèìàêñíîå õåäæèðîâàíèå îïöèîíîâ åâðîïåéñêîãî òèïà

íà íåïîëíûõ ðûíêàõ (äèñêðåòíîå âðåìÿ) // Îáîçðåíèå ïðèêëàäíîé è ïðîìûøëåííîé

ìàòåìàòèêè. 2011. Ò. 18. Âûï. 1 Ñ. 26-54.

[13] Çâåðåâ Î. Â., Õàìåòîâ Â. Ì. Êâàíòèëüíîå õåäæèðîâàíèå îïöèîíîâ åâðîïåéñêîãî òèïà

íà íåïîëíûõ ðûíêàõ áåç òðåíèÿ. ×. 1. Ñóïåðõåäæèðîâàíèå // Ïðîáëåìû óïðàâëåíèÿ.

2014. �6. Ñ. 31-44.

[14] Èãíàòîâ À. Í., Êèáçóí À. È. Î ôîðìèðîâàíèè ïîðòôåëÿ öåííûõ áóìàã ñ ðàâíîìåðíûì

ðàñïðåäåëåíèåì ïî ëîãàðèôìè÷åñêîìó êðèòåðèþ ñ ïðèîðèòåòíîé ðèñêîâîé ñîñòàâëÿþ-

ùåé // Àâòîìàòèêà è òåëåìåõàíèêà. 2014. �3. Ñ. 87�105.

[15] Èãíàòîâ À. Í., Êèáçóí À. È. Äâóõøàãîâàÿ çàäà÷à ôîðìèðîâàíèÿ ïîðòôåëÿ öåííûõ

áóìàã èç äâóõ ðèñêîâûõ àêòèâîâ ïî âåðîÿòíîñòíîìó êðèòåðèþ // Àâòîìàòèêà è òåëåìå-

õàíèêà. 2015. �7. Ñ. 78�100.

[16] Êàáèöèí À. Íåêîòîðûå îñîáåííîñòè ñîâðåìåííîãî ðûíêà áèðæåâûõ âàëþòíûõ îïöèîíîâ

// Ðûíîê öåííûõ áóìàã. 1995. �17. Ñ. 17.

[17] Êàí Þ. Ñ., Êèáçóí À. È. Çàäà÷è ñòîõàñòè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ ñ âåðîÿòíîñòíûìè

êðèòåðèÿìè, Ì.: Ôèçìàòëèò 2009. 372 c.

[18] Êèáçóí À. È., Êóçíåöîâ Å. À. Îïòèìàëüíîå óïðàâëåíèå ïîðòôåëåì öåííûõ áóìàã //

Àâòîìàòèêà è òåëåìåõàíèêà. 2001. �9. Ñ. 101�113.

[19] Êèáçóí À.È., Êóðáàêîâñêèé Â.Þ. ×èñëåííûå àëãîðèòìû êâàíòèëüíîé îïòèìèçàöèè èõ

ïðèìåíåíèå ê ðåøåíèþ çàäà÷ ñ âåðîÿòíîñòíûìè îãðàíè÷åíèÿìè // Èçâåñòèÿ ÐÀÍ. Òåõ-

íè÷åñêàÿ êèáåðíåòèêà. � 1992. � � 1. � Ñ. 75�81.

[20] Êèáçóí À. È., Ìàëûøåâ Â. Â. Îáîáùåííûé ìèíèìàêñíûé ïîäõîä ê ðåøåíèþ çàäà÷ ñ

âåðîÿòíîñòíûìè îãðàíè÷åíèÿìè //Èçâåñòèÿ ÀÍ ÑÑÑÐ. Òåõíè÷åñêàÿ êèáåðíåòèêà. �

1984. � � 1. � Ñ. 20�29.

[21] Êèáçóí À.È., Ìàòâååâ Å.Ë. Ñòîõàñòè÷åñêèé êâàçèãðàäèåíòíûé àëãîðèòì ìèíèìèçàöèè

ôóíêöèè êâàíòèëè //Àâòîìàòèêà è òåëåìåõàíèêà. � 2010. � � 6. � Ñ. 64�78.

[22] Êèáçóí À.È., Íàóìîâ À.Â. Ãàðàíòèðóþùèé àëãîðèòì ðåøåíèÿ çàäà÷è êâàíòèëüíîé îï-

òèìèçàöèè // Êîñìè÷åñêèå èññëåäîâàíèÿ. � 1995. � Ò. 33. �� 2. � C. 160�165.

99



[23] Êèáçóí À.È., Íàóìîâ À.Â., Íîðêèí Â.È. Î ñâåäåíèè çàäà÷è êâàíòèëüíîé îïòèìèçàöèè ñ

äèñêðåòíûì ðàñïðåäåëåíèåì ñëó÷àéíûõ äàííûõ ê çàäà÷àì ñìåøàííîãî öåëî÷èñëåííîãî

ïðîãðàììèðîâàíèÿ // Àâòîìàòèêà è òåëåìåõàíèêà. � 2013. � � 6. � Ñ. 66�86.

[24] Êèáçóí À. È., Ñîáîëü Â. Ð. Ìîäåðíèçàöèÿ ñòðàòåãèè ïîñëåäîâàòåëüíîãî õåäæèðîâàíèÿ

îïöèîííîé ïîçèöèè // Òð. Èí-òà ìàòåìàòèêè è ìåõàíèêè ÓðÎ ÐÀÍ. 2013. Ò. 17, �2. Ñ.

179�192.

[25] Êèáçóí À. È., Ñîáîëü Â. Ð. Ìîäèôèêàöèÿ ñòðàòåãèè ïîñëåäîâàòåëüíîãî õåäæèðîâàíèÿ.

Ðàñïðåäåëåíèå ïîòåðü õåäæåðà // Àâòîìàòèêà è òåëåìåõàíèêà. 2015. �11. Ñ. 34�50.

[26] Êèáçóí À. È., Ñîáîëü Â. Ð. Äâóõøàãîâàÿ çàäà÷à õåäæèðîâàíèÿ åâðîïåéñêîãî êîëë-

îïöèîíà ïðè ñëó÷àéíîé äëèòåëüíîñòè òðàíçàêöèé // Òð. Èí-òà ìàòåìàòèêè è ìåõàíèêè

ÓðÎ ÐÀÍ. 2015. Ò. 21, �3. Ñ. 164�174.

[27] Êèáçóí À. È., Ñîáîëü Â. Ð. Ìîäèôèêàöèÿ ñòðàòåãèè ïîñëåäîâàòåëüíîãî õåäæèðîâàíèÿ.

Ðàñïðåäåëåíèå ïîòåðü õåäæåðà // Óïðàâëåíèå áîëüøèìè ñèñòåìàìè ÓÁÑ 2014. Ìàòåðè-

àëû XI âñåðîññèéñêîé øêîëû-êîíôåðåíöèè ìîëîäûõ ó÷åíûõ. Ìîñêâà, 2014. Ñ. 580�591.

[28] Êèáçóí À. È., Ñîáîëü Â. Ð. Äâóõøàãîâàÿ çàäà÷à õåäæèðîâàíèÿ åâðîïåéñêîãî îïöèîíà

ïðè ñëó÷àéíîé äëèòåëüíîñòè òðàíçàêöèé //Ñèñòåìíûé àíàëèç, óïðàâëåíèå è íàâèãàöèÿ:

Òåçèñû äîêëàäîâ. Ñáîðíèê. 2015. Ì.: Èçä-âî ÌÀÈ. Ñ. 97�99.

[29] Ëîòîâ Â. È., Îðëîâà Í. Ã. Î ÷èñëå ïåðåñå÷åíèé ïîëîñû òðàåêòîðèÿìè ñëó÷àéíîãî áëóæ-

äàíèÿ // Ìàòåìàòè÷åñêèé ñáîðíèê. 2003. Ò. 194. �6. Ñ.135�146.

[30] Ìàëûøåâ Â.Â., Êèáçóí À.È. Àíàëèç è ñèíòåç âûñîêîòî÷íîãî óïðàâëåíèÿ ëåòàòåëüíûìè

àïïàðàòàìè. � Ì.: Ìàøèíîñòðîåíèå, 1987.

[31] Ìèëëåð Á.Ì., Ïàíêîâ À. Ð. Òåîðèÿ ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ â ïðèìåðàõ è çàäà÷àõ, Ì.:

Ôèçìàòëèò, 2002. 320 ñ.

[32] Íåéøòàäò À. È. è äð. Õåäæèðîâàíèå îïöèîíîâ ïî Áëýêó-Øîóëñó: òåîðèÿ è ðåàëüíîñòü

// Íåéøòàäò À. È., Ñåëåçíåâà Ò. Â., Òóòóáàëèí Â. Í., Óãåð Å. Ã. // Ðûíîê öåííûõ áóìàã.

1997. �5. Ñ. 52�55.

[33] Ðàéê E. Î ôóíêöèè êâàíòèëè â çàäà÷àõ ñòîõàñòè÷åñêîãî íåëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ

// Èçâ. ÀÍ ÝÑÑÐ. Ñåð. ôèç.-ìàò. 1971. Ò. 24. � 1. Ñ. 3-8.

100



[34] Ñâèùåâ Ã. Ï. Àâèàöèÿ. Ýíöèêëîïåäèÿ, Ì.: Áîëüøàÿ Ðîññèéñêàÿ Ýíöèêëîïåäèÿ / ÖÀÃÈ

èì. Í.Å.Æóêîâñêîãî, 1994. 776 ñ.

[35] Ñåìàêîâ Ñ. Ë. Âûáðîñû ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ: ïðèëîæåíèÿ â àâèàöèè, Ì.: Íàóêà, 2005.

200 c.

[36] Ñìèðíîâà Â. À. Ðàñïðåäåëåíèå ôóíêöèîíàëîâ îò âèíåðîâñêîãî ïðîöåññà ñ ëèíåéíûì

ñíîñîì: äèñ. . . . êàíä. ô.-ì. íàóê: 01.01.09 Ñàíêò-Ïåòåðáóðãñêèé ãîñóäàðñòâåííûé ýëåê-

òðîòåõíè÷åñêèé óíèâåðñèòåò. � ÑÏá., 2008. � 105 ñ.

[37] Ñîáîëü Â. Ð.Ìîäèôèêàöèÿ ìåòîäà ïîñëåäîâàòåëüíîãî õåäæèðîâàíèÿ îïöèîííîé ïîçèöèè

// Ìàòåðèàëû Ìåæäóíàðîäíîãî ìîëîäåæíîãî íàó÷íîãî ôîðóìà �ËÎÌÎÍÎÑÎÂ-2013�.

Ì.: ÌÀÊÑ Ïðåññ, 2013

[38] Ñîáîëü Â. Ð. Ìîäèôèöèðîâàííàÿ ñòðàòåãèÿ ïîñëåäîâàòåëüíîãî õåäæèðîâàíèÿ. Ðàñïðå-

äåëåíèå ïîòåðü õåäæåðà // 13-ÿ Ìåæäóíàðîäíàÿ êîíôåðåíöèÿ �Àâèàöèÿ è êîñìîíàâòèêà

� 2014�. 17�21 íîÿáðÿ 2014 ãîäà. Ìîñêâà. Òåçèñû. � ÑÏá.: Ìàñòåðñêàÿ ïå÷àòè, 2014. �

712 Ñ.

[39] Ôåëüìåð Ã., Øèä À., Ââåäåíèå â ñòîõàñòè÷åñêèå ôèíàíñû. Äèñêðåòíîå âðåìÿ.

Ì.:ÌÖÍÌÎ, 2008. 496 ñ.

[40] Ôîðìàëåâ Â.Ô., Ðåâèçíèêîâ Ä.Ë. ×èñëåííûå ìåòîäû. Ì.: Ôèçìàòëèò, 2004.

[41] Õàìåòîâ Â. Ì., Øåëåìåõ Å. À., ßñîíîâ Å. Â. Ìèíèìàêñíîå õåäæèðîâàíèå àìåðèêàí-

ñêîãî îïöèîíà íà íåïîëíîì ðûíêå ñ êîíå÷íûì ãîðèçîíòîì � ýòî çàäà÷à îá îïòèìàëüíîé

îñòàíîâêå // Îáîçðåíèå ïðèêëàäíîé è ïðîìûøëåííîé ìàòåìàòèêè. 2013. Ò. 20. �2. Ñ.

155-156.

[42] Õàìåòîâ Â. Ì., Øåëåìåõ Å. À., ßñîíîâ Å. Â. Àëãîðèòì ðåøåíèÿ çàäà÷è îá îïòèìàëü-

íîé îñòàíîâêå ñ êîíå÷íûì ãîðèçîíòîì // Óïðàâëåíèå áîëüøèìè ñèñòåìàìè / Ñáîðíèê

òðóäîâ. 2014. Âûï. 52. Ì.: ÈÏÓ ÐÀÍ.

[43] Õåííàí Ý. Ìíîãîìåðíûå âðåìåííûå ðÿäû. Ì.: Ìèð, 1974.

[44] Õåííåêåí Ï. Ë., Òîðòðà À. Òåîðèÿ âåðîÿòíîñòåé è íåêîòîðûå åå ïðèëîæåíèÿ. Ì.: Íàóêà,

1974. 472 ñ.

[45] Öûïêèí ß. Ç. Àâòîìàòè÷åñêèå ðåëåéíûå ñèñòåìû. Ì.: Íàóêà, 1974. 576 ñ.

101



[46] ×åòâåðèêîâ Â. Èññëåäîâàíèå èãðû ñ ïîêóïêîé è ïðîäàæåé îïöèîíà // Ðûíîê öåííûõ

áóìàã. 1997. �5. Ñ. 49.

[47] Øàòàåâ Î. Â. Î ñïðàâåäëèâîé öåíå îïöèîíà åâðîïåéñêîãî òèïà //ÓÌÍ. 1998. Ò. 53.

Âûï. 6(324). Ñ. 269�270.

[48] Ê òåîðèè ðàñ÷åòîâ îïöèîíîâ åâðîïåéñêîãî è àìåðèêàíñêîãî òèïîâ. I äèñêðåòíîå âðåìÿ /

Øèðÿåâ À. Í., Êàáàíîâ Þ. Ì., Êðàìêîâ Ä. Î., Ìåëüíèêîâ À. Â. // Òåîðèÿ âåðîÿòíîñòåé

è åå ïðèìåíåíèÿ. 1994. Ò. 39. Âûï. 1. Ñ. 23-79.

[49] Øèðÿåâ À. Í. Î íåêîòîðûõ ïîíÿòèÿõ è ñòîõàñòè÷åñêèõ ìîäåëÿõ ôèíàíñîâîé ìàòåìàòèêè

// Òåîðèÿ âåðîÿòíîñòåé è åå ïðèìåíåíèÿ. 1994. Ò. 39. Âûï. 1. Ñ. 5�22.

[50] Øèðÿåâ À. Í. Îñíîâû ñòîõàñòè÷åñêîé ôèíàíñîâîé ìàòåìàòèêè. Òîì 1. Ôàêòû. Ìîäåëè.

Ì.:Ôàçèñ, 1998. 512 ñ.

[51] Andreasen J., Jensen B., Poulsen R. Eight Valuation Methods in Financial Mathematics:

The Black-Scholes Formula as an Example // Mathematical Scientist. 1999. Vol. 23. �1. P.

18�40.

[52] Artzner P. Coherent Measures of Risk // Mathematical Finance. 1999. V. 9. �3. pp. 203-228.

[53] Bachelier L. Theorie de la Speculation // Annales Scienti�ques de lcole Normale Suprieure.

1900. V. 3. P. 21�86.

[54] Bird, R., Dennis, D., Tippett, M. A stop loss approach to portfolio insurance // Journal of

Portfolio Management. 1988. �14. P. 35�40.

[55] Black F., Scholes M. The Sricing of Options and Corporate Liabilities // Journal of Political

Economy. 1973. Vol. 81. �3. P. 637�659.

[56] Carr P., Jarrow R. The Stop-Loss Start-Gain Paradox and Option Valuation: a New

Decomposition into Intrinistic and Time Value // Review of Financial Studies. 1990. V.

3. �. 3. P. 469�492.

[57] Cetin U., Jarrow R., Protter P., Warachka M. Pricing Options in an Extended Black Scholes

Economy with Illiquidity: Theory and Empirical Evidence // Review of Finncial Studies.

2006. Vol. 19. �2. P. 493�529.

[58] Cox J., Rubinstein M. Option Markets. NJ: Prentice-Hall, 1985.

102



[59] Cox J. C., Ross R.A., Rubinstein M. Option Pricing: a Simpli�ed Approach // Journal of

Financial Economics. 1976. V. 7. P. 229�263.

[60] Dowd K., Blake D. After VaR: The Theory, Estimation, and Insurance Applications of

Quantile-Based Risk Measures // CRIS Discussion Paper Series, 2006.

[61] Dufour A., Engle R. F. The ACD Model: Predictability of the Time Between Consecutive

Trades // Discussion Papers in Finance: 2000-05. California: ISMA Centre. 58 p. (Business

School for Financial Markets)

[62] Dybvig P. H. Ine�cient dynamic portfolio strategies or how to throw away a million dollars

in the stock market // Review of Financial Studies. 1988. �1. P. 67-88.

[63] Edirisinghe C., Naik V., Uppal R. Optimal Replication of Options with Transactions Costs

and Trading Restrictions // Journal of Financial and Quantitative Analysis. 1993. �28. P.

117�138.

[64] El Karoui N., Quenez M. C. Dynamics Programming and Pricing of Contingent Claims in a

Incomplete Marcet //SIAM Journal on Applied Mathematics. 1995. V. 33. �1. P. 29�66.

[65] Follmer H., Kramkov D. Optional Decomposition under Constraints // Probability Theory

and Related Fields. 1997 Vol. 109. �1. P. 1�25.

[66] Follmer H., Kabanov Yu. M. Optional Decomposition and Lagrange Multipliers // Finance

Stochastic. 1998. Vol. 2. �1. P. 69�81.

[67] Gollier C. On the Ine�ciency of Bang-Bang and Stop-Loss Portfolio Strategies // Journal of

Finance. 1997. �14. P. 143�154.

[68] Jia Q. Pricing American Options using Monte Carlo Methods // Department of Mathematics,

Uppsala University, 2009.

[69] Kaminski K. M., Lo A. W. When do stop loss rules stop loss? // Swedish Institute for

Financial Research. Working paper. 2008. �34.

[70] Karatzas I. On the Pricing of American Options // Appl. Math. Optim. 1988. �17. P. 37�60.

[71] Karatzas I., Shreve S. Brownian Motion and Stochastic Calculus // Springer. New York.

1978.

103



[72] Kramkov D. O. Optional Decomposition of Supermartingales and Hedging Contingent Claims

in Incomplete Security Markets // Probability Theory and Related Fields. 1996 Vol. 105. �4.

P. 459�479.

[73] McKean H. P. Jr. Appendix: A free boundary problem for the heat equation arising from a

problem in mathematical economics // Indust. Manage. Rev. 1965. �6. P. 32�39.

[74] Merton R.C. Option Pricing when Underlying Stock Returns are Discontinuous // Journal

of Financial Economics. 1976. 3. P. 125�144.

[75] Mocioalca O. Jump Di�usion Options with Transaction Costs // Romanian Journal of Pure

and Applied Mathematics. 2007. Vol. 52. �3. P. 349�366.

[76] Myneni R. The Pricing of the American Option // The Annals of Applied Probability. 1992.

Vol. 2. �. 1. P. 1�23.

[77] Ng S. -A. An In�nitesimal Analysis of the Stop-Loss-Start-Gain Strategy // International

Journal of Theoretical and Applied Finance. 2005. Vol. 08. Iss. 05. P. 623�635.

[78] Osler C. L. Stop-loss orders and price cascades in currency markets // Journal of International

Money and Finance. 2005. �24. P. 219-241.

[79] Rockafellar R.T., Uryasev S. Conditional Value-at-Risk for General Loss Distributions //

Journal of Banking and Finance. 2002. V. 26. �. 7. P. 1443�1471.

[80] Samuelson P. Rational Theory of Warrant Pricing // Industrial Management Review. 1965.

V. 6. P. 13-31.

[81] Schonbucher P., Wilmott P. The Feedback E�ect of Hedging in Illiquid Markets // SIAM

Journal on Applied Mathematics. 2000. �61. P. 232�272.

[82] Seidenverg E. A Case of Confused Identity // Financial Analysts Journal. 1988. P. 63�67.

[83] Shapiro A., Dentcheva D., Ruszczynski A. Lectures on Stochastic Programming: Modelling

and Theory // MPS-SIAM Series on Optimization. Philadelphia. 2009. P. 447.

[84] Sobol V. Modi�cation of the Stop-Loss Start-Gain Strategy. Distribution of Hedger's Losses

// Óïðàâëåíèå, èíôîðìàöèÿ è îïòèìèçàöèÿ: òåçèñû äîêëàäîâ Øåñòîé Òðàäèöèîííîé

âñåðîññèéñêîé ìîëîäåæíîé ëåòíåé øêîëû (22-29 èþíÿ 2014 ã. äåð. Ãðèãîð÷èêîâî, Ëå-

íèíñêèé ðàéîí, Ìîñêîâñêàÿ îáë.). 2014. Ì.: ÈÏÓ ÐÀÍ. 65 ñ.

104



[85] Vaseghi S.V. Advanced digital signal processing and noise reduction. 2nd ed. // Chichester.

Wiley. 2000.

[86] Wu Zh. Pricing American Options using Monte Carlo Methods // Masters thesis. University

of Oxford, 2012.

[87] Zhang M. Y., Russell J., Tsay R. S. A nonlinear autoregressive conditional duration model

with applications to �nancial transaction data // Journal of Econometrics. 2001. Vol. 104.

�1. P. 179-207.

105


