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Аннотация. Построено новое замкнутое решение осесимметричной задачи термоупругости для 
толстостенного полого изотропного консольно закрепленного цилиндра в случае действия на 
его торцевой и внешней цилиндрической поверхностях нестационарного осесимметричного 
теплового воздействия в виде изменения температуры. Замкнутое решение в несвязанной поста-
новке получено при использовании метода конечных интегральных преобразований по простран-
ственным переменным. Для реализации данного подхода используется процедура приведения 
граничных условий по торцам цилиндра к смешанным расчетным соотношениям. Построенный 
алгоритм расчета дает возможность определить напряженно-деформированное состояние и тем-
пературное поле в цилиндре. Разработанный алгоритм расчета находит свое применение при 
проектировании несущих конструкций в виде круглых колонн. 
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Abstract. A new closed-form solution has been developed for the axisymmetric problem of thermoe-
lasticity, specifically targeting a thick-walled hollow isotropic cantilevered cylinder. This solution is 
particularly pertinent in scenarios that involve unsteady axisymmetric thermal action applied to the ex-
ternal cylindrical surfaces of the cylinder, characterized by dynamic variations in temperature over both 
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spatial variables and time. The thermal influence exerted on the cylinder's surface changes dynamically, 
reflecting the complexities of real-world conditions and operational environments. 
In this sophisticated model, the inner curvilinear surface of the cylinder is subject to convective heat 
exchange with the surrounding environment, which is maintained at a constant temperature. The inherent 
complexity involved in integrating the initial differential equations, especially due to the presence of 
a non-self-conjugate operator, necessitates the construction of a closed-form solution that can only be 
achieved within an uncoupled formulation. Initially, the study focuses on the heat conduction problem, 
deliberately excluding the effects of volumetric changes in the body on the temperature function to 
simplify the analysis. The solution to this problem is achieved through a systematic application of the 
Fourier cosine transform concerning the axial variable, combined with the generalized method of finite 
integral transforms (FIT) applied to the radial coordinate. 
Following this initial analysis, the research progresses to consider the thermoelasticity problem while 
incorporating a specific temperature field. In this advanced phase, the boundary conditions at the ends 
of the cylinder are transformed into mixed homogeneous design relations, which facilitate a more man-
ageable approach to solving the transformed problem. This is accomplished through the sequential ap-
plication of both sine and cosine Fourier transforms, alongside the FIT method, which enhances the ro-
bustness of the solution. 
The calculation algorithm developed through this comprehensive research enables the precise determi-
nation of the stress-strain state and temperature distribution within the cantilevered cylinder. This inno-
vative approach has significant implications for the calculation and design of load-bearing structures, 
particularly circular columns that experience unsteady heating during operational conditions or emer-
gency situations. Furthermore, the algorithm serves as a valuable tool for validating results in the de-
velopment of numerical calculation methods, thereby contributing to advancements in the field of struc-
tural engineering and thermoelastic analysis. The findings from this study not only enhance theoretical 
understanding but also provide practical applications in engineering design, ensuring safety and relia-
bility in structural performance under varying thermal conditions. 
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1. Введение 

При проектировании конструкций различного 
назначения возникает необходимость исследо-
вания их работы в условиях неравномерного не-
стационарного нагрева. Данное воздействие со-
провождается возникновением температурных 
деформаций и напряжений, которые необходи-
мо учитывать в случае всестороннего анализа 
прочностных характеристик рассматриваемых 
систем. 

Для описания работы упругих систем исполь-
зуются различные теории термоупругости [1–2]. 
При этом математическая постановка начально-
краевых задач включает систему несамосопря-
женных дифференциальных уравнений. Пробле- 

ма интегрирования приводит, как правило, к ис-
следованию их в несвязанной постановке [3–8], 
что, при температурном воздействии, не позво-
ляет учесть влияние скорости изменения объема 
тела на температурное поле. 

В связанной постановке замкнутые связан-
ные решения нестационарных задач термоупру-
гости можно отметить ограниченное количество 
работ [9–15]. Работы [9, 10] посвящены анализу 
частотного уравнения в бесконечном цилиндри-
ческом волноводе, а в [11] исследовался длин-
ный двухслойных цилиндр. Публикации [12–14] 
выполнены для конечного изотропного цилин-
дра с мембранным закреплением его торцевых 
поверхностей, а в [15] рассмотрена жестко за-
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крепленная круглая пластина. Решения постро-
ены при использовании обобщенного и биорто-
гонального конечного интегрального преобразо-
вания [16–17].  

В настоящей работе рассматривается дина-
мическая осесимметричная задача для короткого 
консольно закрепленного цилиндра, выполнен-
ного из изотропного материала. Особенность по-
строенного ниже решения заключается в том, что 
в отличие от полученных ранее аналитических 
результатов, в которых удовлетворялись сме-
шанные граничные условия на торцевых по-
верхностях, в построенном алгоритме выполня-
ется условие жесткого закрепления конструкции, 
а именно отсутствие перемещений. Новое замкну-
тое решение построено с помощью обобщенно-
го метода конечных интегральных преобразо-
ваний [16]. 

2. Материалы и методы 

Пусть полый круглый консольно закрепленный 
цилиндр, выполненный из изотропного матери-
ала, занимает в цилиндрической системе коор-
динат  , ,r z   область Ω: ,a r b  0 2 , 

0 z h
  . На внешней цилиндрической  r b   

и торцевой  *z h  поверхностях заданы осе-

симметричные законы изменения температуры 

1 * *( , )z t  и 
2 * *( , )r t , а на внутренней  r а   

выполняется конвективный теплообмен при за-

данной температуре внешней среды   (рис. 1). 

 

Рис. 1. Расчетная схема пластины 
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1
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r r


 


  *

* * *
, , ,U r z t   *

* * *
, , ,W r z t   * * *

, ,T r z t  – 

компоненты вектора перемещений и температу-
ра в размерной форме; 

*t – время; , ,E v  –

модуль упругости, коэффициент Пуассона и плот-
ность изотропного материала; , c ,

t   – коэффи-

циенты линейного теплового расширения, объ-
емной теплоемкости и теплопроводности мате-
риала; 

0
T  – первоначальная температура тела; 

0 0 0 0
, , ,U U W W   – известные в начальный момент 

перемещения и их скорости;  – коэффициент 
теплоотдачи. 

Сложность интегрирования системы (1) с не-
самосопряженным дифференциальным операто-
ром, приводит к необходимости исследования 
несвязанной задачи термоупругости. На первом 
этапе рассматривается задача теплопроводности 
без учета влияния изменения объема тела на 
температуру. На втором этане исследуется за-
дача термоупругости с учетом определенного 
(вычисленного) температурного поля. 

Математическая формулировка задачи теп-
лопроводности имеет вид: 
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На первом этапе исследования граничные 
условия (6) приводятся к однородным с помо-
щью следующего разложения: 
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В результате в пространстве изображений 
Фурье получается следующая начально-краевая 
задача: 
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На следующем этапе граничные условия (12) 
приводятся к однородным с помощью следую-
щего разложения: 
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где  1
, ,H r n t  – дважды дифференцируемая функ-
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позволяет получить новую задачу относительно 
функции  , , .

H
T r n t  Здесь правая часть диффе-

ренциального уравнения (11) 
1H

F   и начальные 

условия (13) принимают следующий вид: 
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Общий интеграл уравнения (19) имеет вид: 
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влетворении условий (15), следующим образом: 
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модифицированные функции Бесселя первого 
и второго рода порядка . 

С учетом определенного температурного по-
ля математическая постановка задачи термо-
упругости имеет вид:  
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и используется следующее разложение: 
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правые части дифференциальных уравнений (25) 
и граничных условий (27) имеют вид F2(r, z, t), 
F3(r, z, t), B1(r, z, t), B2(r, z, t), а начальные усло-
вия относительно аксиальных перемещений  сле-
дует заменить на 

0 0
, :w w  

2

2

2 2
,

H
F a

r r z

 
 
  

 

 

2 2 2

1

3 1 22 2 2
,

d W
F a H

z r z t dt

   
     
   

 
 
 

 

 

2

2
,

H
B

r


 


2

1 5
,

H
B a

z


  


 

 

 0 0 2 1 | 0
,

t
w W H W


    

 

2 1

0 0

| 0

.
t

H dW
w W

t dt 


  


 
 
 

  

К краевой задаче (25)–(29) относительно 
U(r, z, t), w(r, z, t) применяется синус- и косинус-
преобразования Фурье с конечными пределами 
по переменной z, используя следующие транс-
форманты [18]: 

     
0

, , , , sin ,
h

H n
u r n t U r z t j z dz   (31) 

 

     
0

, , , , cos
h

H n
w r n t w r z t j z dz   

с соответствующими формулами обращения 

   
1

2
, , , , sin ,

H n

n

U r z t u r n t j z
h





   

   1

0

, , , , cos ,
H n

n

w r z t w r n t j z






   

(32) 

 

/
n

j n h   , 
, ( 0)

.
/ 2, ( 0)

n

h n

h n


 







 

В пространстве изображений Фурье получа-
ется следующая краевая задача: 
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2

2

1 2 22
,H Н

Н n Н n H

w u
u a j u a j F

r r t

  
    

  
 (33) 

 

2

2

1 2 32
;Н Н

n Н n H H

w w
a j w a j u F

r t

 
     

 
 

 

1,r R  
5 1

,H H

n H H

u u
a j w B

r r


  


 
 
 

 

2
;H

n H H

w
j u B

r


 


 

(34) 

 

0t   
0

,
H H

u u  
0

,
H H

w w   

0
| 0

,H

H
t

u
u

t 





  

0
| 0

,H

H
t

w
w

t 





  

(35) 

 

     2 1 0 0 2 1 0 0

0

где , , , , , , sin ,
h

H H Н H n
F B u u F B U U j z dz  

     3 2 0 0 3 2 0 0

0

, , , , , , cos .
h

H H Н H n
F B w w F B w w j z dz    

На следующем этапе исследования повторя-
ется процедура приведения неоднородных гра-
ничных условий (34) к однородным при исполь-
зовании следующих разложений: 

     3
, , , , , , ,

H H
u r n t H r n t U r n t   (36) 

 

     4
, , , , , , .

H H
w r n t H r n t W r n t   

Подстановка (36) в (33)–(35) при выполнении 
условий  

1,r R  3 3

5 4 1
,

n H

H H
a j H B

r r


  


 
 
 

 

4

3 2
,

n H

H
j H B

r


 


 

(37) 

позволяет получить новую краевую задачу от-
носительно функций ,

H H
U W , которая решается 

обобщенным методом конечных интегральных 
преобразований (КИП) с неизвестными компо-
нентами вектор-функции ядра  

1
, ,

in
K r   

2
,

in
K r :  

     

   

1

1

2

, ,

,

, , ,

, , ,

 
in

R

H in

H in

G n t

rdr

U r n t K r

W r n t K r

   





 


 (38) 

    

       2

1 2

1

, , , , ,

, , , , , ,

H H

in in in in

i

U n z t W n z t

G n t K r K r K








   
 

   
1

2 2 2

1 2
, , ,

in in in

R

K K r K r rdr       

где 
in

  – положительные параметры, образую-

щие счетное множество  1,i   . 

Использование алгоритма метода КИП поз-
воляет получить систему задач относительно 
трансформанты  , ,

in
G n t : 

     
2

2

2

, ,
, , , , ,in

in in in

d G n t
G n t F n t

dt


      (39) 

 

0t     0
, , 0 ,

in
G n G   

0
,

dG
G

dt
   

решение которых записывается в виде  

     

   
0 0

1

0

, , cos sin /

, , sin ,

in in in in

t

in in in

G n t G t G t

F n t t d

      

     


 

и однородную задачу относительно компонент 
ядра преобразования  

1
, ,

in
K r   

2
,

in
K r : 

 2 2 2

1 1 1 2
0,

in n n

d dK
K a j K a j

dr dr
       (40) 

 

 2 22

1 2 2 1
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dK
a j K a j K
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1,r R  1 1

5 2
0,

n

dK K
a j K

dr r
   

 
 

2

3
0,

n

dK
j K

r
   

(41) 

где 

 

    
0 0

1 * *

2 0 0 1 3 0 0 2

, ,
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H H H H H HR

F G G

F U U K F W W K rdr
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2 4 3

2 2 3 1 3 2 2
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24 4
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F F a j H a j H

r t

  
      

 
 

0 0 3| 0
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Система (40) приводится к разрешающему 
уравнению 4-го порядка относительно  

1
, ,

in
K r  

которое раскладывается на коммутативные диф-
ференциальные сомножители 2-го порядка 

 

2

2

2 2

2

2

12 2

1 1

1 1
, 0,
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in in

d d
А
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(42) 
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a

   
  

Приравнивая к нулю каждый сомножитель 
уравнения (42), в зависимости от отношения по-
стоянных материала и собственных значений, 
получаем следующие частные случаи решения:  

2 0,
in

А   2 0 :
in

D   

     
   

1 3 1 4 1

5 1 6 1

,
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in in in in in

in in in in
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Выражение для K2 имеет вид: 

   
3 2

1

2 2 2 3 2

2

2
,

in

n n in

a d d
K r

a j j dr r dr
   

 




 

 3

3 12 3

1 1
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(44) 

где    22 2 1

3 1 1 2
.

in in n n
m a j a a j     

Подстановка K1, K2 в граничные условия (41) 
позволяют определить постоянные интегрирова-
ния 

3 6
...

in in
С С  и собственные значения 

in
 . 

Окончательные выражения для компонент 
вектора перемещений с учетом формул обраще-
ния (32), (38) и разложений (30), (36) имеют вид:  
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Выражения для  3
, , ,H r n t   4

, ,H r n t  опре-

деляются из условия упрощения правых ча-
стей дифференциальных уравнений относитель-
но функций , .

H H
U W  

2 4

3 1 3 2 1
,

n n H
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H a j H a j F

r r
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z r z

  
   

  

 
 
 
  

Система (46) приводится к следующему раз-
решающему неоднородному уравнению: 
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Общее решение уравнения (47) имеет вид: 

     3 3 3
, , , , , , ,

N
H r n t H r n t H r n t   (48) 

где  
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n n n
V r r V r I j r V r K j r I j r dr     

Используя зависимость, полученную в про-
цессе приведения (46) к (47), получаем выраже-
ние для  4

, , :H r n t  

     4 4 4
, , , , , , ,

N
H r n t H r n t H r n t   (49) 

где    13 2 2 2

4 1 2 1 2 3
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n H
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Следует отметить, что при вычислении 

1 7
( )... ( )V r V r  модифицированные функции Бес-

селя аппроксимировались многочленами [19]. 
Подстановка (48)–(49) в граничные условия (37) 

позволяют определить D1(t)…D4(t). 

Определение функций W1(t), q(r, t), с помо-
щью которых удается удовлетворить условие 
отсутствия вертикальных перемещений в жест-
ком закреплении при z = 0 (2), выполняется в 
следующей последовательности:  

1) определяется W1(t) из условия закрепления 
одной точки при нулевых начальных условиях 
для данной функции: 
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n

n
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2) нормальные напряжения q(r, t), возника-
ющие в жестком закреплении, аппроксимируют-
ся в виде следующей зависимости: 

    1

1

1

, .
N

p

p

p

q r t W t E r 



   

При этом постоянные Ep определяются чис-
ленно из условия уравновешенности цилиндра 
в вертикальной плоскости  

 
1

, 0
R

q r t rdr   

и равенства нулю вертикальных перемещений 
W(r, 0, t) в (N – 1) точках в момент достижения 
нестационарной температурной «нагрузки» ам-
плитудного значения. 

3. Результаты 

В качестве примера рассматривается круг-
лый полый цилиндр (h* = 1,5 м, b = 0,1 м, a = 
= 0,05 м,  = 5,6 Вт/(м2 K)), выполненный из 
бетона, который имеет следующие физико-
механические характеристики: E = 2,7×1010 Па, 
ν = 0,2,  = 2400 кг/м3,   = 10,75 Вт/(м K), 
cε = 2,3×106 Дж/(м3 K), t = 1,2×10–5 1/K. 

Температура внешней среды   и темпера-
тура на торцевой поверхности 

2
  равны тем-

пературе первоначального состояния цилиндра 
T0 (ϑ = ω2 = 0).  

Рассматривается случай действия на внешней 
цилиндрической поверхности упругой системы 
(r = 1) температурной «нагрузки»: 
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1 max

max max
max

, 1

sin ,
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z
z t T
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t H t t H t t
t

 
  

 
  

     
 

  
     

  

 

где  H t  – единичная функция Хевисайда, max ,T  

maxt  – максимальное значение внешнего темпе-

ратурного воздействия и соответствующее ему 
время в размерной форме (

maxT   = 373 K (100 °С), 

0T = 293 K, (20 °С), maxt = 1 с). 

На рисунке 2 представлены графики измене-
ния приращения температуры в размерной форме 

 ,0,r t  по радиальной координате в различные 

моменты времени (    
2

7, 0, , 0,
a

r t r t
 

  


). 

Цифрами 1, 2, 3 обозначены результаты, соответ-

ствующие: 
max max max,100 ,600t t t t  ( 7

max max

a
t t

b
 ). 

Результаты расчета показывают, что в рассмат-
риваемом цилиндре вследствие высокой тепло-
проводности материала достаточно быстро уста-
навливается постоянный температурный режим, 
и в этом случае разница температур на цилин-
дрических поверхностях несущественна и со-
ставляет 3 °С. 

 

Рис. 2. Изменение Θ*(0, z, t) по r: t = tmax (1), t = 100tmax (2), 
t = 600tmax (3) 

На рисунках 3, 4 показано изменение переме-
щений и напряжений по пространственным пе-
ременным в различные моменты времени. При 
этом аппроксимация температурного поля по 
радиальной координате в случае 

max max20t t t 
выполнялась с помощью двух линейных функ-
ций, а при 

max20t t  использовалась линейная 

зависимость. 

На рисунке 3 цифрами 1, 2 обозначены ре-
зультаты для    1, , , 1, ,U z t W z t , а пунктирная 

и сплошная линии справедливы при max,t t

max
600 .t  На рисунке 4 цифрами 1, 2, 3 обозначе-

ны нормальные напряжения при 
max max,  200 ,t t t

max
600 .t   

 

Рис. 3. Изменение перемещений по z: U* (1, z, t) (1), W* (1, z, t) (2), 
пунктирная линия t = tmax, сплошная линия t = 600tmax 

 

а 

 

б 

 

в 

Рис. 4. Изменение напряжений по пространственным пере-
менным: σrr (r, z, t) – r (z = 1) (а), σzz (1, z, t) – z (б), σzz (r, 0, t) – 
r, t = tmax (1), t = 100tmax (2), t = 600tmax (3) 
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4. Обсуждение 

Анализ численных результатов позволяет 
выделить следующее: 

– в процессе прогрева цилиндра наблюдается 
рост компонент вектора перемещений. При этом 
наибольшие радиальные перемещения образу-
ются в области жесткого закрепления при z = 1 
за счет характера изменения температурного воз-
действия  1 ,z t

  ; 

– наибольшие нормальные напряжения  , , ,rr r z t  

за счет наибольших относительных деформаций 

rr

U

r


 


, U

r  , формируются также при z =1; 

– в процессе прогрева конструкции и более 
равномерного распределения температурного по-
ля нормальные напряжения  , ,rr r z t ,  , ,zz r z t  

снижаются и за исключением зоны жесткого за-
крепления практически отсутствуют; 

– нормальные напряжения в жестком закреп-
лении  ,0,zz r t  при достижении температур-

ного воздействии наибольших значений (
maxt t ) 

в процессе дальнейшего изменения температуры 

maxt t  изменяется несущественно. 

5. Заключение 

Разработанный алгоритм, позволяющий по-
строить замкнутое решение задачи термоупру-
гости для толстостенного консольно закреплен-
ного упругого цилиндра, можно использовать 
также при расчете рассматриваемой конструк-
ции в случае учета произвольных осесиммет-
ричных граничных условий на цилиндрических 
поверхностях. В частности, решение применимо 
при закреплении ее в аксиальной и радиальной 
плоскостях, а также при учете произвольных 
условий теплопроводности. Кроме того, разра-
ботанный алгоритм можно использовать в каче-
стве тестовых результатов при разработке чис-
ленных методик расчета. 
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