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Общая характеристика работы

Актуальность темы.Математическое и компьютерное моделирование
управляемых динамических систем (ДС) является неотъемлемым элементом
процессов создания и эксплуатации объектов новой техники, в частности, ле-
тательных аппаратов (ЛА) различных классов. Одним из важных классов дина-
мических систем являются детерминированные динамические системы с сосре-
доточенными параметрами. В рамках традиционного теоретического подхода
к моделированию, такие системы описываются при помощи систем обыкно-
венных дифференциальных уравнений (ОДУ). Методы формирования, анализа
и применения подобных моделей к настоящему времени достаточно детально
разработаны и с успехом используются для решения широкого круга задач.

Однако, по мере роста сложности создаваемых технических систем рас-
тут и требования к их моделям. В настоящее время возможности средств мате-
матического и компьютерного моделирования отстают от потребностей таких
областей как авиация и ракетно-космическая техника, робототехника, управ-
ление сложными производственными процессами и т. п. Характерным для тех-
нических систем из этих областей является высокий уровень сложности моде-
лируемых объектов и процессов, их многомерность, нелинейность и нестаци-
онарность, многообразие и сложность функций, реализуемых моделируемым
объектом. Решение проблем моделирования таких систем обычно осложняется
неполным и неточным знанием характеристик и свойств моделируемого объ-
екта, а также условий, в которых он будет действовать. Кроме того, моделиру-
емый объект может претерпевать изменения в его свойствах, в том числе рез-
кие и существенные, непосредственно в процессе функционирования, напри-
мер, вследствие повреждений в его конструкции. В этом случае модель объек-
та, сформированная ранее на основе его номинального состояния, становится
неадекватной. Если эта модель используется, например, в системе управления
высокоавтономным роботизированным беспилотным летательным аппаратом
(БПЛА), возникает критическая ситуация.

В связи с этим актуальным является поиск новых средств моделирова-
ния сложных нелинейных управляемых ДС, действующих в условиях суще-
ственных и разнородных неопределенностей. Эти средства должны обеспечи-
вать получение моделей с требуемым уровнем точности и быстродействия, ко-
торые, при необходимости, можно использовать в реальном и/или опережаю-
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щем времени в составе бортовых комплексов управляемых объектов. Полу-
чаемые модели должны обладать свойством адаптивности для оперативного
восстановления адекватности модели при изменениях в свойствах моделируе-
мой системы. Традиционные модели ДС в форме дифференциальных уравне-
ний при всех их несомненных достоинствах не удовлетворяют условию адап-
тивности. Требуемым свойством адаптивности обладают модели на основе ис-
кусственных нейронных сетей (ИНС), представляющие собой мощное сред-
ство моделирования нелинейных многомерных статических и динамических
систем, в особенности при наличии значительного числа разнородных неопре-
деленностей в моделируемых системах и условиях их использования.

Тем не менее, точность нейросетевых моделей (НС-моделей) на экспе-
риментальных данных, не используемых при построении модели (обобщающая
способность) существенно зависит от репрезентативности обучающего набора
данных, а также от количества настраиваемых параметров модели. Так, при до-
статочно малом размере обучающего набора и достаточно большом количестве
настраиваемых параметров, точность модели на тестовом наборе данныхможет
быть крайне низкой (явление переобучения). В рамках традиционного нейро-
сетевого подхода объект моделирования предполагается полностью неизвест-
ным, т. е. рассматривается как «черный ящик», а соответствующие НС-модели
(NARX, NARMAX, сети Элмана и др.) формируются исключительно на осно-
ве экспериментальных данных о поведении ДС. В связи с этим, перспектив-
ной представляется задача развития гибридного, полуэмпирического нейросе-
тевого подхода к моделированию, позволяющего формировать НС-модель с
привлечением как теоретических знаний в соответствующих предметных об-
ластях, так и методов обучения моделей, характерных для искусственных ней-
ронных сетей. Данный подход позволяет уменьшить количество настраивае-
мых параметров по сравнению с чисто эмпирическимиНС-моделями, сохранив
при этом достаточную гибкость и возможность адаптации. Полуэмпирический
нейросетевой подход может также рассматриваться как метод регуляризации
модели за счет априорных теоретических знаний.

Целью данной работы является распространение полуэмпирического
нейросетевого подхода к моделированию управляемых динамических систем,
а также методов обучения полуэмпирическихНС-моделей на случай непрерыв-
ного времени.
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Для достижения поставленной цели решаются следующие задачи:
1. Распространить полуэмпирический нейросетевой подход к модели-

рованию управляемых динамических систем на случай непрерывно-
го времени.

2. Разработать алгоритм вычисления оценок значений производных
функции ошибки для полуэмпирических НС-моделей в пространстве
состояний и непрерывном времени.

3. Разработать алгоритм обучения полуэмпирических НС-моделей в
пространстве состояний и непрерывном времени.

4. Разработать алгоритм планирования экспериментов для идентифика-
ции НС-моделей управляемых динамических систем в соответствии
с критерием оптимальности, не зависящим от конкретной формы мо-
дели, а также позволяющего учесть ограничения на область значений
управлений и переменных состояния системы.

5. Осуществить вычислительные эксперименты для оценки эффектив-
ности разработанного класса моделей и методов их обучения приме-
нительно к задаче моделирования движения маневренного самолета.

Методы исследования. В данной работе использовались методы ней-
росетевого моделирования, идентификации динамических систем, численные
методы оптимизации, метод продолжения решения по параметру, численные
методы решения систем обыкновенных дифференциальных уравнений и мето-
ды теории чувствительности.

Научная новизна:
1. Полуэмпирический нейросетевой подход к математическому моде-

лированиюдинамических систем распространен на случай непрерыв-
ного времени. Сформулированы и доказаны теоремы об аппроксима-
ционных свойствах полуэмпирических НС-моделей.

2. Предложены два алгоритма оценки значений градиента и матрицы
Гессе функции ошибки для полуэмпирической НС-модели в про-
странстве состояний и непрерывном времени, которые можно рас-
сматривать как непрерывные версии алгоритмов RTRL и BPTT.
Сформулирована и доказана теорема об оценке сверху для величи-
ны соответствующей погрешности в зависимости от величин шагов
по времени.
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3. Разработан численный алгоритм обучения полуэмпирических НС-
моделей в пространстве состояний и непрерывном времени на основе
метода продолжения решения по параметру с функцией гомотопии, в
качестве параметра которой выступает величина горизонта прогноза.

4. Разработан численный алгоритм планирования экспериментов для
идентификации НС-моделей управляемых динамических систем,
предполагающий декомпозицию управляющих сигналов на опорный
маневр, максимизирующий критерий дифференциальной энтропии,
и возмущающее воздействие, минимизирующее пик-фактор.

Теоретическая и практическая значимость работы.Класс полуэмпи-
рических НС-моделей в пространстве состояний позволяет снизить количество
настраиваемых параметров и повысить обобщающую способность эмпириче-
ских моделей посредством учета априорных теоретических знаний предмет-
ной области в структуре модели. Рассмотрение данных моделей в непрерывном
времени позволяет повысить их гибкость с точки зрения возможности приме-
нения к ним различных численных методов интегрирования. Алгоритм обуче-
ния на основе метода продолжения решения по параметру с использованием
функции гомотопии с регулируемой величиной горизонта прогноза позволяет
эффективно обучать полуэмпирические НС-модели в пространстве состояний
и непрерывном времени осуществлению прогноза поведения объекта модели-
рования на долгих сегментах времени, снижая чувствительность к начальному
приближению для значений параметров. Алгоритм планирования эксперимен-
тов для идентификацииНС-моделей управляемых динамических систем позво-
ляет автоматизировать процесс сбора репрезентативного обучающего набора.
Рассмотренный класс моделей может быть применен к задачам идентифика-
ции и управления с прогнозирующей моделью для нелинейных, многомерных
и нестационарных динамических систем. Таким образом, этот подход может
быть использован для разработки систем управления движением перспектив-
ных маневренных беспилотных летательных аппаратов. В соавторстве с Тю-
менцевым Ю. В. разработан и зарегистрирован соответствующий программ-
ный комплекс «Нейросетевое полуэмпирическое моделирование управляемого
движения летательных аппаратов» (свидетельство о государственной регистра-
ции программы для ЭВМ№2015611386).
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Достоверность полученных результатов обеспечивается корректно-
стью применения математического аппарата, а также результатами многочис-
ленных вычислительных экспериментов. В качестве примера рассматривается
задача моделирования движения маневренного самолета F-16 и идентификации
его аэродинамических коэффициентов.

Апробация работы. Основные результаты работы докладывались на
следующих всероссийских и международных научных конференциях:

– 11-ая Всероссийская научная конференция «Нейрокомпьютеры и их
применение» (Москва, 2013);

– 11-ая, 12-ая и 13-ая Международная конференция «Авиация и космо-
навтика» (Москва, 2012, 2013 и 2014);

– 15-ая, 16-ая, 17-ая и 19-ая Всероссийская научно-техническая конфе-
ренция «Нейроинформатика» (Москва, 2013, 2014, 2015 и 2017);

– 29th Congress of the International Council of the Aeronautical Sciences,
ICAS (St. Petersburg, 2014);

– 11-ая и 12-ая Международная научно-практическая конференция
«Современные информационные технологии и ИТ-образование»
(Москва, 2016 и 2017);

– 8th Annual International Conference on Biologically Inspired Cognitive
Architectures, BICA (Moscow, 2017).

Публикации.Основные результаты по теме диссертации изложены в 20
публикациях, в том числе: 7 статей в журналах из перечня ВАК РФ, 6 статей в
изданиях, индексируемых в базе данных Scopus, 1 статья в журнале, индексиру-
емом в базе данных Web of Science, 7 публикаций в изданиях, индексируемых
в РИНЦ.

Объем и структура работы. Диссертация состоит из введения, четы-
рех глав, заключения и приложения. Полный объем диссертации 151 страница
текста с 35 рисунками и 5 таблицами. Список литературы содержит 124 наиме-
нования.

Содержание работы

Во введении обосновывается актуальность исследований, проводимых
в рамках данной диссертационной работы, приводится обзор научной литера-
туры по изучаемой проблеме, формулируется цель, ставятся задачи работы,

7



сформулированы научная новизна и практическая значимость представляемой
работы.

В первой главе приводится постановка задачи математического моде-
лирования детерминированных управляемых нелинейных динамических си-
стем с сосредоточенными параметрами. Традиционным классом математиче-
ских моделей таких систем являются системы обыкновенных дифференциаль-
ных уравнений. На объект моделирования накладываются определенные тре-
бования, гарантирующие существование и единственность решения соответ-
ствующей задачи Коши, а также корректность постановки задачи моделирова-
ния.

Затем, дается краткое описание класса слоистых нейронных сетей пря-
мого распространения (Layered Feedforward Neural Network, LFNN) и теорема
об универсальной аппроксимации, показывающая, что соответствующее пара-
метрическое семейство функций всюду плотно в пространстве непрерывных
функций на компакте. Также, приводятся некоторые методы обучения искус-
ственных нейронных сетей, алгоритмы прямого и обратного распространения
для вычисления первых и вторых производных функции ошибки и один из под-
ходов к выбору начальных значений параметров.

Далее описываются НС-модели динамических систем в дискретном
времени: нелинейная авторегрессионная НС-модель с внешними входами
(Nonlinear AutoRegressive model with eXogeneous inputs, NARX); НС-модель в
пространстве состояний, частным случаем которой является рекуррентная ней-
ронная сеть Элмана; нейронные сети долго-краткосрочной памяти (Long-Short
Term Memory, LSTM). Приводятся методы вычисления производных функции
ошибки: алгоритм обратного распространения во времени (BackPropagation
Through Time, BPTT) и алгоритм рекуррентного обучения в реальном време-
ни (Real-Time Recurrent Learning, RTRL). Обсуждаются различные проблемы,
возникающие при обучении рекуррентных НС-моделей осуществлению про-
гноза поведения объекта моделирования на долгих сегментах времени и их
причины: проблема экспоненциально уменьшающейся либо увеличивающей-
ся нормы градиента; проблема бифуркаций настраиваемой модели динамиче-
ской системы; проблема «ложных» оврагов в рельефе функции ошибки. Также
приводятся различные подходы к заданию значений переменных состояния в
начальный момент времени.
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Вторая глава посвящена исследованию полуэмпирического подхода
к моделированию, позволяющего формировать модель с использованием как
теоретических знаний предметной области, так и экспериментальных данных о
реакции системы на внешние воздействия. Сначала рассматривается полуэмпи-
рический подход к аппроксимации функций. В рамках данного подхода пред-
полагается наличие дополнительных априорных знаний о неизвестной функ-
ции, помимо ее непрерывности — за счет таких знаний выбирается более уз-
кий класс параметрических функций, что позволяет упростить задачу мини-
мизации функции ошибки. Подобный учет априорного теоретического знания
имеет регуляризующий эффект и позволяет снизить количество настраиваемых
параметров модели, сохранив при этом ее точность. Полуэмпирическая модель
представляет собой параметрическое семейство функций, элементы которо-
го являются композициями: некоторых фиксированных функций, отражающих
точное знание отдельных зависимостей; функций, принадлежащих некоторому
параметрическому семейству специального вида (взвешенные линейные ком-
бинации, тригонометрические многочлены и т. д.), отражающего знание обще-
го характера отдельных зависимостей; функций, принадлежащих некоторому
параметрическому семейству общего вида (нейронные сети прямого распро-
странения, многочлены и т. д.), всюду плотному в пространстве непрерывных
функций на компакте, и отражающему отсутствие каких-либо знаний об от-
дельных зависимостях. В свою очередь, на основе имеющихся эксперименталь-
ных данных осуществляется настройка параметров модели и ее структурная
корректировка, необходимые для достижения требуемой точности, а также для
адаптации модели (в случае, если неизвестная функция является нестационар-
ной).

Анализ полуэмпирических моделей показывает, что, хотя в общем слу-
чае они не являются универсальными аппроксиматорами непрерывных функ-
ций, они позволяют с любой заданной точностью аппроксимировать функции
того вида, который был задан, исходя из теоретических знаний об объекте мо-
делирования.

Теорема 1. Пусть m > 0 — целое число. Пусть Xi — замкнутые ограничен-
ные подмножества Rnxi , а Yi — подмножества Rnyi для i = 1, . . . ,m. Пусть
также Z — подмножество Rnz . Пусть Fi — подпространство простран-
ства непрерывных вектор-функций из Xi в Yi, а F̂i — множество вектор-
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функций, всюду плотное в Fi. Пусть G — подпространство пространства
Липшицевых вектор-функций из Y1 × · · · × Ym в Z , а Ĝ — множество
вектор-функций, всюду плотное в G. Тогда множество вектор-функций Ĥ ={
ĝ(̂f1(x1), . . . , f̂m(xm)) | xi ∈ Xi, f̂i ∈ F̂i, ĝ ∈ Ĝ

}
всюду плотно в пространстве

H = {g(f1(x1), . . . , fm(xm)) | xi ∈ Xi, fi ∈ Fi, g ∈ G}.

Также показано, при каких условиях свойство универсальной аппрокси-
мации сохраняется.

Теорема 2. Пусть X — замкнутое ограниченное подмножество Rnx, F —
пространство непрерывных вектор-функций из X в Rny , а F̂ — множество
вектор-функций, всюду плотное в F . Пусть G — подпространство простран-
ства Липшицевых вектор-функций изRny вRny , имеющих непрерывную обрат-
ную вектор-функцию, а Ĝ — множество вектор-функций, всюду плотное в G.
Тогда множество вектор-функций Ĥ =

{
ĝ(̂f(x)) | x ∈ X , f̂ ∈ F̂ , ĝ ∈ Ĝ

}
всюду

плотно в F .

Применительно к задаче моделирования динамических систем, рассмат-
ривается следующий класс полуэмпирических моделей в непрерывном време-
ни:

dx̂
dt

(t) = f̂(x̂(t),u(t);wf)

ŷ(t) = ĝ(x̂(t);wg)
, (1)

где x̂ : [0, T ] → Rnx —оценка траектории в пространстве состояний, ŷ : [0, T ] →
Rny — оценка значений наблюдаемых выходов, f̂ : Rnx+nu × Rnwf → Rnx и
ĝ : Rnx × Rnwg → Rny — полуэмпирические НС-модели прямого распростра-
нения с параметрами wf и wg.

Возможности данного класса моделей показывает следующая Теорема.

Теорема 3. Пусть U — замкнутое ограниченное подмножество Rnu, X — за-
мкнутое ограниченное подмножество Rnx, Y — подмножество Rny . Пусть
F — подпространство пространства непрерывных, локально Липшицевых по
всем аргументам вектор-функций из X × U в Rnx, а F̂ — множество вектор-
функций, всюду плотное в F . Аналогично, пусть G — подпространство про-
странства непрерывных, локально Липшицевых по всем аргументам вектор-
функций из X в Rny , а Ĝ — множество вектор-функций, всюду плотное в G.
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Тогда для любых вектор-функций f ∈ F и g ∈ G, любых T ∈ R>0 и ε ∈ R>0

существует такое δ ∈ R>0 и такие вектор-функции f̂ ∈ F̂ , ĝ ∈ Ĝ, что для
любого x0 ∈ X , любого x̃0, лежащего в δ-окрестности x0, любого T̃ ∈ (0, T ], и
любой измеримой, локально интегрируемой функции u : [0, T̃ ] → U , для кото-
рой решение x : [0, T̃ ] → X задачи Коши для системы обыкновенных диффе-
ренциальных уравнений с правой частью fu(t, x(t)) ≡ f(x(t),u(t)) и начальным
условием x(0) = x0 существует на всем сегменте [0, T̃ ] и содержится в X
вместе с замыканием своей ε-окрестности, выполняется

∥x(t)− x̂(t)∥ < ε

∥y(t)− ŷ(t)∥ < ε
∀t ∈ [0, T̃ ],

где x̂ : [0, T̃ ] → Rnx — решение задачи Коши для системы обыкновенных диф-
ференциальных уравнений с правой частью f̂u(t, x̂(t)) ≡ f̂(x̂(t), u(t)) и началь-
ным условием x̂(0) = x̃0; y(t) = g(x(t)); ŷ(t) = ĝ(x̂(t)).

Описаны этапы процедуры формирования полуэмпирических НС-
моделей. Применение данной процедуры подробно демонстрируется на при-
мере простой динамической системы. Затем данная процедура применяется для
формирования структуры полуэмпирических НС-моделей движения самолета
для случаев продольного углового, полного углового и продольного траектор-
ного движения. Структурная схема полученноймодели для случая продольного
углового движения показана на рис. 1.

Набор экспериментальных данных, требуемых для формирования моде-
лей (1), имеет следующий вид:{⟨⟨

px̃0, pỹ0
⟩
,
{⟨

p∆tk, puk, pỹk
⟩}pK

k=0

⟩}P

p=1
, (2)

где P — количество измеренных траекторий, pK — длина соответствующей
траектории, puk — известное управление, поданное на вход, а pỹk — измерен-
ные выходы. где P — общее количество траекторий, px̃0 — оценка начального
состояния, pK — количество шагов по времени, p∆tk — величины шагов по
времени, puk — известное управление, поданное на вход, а pỹk — измеренные
выходы. Предполагается, что вместо истинных значений выходов y(t) имеются
лишь измеренные ỹ(t) = y(t)+η(t), где η(t)—белый гауссовскийшум, т. е. ста-
ционарный векторный гауссовский случайный процесс η(t) имеет математиче-
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Рис. 1 — Полуэмпирическая НС-модель продольного углового движения ЛА

ское ожиданиеM [η(t)] = 0 и ковариационнуюфункциюKη(t1, t2) = δ(t2−t1)Σ,
где Σ = diag(σ2

1, . . . , σ
2
ny
). Вводится обозначение для продолжительности тра-

ектории pT =

pK∑
k=0

p∆tk.

Третья глава посвящена исследованию методов обучения полуэмпири-
ческих НС-моделей динамических систем. Предлагается гомотопия функции
ошибки, позволяющая варьировать величину горизонта прогноза:

E(a,w, τ) = (1− τ)
∥w− a∥2

2
+

1

2

P∑
p=1

τ pT∫
0

ny∑
j=1

wE
j (pỹj(t)− pŷj(t))2 dt,

где τ ∈ [0, 1] — параметр гомотопии, w ∈ Rnw — общий набор параметров
полуэмпирической НС-модели, включающий wf и wg, a ∈ Rnw — начальные
значения для параметров модели, а wE

j — веса, обычно выбираемые обратно
пропорциональными дисперсии шума измерений. Оценки наблюдаемых выхо-
дов ỹ(t) как функция времени на t ∈ [0, T ] получаются путем интерполяции
соответствующих значений из обучающего множества.
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Гомотопия градиента функции ошибки имеет вид:

∂E(a,w, τ)
∂wi

= (1− τ) (w− a)−
P∑
p=1

τ pT∫
0

ny∑
j=1

wE
j (pỹj(t)− pŷj(t))

∂ pŷj(t)
∂wi

dt.

Введем обозначение H(a,w, τ) = ∂E(a,w,τ)
∂w для гомотопии градиента функции

ошибки. Для вычисления градиента требуются значения матрицы Якоби, по-
лучаемые посредством решения следующей задачи Коши:

∂x̂j(0)
∂wf

i

= 0,

d

dt

∂x̂j(t)
∂wf

i

=
∂ f̂j(x̂(t),u(t);wf)

∂wf
i

+

nx∑
l=1

∂ f̂j(x̂(t),u(t);wf)

∂x̂l(t)
∂x̂l(t)
∂wf

i

,

которая может рассматриваться как непрерывная версия алгоритма рекуррент-
ного обучения в реальном времени. Полученное решение используется для вы-
числения производных:

∂ŷj(t)
∂wf

i

=

nx∑
l=1

∂ĝj(x̂(t);wg)

∂x̂l(t)
∂x̂l(t)
∂wf

i

,

∂ŷj(t)
∂wg

i

=
∂ĝj(x̂(t);wg)

∂wg
i

.

Несмотря на то, что выражения для функции ошибки и ее производных явля-
ются точными, использование численных методов для решения соответствую-
щих задач Коши и для вычисления определенного интеграла по времени, а так-
же для интерполяции целевых значений наблюдаемых выходов вносит в них
определенную погрешность. Анализируется асимптотическое поведение этой
погрешности в зависимости от величины шагов по времени, в предположении,
что неустранимая погрешность отсутствует.

Также предлагается аналог алгоритма обратного распространения во
времени для случая непрерывного времени, основанный на использовании со-
пряженных уравнений. Данный алгоритм является более вычислительно эф-
фективным по сравнению с вышеупомянутой непрерывной версией алгорит-
ма рекуррентного обучения в реальном времени, поскольку не требует расчета
вторых производных всех переменных состояния, а лишь их линейных ком-
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бинаций. Например, в задаче моделирования продольного углового движения
самолета данный алгоритм позволяет вычислять матрицу Гессе функции ошиб-
ки для 472 настраиваемых параметров в 11.8 раз быстрее, чем алгоритм рекур-
рентного обучения в реальном времени, и выигрыш в скорости увеличивается
с ростом сложности задачи. Однако, алгоритм обратного распространения во
времени применим только при условии, что все обучающее множество извест-
но заранее, а также требует наличия дополнительной памяти.

В соответствии с параметризованной теоремой Сарда, для почти всех
значений параметров a существует гладкая кривая γ ⊂ Rnw × [0, 1), проходя-
щая через точку (a, 0) и удовлетворяющая необходимым условиям локально-
го экстремума функции ошибки. Более того, если эта кривая ограничена, то
у нее имеется предельная точка в (w̄, 1). Наконец, если матрица Якоби гомо-
топии градиента функции ошибки является невырожденной в этой точке, то
кривая γ имеет конечную длину дуги. В частном случае, когда матрица Гессе
∂2E(a,w,τ)

∂w2 является невырожденной во всех точках кривой γ, имеют место сле-
дующие свойства: матрица Гессе является положительно определенной; кривая
состоит из локальных минимумов функции ошибки; параметр гомотопии τ мо-
нотонно возрастает вдоль кривой γ. В данном случае, вместо наилучшего пара-
метра продолжения решения (длины дуги) можно использовать τ . Продолже-
ние решения в таком случае заключается в решении задачи Коши для системы
уравнений Давиденко:

dw
dτ

= −∂H(a,w, τ)
∂w

−1∂H(a,w, τ)
∂τ

, (3)

с начальным условием w(0) = a. Для того, чтобы избежать накопления ошиб-
ки численного решения задачи Коши, метод Левенберга-Марквардта исполь-
зуется в качестве корректора, т. е. для фиксированных значений τ решается за-
дача минимизации функции ошибки. Аппроксимация матрицы Гессе функции
ошибки, требуемой для продолжения решения, может быть получена методом
Гаусса-Ньютона:

∂Hi(a,w, τ)
∂wk

=
∂2E(a,w, τ)
∂wi∂wk

≈ (1− τ)δik +
P∑
p=1

τ pT∫
0

ny∑
j=1

wE
j

∂ pŷj(t)
∂wi

∂ pŷj(t)
∂wk

dt,
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где δik — символ Кронекера.
Также рассматривается задача формирования репрезентативного набо-

ра данных вида (2), характеризующего поведение моделируемой системы на
всей области допустимых значений переменных состояния и управления. Для
получения такого набора данных необходимо сперва разработать план экспе-
римента. Предлагается подход к получению эффективного плана эксперимен-
та на основе декомпозиции управляющих сигналов на две составляющие —
опорный маневр и возмущающее воздействие. Опорные маневры имеют зна-
чительно более низкую частоту и более высокую амплитуду, и предназначены
для приведения опорной траектории в некоторую исследуемую область про-
странства допустимых состояний. Они получаются путем решения задачи оп-
тимального управления с целью максимизации дифференциальной энтропии
прогнозируемых траекторий в компактной области допустимых значений. В
свою очередь, возмущающее воздействие имеет высокую частоту и малую ам-
плитуду, и предназначено для обеспечения разнообразия состояний в малой
окрестности опорной траектории. Оно представлено полигармоническим сиг-
налом с богатым частотным содержимым и с небольшим по величине значени-
ем пик-фактора.

В четвертой главе приведены результаты многочисленных вычисли-
тельных экспериментов по обучению полуэмпирических НС-моделей движе-
ния маневренного самолета F-16. Полученные результаты показывают, что
ошибки по всем наблюдаемым переменным незначительны и, кроме того, мак-
симальные значения этих ошибок с течением времени практически не рас-
тут, что свидетельствует о хороших обобщающих свойствах полученной НС-
модели. В качестве примера, абсолютные погрешности идентификации аэро-
динамического коэффициента момента тангажа на тестовом множестве приве-
дены на рис. 2. Структура разработанного программного комплекса приведена
на рис. 3.

В заключении приведены общие выводы, которые позволяют сделать
полученные результаты. Они состоят в том, что методы нейросетевого моде-
лирования в сочетании со знаниями и опытом из соответствующей предмет-
ной области, а также из традиционного вычислительного моделирования, явля-
ются мощным и перспективным инструментом, потенциально пригодным для
решения сложных прикладных проблем для управляемых систем различных

15



-20 0 20 40 60 80

α,
◦

-0.7

-0.6

-0.5

-0.4

-0.3

-0.2

-0.1

0

0.1

0.2

0.3
m

z

δв = −25
◦

δв = −12.5
◦

δв = 0
◦

δв = 12.5
◦

δв = 25
◦

-20 0 20 40 60 80

0.0

3.0

6.0

E
m

z
,
δ в

=
−
2
5
◦

×10
-3

-20 0 20 40 60 80

0.0

1.5

3.0

E
m

z
,
δ в

=
0
◦

×10
-3

-20 0 20 40 60 80

α,
◦

0.0

1.5

3.0

E
m

z
,
δ в

=
2
5
◦

×10
-2

Рис. 2 — Оценки значений аэродинамического коэффициентаmz и их
абсолютные погрешности Emz

при фиксированных ωz = 0 ◦/с, V = 150 м/с
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Рис. 3 — Структура программного комплекса

классов. Рассмотренный класс моделей может быть применен к задачам иден-
тификации и управления с прогнозирующей моделью для нелинейных, много-
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мерных и нестационарных динамических систем. Таким образом, этот подход
может быть использован для разработки систем управления движением пер-
спективных маневренных беспилотных летательных аппаратов.

Основные положения, выносимые на защиту:
1. Распространение полуэмпирического нейросетевого подхода к мате-

матическому моделированию динамических систем на случай непре-
рывного времени. Сформулированы и доказаны теоремы об аппрок-
симационных свойствах полуэмпирических НС-моделей.

2. Два алгоритма оценки значений градиента и матрицы Гессе функ-
ции ошибки для полуэмпирической НС-модели в пространстве со-
стояний и непрерывном времени, которые можно рассматривать как
непрерывные версии алгоритмов RTRL и BPTT. Сформулирована и
доказана теорема об оценке сверху для величины соответствующей
погрешности в зависимости от величин шагов по времени.

3. Численный алгоритм обучения полуэмпирических НС-моделей в
пространстве состояний и непрерывном времени на основе метода
продолжения решения по параметру с варьируемым горизонтом про-
гноза.

4. Численный алгоритм планирования экспериментов для идентифика-
ции НС-моделей управляемых динамических систем на основе де-
композиции управляющих сигналов на опорный маневр, максими-
зирующий дифференциальную энтропию распределения обучающих
примеров и полигармоническое возмущающее воздействие, имею-
щее минимальный пик-фактор.

5. Разработан и зарегистрирован программный комплекс, реализующий
предложенные численные алгоритмы. Эффективность программного
комплекса подтверждается результатами вычислительных экспери-
ментов применительно к задаче моделирования управляемого движе-
ния маневренного самолета и идентификации его аэродинамических
коэффициентов.
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