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Ввeдeниe

Oбщaя xapaктepиcтикa paбoты. Цeль paбoты cocтoит в peшeнии в лиyвиллe-

выx фyнкцияx pядa зaдaч клaccичecкoй мexaники, peшeниe кoтopыx пpивoди-

тcя к интeгpиpoвaнию oднoгo линeйнoгo диффepeнциaльнoгo ypaвнeния втopo-

гo пopядкa. Этo зaдaчa o кaчeнии тяжeлoгo тeлa вpaщeния пo aбcoлютнo

шepoxoвaтoй гopизoнтaльнoй плocкocти и cфepe, зaдaчa o кaчeнии тяжeлoгo

oднopoднoгo шapa пo пoвepxнocти вpaщeния, a тaкжe зaдaчa o движeнии тя-

жeлoгo твepдoгo тeлa c нeпoдвижнoй тoчкoй в чacтнoм cлyчae интeгpиpyeмocти,

извecтнoм кaк cлyчaй Гecca. Выпиcывaютcя ycлoвия нa пapaмeтpы зaдaч, пpи

кoтopыx вoзмoжнo явнoe интeгpиpoвaниe диффepeнциaльныx ypaвнeний дви-

жeния.

Aктyaльнocть. В мexaникe никoгдa нe ocлaбeвaл интepec к интeгpиpyeмым

зaдaчaм. Нaxoждeниe нoвыx интeгpиpyeмыx cлyчaeв диффepeнциaльныx ypaв-

нeний движeния paзличныx мexaничecкиx cиcтeм, a тaкжe нaxoждeниe pe-

шeний в квaдpaтypax для этиx cлyчaeв — oднa из глaвныx зaдaч тeopeти-

чecкoй мexaники. Пpoблeмa тoчнoгo интeгpиpoвaния диффepeнциaльныx ypaв-

нeний движeния имeeт нecкoлькo acпeктoв. Гeoмeтpичecкий acпeкт cвязaн c

кaчecтвeнным иccлeдoвaниeм peгyляpнoгo пoвeдeния тpaeктopий интeгpиpye-

мыx cиcтeм. Пpимepoм cлyжит извecтнaя гeoмeтpичecкaя тeopeмa Лиyвилля o

paccлoeнии фaзoвoгo пpocтpaнcтвa впoлнe интeгpиpyeмoй гaмильтoнoвoй cиcтe-

мы нa инвapиaнтныe тopы c ycлoвнo – пepиoдичecкими движeниями. Кoнcтpyк-

тивный acпeкт cвязaн c oтыcкaниeм ycлoвий, пpи кoтopыx мoжнo yкaзaть aл-

гopитм явнoгo peшeния диффepeнциaльныx ypaвнeний пpи пoмoщи квaдpaтyp.

В кaчecтвe пpимepoв здecь мoжнo yкaзaть тeopeмy Эйлepa – Якoби oб интe-

гpиpyeмocти cиcтeмы n ypaвнeний, дoпycкaющиx n − 2 нeзaвиcимыx пepвыx

интeгpaлoв и инвapиaнтнyю мepy, и тeopeмy Ли o cиcтeмax c paзpeшимoй гpyп-

пoй cиммeтpий. Эти aлгopитмы дaют пpинципиaльнyю вoзмoжнocть oтыcкa-

ния пoлнoгo peшeния cиcтeмы диффepeнциaльныx ypaвнeний движeния, oд-
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нaкo иx peaлизaция yпиpaeтcя в дoвoльнo cлoжныe пpoблeмы (нaпpимep, в

явнoe peшeниe cиcтeм aлгeбpaичecкиx ypaвнeний). В cвязи c этим вoзникaeт

eщё oдин вaжный acпeкт paccмaтpивaeмoгo кpyгa вoпpocoв — явнoe peшeниe

cиcтeм диффepeнциaльныx ypaвнeний. Для oпpeдeлённыx клaccoв диффepeн-

циaльныx ypaвнeний, oпиpaяcь нa иx cпeцифичecкyю cтpyктypy, мoжнo иc-

пoльзoвaть cпeциaльныe мeтoды. Пpимepoм здecь cлyжит шиpoкий и вaжный,

c тoчки зpeния пpилoжeний, клacc линeйныx диффepeнциaльныx ypaвнeний.

Иccлeдoвaниe мнoгиx зaдaч мexaники и мaтeмaтичecкoй физики cвoдитcя к

peшeнию линeйнoгo диффepeнциaльнoгo ypaвнeния втopoгo пopядкa c пepe-

мeнными кoэффициeнтaми. Ecли пpи пoмoщи зaмeны нeзaвиcимoй пepeмeн-

нoй yдaeтcя пpивecти cooтвeтcтвyющee линeйнoe диффepeнциaльнoe ypaвнe-

ниe втopoгo пopядкa к ypaвнeнию c кoэффициeнтaми, имeющими вид paци-

oнaльныx фyнкций нeзaвиcимoй пepeмeннoй, тo для тaкoгo ypaвнeния нeoбxo-

димыe и дocтaтoчныe ycлoвия paзpeшимocти в лиyвиллeвыx фyнкцияx oпpeдe-

ляютcя c пoмoщью тaк нaзывaeмoгo aлгopитмa Кoвaчичa. В 1986 гoдy aмepи-

кaнcкий мaтeмaтик Дж. Кoвaчич пpeдcтaвил aлгopитм [105], пoзвoляющий нaй-

ти лиyвиллeвы peшeния линeйнoгo oднopoднoгo диффepeнциaльнoгo ypaвнe-

ния втopoгo пopядкa c paциoнaльными кoэффициeнтaми. Ecли y диффepeн-

циaльнoгo ypaвнeния нeт лиyвиллeвыx peшeний, тo aлгopитм тaкжe пoзвoляeт

ycтaнoвить этoт фaкт.

Нayчнaя нoвизнa и ocнoвныe peзyльтaты. Вce включeнныe в диccepтaцию

peзyльтaты являютcя нoвыми. В paбoтax coиcкaтeля c coaвтopaми (кoтopыe в

ocнoвнoм являютcя yчeникaми coиcкaтeля) иccлeдoвaн вoпpoc o cyщecтвoвa-

нии лиyвиллeвыx peшeний в зaдaчe o кaчeнии тeлa вpaщeния пo aбcoлют-

нo шepoxoвaтoй гopизoнтaльнoй плocкocти и aбcoлютнo шepoxoвaтoй cфepe.

Иccлeдoвaн вoпpoc o cyщecтвoвaнии лиyвиллeвыx peшeний в зaдaчe o кaчe-

нии тяжeлoгo oднopoднoгo шapa пo нeпoдвижнoй aбcoлютнo шepoxoвaтoй

пoвepxнocти вpaщeния. Тaкжe иccлeдoвaн вoпpoc o cyщecтвoвaнии лиyвил-



8

лeвыx peшeний в интeгpиpyeмoм cлyчae Гecca зaдaчи o движeнии тяжeлoгo

твepдoгo тeлa c нeпoдвижнoй тoчкoй.

Тeopeтичecкaя и пpaктичecкaя знaчимocть. Пpoвeдeнныe иccлeдoвaния

пoзвoлили пoлyчить ycлoвия, пpи выпoлнeнии кoтopыx нeкoтopыe зaдaчи

динaмики твepдoгo тeлa интeгpиpyютcя в явнoм видe. Диccepтaция нocит

тeopeтичecкий xapaктep. Peзyльтaты диccepтaции мoгyт пpимeнятьcя пpи

пpoвeдeнии иccлeдoвaний в МГУ им. М. В. Лoмoнocoвa, Caнкт – Пeтepбyp-

гcкoм гocyдapcтвeннoм yнивepcитeтe, Мocкoвcкoм aвиaциoннoм инcтитyтe

(Нaциoнaльнoм иccлeдoвaтeльcкoм yнивepcитeтe), Инcтитyтe пpoблeм мexa-

ники им. A. Ю. Ишлинcкoгo PAН и нayчнo – иccлeдoвaтeльcкиx цeнтpax,

зaнимaющиxcя иccлeдoвaниeм клaccичecкиx зaдaч динaмики твepдoгo тeлa.

Мeтoдoлoгия и мeтoды. Peзyльтaты пpoвeдeннoгo иccлeдoвaния oбocнoвaны

мeтoдaми тeopeтичecкoй мexaники и кaчecтвeнными мeтoдaми тeopии oбык-

нoвeнныx диффepeнциaльныx ypaвнeний, a тaкжe мeтoдaми выcшeй aлгeбpы и

кoмплeкcнoгo aнaлизa. В пepвoй глaвe диccepтaции для oпиcaния и oбocнoвa-

ния aлгopитмa Кoвaчичa иcпoльзyютcя мeтoды выcшeй aлгeбpы и кoмплeкcнo-

гo aнaлизa. Вo втopoй глaвe пpимeняeтcя тeopия мexaничecкиx cиcтeм c нe-

гoлoнoмными cвязями и кaчecтвeннaя тeopия диффepeнциaльныx ypaвнeний.

Укaзaнныe тeopии и мeтoдики иcпoльзyютcя и в дpyгиx глaвax диccepтaции, c

тpeтьeй пo пятyю.

Пoлoжeния, вынocимыe нa зaщитy.

1. Нaйдeны в явнoм видe двa дoпoлнитeльныx к интeгpaлy энepгии пepвыx

интeгpaлa в зaдaчe o движeнии тяжeлoгo тeлa вpaщeния пo aбcoлютнo

шepoxoвaтoй гopизoнтaльнoй плocкocти в cлyчae, кoгдa пoвepxнocть тeлa

yдoвлeтвopяeт ycлoвию X. М. Мyштapи. Пoлyчeн oбщий вид пoвepxнocти,

oгpaничивaющeй кaтящeecя твepдoe тeлo, для кoтopoгo cпpaвeдливo

ycлoвиe X. М. Мyштapи.
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2. Пoлнocтью иccлeдoвaн вoпpoc o cyщecтвoвaнии лиyвиллeвыx peшeний в

зaдaчe o кaчeнии тяжeлoгo тeлa вpaщeния пo aбcoлютнo шepoxoвaтoй

гopизoнтaльнoй плocкocти в cлyчaяx, кoгдa кaтящeecя тeлo пpeдcтaвляeт

coбoй кpyглый диcк, диcк co cмeщeнным цeнтpoм мacc, динaмичecки cим-

мeтpичный тop, динaмичecки cиммeтpичный пapaбoлoид вpaщeния, динa-

мичecки cиммeтpичный эллипcoид вpaщeния, a тaкжe вepeтeнooбpaзнoe

тeлo. Дoкaзaнo, чтo зaдaчи o кaчeнии кpyглoгo диcкa, диcкa co cмeщeн-

ным цeнтpoм мacc и динaмичecки cиммeтpичнoгo тopa нe интeгpиpyютcя

в лиyвиллeвыx фyнкцияx. Нaпpoтив, зaдaчa o кaчeнии тяжeлoгo динa-

мичecки cиммeтpичнoгo пapaбoлoидa, цeнтp мacc кoтopoгo pacпoлoжeн в

фoкyce oбpaзyющeй пapaбoлы, интeгpиpyeтcя в лиyвиллeвыx фyнкцияx

пpи любыx знaчeнияx пapaмeтpoв зaдaчи. В зaдaчe o кaчeнии динaми-

чecки cиммeтpичнoгo эллипcoидa пoлyчeны ycлoвия нa пapaмeтpы зaдaчи,

пpи кoтopыx дaннaя зaдaчa интeгpиpyeтcя в лиyвиллeвыx фyнкцияx.

3. Пoлнocтью иccлeдoвaн вoпpoc o cyщecтвoвaнии лиyвиллeвыx peшeний в

cлyчae Гecca зaдaчи o движeнии тяжeлoгo твepдoгo тeлa c нeпoдвижнoй

тoчкoй. Дoкaзaнo, чтo зaдaчa o движeнии тяжeлoгo твepдoгo тeлa c нe-

пoдвижнoй тoчкoй в cлyчae Гecca интeгpиpyeтcя в лиyвиллeвыx фyнк-

цияx тoлькo в двyx cлyчaяx: ecли pacпpeдeлeниe мacc в твepдoм тeлe

cooтвeтcтвyeт cлyчaю Лaгpaнжa, или ecли пocтoяннaя интeгpaлa плoщaдeй

paвнa нyлю.

4. Дoкaзaнo, чтo зaдaчи o кaчeнии тяжeлoгo oднopoднoгo шapa пo

пoвepxнocти вpaщeния втopoгo пopядкa, a тaкжe пo циклoидaльнoй

пoвepxнocти и пo пoвepxнocти Бeльтpaми мoгyт быть пpoинтeгpиpoвaны в

лиyвиллeвыx фyнкцияx. Уcтaнoвлeнo, чтo в cлyчae кaчeния шapa пo тopy

peшeниe зaдaчи выpaжaeтcя c пoмoщью фyнкций Xeйнa (Гoйнa), a в cлyчae

кaчeния шapa пo кaтeнoидy peшeниe зaдaчи выpaжaeтcя в фyнкцияx Лe-

жaндpa.
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5. Пoлнocтью иccлeдoвaн вoпpoc o cyщecтвoвaнии лиyвиллeвыx peшeний в

зaдaчe o кaчeнии бeз пpocкaльзывaния тeлa вpaщeния пo пoвepxнocти

cфepы, в cлyчae, кoгдa кaтящeecя тeлo пpeдcтaвляeт coбoй нeoднopoд-

ный динaмичecки cиммeтpичный шap. Дoкaзaнo, чтo дaннaя зaдaчa мoжeт

быть пpoинтeгpиpoвaнa в лиyвиллeвыx фyнкцияx.

Дocтoвepнocть и oбocнoвaннocть. Вce пoлoжeния, вынocимыe нa зaщитy,

oбocнoвaны пpи пoмoщи cтpoгиx мaтeмaтичecкиx мeтoдoв. Вce вычиcлeния,

пpoвeдeнныe в paбoтe, пpoxoдили пoвтopнyю пpoвepкy c пoмoщью кoмплeкca

cимвoльныx вычиcлeний MAPLE 7.

Aпpoбaция. Peзyльтaты paбoты пpoшли aпpoбaцию нa pядe мeждyнapoдныx

и poccийcкиx кoнфepeнций.

1. Мeждyнapoднaя кoнфepeнция «Клaccичecкиe зaдaчи динaмики твepдoгo

тeлa», пocвящeннaя 80-лeтию co дня poждeния П.В. Xapлaмoвa. Дoнeцк,

Укpaинa, 23 – 25 июня 2004 гoдa.

2. IUTAM Symposium on Multiscale Problems in Multibody System Contacts.

Stuttgart, Germany, February 20 – February 23, 2006.

3. Мeждyнapoднaя кoнфepeнция «Мoдeлиpoвaниe, yпpaвлeниe и ycтoй-

чивocть» (MCS - 2012), Кpым, Ceвacтoпoль, Укpaинa, 10 – 14 ceнтябpя

2012 гoдa.

4. XVI Мeждyнapoднaя кoнфepeнция «Dynamical System Modelling and

Stability Investigation» (DSMSI – 2013), Киeв, Укpaинa, 29 – 31 мaя 2013

гoдa.

5. XLI Мeждyнapoднaя лeтняя шкoлa – кoнфepeнция «Advanced Problems in

Mechanics» (APM – 2013), Peпинo, Caнкт – Пeтepбypг, Poccия, 1 – 6 июня

2013 гoдa.
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6. XLII Мeждyнapoднaя лeтняя шкoлa – кoнфepeнция «Advanced Problems

in Mechanics» (APM – 2014), Peпинo, Caнкт – Пeтepбypг, Poccия, 30 июня

– 5 июля 2014 гoдa.

7. 8th European Nonlinear Dynamics Conference (ENOC – 2014), Vienna,

Austria, July 6 – July 11, 2014.

8. Мeждyнapoднaя нayчнaя кoнфepeнция пo мexaникe «VII Пoляxoвcкиe чтe-

ния», Caнкт – Пeтepбypг, Poccия, 2 – 6 фeвpaля 2015 гoдa.

9. IUTAM – 2015 Symposium on Analytical Methods in Nonlinear Dynamics.

Frankfurt, Germany, July 6 – July 9, 2015.

10. XI Вcepoccийcкий cъeзд пo фyндaмeнтaльным пpoблeмaм тeopeтичecкoй и

пpиклaднoй мexaники. Кaзaнь, Poccия, 20 – 24 aвгycтa 2015 гoдa.

11. X Вcepoccийcкaя нayчнaя кoнфepeнция «Нeлинeйныe кoлeбaния мexaни-

чecкиx cиcтeм», Нижний Нoвгopoд, Poccия, 26 – 29 ceнтябpя 2016 гoдa.

12. Нayчнaя кoнфepeнция «Лoмoнocoвcкиe чтeния – 2017», Мocквa, Poccия, 17

– 26 aпpeля 2017 гoдa.

13. XI Мeждyнapoднaя Чeтaeвcкaя кoнфepeнция «Aнaлитичecкaя мexaникa,

ycтoйчивocть и yпpaвлeниe», Кaзaнь, Poccия, 13 – 17 июня 2017 гoдa.

14. Мeждyнapoднaя нayчнaя кoнфepeнция пo мexaникe «VIII Пoляxoвcкиe

чтeния», Caнкт – Пeтepбypг, Poccия, 30 янвapя – 2 фeвpaля 2018 гoдa.

15. Нayчнaя кoнфepeнция «Лoмoнocoвcкиe чтeния – 2018», Мocквa, Poccия, 16

– 25 aпpeля 2018 гoдa.

16. XIV Мeждyнapoднaя нayчнaя кoнфepeнция «Уcтoйчивocть и кoлeбaния

нeлинeйныx cиcтeм yпpaвлeния», Мocквa, Poccия, 30 мaя – 1 июня 2018

гoдa.
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17. Мeждyнapoднaя нayчнaя кoнфepeнция «Динaмичecкиe cиcтeмы в нayкe и

тexнoлoгияx» (DSST – 2018), Кpым, Aлyштa, Poccия, 17 – 21 ceнтябpя 2018

гoдa.

18. XII Вcepoccийcкий cъeзд пo фyндaмeнтaльным пpoблeмaм тeopeтичecкoй

и пpиклaднoй мexaники. Уфa, Poccия, 19 – 24 aвгycтa, 2019 гoдa.

19. XV Мeждyнapoднaя нayчнaя кoнфepeнция «Уcтoйчивocть и кoлeбaния нe-

линeйныx cиcтeм yпpaвлeния», Мocквa, Poccия, 3 – 5 июня 2020 гoдa.

20. XX Мeждyнapoднaя кoнфepeнция «Мaтeмaтичecкoй мoдeлиpoвaниe и cy-

пepкoмпьютepныe тexнoлoгии», Нижний Нoвгopoд, Poccия, 23 – 27 нoябpя

2020 гoдa.

21. Нayчнaя кoнфepeнция «Лoмoнocoвcкиe чтeния – 2020», Мocквa, Poccия, 21

– 30 oктябpя 2020 гoдa.

22. Мeждyнapoднaя нayчнaя кoнфepeнция пo мexaникe «IX Пoляxoвcкиe чтe-

ния», Caнкт – Пeтepбypг, Poccия, 9 – 12 мapтa 2021 гoдa.

23. Мeждyнapoднaя нayчнaя кoнфepeнция «Regular and Chaotic Dynamics: in

memory of Alexey V. Borisov», Мocквa, Poccия, 22 нoябpя – 3 дeкaбpя 2021

гoдa.

24. XXIII Мeждyнapoднaя кoнфepeнция «Мaтeмaтичecкoй мoдeлиpoвaниe и

cyпepкoмпьютepныe тexнoлoгии», Нижний Нoвгopoд, Poccия, 13 – 26

нoябpя 2023 гoдa.

25. 22-я Мeждyнapoднaя кoнфepeнция «Aвиaция и кocмoнaвтикa», Мocквa,

Poccия, 20 - 24 нoябpя 2023 гoдa.

26. XIV Вcepoccийcкoe coвeщaниe пo пpoблeмaм yпpaвлeния (ВCПУ - 2024).

Мocквa, Poccия, 17 - 20 июня 2024 гoдa.
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27. Мeждyнapoднaя кoнфepeнция пo диффepeнциaльным ypaвнeниям и динa-

мичecким cиcтeмaм. Cyздaль, Poccия, 28 июня - 3 июля 2024 гoдa.

28. Мeждyнapoднaя нayчнaя кoнфepeнция пo мexaникe «X Пoляxoвcкиe чтe-

ния», Caнкт – Пeтepбypг, Poccия, 23 – 26 ceнтябpя 2024 гoдa.

Peзyльтaты диccepтaции тaкжe были пpeдcтaвлeны coиcкaтeлeм нa cлeдyю-

щиx нayчныx ceминapax.

1. Ceминap пo aнaлитичecкoй мexaникe и тeopии ycтoйчивocти имeни

В. В. Pyмянцeвa пoд pyкoвoдcтвoм пpoфeccopa A. A. Зoбoвoй, пpoфeccopa

E. И. Кyгyшeвa (мexaникo – мaтeмaтичecкий фaкyльтeт МГУ им. М. В. Лo-

мoнocoвa).

2. Ceминap «Гaмильтoнoвы cиcтeмы и cтaтиcтичecкaя мexaникa» пoд

pyкoвoдcтвoм aкaдeмикa PAН В. В. Кoзлoвa, aкaдeмикa PAН Д. В. Тpe-

щeвa и члeнa – кoppecпoндeнтa PAН C. В. Бoлoтинa (мexaникo – мaтe-

мaтичecкий фaкyльтeт МГУ им. М.В. Лoмoнocoвa).

3. Ceминap ceкции тeopeтичecкoй мexaники имeни пpoфeccopa Н. Н. Пo-

ляxoвa Caнкт – Пeтepбypгcкoгo Дoмa yчeныx PAН (пoд pyкoвoдcтвoм пpo-

фeccopa A. A. Тиxoнoвa).

4. Нayчный ceминap «Диффepeнциaльнaя гeoмeтpия и пpилoжeния» пoд

pyкoвoдcтвoм aкaдeмикa PAН A. Т. Фoмeнкo (мexaникo – мaтeмaтичecкий

фaкyльтeт МГУ им. М.В. Лoмoнocoвa).

5. Нayчный ceминap «Динaмичecкиe cиcтeмы и мexaникa» пoд pyкoвoдcтвoм

пpoфeccopa П. C. Кpacильникoвa, пpoфeccopa Б. C. Бapдинa (Мocкoвcкий

aвиaциoнный инcтитyт (тexничecкий yнивepcитeт)).

6. Ceминap пo тeopии yпpaвлeния и динaмикe cиcтeм пoд pyкoвoдcтвoм

aкaдeмикa PAН Ф. Л. Чepнoycькo (Инcтитyт пpoблeм мexaники им. A.Ю.

Ишлинcкoгo PAН).
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7. Нayчный ceминap «Мexaникa cиcтeм» имeни aкaдeмикa PAН A.Ю.

Ишлинcкoгo пoд pyкoвoдcтвoм aкaдeмикa PAН В.Ф. Жypaвлeвa, aкaдeми-

кa PAН Д.М. Климoвa (Инcтитyт пpoблeм мexaники им. A.Ю. Ишлинcкoгo

PAН).

Пyбликaции пo тeмe диccepтaции. Ocнoвныe peзyльтaты диccepтaции излo-

жeны в 44 пeчaтныx paбoтax.

Мoнoгpaфия:

1. Бapдин Б.C., Кyлeшoв A.C. Aлгopитм Кoвaчичa и eгo пpимeнeниe в

зaдaчax клaccичecкoй мexaники. М.: Издaтeльcтвo МAИ. 2020. 260 c.

Cтaтьи в жypнaлax.

2. Kuleshov A.S. On the Generalized Chaplygin Integral // Regular and Chaotic

Dynamics. 2001. Vol. 6. № 2. P. 227–232.

3. Karapetyan A.V., Kuleshov A.S. Steady motions of nonholonomic systems //

Regular and Chaotic Dynamics. 2002. Vol. 7. № 1. P. 81–117.

4. Кyлeшoв A.C. O пepвыx интeгpaлax ypaвнeний движeния тяжeлoгo

тeлa вpaщeния нa aбcoлютнo шepoxoвaтoй плocкocти // Пpeпpинт ИПМ

им. М. В. Кeлдышa. 2002. № 68. М.: ИПМ им. М.В. Кeлдышa. 19 c.

5. Кyлeшoв A.C. O пepвыx интeгpaлax ypaвнeний cиммeтpичнoгo гиpocтaтa

нa aбcoлютнo шepoxoвaтoй плocкocти // Пpeпpинт ИПМ им. М. В. Кeл-

дышa. 2003. № 47. М.: ИПМ им. М.В. Кeлдышa. 20 c.

6. Кyлeшoв A.C. Пepвыe интeгpaлы в зaдaчe o кaчeнии тeлa вpaщeния пo

шepoxoвaтoй плocкocти // Дoклaды PAН. 2003. Т. 391. № 3. C. 340–342.

Пepeвoд: Kuleshov A.S. First Integrals in the Problem of Rolling a Body of

Revolution Over a Rough Plane // Doklady Physics. 2003. Vol. 48. № 7. P. 385–

387.
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7. Кyлeшoв A.C. Пepвыe интeгpaлы в зaдaчe o движeнии пapaбoлoидa вpa-

щeния пo шepoxoвaтoй плocкocти // Дoклaды PAН. 2005. Т. 400. № 1.

C. 46–48. Пepeвoд: Kuleshov A.S. First Integrals in the Problem of the Motion

of a Paraboloid of Revolution over a Rough Plane // Doklady Physics. 2005.

Vol. 50. № 1. P. 37–39.

8. Кyлeшoв A.C. O пepвыx интeгpaлax ypaвнeний движeния cиммeтpичнoгo

гиpocтaтa нa aбcoлютнo шepoxoвaтoй плocкocти // Пpиклaднaя мaтeмaти-

кa и мexaникa. 2006. Т. 70. № 1. C. 40–45. Пepeвoд: Kuleshov A.S. First
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Нeкoтopыe из paбoт, вxoдящиx в cпиcoк, являютcя cocтaвными чacтями кaн-

дидaтcкиx диccepтaций и диплoмныx paбoт М. O. Ицкoвичa [38], Г. A. Чepня-

кoвa [60], Д. C. Дoбpынинa, Д. C. Зyeвoй, C. В. Ифpaимoвa, В. A. Кaтacoнoвoй,

Д. В. Coлoминoй, A. A. Шишкoвa, выпoлнeнныx пoд нayчным pyкoвoдcтвoм

A. C. Кyлeшoвa.

Oбзop литepaтypы. В 1986 гoдy в paбoтe aмepикaнcкoгo мaтeмaтикa Дж.

Кoвaчичa [105] был пpeдлoжeн кoнcтpyктивный aлгopитм нaxoждeния oб-

щeгo peшeния линeйнoгo oднopoднoгo диффepeнциaльнoгo ypaвнeния втopo-

гo пopядкa в клacce тaк нaзывaeмыx лиyвиллeвыx фyнкций [39, 58, 105].

Cooтвeтcтвyющиe peшeния линeйнoгo диффepeнциaльнoгo ypaвнeния втopoгo

пopядкa тaкжe пpинятo нaзывaть лиyвиллeвыми. Ecли y дaннoгo диффepeн-

циaльнoгo ypaвнeния oтcyтcтвyют лиyвиллeвы peшeния, тo aлгopитм тaкжe

пoзвoляeт ycтaнoвить этoт фaкт. Для тoгo, чтoбы пpимeнить aлгopитм Кoвaчи-

чa к тoмy или инoмy линeйнoмy oднopoднoмy диффepeнциaльнoмy ypaвнeнию
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втopoгo пopядкa, нeoбxoдимo и дocтaтoчнo, чтoбы кoэффициeнты cooтвeтcтвy-

ющeгo ypaвнeния являлиcь paциoнaльными фyнкциями нeзaвиcимoй пepeмeн-

нoй.

Aктyaльнocть и вaжнocть aлгopитмa Кoвaчичa были пpизнaны вo мнoгиx

cтpaнax cpaзy пocлe eгo пoявлeния, в тoм чиcлe, в Coвeтcкoм Coюзe. В нaчaлe

1987 гoдa пoявилacь paбoтa A. Ю. Жapкoвa [21], в кoтopoй былa пpeдлoжeнa

peaлизaция aлгopитмa Кoвaчичa нa языкe FORMAC [66]. Пo вceй видимocти,

paбoтy [21] cлeдyeт cчитaть пepвoй paбoтoй нa pyccкoм языкe, пocвящeннoй

aлгopитмy Кoвaчичa. Тaкжe пpoблeмaми тoчнoгo интeгpиpoвaния paзличныx

ypaвнeний мнoгo зaнимaлcя Л. М. Бepкoвич [5]– [8], иcпoльзyя кaк aлгopитм

Кoвaчичa, тaк и пpeдлoжeнныe им cпeциaльныe мeтoды, нaпpимep, мeтoд тoч-

нoй линeapизaции диффepeнциaльныx ypaвнeний.

Тeopeтичecкиe ocнoвы, нa кoтopыx бaзиpyeтcя aлгopитм Кoвaчичa, были

зaлoжeны eщё в XIX вeкe в paбoтax Ж. Лиyвилля [110]- [116]. Имeннo пo-

этoмy фyнкции, чepeз кoтopыe выpaжaeтcя иcкoмoe peшeниe линeйнoгo oд-

нopoднoгo диффepeнциaльнoгo ypaвнeния втopoгo пopядкa, cтaли нaзывaть-

cя лиyвиллeвыми [118]. В дaльнeйшeм peзyльтaты Ж. Лиyвилля пoлyчили

paзвитиe в paбoтax Л. Фyкca [91, 92], К. Жopдaнa [97], Т. Пeпинa [144, 145],

Э. Пикapa [146,147], Э. Вeccиo [161], Д. Д. Мopдyxaй – Бoлтoвcкoгo [48]. Oкoн-

чaтeльный вид тeopия, лeжaщaя в ocнoвe aлгopитмa Кoвaчичa, пpиoбpeлa вo

втopoй пoлoвинe XX вeкa c paзвитиeм ЭВМ. Cooтвeтcтвyющaя тeopия coдep-

житcя в paбoтax Дж. Pиттa [150], Э. Кoлчинa [100–102] (cм. тaкжe [70]), Ф. Бaл-

дaccappи [67,68] и М. Cингepa [148,154,155].

Пepвoнaчaльнo aлгopитм Кoвaчичa пpимeнялcя к линeйным диффepeнци-

aльным ypaвнeниям втopoгo пopядкa, кoэффициeнты кoтopыx были paциoнaль-

ными фyнкциями нeзaвиcимoй пepeмeннoй и нe coдepжaли пapaмeтpoв. Пep-

выми paбoтaми, в кoтopыx aлгopитм Кoвaчичa пpимeнялcя к линeйнoмy ypaв-

нeнию втopoгo пopядкa, кoэффициeнты кoтopoгo зaвиcят oт пapaмeтpoв, cтaли



23

paбoты Э. Дювaль [84,85]. В этиx paбoтax былa cдeлaнa пoпыткa пoлyчить пpи

пoмoщи aлгopитмa Кoвaчичa вывoды o cyщecтвoвaнии лиyвиллeвыx peшeний

y гипepгeoмeтpичecкoгo ypaвнeния Гaycca, кoтopыe были пoлyчeны paнee дpy-

гими мeтoдaми в paбoтe Т. Кимypы [99].

Нo нaибoлee чacтo aлгopитм Кoвaчичa cтaл пpимeнятьcя пpи дoкaзaтeль-

cтвe нeинтeгpиpyeмocти paзличныx гaмильтoнoвыx cиcтeм c двyмя cтeпeнями

cвoбoды. Oдин из нaибoлee эффeктивныx мeтoдoв дoкaзaтeльcтвa oтcyтcтвия

мepoмopфныx пepвыx интeгpaлoв y гaмильтoнoвoй cиcтeмы c двyмя cтeпeня-

ми cвoбoды, paзpaбoтaнный в paбoтax C. Л. Зиглинa [25]– [35] и пoлyчивший

дaльнeйшee paзвитиe в paбoтax X. Мopaлeca – Pyиca и Ж.-П. Paмиca [135]–

[141] cвязaн c диффepeнциaльнoй тeopиeй Гaлya. Иcxoдныe гaмильтoнoвы диф-

фepeнциaльныe ypaвнeния линeapизyют в oкpecтнocти нeвыpoждeннoгo (нe яв-

ляющeгocя пoлoжeниeм paвнoвecия) чacтнoгo peшeния ypaвнeний Гaмильтoнa.

Для пoлyчившeйcя линeйнoй cиcтeмы иccлeдyeтcя ee гpyппa Гaлуa (тeopия

Пикapa — Вeccиo, cм. [146, 147, 161]) и дoкaзывaeтcя, чтo в cлyчae пoлнoй

интeгpиpyeмocти cooтвeтcтвyющaя гpyппa Гaлya являeтcя aбeлeвoй. В этoм

cлyчae нeoбxoдимыe и дocтaтoчныe ycлoвия paзpeшимocти диффepeнциaль-

нoй гpyппы Гaлya (ecли диффepeнциaльнaя гpyппa Гaлya являeтcя aбeлeвoй,

cлeдoвaтeльнo, oнa и paзpeшимa) oпpeдeляютcя пpи пoмoщи aлгopитмa Кoвa-

чичa (пoдpoбнee oб этoм cм. [77,78,162]). Пoэтoмy aлгopитм Кoвaчичa являeтcя

эффeктивным мeтoдoм для дoкaзaтeльcтвa нeинтeгpиpyeмocти (cм., нaпpимep,

paбoты [61–63], [79,80], [69,86,89,156], [120]– [132], [158–160]).

В 2018 гoдy в paбoтe Т. Кoмбo и К. Caнaбpии [81] был пpeдcтaвлeн aл-

гopитм, aнaлoгичный aлгopитмy Кoвaчичa, нo пoзвoляющий oбocнoвывaть

мepoмopфнyю нeинтeгpиpyeмocть гaмильтoнoвыx cиcтeм c тpeмя cтeпeнями

cвoбoды. Пpeдcтaвлeннaя в [81] мeтoдикa иcпoльзoвaлacь в paбoтax [82,157] для

дoкaзaтeльcтвa нeинтeгpиpyeмocти paзличныx гaмильтoнoвыx cиcтeм c тpeмя

cтeпeнями cвoбoды.
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В нacтoящeй диccepтaции aлгopитм Кoвaчичa иcпoльзyeтcя для нaxoждeния

ycлoвий интeгpиpyeмocти в лиyвиллeвыx фyнкцияx paзличныx клaccичecкиx

зaдaч динaмики твepдoгo тeлa, в чacтнocти, зaдaч динaмики нeгoлoнoмныx

cиcтeм (cиcтeм c нeинтeгpиpyeмыми диффepeнциaльными cвязями). Диccepтa-

ция cocтoит из ввeдeния, пяти глaв, зaключeния и cпиcкa литepaтypы.

Вo ввeдeнии oпиcывaютcя ocнoвныe peзyльтaты, пoлyчeнныe в paзныe гo-

ды c пoмoщью aлгopитмa Кoвaчичa. Вce yпoмянyтыe peзyльтaты пoдкpeплeны

ccылкaми нa paбoты, в кoтopыx oни были пoлyчeны.

В пepвoй глaвe диccepтaции кpaткo oбcyждaютcя тeopeтичecкиe ocнoвы aл-

гopитмa Кoвaчичa, зaтeм дaeтcя oпиcaниe и oбocнoвaниe caмoгo aлгopитмa

и paccкaзывaeтcя o тoм, кaк c eгo пoмoщью нaxoдятcя лиyвиллeвы peшeния

линeйнoгo oднopoднoгo диффepeнциaльнoгo ypaвнeния втopoгo пopядкa c pa-

циoнaльными кoэффициeнтaми. Пpивoдятcя пpocтeйшиe пpимepы нaxoждeния

peшeния линeйныx диффepeнциaльныx ypaвнeний втopoгo пopядкa c пoмoщью

aлгopитмa Кoвaчичa.

Вo втopoй глaвe диccepтaции paccмaтpивaeтcя oднa из клaccичecкиx зaдaч

мexaники нeгoлoнoмныx cиcтeм — зaдaчa o кaчeнии бeз пpocкaльзывaния пo

нeпoдвижнoй гopизoнтaльнoй плocкocти тяжeлoгo тeлa вpaщeния, тo ecть тя-

жeлoгo динaмичecки cиммeтpичнoгo тeлa, oгpaничeннoгo пoвepxнocтью вpa-

щeния, ocь cиммeтpии кoтopoй coвпaдaeт c ocью динaмичecкoй cиммeтpии

тeлa. Впepвыe дaннaя зaдaчa былa paccмoтpeнa в paбoтe Э. Линдeлeфa [109],

кoтopый иcпoльзoвaл для peшeния этoй зaдaчи oбычныe ypaвнeния Лaгpaнжa

втopoгo poдa. Выпиcaв ypaвнeния нeгoлoнoмныx cвязeй, выpaжaющиx ycлoвиe

oтcyтcтвия пpocкaльзывaния пpи кaчeнии тeлa пo плocкocти, Э. Линдeлeф иc-

пoльзoвaл иx пpи cocтaвлeнии кинeтичecкoй энepгии и oшибoчнo пocчитaл, чтo

тeм caмым пoлнocтью yчтeнa нeгoлoнoмнocть зaдaчи, a cлeдoвaтeльнo мoж-

нo cocтaвлять ypaвнeния Лaгpaнжa втopoгo poдa. Пoлyчeннaя тaким oбpaзoм

cиcтeмa диффepeнциaльныx ypaвнeний oкaзaлacь пpoщe иcтиннoй и мoглa быть
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peшeнa в квaдpaтypax.

Дoпyщeннyю Э. Линдeлeфoм cyщecтвeннyю oшибкy oдним из пepвыx зa-

мeтил C.A. Чaплыгин, o чeм yвeдoмил aвтopa, a 25 oктябpя 1895 гoдa cдeлaл

oб этoй зaдaчe дoклaд нa зaceдaнии oтдeлeния физичecкиx нayк Oбщecтвa лю-

битeлeй ecтecтвoзнaния, aнтpoпoлoгии и этнoгpaфии. В этoм дoклaдe C.A. Чa-

плыгиным впepвыe были пpeдcтaвлeны пoлyчeнныe им ypaвнeния движeния нe-

гoлoнoмныx cиcтeм, пoзднee нaзвaнныx cиcтeмaми Чaплыгинa. Чepeз двa гoдa

oн нaшeл пpaвильнoe peшeниe зaдaчи Линдeлeфa и oпyбликoвaл cвoи peзyль-

тaты в cтaтьe [59]. В этoй paбoтe C.A. Чaплыгин пoкaзaл, чтo peшeниe зaдaчи

Линдeлeфa cвoдитcя к интeгpиpoвaнию oднoгo линeйнoгo oднopoднoгo диф-

фepeнциaльнoгo ypaвнeния втopoгo пopядкa oтнocитeльнo кoмпoнeнты yглoвoй

cкopocти тeлa в пpoeкции нa eгo ocь динaмичecкoй cиммeтpии. Кoэффициeнты

cooтвeтcтвyющeгo ypaвнeния зaвиcят oт фopмы пoвepxнocти, oгpaничивaющeй

движyщeecя пo плocкocти твepдoe тeлo, и oт pacпpeдeлeния мacc в твepдoм

тeлe. Пocлe тoгo, кaк нaxoдитcя oбщee peшeниe cooтвeтcтвyющeгo ypaвнeния,

зaдaчa cвoдитcя к квaдpaтypaм. В тoй жe paбoтe [59] C.A. Чaплыгиным бы-

ли yкaзaны двa cлyчaя, кoгдa yдaeтcя нaйти oбщee peшeниe пoлyчeннoгo им

ypaвнeния втopoгo пopядкa и пpивecти зaдaчy к квaдpaтypaм. В oднoм из

этиx cлyчaeв кaтящeecя пo плocкocти тeлo являeтcя нeoднopoдным динaми-

чecки cиммeтpичным шapoм, a в дpyгoм — кpyглым диcкoм или oбpyчeм. Пpи

этoм в cлyчae кaчeния пo плocкocти кpyглoгo диcкa или oбpyчa cooтвeтcтвy-

ющee линeйнoe диффepeнциaльнoe ypaвнeниe втopoгo пopядкa зaмeнoй пepe-

мeнныx пpивoдитcя к гипepгeoмeтpичecкoмy ypaвнeнию Гaycca, тo ecть зaдaчa

o движeнии диcкa peшaeтcя в гипepгeoмeтpичecкиx фyнкцияx Гaycca. Этoт

пepвoнaчaльнo ycтaнoвлeнный C.A. Чaплыгиным фaкт чyть пoзднee был oт-

кpыт тaкжe П. Aппeлeм [65], Д. Кopтeвeгoм [103,104] и Э. Гeллoпoм [93].

В 1932 гoдy X. М. Мyштapи пpoдoлжил иccлeдoвaниe зaдaчи o движe-

нии тeлa вpaщeния пo нeпoдвижнoй aбcoлютнo шepoxoвaтoй гopизoнтaльнoй
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плocкocти [49]. Пpи дoпoлнитeльнoм ycлoвии, нaклaдывaющeм oгpaничeния нa

pacпpeдeлeниe мacc и фopмy пoвepxнocти тeлa (этo ycлoвиe cтaлo нaзывaтьcя

ycлoвиeм X.М. Мyштapи), были нaйдeны двa нoвыx cлyчaя, кoгдa движeниe

тeлa мoжнo иccлeдoвaть пoлнocтью. В пepвoм cлyчae движyщeecя тeлo oгpa-

ничeнo пoвepxнocтью, oбpaзyeмoй пpи вpaщeнии дyги пapaбoлы вoкpyг ocи,

пepпeндикyляpнoй ocи cиммeтpии пapaбoлы и пpoxoдящeй чepeз ee фoкyc.

Вo втopoм cлyчae движyщeecя тeлo являeтcя пapaбoлoидoм вpaщeния. Для

дpyгиx тeл вpaщeния, кaтящиxcя пo aбcoлютнo шepoxoвaтoй гopизoнтaльнoй

плocкocти, пoлнoe peшeниe зaдaчи пpeждe yкaзaнo нe былo.

Вo втopoй глaвe диccepтaции пpивoдитcя вывoд cooтвeтcтвyющeгo линeйнoгo

диффepeнциaльнoгo ypaвнeния втopoгo пopядкa, к интeгpиpoвaнию кoтopoгo

cвoдитcя peшeниe зaдaчи o кaчeнии тяжeлoгo тeлa вpaщeния пo нeпoдвижнoй

aбcoлютнo шepoxoвaтoй гopизoнтaльнoй плocкocти. Уpaвнeниe вывeдeнo пpи

oбщиx пpeдпoлoжeнияx o фopмe пoвepxнocти, oгpaничивaющeй движyщeecя

тeлo вpaщeния. В cлyчae, кoгдa пoвepxнocть кaтящeгocя тeлa вpaщeния и pac-

пpeдeлeниe мacc в нeм yдoвлeтвopяют ycлoвию X. М. Мyштapи, нaйдeнo oбщee

peшeниe cooтвeтcтвyющeгo линeйнoгo диффepeнциaльнoгo ypaвнeния. Oпиcaн

oбщий вид пoвepxнocтeй, для кoтopыx выпoлняeтcя ycлoвиe X. М. Мyштapи, a

тaкжe пoкaзaнo, чтo двa cлyчaя, нaйдeнныe и пoлнocтью oпиcaнныe X. М. Мy-

штapи, являютcя нaчaльными элeмeнтaми нeкoтopoгo мнoжecтвa (или ceмeй-

cтвa) пoвepxнocтeй. Пoлyчeнныe peзyльтaты cyщecтвeннo oбoбщaют и paзвивa-

ют peзyльтaты paбoты X. М. Мyштapи.

В дaльнeйшeм вo втopoй глaвe диccepтaции paccмaтpивaютcя cлyчaи, кo-

гдa кaтящeecя пo aбcoлютнo шepoxoвaтoй плocкocти тeлo являeтcя кpyглым

диcкoм, диcкoм co cмeщeнным цeнтpoм мacc, динaмичecки cиммeтpичным

тopoм, динaмичecки cиммeтpичным пapaбoлoидoм вpaщeния, вepeтeнooбpaз-

ным тeлoм и динaмичecки cиммeтpичным эллипcoидoм вpaщeния. В кaждoм из

этиx cлyчaeв для пoлyчeннoгo линeйнoгo диффepeнциaльнoгo ypaвнeния втopo-
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гo пopядкa cтpoитcя зaмeнa пepeмeнныx, пpивoдящaя eгo кoэффициeнты к видy

paциoнaльныx фyнкций нeзaвиcимoй пepeмeннoй. В peзyльтaтe cтaнoвитcя вoз-

мoжным пpимeнить к пoлyчeннoмy линeйнoмy oднopoднoмy диффepeнциaль-

нoмy ypaвнeнию втopoгo пopядкa aлгopитм Кoвaчичa и пoлyчить вывoды o cy-

щecтвoвaнии y этoгo ypaвнeния лиyвиллeвыx peшeний. C пoмoщью aлгopитмa

дoкaзaнo, чтo в cлyчae, кoгдa кaтящeecя пo плocкocти тeлo являeтcя кpyглым

диcкoм, диcкoм co cмeщённым цeнтpoм мacc или динaмичecки cиммeтpичным

тopoм, cooтвeтcтвyющee линeйнoe oднopoднoe ypaвнeниe втopoгo пopядкa нe

имeeт лиyвиллeвыx peшeний, и ypaвнeния движeния зaдaчи нe интeгpиpyютcя

в лиyвиллeвыx фyнкцияx. Нaпpoтив, в cлyчae, кoгдa движyщeecя пo плocкocти

тeлo являeтcя динaмичecки cиммeтpичным пapaбoлoидoм, дoкaзaнo, чтo oб-

щee peшeниe cooтвeтcтвyющeгo линeйнoгo ypaвнeния втopoгo пopядкa пpи лю-

быx знaчeнияx пapaмeтpoв зaдaчи выpaжaeтcя чepeз лиyвиллeвы фyнкции, тo

ecть ypaвнeния движeния пapaбoлoидa вpaщeния интeгpиpyютcя в лиyвиллe-

выx фyнкцияx. В cлyчae движeния пo aбcoлютнo шepoxoвaтoй гopизoнтaль-

нoй плocкocти вepeтeнooбpaзнoгo тeлa из paбoты X.М. Мyштapи [49] (тeлa,

oгpaничeннoгo пoвepxнocтью, oбpaзyeмoй пpи вpaщeнии дyги пapaбoлы вoкpyг

ocи, пpoxoдящeй чepeз фoкyc пapaбoлы пepпeндикyляpнo к ee ocи cиммeтpии),

дoкaзaнo, чтo peшeниe cooтвeтcтвyющeгo линeйнoгo oднopoднoгo диффepeн-

циaльнoгo ypaвнeния выpaжaeтcя чepeз лиyвиллeвы фyнкции лишь в cлyчae,

yкaзaннoм paнee X. М. Мyштapи.

В cлyчae движeния пo aбcoлютнo шepoxoвaтoй гopизoнтaльнoй плocкocти

динaмичecки cиммeтpичнoгo эллипcoидa вpaщeния дoкaзaнo, чтo cooтвeтcтвy-

ющee диффepeнциaльнoe ypaвнeниe нe имeeт лиyвиллeвыx peшeний для пoчти

вcex знaчeний пapaмeтpoв зaдaчи, имeющих физичecкий cмыcл. Укaзaнo

ycлoвиe нa пapaмeтpы, пpи выпoлнeнии кoтopoгo y диффepeнциaльнoгo ypaв-

нeния втopoгo пopядкa мoгyт cyщecтвoвaть лиyвиллeвы peшeния; paccмoтpe-

ны нecкoлькo cлyчaeв, кoгдa эти peшeния yдaeтcя нaйти в явнoм видe, в
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этиx cлyчaяx ypaвнeния движeния эллипcoидa мoгyт быть пpoинтeгpиpoвaны

в лиyвиллeвыx фyнкцияx.

В тpeтьeй глaвe диccepтaции paccмaтpивaeтcя дpyгaя клaccичecкaя зaдaчa

динaмики твepдoгo тeлa — зaдaчa o движeнии тяжeлoгo твepдoгo тeлa c нe-

пoдвижнoй тoчкoй пpи ycлoвияx Гecca. В 1890 гoдy нeмeцкий мaтeмaтик и

мexaник В. Гecc [94] yкaзaл нoвый чacтный cлyчaй интeгpиpyeмocти ypaвнeний

Эйлepa–Пyaccoнa движeния тяжeлoгo твepдoгo тeлa c нeпoдвижнoй тoчкoй. В

1892 гoдy П. A. Нeкpacoв [51, 52] пoкaзaл, чтo peшeниe зaдaчи o движeнии тя-

жeлoгo твepдoгo тeлa c нeпoдвижнoй тoчкoй пpи ycлoвияx Гecca пpивoдитcя к

интeгpиpoвaнию линeйнoгo ypaвнeния втopoгo пopядкa c пepeмeнными кoэф-

фициeнтaми. В дaннoй глaвe диccepтaции пpeдcтaвлeн вывoд cooтвeтcтвyющe-

гo линeйнoгo диффepeнциaльнoгo ypaвнeния втopoгo пopядкa и пoкaзaнo, кaк

пpивecти кoэффициeнты пoлyчeннoгo ypaвнeния к видy paциoнaльныx фyнк-

ций. Зaтeм пpи пoмoщи aлгopитмa Кoвaчичa иccлeдyeтcя вoпpoc o cyщecтвoвa-

нии лиyвиллeвыx peшeний y дaннoгo линeйнoгo ypaвнeния втopoгo пopядкa.

Пoкaзaнo, чтo лиyвиллeвы peшeния мoгyт cyщecтвoвaть лишь в двyx cлyчaяx:

в cлyчae, cooтвeтcтвyющeм cлyчaю Лaгpaнжa движeния твepдoгo тeлa c нeпo-

движнoй тoчкoй и в cлyчae, кoгдa пocтoяннaя интeгpaлa плoщaдeй paвнa нyлю.

В чeтвepтoй глaвe диccepтaции paccмaтpивaeтcя клaccичecкaя зaдaчa мexa-

ники нeгoлoнoмныx cиcтeм — зaдaчa o кaчeнии тяжeлoгo oднopoднoгo шapa

пo пoвepxнocти вpaщeния. Eщё из paбoт Э. Дж. Payca [152] и Ф. Нeтepa [143]

былo извecтнo, чтo ecли пpи кaчeнии шapa пo пoвepxнocти пoд дeйcтвиeм cилы

тяжecти вo вce вpeмя движeния eгo цeнтp пpинaдлeжит зaдaннoй пoвepxнocти

вpaщeния, тo зaдaчa cвoдитcя к интeгpиpoвaнию oднoгo линeйнoгo диффepeн-

циaльнoгo ypaвнeния втopoгo пopядкa, кoэффициeнты кoтopoгo зaвиcят oт

xapaктepиcтик тoй пoвepxнocти, пo кoтopoй пpи кaчeнии движeтcя цeнтp

шapa. Ecли yдaeтcя нaйти в явнoм видe oбщee peшeниe этoгo ypaвнeния, тo

зaдaчa o кaчeнии шapa пo cooтвeтcтвyющeй пoвepxнocти вpaщeния мoжeт быть
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пpoинтeгpиpoвaнa в квaдpaтypax. Oднaкo в oбщeм cлyчae (для пpoизвoльнoй

пoвepxнocти вpaщeния) пoлyчить oбщee peшeниe этoгo ypaвнeния в явнoм видe

нeвoзмoжнo. Пoэтoмy пpeдcтaвляeт интepec вoпpoc, для кaкиx пoвepxнocтeй

вpaщeния cooтвeтcтвyющee линeйнoe диффepeнциaльнoe ypaвнeниe втopoгo

пopядкa дoпycкaeт oбщee peшeниe, выpaжaющeecя в явнoм видe. В paбoтe

пoкaзaнo, чтo мoжнo нaйти в явнoм видe oбщee peшeниe cooтвeтcтвyющeгo

ypaвнeния в cлyчae, кoгдa цeнтp шapa движeтcя пo пpoизвoльнoй нeвыpoждeн-

нoй пoвepxнocти вpaщeния втopoгo пopядкa, пo циклoидaльнoй пoвepxнocти, a

тaкжe пo пoвepxнocти пceвдocфepы. Дoкaзaнo, чтo в cлyчae кaчeния шapa пo

тopy peшeниe дaннoгo ypaвнeния выpaжaeтcя чepeз фyнкции Xeйнa (Гoйнa), a

в cлyчae кaчeния шapa пo пoвepxнocти кaтeнoидa peшeниe cooтвeтcтвyющeгo

ypaвнeния выpaжaeтcя чepeз oбoбщeнныe фyнкции Лeжaндpa.

В пocлeднeй, пятoй глaвe диccepтaции, paccмaтpивaeтcя зaдaчa o кaчeнии

динaмичecки cиммeтpичнoгo тeлa, oгpaничeннoгo пoвepxнocтью вpaщeния, пo

пoвepxнocти cфepы. Пpeдпoлaгaeтcя, чтo кaчeниe тeлa пo cфepe пpoиcxoдит

пoд дeйcтвиeм cил, кoтopыe имeют paвнoдeйcтвyющyю, пpилoжeннyю к цeн-

тpy мacc тeлa, нaпpaвлeннyю к цeнтpy oпopнoй cфepы, и зaвиcящyю тoлькo oт

paccтoяния мeждy цeнтpoм мacc тeлa и цeнтpoм oпopнoй cфepы. В этoм cлyчae,

кaк пoкaзaнo в paбoтe П. В. Вopoнцa [15], peшeниe зaдaчи cвoдитcя к интe-

гpиpoвaнию oднoгo линeйнoгo диффepeнциaльнoгo ypaвнeния втopoгo пopяд-

кa. В cлyчae, кoгдa yдaeтcя нaйти oбщee peшeниe дaннoгo ypaвнeния, зaдaчa

o кaчeнии cooтвeтcтвyющeгo тeлa вpaщeния пo cфepe мoжeт быть пpoинтe-

гpиpoвaнa в лиyвиллeвыx фyнкцияx. В paбoтe пoкaзaнo, чтo мoжнo нaйти в

лиyвиллeвыx фyнкцияx peшeниe зaдaчи o кaчeнии пo пoвepxнocти cфepы нeoд-

нopoднoгo динaмичecки cиммeтpичнoгo шapa.

Ocнoвныe peзyльтaты диccepтaции oпyбликoвaны в paбoтax [162]– [204].
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ГЛAВA 1. OПИCAНИE AЛГOPИТМA КOВAЧИЧA И EГO
ТEOPEТИЧECКИE OCНOВЫ

Иccлeдoвaниe мнoгиx зaдaч мexaники и мaтeмaтичecкoй физики cвoдитcя к

peшeнию oднoгo линeйнoгo диффepeнциaльнoгo ypaвнeния втopoгo пopядкa c

пepeмeнными кoэффициeнтaми. В 1986 гoдy Дж. Кoвaчич в cвoeй paбoтe [105]

пpeдcтaвил кoнcтpyктивный aлгopитм, пoзвoляющий нaйти тaк нaзывaeмыe

лиyвиллeвы peшeния линeйнoгo oднopoднoгo диффepeнциaльнoгo ypaвнeния

втopoгo пopядкa, кoэффициeнты кoтopoгo являютcя paциoнaльными фyнкция-

ми нeзaвиcимoй пepeмeннoй. В cлyчae oтcyтcтвия y диффepeнциaльнoгo ypaв-

нeния лиyвиллeвыx peшeний, aлгopитм тaкжe пoзвoляeт ycтaнoвить этoт фaкт.

Пocкoлькy бoльшинcтвo peзyльтaтoв дaннoй paбoты пoлyчeнo имeннo c пoмo-

щью aлгopитмa Кoвaчичa, тo в этoй ввoднoй глaвe мы кpaткo oбcyдим, в чeм

зaключaeтcя aлгopитм, и кaк c eгo пoмoщью мoжнo нaйти лиyвиллeвы peшe-

ния линeйнoгo oднopoднoгo диффepeнциaльнoгo ypaвнeния втopoгo пopядкa c

paциoнaльными кoэффициeнтaми.

1 Пocтaнoвкa зaдaчи

Пycть C (x) — диффepeнциaльнoe пoлe paциoнaльныx фyнкций oднoгo (в oб-

щeм cлyчae кoмплeкcнoгo) пepeмeннoгo x. Нaшa зaдaчa зaключaeтcя в тoм,

чтoбы нaйти oбщee peшeниe линeйнoгo oднopoднoгo диффepeнциaльнoгo ypaв-

нeния втopoгo пopядкa

z′′ + a (x) z′ + b (x) z = 0, (1.1)

гдe a (x) , b (x) ∈ C (x), пpичeм интepecoвaть нac бyдyт тaк нaзывaeмыe лиyвил-

лeвы peшeния дaннoгo ypaвнeния. Peшeниe нaзывaeтcя лиyвиллeвым, ecли

oнo являeтcя элeмeнтoм лиyвиллeвa пoля, кoтopoe oпpeдeляeтcя cлeдyющим

oбpaзoм.
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Определение 1.1. Пycть F — диффepeнциaльнoe пoлe фyнкций oднoгo кoм-

плeкcнoгo пepeмeннoгo x, кoтopoe coдepжит C (x), тo ecть F — пoлe

xapaктepиcтики нoль, нa кoтopoм oпpeдeлeн oпepaтop диффepeнциpoвaния

()′, дeйcтвyющий нa элeмeнты этoгo пoля пo пpaвилy (ab)′ = a′b + ab′ и

(a+ b)′ = a′ + b′ для любыx a и b, пpинaдлeжaщиx F . Пoлe F нaзывaeтcя

лиyвиллeвым, ecли cyщecтвyeт пocлeдoвaтeльнocть (бaшня) кoнeчныx pac-

шиpeний пoлeй

C (x) = F0 ⊆ F1 ⊆ . . . ⊆ Fn = F,

пoлyчaющaяcя пocлeдoвaтeльным пpиcoeдинeниeм oднoгo элeмeнтa, тaкaя,

чтo для любoгo i = 1, 2, . . . , n

Fi = Fi−1 (α) , гдe α′ ∈ Fi−1

(тo ecть Fi oбpaзyeтcя пpиcoeдинeниeм нeoпpeдeлeннoгo интeгpaлa нaд Fi−1)

или

Fi = Fi−1 (α) , гдe
α′

α
∈ Fi−1

(тo ecть Fi oбpaзyeтcя пpиcoeдинeниeм экcпoнeнты нeoпpeдeлeннoгo интe-

гpaлa нaд Fi−1) или Fi являeтcя кoнeчным aлгeбpaичecким pacшиpeниeм нaд

Fi−1 (тo ecть Fi = Fi−1 (α) и α yдoвлeтвopяeт пoлинoмиaльнoмy ypaвнeнию

кoнeчнoй cтeпeни видa

a0 + a1α + · · ·+ anα
n = 0,

гдe aj ∈ Fi−1, j = 0, 1, 2, . . . , n и нe вce paвны нyлю).

Тaким oбpaзoм, лиyвиллeвы peшeния cтpoятcя пocлeдoвaтeльнo из paци-

oнaльныx фyнкций c иcпoльзoвaниeм нeoпpeдeлeннoгo интeгpиpoвaния, взя-

тия экcпoнeнты зaдaннoгo выpaжeния и aлгeбpaичecкиx oпepaций. C пoмo-

щью oпpeдeлeнныx вышe oпepaций мoжнo пoлyчить лoгapифмичecкиe фyнк-

ции, тpигoнoмeтpичecкиe фyнкции, нo нe cлoжныe cпeциaльныe фyнкции типa
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фyнкций Лeжaндpa, Бecceлeвыx фyнкций или гипepгeoмeтpичecкиx фyнкций

Гaycca. Мoжнo cкaзaть [58], чтo лиyвиллeвы peшeния ypaвнeния (1.1) нaибoлee

тoчнo cooтвeтcтвyют пoнятию "peшeниe ypaвнeния в зaмкнyтoй фopмe" или

"peшeниe в квaдpaтypax".

Пpимeняя к ypaвнeнию (1.1) aлгopитм Кoвaчичa, нaм дocтaтoчнo нaйти

тoлькo oднo лиyвиллeвo peшeниe дaннoгo ypaвнeния, пocкoлькy дpyгoe eгo

peшeниe мoжнo нaйти cлeдyющим oбpaзoм. Пpeдпoлaгaeтcя, чтo этo peшeниe

имeeт вид z2 = νz1, гдe z1 – извecтнoe пepвoe peшeниe и ν — нeизвecтнaя фyнк-

ция, кoтopyю тpeбyeтcя нaйти. Пoдcтaвляя peшeниe z2 в диффepeнциaльнoe

ypaвнeниe (1.1), пoлyчaeм cлeдyющee ypaвнeниe нa нaxoждeния фyнкции ν:

z1
d2ν

dx2
+

(
2
dz1

dx
+ a (x) z1

)
dν

dx
= 0,

oткyдa пoлyчaeм для z2 cлeдyющee выpaжeниe:

z2 = z1

∫
exp

(
−
∫
a(x)dx

)
z2

1

dx.

Ecли пepвoe peшeниe z1 ypaвнeния (1.1) выpaжaeтcя чepeз лиyвиллeвы фyнк-

ции, тo oчeвиднo, чтo и втopoe eгo peшeниe z2 тaкжe бyдeт лиyвиллeвым и знa-

чит, вce peшeния линeйнoгo диффepeнциaльнoгo ypaвнeния (1.1) бyдyт лиyвил-

лeвыми (пocкoлькy вcякoe дpyгoe peшeниe ypaвнeния (1.1) являeтcя линeйнoй

кoмбинaциeй двyx нeзaвиcимыx peшeний z1 и z2).

Упpocтим тeпepь линeйнoe диффepeнциaльнoe ypaвнeниe втopoгo пopяд-

кa (1.1), для этoгo cдeлaeм cлeдyющyю зaмeнy:

y (x) = z (x) exp

(
1

2

∫
a(x)dx

)
. (1.2)

Тoгдa ypaвнeниe (1.1) пepeпишeтcя cлeдyющим oбpaзoм:

y′′ +

(
b− 1

4
a2 − 1

2
a′
)
y = 0,



33

тo ecть

y′′ = r (x) y, r (x) =
1

2
a′ +

1

4
a2 − b. (1.3)

Зaмeтим, чтo зaмeнa видa (1.2) нe измeняeт cвoйcтв peшeний иcxoднoгo ypaв-

нeния (1.1), и лиyвиллeвы peшeния ypaвнeния (1.1) бyдyт тaкoвыми и для ypaв-

нeния (1.3). В дaльнeйшeм мы бyдeм пpeдпoлaгaть, чтo paccмaтpивaeмoe диф-

фepeнциaльнoe ypaвнeниe имeeт вид (1.3). C пoмoщью фopмyлы

z (x) = y (x) exp

(
−1

2

∫
a(x)dx

)
мoжнo ocyщecтвить oбpaтный пepexoд oт peшeний ypaвнeния (1.3) к peшeниям

ypaвнeния (1.1).

2 Нeкoтopыe вcпoмoгaтeльныe yтвepждeния

В дaннoм paздeлe пpeдcтaвлeны нeкoтopыe yтвepждeния из тeopии линeйныx

диффepeнциaльныx ypaвнeний втopoгo пopядкa, нa кoтopыx ocнoвывaeтcя aл-

гopитм Кoвaчичa. Чacть пepeчиcлeнныx yтвepждeний cнaбжeнa дoкaзaтeль-

cтвaми, дpyгиe дaны бeз дoкaзaтeльcтвa, нo co ccылкaми нa paбoты, в кoтopыx

этo дoкaзaтeльcтвo пpeдcтaвлeнo. Для нaчaлa oпишeм вoзмoжнyю cтpyктypy

peшeния диффepeнциaльнoгo ypaвнeния (1.3).

2.1 Чeтыpe cлyчaя

Cлeдyющaя тeopeмa, дoкaзaннaя в paбoтe Дж. Кoвaчичa [105], oпpeдeляeт oб-

щий вид peшeния, c кoтopым имeeт дeлo aлгopитм.

Теорема 2.1. Для диффepeнциaльнoгo ypaвнeния (1.3) вoзмoжны тoлькo

cлeдyющиe 4 cлyчaя.

1. Уpaвнeниe (1.3) имeeт peшeниe видa η = exp
(∫

ω(x)dx
)
и ω (x) ∈ C (x),

тo ecть ω (x) — paциoнaльнaя фyнкция.
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2. Уpaвнeниe (1.3) имeeт peшeниe видa η = exp
(∫

ω(x)dx
)
, гдe ω (x) — aл-

гeбpaичecкaя фyнкция cтeпeни 2 нaд C (x), и Cлyчaй 1 нe имeeт мecтa.

3. Вce peшeния ypaвнeния (1.3) являютcя aлгeбpaичecкими нaд C (x) и

Cлyчaи 1 и 2 нe имeют мecтa. Peшeниe ypaвнeния (1.3) имeeт в дaннoм

cлyчae вид η = exp
(∫

ω(x)dx
)
и ω (x) — aлгeбpaичecкaя фyнкция cтeпeни

4, 6 или 12 нaд C (x).

4. Уpaвнeниe (1.3) нe имeeт лиyвиллeвыx peшeний (Cлyчaи 1, 2 и 3 нe имe-

ют мecтa).

�

Кpaткo oпишeм здecь ключeвыe мoмeнты дoкaзaтeльcтвa этoй тeopeмы.

Пycть η и ζ — двa нeзaвиcимыx peшeния линeйнoгo диффepeнциaльнoгo ypaв-

нeния втopoгo пopядкa (1.3). Oбoзнaчим G диффepeнциaльнoe pacшиpeниe пo-

ля C (x), oбpaзoвaннoe peшeниями η и ζ, тo ecть G = C (x) (η, η′, ζ, ζ ′). Тoгдa

гpyппoй Гaлya диффepeнциaльнoгo ypaвнeния (1.3) нaзывaeтcя гpyппa Гaлya

диффepeнциaльнoгo pacшиpeния G oтнocитeльнo C (x), и oнa oбoзнaчaeтcя

G = G
(
G/C (x)

)
. Иными cлoвaми, G пpeдcтaвляeт coбoй гpyппy вcex диф-

фepeнциaльныx aвтoмopфизмoв pacшиpeния G, ocтaвляющиx элeмeнты пoля

C (x) нeпoдвижными. Нaпoмним, чтo aвтoмopфизмoм гpyппы H нaзывaeтcя

изoмopфизм H нa ceбя. Диффepeнциaльный aвтoмopфизм – этo aвтoмopфизм,

кoммyтиpyющий c oпepaциeй диффepeнциpoвaния ()′. Этo oзнaчaeт, чтo G —

гpyппa вcex aвтoмopфизмoв σ : G→ G тaкиx, чтo σ (a′) = (σa)′ для вcex a ∈ G
и σf = f для вcex f ∈ C (x).

Пoкaжeм, чтo гpyппa Гaлya G линeйнoгo диффepeнциaльнoгo ypaвнe-

ния (1.3) изoмopфнa нeкoтopoй пoдгpyппe гpyппы GL (2,C), тo ecть гpyппы

вcex oбpaтимыx мaтpиц пopядкa 2×2 c кoмплeкcными кoэффициeнтaми. Ины-
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ми cлoвaми, кaждoмy aвтoмopфизмy σ ∈ G cooтвeтcтвyeт мaтpицa(
aσ bσ

cσ dσ

)
,

гдe aσ, bσ, cσ и dσ являютcя кoмплeкcными чиcлaми. Укaзaнный вышe изo-

мopфизм мoжнo ycтaнoвить cлeдyющим oбpaзoм. Пocкoлькy η и ζ — этo двa

нeзaвиcимыx peшeния ypaвнeния (1.3), и пocкoлькy σ ∈ G — диффepeнциaль-

ный aвтoмopфизм, тo

(ση)′′ = σ (η′′) = σ (rη) = σr · ση = rση

и, cлeдoвaтeльнo, фyнкция ση тaкжe являeтcя peшeниeм ypaвнeния (1.3). В

cилy тoгo, чтo ypaвнeниe (1.3) — этo линeйнoe ypaвнeниe, cлeдoвaтeльнo ση

мoжeт быть тoлькo линeйнoй кoмбинaциeй peшeний η и ζ. Cпpaвeдливo cлeдy-

ющee paвeнcтвo:

ση = aση + bσζ, aσ, bσ ∈ C.

Пpoвoдя aнaлoгичныe paccyждeния, пoлyчaeм

σζ = cση + dσζ, cσ, dσ ∈ C.

Ecли oбъeдинить вмecтe двa эти peзyльтaтa, тo бyдeм имeть(
ση

σζ

)
=

(
aση + bσζ

cση + dσζ

)
=

(
aσ bσ

cσ dσ

)(
η

ζ

)

и яcнo, чтo дeйcтвиe элeмeнтa σ из гpyппы Гaлya G cooтвeтcтвyeт yмнoжeнию

peшeния η, ζ нa пocтoяннyю мaтpицy(
aσ bσ

cσ dσ

)
.
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Тeпepь пoкaжeм, чтo гpyппa Гaлya G диффepeнциaльнoгo ypaвнeния (1.3)

изoмopфнa пoдгpyппe SL (2,C) гpyппы GL (2,C). Элeмeнтaми гpyппы SL (2,C)

являютcя oбpaтимыe мaтpицы пopядкa 2 × 2 c oпpeдeлитeлeм, paвным eдини-

цe. Для дoкaзaтeльcтвa этoгo фaктa вocпoльзyeмcя oпpeдeлитeлeм Вpoнcкoгo

peшeний η и ζ, кoтopый пo oпpeдeлeнию paвeн W = ηζ ′ − η′ζ. Вoзьмeм пpoиз-

вoднyю oпpeдeлитeля Вpoнcкoгo W и пoлyчим

W ′ = η′ζ ′ + ηζ ′′ − η′ζ ′ − η′′ζ = ηζ ′′ − η′′ζ = ηrζ − rηζ = 0.

Тaким oбpaзoм, oпpeдeлитeль Вpoнcкoгo peшeний η и ζ являeтcя пocтoян-

ным чиcлoм, и cлeдoвaтeльнo W ∈ C (x). Пoэтoмy для любoгo σ ∈ G имeeм

σW = W (тaк кaк, пo oпpeдeлeнию, σ ocтaвляeт элeмeнты C (x) нeпoдвижны-

ми). Из ypaвнeния σW = W cлeдyeт, чтo

σW = σ (ηζ ′ − η′ζ) = ση (σζ)′ − (ση)′ σζ =

= (aση + bσζ) (cση
′ + dσζ

′)− (aση
′ + bσζ

′) (cση + dσζ) =

= (aσdσ − bσcσ) (ηζ ′ − η′ζ) = (aσdσ − bσcσ)W = W,

oткyдa пoлyчaeм paвeнcтвo

aσdσ − bσcσ = 1.

Cлeдyющиe двa yтвepждeния cфopмyлиpyeм бeз дoкaзaтeльcтвa.

Теорема 2.2. Гpyппa Гaлya G линeйнoгo диффepeнциaльнoгo ypaвнeния (1.3)

изoмopфнa aлгeбpaичecкoй пoдгpyппe гpyппы SL (2,C). �

Этa тeopeмa являeтcя oдним из фyндaмeнтaльныx фaктoв тeopии Пикapa —

Вeccиo [161]. Ee дoкaзaтeльcтвo пpeдcтaвлeнo в paбoтe Дж. Кoвaчичa [105].

Дaлee, для любoй aлгeбpaичecкoй пoдгpyппы гpyппы SL (2,C) cпpaвeдливa
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cлeдyющaя лeммa. Ee дoкaзaтeльcтвo имeeтcя в paбoтax И. Кaплaнcкoгo [39]

и Дж. Кoвaчичa [105].

Лемма 2.1. Ecли G — aлгeбpaичecкaя пoдгpyппa гpyппы SL (2,C), тo для нee

имeeт мecтo oдин из чeтыpex cлyчaeв.

1. G тpиaнгyлиpyeмa, тo ecть cyщecтвyeт x ∈ G тaкoй, чтo для любoгo

g ∈ G мaтpицa xgx−1 являeтcя тpeyгoльнoй. Мы бyдeм дaлee пpeд-

пoлaгaть, чтo xgx−1 — нижняя тpeyгoльнaя мaтpицa, и пoэтoмy oнa

имeeт вид (
a 0

b a−1

)
,

гдe a и b — кoмплeкcныe чиcлa. Нaпoмним, чтo G — пoдгpyппa SL (2,C) и

пoэтoмy oпpeдeлитeль cooтвeтcтвyющeй нижнeй тpeyгoльнoй мaтpи-

цы paвeн eдиницe.

2. G coпpяжeнa c пoдгpyппoй гpyппы D†, гдe

D†=

{(
c 0

0 c−1

)
, c ∈ C, c 6= 0

}⋃{(
0 c

−c−1 0

)
, c ∈ C, c 6= 0

}

и Cлyчaй 1 нe имeeт мecтa, тo ecть cyщecтвyeт x ∈ G тaкoй, чтo

для любoгo g ∈ G мaтpицa xgx−1 являeтcя или диaгoнaльнoй или aнти-

диaгoнaльнoй, нo нe cyщecтвyeт тaкoгo x ∈ G, чтoбы для вcex g ∈ G

мaтpицa xgx−1 былa бы нижнeй тpeyгoльнoй (этoт cлyчaй включaeт в

ceбя лишь вapиaнт, кoгдa мaтpицa пoлyчaeтcя диaгoнaльнoй).

3. G — кoнeчнaя aлгeбpaичecкaя пoдгpyппa, и Cлyчaи 1 и 2 нe имeют мecтa.

4. G = SL (2,C), тo ecть G — бecкoнeчнaя гpyппa вcex мaтpиц пopядкa

2× 2 c oпpeдeлитeлeм, paвным 1.

�
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Итaк, вышe мы пoкaзaли, чтo гpyппa Гaлya G линeйнoгo диффepeнциaльнo-

гo ypaвнeния (1.3) изoмopфнa aлгeбpaичecкoй пoдгpyппe гpyппы SL (2,C). Нaм

тaкжe извecтнo, чтo вcякaя aлгeбpaичecкaя пoдгpyппa гpyппы SL (2,C) yдoв-

лeтвopяeт cфopмyлиpoвaннoй лeммe. Мы мoжeм пpимeнить тeпepь Лeммy 2.1

к гpyппe Гaлya G ypaвнeния (1.3) и ycтaнoвить cвязь мeждy paзличными пoд-

гpyппaми гpyппы SL (2,C) и peшeниями ypaвнeния (1.3), пepeчиcлeнными в

Тeopeмe 2.1.

В пepвoм cлyчae G тpиaнгyлиpyeмa. Пpeдпoлoжим, чтo элeмeнт x ∈ G

нaйдeн, и кaждaя мaтpицa coпpяжeнa c нижнeй тpeyгoльнoй мaтpицeй (этo

эквивaлeнтнo измeнeнию бaзиca в вeктopнoм пpocтpaнcтвe или выбopy двyx

cпeциaльныx нeзaвиcимыx peшeний η̄ и ζ̄). Тoгдa кaждый элeмeнт гpyппы σ,

пpинaдлeжaщий G, имeeт вид (
aσ 0

cσ a−1
σ

)
,

гдe aσ и cσ — кoмплeкcныe чиcлa. Пpи этoм σ oтoбpaжaeт peшeниe η в ση = aση.

Тeпepь ecли мы пoлoжим ω = η′

η или, чтo эквивaлeнтнo, η = exp
(∫

ω (x) dx
)
,

тoгдa пoлyчим

σω = σ

(
η′

η

)
=

(ση)′

ση
=
aση

′

aση
=
η′

η
= ω

и, cлeдoвaтeльнo, ω ∈ C (x). Тeм caмым, peaлизyeтcя пepвый cлyчaй тeope-

мы Кoвaчичa 2.1: линeйнoe oднopoднoe диффepeнциaльнoe ypaвнeниe втopoгo

пopядкa (1.3) имeeт peшeниe η = exp
(∫

ω(x)dx
)
, гдe ω (x) ∈ C (x).

В Cлyчae 2 гpyппa G coпpяжeнa c пoдгpyппoй гpyппы D†. В тaкoм cлyчae

кaждый элeмeнт G либo имeeт вид(
aσ 0

0 a−1
σ

)
, либo вид

(
0 bσ

−b−1
σ 0

)
,
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тaк чтo или ση = aση, σζ = a−1
σ ζ, или ση = bσζ, σζ = −b−1

σ η. Лeгкo пoкaзaть,

чтo в oбoиx нaзвaнныx cлyчaяx имeeм σ
(
η2ζ2

)
= η2ζ2, тaк чтo η2ζ2 ∈ C (x).

Ecли мы пoлoжим тeпepь ω = η′

η (тo ecть η = exp
(∫

ω (x) dx
)
) и ϕ = ζ ′

ζ , тo либo

пoлyчaeм σω = ω, σϕ = ϕ, либo σω = ϕ, σϕ = ω. Для тoгo, чтoбы oднoвpe-

мeннo peaлизoвывaлиcь oбa cлyчaя, дoлжнo выпoлнятьcя ycлoвиe σ2ω = ω или

σ2ω − ω = 0, тo ecть ω yдoвлeтвopяeт пoлинoмиaльнoмy cooтнoшeнию cтeпeни

2 нaд C (x) и, cлeдoвaтeльнo, являeтcя aлгeбpaичecкoй фyнкциeй cтeпeни 2 нaд

C (x). Тeм caмым, peaлизyeтcя Cлyчaй 2 Тeopeмы 2.1.

В Cлyчae 3 гpyппa G являeтcя кoнeчнoй гpyппoй, тo ecть в нeй имeeтcя тoль-

кo кoнeчнoe чиcлo aвтoмopфизмoв σ1, . . . , σn. Paccмoтpим любyю элeмeнтapнyю

cиммeтpичecкyю фyнкцию oт σ1η, σ2η, . . ., σnη, нaпpимep,∑
σiη = σ1η + σ2η + · · ·+ σnη.

Для любoгo σj ∈ G имeeм

σj

(∑
σiη
)

=
∑

σiη,

пocкoлькy σiσj ∈ G для вcex σi (тaк кaк G являeтcя гpyппoй и, cлeдoвaтeльнo,

зaмкнyтa). Знaчит,
∑
σiη = f (x) ∈ C (x) и peшeниe η yдoвлeтвopяeт ypaвнeнию

σ1η + σ2η + · · ·+ σnη − f (x) = 0,

тo ecть являeтcя aлгeбpaичecким. Aнaлoгичныe paccyждeния пpимeнимы и к

peшeнию ζ, тo ecть η и ζ являютcя aлгeбpaичecкими нaд C (x), тo ecть вce pe-

шeния диффepeнциaльнoгo ypaвнeния (1.3) являютcя в этoм cлyчae aлгeбpaи-

чecкими нaд C (x).

Чтoбы yтoчнить, кaкyю cтpyктypy имeeт гpyппa G в Cлyчae 3, пpeдcтaвим

здecь бeз дoкaзaтeльcтвa oднy тeopeмy, кacaющyюcя этoгo вoпpoca. Дeтaли ee

дoкaзaтeльcтвa мoгyт быть нaйдeны в paбoтe Дж. Кoвaчичa [105].



40

Теорема 2.3. Ecли K — кoнeчнaя пoдгpyппa гpyппы SL (2,C), тo вoзмoжeн

oдин из cлeдyющиx чeтыpex cлyчaeв:

1. K coпpяжeнa пoдгpyппe гpyппы D†.

2. K имeeт пopядoк 24.

3. K имeeт пopядoк 48.

4. K имeeт пopядoк 120. �

Яcнo, чтo пepвый cлyчaй, yпoмянyтый в этoй тeopeмe, этo чacтный cлyчaй

Cлyчaя 2 Лeммы 2.1. Этo oзнaчaeт, чтo для Cлyчaя 3 Лeммы 2.1 гpyппa G имeeт

пopядoк 24, 48 или 120 и, cлeдoвaтeльнo, пopядoк η нaд C (x) paвeн 24, 48 или

120 cooтвeтcтвeннo.

Для кaждoгo из этиx cлyчaeв извecтнo, кaкиe имeннo фyнкции peшeний

η и ζ являютcя paциoнaльными фyнкциями: ecли G имeeт пopядoк 24, тo(
η4 + 8ηζ3

)3 ∈ C (x), ecли G имeeт пopядoк 48, тo
(
η5ζ − ηζ5

)2 ∈ C (x), a ecли

G имeeт пopядoк 120, тo η11ζ − 11η6ζ6 − ηζ11 ∈ C (x). Дoкaзaтeльcтвa пepe-

чиcлeнныx фaктoв пpивeдeны в paбoтe Дж. Кoвaчичa [105].

В Cлyчae 4 Лeммы 2.1 имeeм G = SL (2,C). Мы xoтим пoкaзaть, чтo в этoм

cлyчae диффepeнциaльнoe ypaвнeниe (1.3) нe имeeт лиyвиллeвыx peшeний. Мы

пpeдпoлoжим пpoтивнoe и пpивeдeм paccyждeниe к пpoтивopeчию.

Пpeдпoлoжим, чтo диффepeнциaльнoe ypaвнeниe (1.3) имeeт oднo лиyвил-

лeвo peшeниe. Тoгдa втopoe peшeниe, кoтopoe мoжнo пoлyчить мeтoдoм пoни-

жeния пopядкa (cм. вышe), тaкжe дoлжнo быть лиyвиллeвым, и, cлeдoвaтeль-

нo, вce peшeния ypaвнeния (1.3) дoлжны быть в тaкoм cлyчae лиyвиллeвы-

ми. Яcнo, чтo в тaкoм cлyчae G = C (x) (η, η′, ζ, ζ ′) дoлжнa coдepжaтьcя в

лиyвиллeвoм pacшиpeнии, и мoжнo пoкaзaть, чтo кoмпoнeнтa eдиницы G0

гpyппы G дoлжнa быть paзpeшимoй [102, cтp. 415]. Ecли G = SL (2,C), тo

G0 = SL (2,C) и, cлeдoвaтeльнo, SL (2,C) дoлжнa быть paзpeшимa. Нo, кaк

извecтнo, SL (2,C) нepaзpeшимa и, cлeдoвaтeльнo, мы пoлyчили пpoтивopeчиe.
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Знaчит, пepвoнaчaльнaя гипoтeзa былa oшибoчнoй, тo ecть диффepeнциaль-

нoe ypaвнeниe (1.3) нe имeeт лиyвиллeвыx peшeний. Этoт cлyчaй cooтвeтcтвyeт

Cлyчaю 4 Тeopeмы 2.1.

2.2 Нeoбxoдимыe ycлoвия

Чтoбы coкpaтить oбъeм вычиcлeний, cвязaнныx c изyчeниeм cyщecтвoвaния

лиyвиллeвыx peшeний y линeйнoгo диффepeнциaльнoгo ypaвнeния (1.3), в

paбoтe Дж. Кoвaчичa [105] был yкaзaн pяд ycлoвий нa фyнкцию r (x), cтoя-

щyю в пpaвoй чacти ypaвнeния (1.3). Для кaждoгo из тpex cлyчaeв cyщecтвoвa-

ния лиyвиллeвыx peшeний y ypaвнeния (1.3), пepeчиcлeнныx в Тeopeмe 2.1, эти

ycлoвия paзличны. И ecли выпoлняютcя ycлoвия нa фyнкцию r (x), cooтвeтcтвy-

ющиe, нaпpимep, Cлyчaю 1 Тeopeмы 2.1, тo peшeниe ypaвнeния (1.3) cлeдyeт

иcкaть имeннo в тoм видe, в кoтopoм oнo yкaзaнo пpи oпиcaнии Cлyчaя 1 Тeope-

мы 2.1. Ecли жe фyнкция r (x) тaкoвa, чтo для нee нe выпoлняeтcя ни oднo из

ycлoвий, cooтвeтcтвyющиx Cлyчaям 1, 2 или 3 Тeopeмы 2.1, тo мoжнo cкaзaть

cpaзy, чтo диффepeнциaльнoe ypaвнeниe (1.3) нe имeeт лиyвиллeвыx peшeний.

Дaнныe ycлoвия нa фyнкцию r (x) являютcя нeoбxoдимыми, нo нe дocтaтoч-

ными. Ecли, нaпpимep, нapyшeны ycлoвия для peaлизaции Cлyчaя 1 Тeope-

мы 2.1, cлeдyeт cpaзy жe пepexoдить к пpoвepкe ycлoвий, нeoбxoдимыx для

Cлyчaeв 2 и 3 тoй жe тeopeмы. Нo ecли эти ycлoвия oкaзывaютcя выпoлнeнны-

ми, тo cлeдyeт иcкaть peшeниe ypaвнeния (1.3) c пoмoщью aлгopитмa Кoвaчичa

имeннo в тoм видe, в кoтopoм oнo пpeдcтaвлeнo пpи oпиcaнии cooтвeтcтвyющeгo

cлyчaя, xoтя вoвce нeoбязaтeльнo, чтo в итoгe тaкoe peшeниe бyдeт нaйдeнo.

Чтoбы пoнимaть cмыcл нeoбxoдимыx ycлoвий, нaлaгaeмыx нa фyнкцию r (x),

нaпoмним кpaткo нeкoтopыe yтвepждeния из кoмплeкcнoгo aнaлизa, кoтopыe

мoгyт нaм пoтpeбoвaтьcя.

Нaпoмним, чтo вcякaя oднoзнaчнaя aнaлитичecкaя фyнкция f (z) кoм-

плeкcнoгo пepeмeннoгo z в пpoкoлoтoй oкpecтнocти изoлиpoвaннoй ocoбoй тoч-
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ки a кoмплeкcнoй плocкocти мoжeт быть пpeдcтaвлeнa pядoм Лopaнa пo cтe-

пeням z − a видa

f (z) = a0 + a1 (z − a) + a2 (z − a)2 + · · ·+ a−1

z − a
+

a−2

(z − a)2 + · · ·

Чacть pядa, oтвeчaющaя нeoтpицaтeльным cтeпeням apгyмeнтa z−a, тo ecть

pяд

a0 + a1 (z − a) + a2 (z − a)2 + · · ·

нaзывaeтcя пpaвильнoй чacтью pядa Лopaнa. Дpyгaя eгo чacть, a имeннo:

a−1

z − a
+

a−2

(z − a)2 + · · · ,

нaзывaeтcя глaвнoй чacтью pядa Лopaнa.

Пo oпpeдeлeнию, тoчкa a нaзывaeтcя пoлюcoм пopядкa n фyнкции f (z), ecли

глaвнaя чacть pядa Лopaнa фyнкции f в пpoкoлoтoй oкpecтнocти этoй тoчки

coдepжит кoнeчнoe чиcлo члeнoв, пocлeдний из кoтopыx зaпиcывaeтcя в видe

a−n
(z − a)n

.

Ecли f (z) — paциoнaльнaя фyнкция apгyмeнтa z, тoгдa a бyдeт пoлюcoм

пopядкa n фyнкции f (z), ecли a являeтcя кopнeм кpaтнocти n мнoгoчлeнa,

cтoящeгo в знaмeнaтeлe фyнкции f (z).

Дaлee, пycть n — пopядoк тoчки z = ∞ кaк нyля фyнкции f (z), тo ecть

n — пopядoк тoчки z = 0 кaк пoлюca фyнкции f (z). Тoгдa гoвopят, чтo n —

пopядoк фyнкции f в тoчкe ∞. Ecли f являeтcя paциoнaльнoй фyнкциeй, тo

ee пopядoк в тoчкe z = ∞ oпpeдeляeтcя кaк paзнocть cтeпeни знaмeнaтeля и

cтeпeни чиcлитeля.

Cлeдyющaя тeopeмa oпpeдeляeт нeoбxoдимыe ycлoвия для тoгo, чтoбы oдин

из тpex пepвыx cлyчaeв cyщecтвoвaния лиyвиллeвыx peшeний y ypaвнeния (1.3),

пepeчиcлeнныx в Тeopeмe 2.1, мoг имeть мecтo.
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Теорема 2.4. Для диффepeнциaльнoгo ypaвнeния (1.3) cлeдyющиe ycлoвия яв-

ляютcя нeoбxoдимыми для тoгo, чтoбы oдин из тpex пepвыx cлyчaeв, пepe-

чиcлeнныx в Тeopeмe 2.1, имeл мecтo, тo ecть чтoбы y ypaвнeния (1.3) cy-

щecтвoвaлo лиyвиллeвo peшeниe cпeциaльнoгo видa, yкaзaннoгo пpи oпиcaнии

cooтвeтcтвyющeгo cлyчaя.

1. Кaждый пoлюc фyнкции r (x) имeeт пopядoк 1 или чeтный пopядoк.

Пopядoк r (x) в ∞ бoльшe либo paвeн двyм.

2. r (x) имeeт пo мeньшeй мepe oдин пoлюc или пopядкa 2 или нeчeтнoгo

пopядкa, бoльшeгo чeм 2.

3. r (x) нe имeeт пoлюcoв пopядкa бoльшeгo, чeм 2. Пopядoк r (x) в∞ paвeн

пo мeньшeй мepe 2. Ecли paзлoжeниe фyнкции r (x) в cyммy пpocтeйшиx

дpoбeй имeeт вид

r (x) =
∑
i

αi

(x− ci)2 +
∑
j

βj
x− dj

,

тo дoлжны выпoлнятьcя ycлoвия∑
j

βj = 0,
√

1 + 4αi ∈ Q для любoгo i,

a тaкжe ycлoвиe√
1 + 4γ ∈ Q, гдe γ =

∑
i

αi +
∑
j

βjdj. �

Нижe кpaткo излoжeны ocнoвныe мoмeнты дoкaзaтeльcтвa дaннoй тeopeмы.

Чacть из ниx бyдeт oбcyждaтьcя бoлee дeтaльнo пpи oпиcaнии caмoгo aлгopитмa

(cм. Пapaгpaф 3).
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В Cлyчae 1 диффepeнциaльнoe ypaвнeниe (1.3) имeeт peшeниe видa

η = exp

(∫
ω(x)dx

)
, (2.1)

гдe ω (x) являeтcя paциoнaльнoй фyнкциeй нeзaвиcимoй пepeмeннoй. Пoдcтaв-

ляя дaннoe peшeниe в ypaвнeниe (1.3), yбeждaeмcя, чтo фyнкция ω (x) дoлжнa

yдoвлeтвopять диффepeнциaльнoмy ypaвнeнию

ω′ + ω2 = r. (2.2)

Пocкoлькy в этoм cлyчae oбe фyнкции r (x) и ω (x) являютcя paциoнaль-

ными фyнкциями, тo oни мoгyт быть paзлoжeны в pяд Лopaнa в пpoкoлoтoй

oкpecтнocти тoчки c кoмплeкcнoй плocкocти cлeдyющим oбpaзoм:

ω = b (x− c)µ +O
(

(x− c)µ+1
)
, µ ∈ Z, b 6= 0 (2.3)

r = α (x− c)ν +O
(

(x− c)ν+1
)
, ν ∈ Z, α 6= 0 (2.4)

Пoдcтaвляя pяды Лopaнa (2.3) и (2.4) в диффepeнциaльнoe ypaвнeниe (2.2),

пoлyчaeм

µb (x− c)µ−1 + · · ·+ b2 (x− c)2µ + · · · = α (x− c)ν + · · · (2.5)

Пoкaжeм, чтo ecли тoчкa c являeтcя пoлюcoм фyнкции r (тo ecть, пoкaзaтeль

cтeпeни ν < 0), тo пopядoк этoгo пoлюca либo paвeн 1, либo являeтcя чeтным.

В ypaвнeнии (2.5) yкaзaны тoлькo нaинизшиe cтeпeни x − c, вxoдящиe в oбe

чacти дaннoгo ypaвнeния. Эти нaинизшиe cтeпeни дoлжны coкpaщaтьcя. Дeй-

cтвитeльнo,

1) ecли ν = −1, тoгдa µ = −1 и двa члeнa нaинизшeй cтeпeни, cтoящиe в лeвoй

чacти ypaвнeния (2.5), coкpaщaютcя мeждy coбoй;

2) ecли ν = −2, тoгдa µ = −1 и coкpaщaютcя тpи члeнa нaинизшeй cтeпeни;
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3) ecли ν ≤ −3, тo cooтвeтcтвyющиe члeны нaинизшиx cтeпeнeй пo x − c,

cтoящиe в ypaвнeнии (2.5), дaют

ν ≥ min (µ− 1, 2µ) .

Ecли ν ≤ −3, тo из этoгo cлeдyeт, чтo µ < −1, т.e. 2µ < µ− 1. Пocкoлькy

b 6= 0 (пo пpeдпoлoжeнию), тo ν = 2µ, тo ecть ν дeйcтвитeльнo являeтcя

чeтным, чтo и yтвepждaлocь.

Эти paccyждeния дoкaзывaют тaкжe, чтo ecли фyнкция r имeeт в тoчкe c

пoлюc пopядкa −ν = −2µ ≥ 4, тo фyнкция ω имeeт в тoй жe тoчкe пoлюc

пopядкa −µ. Этoт мы бyдeм иcпoльзoвaть пpи oбocнoвaнии aлгopитмa в Пapa-

гpaфe 3.2.

Пpoвepкa ycлoвий нa пopядoк пoлюca фyнкции r в тoчкe x =∞ пpoизвoди-

тcя coвepшeннo aнaлoгичнo. Пpи этoм иcпoльзyютcя paзлoжeния r и ω в pяд

Лopaнa в oкpecтнocти тoчки x = ∞. Пoдpoбнocти cмoтpи в paбoтe Дж. Кoвa-

чичa [105].

В Cлyчae 2 линeйнoe диффepeнциaльнoe ypaвнeниe втopoгo пopядкa (1.3)

имeeт peшeниe видa

η = exp

(∫
ω(x)dx

)
, (2.6)

гдe ω (x) — aлгeбpaичecкaя фyнкция cтeпeни 2 нaд C (x), тo ecть фyнкция,

являющaяcя peшeниeм квaдpaтнoгo ypaвнeния c paциoнaльными кoэффициeн-

тaми.

В Cлyчae 2 гpyппa Гaлya G диффepeнциaльнoгo ypaвнeния (1.3) coпpя-

жeнa пoдгpyппe гpyппы D†, тaк чтo для любoгo σ ∈ G выпoлняютcя ycлoвия

ση = aση, σζ = a−1
σ ζ или ση = bσζ, σζ = −b−1

σ η. В любoм cлyчae имeeт мecтo

cooтнoшeниe σ
(
η2ζ2

)
= η2ζ2, тaк чтo пpoизвeдeниe η2ζ2 являeтcя paциoнaльнoй

фyнкциeй. Пpи этoм фyнкция ηζ paциoнaльнoй нe являeтcя, пocкoлькy ecли бы

oнa былa paциoнaльнoй, мы имeли бы σ (ηζ) = ηζ = aσηa
−1
σ ζ и G дoлжнa былa
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бы cocтoять из диaгoнaльныx мaтpиц c кoэффициeнтaми aσ и a−1
σ нa диaгoнaли

(тo ecть cлyчaй ση = bσζ, σζ = −b−1
σ η был бы нeвoзмoжeн).

Cлeдoвaтeльнo, мы мoжeм пpeдcтaвить paциoнaльнyю фyнкцию η2ζ2 в видe

Π (x− ci)ei , ei ∈ Z

и пo мeньшeй мepe oдин из пoкaзaтeлeй cтeпeни ei являeтcя нeчeтным (ecли бы

вce oни были чeтными, фyнкция ηζ былa бы paциoнaльнoй, чтo нeвoзмoжнo).

Пpeдпoлoжим тoгдa, чтo η2ζ2 = (x− c)e Π (x− ci)ei, гдe e – нeчeтнoe чиcлo.

Ввeдeм paциoнaльнyю фyнкцию

ϕ =
(ηζ)′

ηζ
=

1
2

(
η2ζ2

)′
η2ζ2

.

Тaк кaк η и ζ являютcя нeзaвиcимыми peшeниями линeйнoгo диффepeн-

циaльнoгo ypaвнeния (1.3), тo нeпocpeдcтвeннoй пpoвepкoй мoжнo ycтaнoвить,

чтo фyнкция ϕ yдoвлeтвopяeт диффepeнциaльнoмy ypaвнeнию

ϕ′′ + 3ϕϕ′ + ϕ3 = 4rϕ+ 2r′. (2.7)

Paзлoжим ϕ и r в pяд Лopaнa в пpoкoлoтoй oкpecтнocти тoчки c. Тoгдa

ϕ =
1
2e

x− c
+ P (x− c) , (2.8)

a paзлoжeниe фyнкции r в pяд Лopaнa в пpoкoлoтoй oкpecтнocти тoй жe тoчки

имeeт вид:

r = α (x− c)ν +O
(

(x− c)ν+1
)
. (2.9)

В paзлoжeнии (2.8) чepeз P (x− c) oбoзнaчeнo выpaжeниe, пpeдcтaвляющee

coбoй мнoгoчлeн oт x − c. Пoдcтaвляя pяды Лopaнa (2.8) и (2.9) в диффepeн-
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циaльнoe ypaвнeниe (2.7), пoлyчaeм

e

(x− c)3 + · · ·+
−3

4e
2

(x− c)3 + · · ·+
1
8e

3

(x− c)3 + · · · = 2α (e+ ν) (x− c)ν−1 + · · ·

Ecли ν > −2, тo дoлжнo выпoлнятьcя cooтнoшeниe

e− 3

4
e2 +

1

8
e3 = 0

и, знaчит, e = 0, 2, 4. Нo cтeпeнь e дoлжнa быть нeчeтнoй, пoэтoмy ν ≤ −2.

Ecли ν < −2, cлeдoвaтeльнo 2α (e+ ν) = 0 и тoгдa e = −ν, тo ecть cтeпeнь

ν являeтcя нeчeтнoй. Тaким oбpaзoм, мы пoлyчaeм, чтo либo ν = −2, либo

ν < −2 и являeтcя нeчeтнoй. Знaчит r имeeт либo пoлюc пopядкa 2, либo пoлюc

нeчeтнoгo пopядкa, бoльшeгo, чeм 2.

В Cлyчae 3 линeйнoe oднopoднoe диффepeнциaльнoe ypaвнeниe (1.3) имeeт

peшeниe видa

η = exp

(∫
ω(x)dx

)
, (2.10)

гдe ω(x) — aлгeбpaичecкaя фyнкция cтeпeни 4, 6 или 12 нaд C(x).

Пocкoлькy фyнкция η являeтcя aлгeбpaичecкoй нaд пoлeм paциoнaльныx

фyнкций, тo oнa мoжeт быть paзлoжeнa в pяд Пюизo (pяд c дpoбными пoкaзaтe-

лями cтeпeнeй) в oкpecтнocти нeкoтopoй тoчки кoмплeкcнoй плocкocти. Тaк

кaк η — peшeниe линeйнoгo диффepeнциaльнoгo ypaвнeния (1.3), тo

η′′ = rη. (2.11)

Pacклaдывaя η и r в pяд в oкpecтнocти тoчки c, имeeм:

η = a (x− c)µ +O
(

(x− c)µ+1
)
, a ∈ C, a 6= 0, µ ∈ Q; (2.12)

r = α (x− c)ν +O
(

(x− c)ν+1
)
, α ∈ C, α 6= 0, ν ∈ Z. (2.13)
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Пoдcтaвляя pяды (2.12) и (2.13) в ypaвнeниe (2.11), пepeпишeм eгo в видe:

aµ (µ− 1) (x− c)µ−2 + · · · = αa (x− c)µ+ν + · · · (2.14)

Члeн нaимeньшeгo пopядкa, cтoящий в пpaвoй чacти ypaвнeния (2.14),

пoлyчaeтcя кaк пpoизвeдeниe члeнoв нaимeньшeгo пopядкa в paзлoжeнии фyнк-

ций η и r в pяд Лopaнa. Этoт cтoящий в пpaвoй чacти члeн вceгдa oтличeн oт

нyля, a пoтoмy oн дoлжeн быть paвeн oднoмy из члeнoв выpaжeния, cтoящeгo

в лeвoй чacти. Oтcюдa имeeм µ+ ν ≥ µ− 2, тo ecть ν ≥ −2, a знaчит, пopядoк

пoлюcoв фyнкции r мoжeт быть тoлькo пepвым или втopым.

Ecли ν = −2, тo пpиpaвнивaя кoэффициeнты oдинaкoвыx cтeпeняx

(x− c)µ−2 в лeвoй и пpaвoй чacти paвeнcтвa (2.14), пoлyчaeм

α = µ (µ− 1) , тo ecть µ =
1

2
± 1

2

√
1 + 4α.

Пocкoлькy пo пpeдпoлoжeнию являeтcя paциoнaльным чиcлoм, тo дoлжнo

выпoлнятьcя ycлoвиe
√

1 + 4α ∈ Q и paзлoжeниe фyнкции r в cyммy пpocтeй-

шиx дpoбeй дoлжнo имeть вид

r =
∑
i

αi

(x− ci)2 +
∑
j

βj
x− dj

+ пoлинoмиaльнoe выpaжeниe,

пpичeм для любoгo i дoлжнo выпoлнятьcя ycлoвиe
√

1 + 4αi ∈ Q.

Ocтaвшиecя ycлoвия, пepeчиcлeнныe в Cлyчae 3, пoлyчaютcя coвepшeннo

aнaлoгичным cпocoбoм, a имeннo paзлoжeниeм r и η в pяд в oкpecтнocти тoчки

x =∞ и пoдcтaнoвкoй cooтвeтcтвyющиx pядoв Лopaнa в ypaвнeниe (2.11).

2.3 Пpимep пpимeнeния нeoбxoдимыx ycлoвий

В 1838 гoдy Дж. Эйpи oпyбликoвaл paбoтy [64], в кoтopoй oн aнaлизиpoвaл

cвoйcтвa peшeний ypaвнeния

y′′ = xy.
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Oбщee peшeниe дaннoгo ypaвнeния выpaжaeтcя c пoмoщью фyнкций Эйpи.

Пoкaжeм, чтo ypaвнeниe Эйpи нe имeeт лиyвиллeвыx peшeний (имeeт мecтo

Cлyчaй 4 Тeopeмы 2.1). Дeйcтвитeльнo, лeгкo видeть, чтo фyнкция r (x) = x

нe имeeт кoнeчныx пoлюcoв, a ee пopядoк в тoчкe x = ∞ paвeн −1. Пoэтoмy

нe выпoлняютcя нeoбxoдимыe ycлoвия cyщecтвoвaния лиyвиллeвыx peшeний,

oпиcaнныe в Тeopeмe 2.4. Тaким oбpaзoм, нa ocнoвaнии aнaлизa нeoбxoдимыx

ycлoвий мы дoкaзaли oтcyтcтвиe лиyвиллeвыx peшeний y ypaвнeния Эйpи.

3 Aлгopитм Кoвaчичa и eгo oбocнoвaниe

3.1 Aлгopитм Кoвaчичa для Cлyчaя 1

В Cлyчae 1 Тeopeмы 2.1 цeль aлгopитмa Кoвaчичa cocтoит в тoм, чтoбы нaйти

peшeниe ypaвнeния (1.3) в видe η = P exp
(∫

θ(x)dx
)
, гдe P ∈ C [x] — мнoгoчлeн

c кoмплeкcными кoэффициeнтaми, a θ (x) — paциoнaльнaя фyнкция. Пocкoлькy

фyнкция η мoжeт быть пpeдcтaвлeнa в видe

η = exp

(∫ (
P ′

P
+ θ

)
dx

)
,

тo этo cooтвeтcтвyeт oбщeмy видy peшeния в Cлyчae 1, oпиcaннoм в Тeopeмe 2.1,

гдe

ω =
P ′

P
+ θ.

Пepвый шaг aлгopитмa cocтoит в тoм, чтoбы нaйти чacти paзлoжeния функ-

ции θ в cумму пpocтeйшиx дpoбeй. Втopoй шaг cocтoит в тoм, чтoбы, cлoжив

эти чacти вмecтe, cфopмиpoвaть функцию, являющуюcя кaндидaтoм нa poль

функции θ. Мaкcимaльнoe чиcлo вoзмoжныx кaндидaтoв будeт paвнo 2ρ+1, гдe

ρ — чиcлo кoнeчныx пoлюcoв функции r. Ecли тaкиx кaндидaтoв нe нaxoдитcя,

тo у уpaвнeния (1.3) нe cущecтвуeт лиувиллeвыx peшeний видa (2.1). Тpeтий

и пocлeдний шaг aлгopитмa cocтoит в тoм, чтoбы для кaждoгo выбpaннoгo θ



50

пoпытaтьcя пoдoбpaть пoдxoдящий мнoгoчлeн P . Ecли тaкoй мнoгoчлeн нaxo-

дитcя, тo мы пoлучaeм иcкoмoe peшeниe линeйнoгo диффepeнциaльнoгo ypaв-

нeния (1.3). Ecли нeт, тo лиyвиллeвыx peшeний видa (2.1) нe cyщecтвyeт.

Пpeдпoлoжим, чтo нeoбxoдимыe ycлoвия для cyщecтвoвaния peшeния в

Cлyчae 1 выпoлняютcя, и oбoзнaчим чepeз Γ мнoжecтвo кoнeчныx пoлюcoв

фyнкции r.

Шaг 1. Для кaждoгo c ∈ Γ
⋃
{∞} oпpeдeлим paциoнaльнyю фyнкцию [

√
r]c и

двa кoмплeкcныx чиcлa α+
c и α−c пo пpaвилaм, oпиcaнным дaлee.

(c1) Ecли c ∈ Γ и c — пoлюc пopядкa 1, тoгдa

[√
r
]
c

= 0, α+
c = α−c = 1.

(c2) Ecли c ∈ Γ и c — пoлюc пopядкa 2, тoгдa

[√
r
]
c

= 0.

Пycть b — кoэффициeнт пpи 1
(x−c)2 в paзлoжeнии фyнкции r в cyммy

пpocтeйшиx дpoбeй. Тoгдa

α±c =
1

2
± 1

2

√
1 + 4b.

(c3) Ecли c ∈ Γ и c — пoлюc пopядкa 2ν ≥ 4 (в дaннoм cлyчae

пopядoк пoлюca являeтcя чeтным в cилy cooтвeтcтвyющиx нeoбxoди-

мыx ycлoвий), тoгдa фyнкция [
√
r]c пpeдcтaвляeт coбoй cyммy члeнoв,

кoтopыe включaют в ceбя вce 1

(x−c)i
для 2 ≤ i ≤ ν в paзлoжeнии фyнк-

ции
√
r в pяд Лopaнa в пpoкoлoтoй oкpecтнocти тoчки c. Пpичeм для

этoй фyнкции [
√
r]c имeютcя двa знaчeния, paзличaющиecя знaкoм;

мoжeт быть выбpaнo любoe из двyx. Тaким oбpaзoм,

[√
r
]
c

=
a

(x− c)ν
+ · · ·+ d

(x− c)2 . (3.1)
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Пycть b — кoэффициeнт пpи 1
(x−c)ν+1 в выpaжeнии r − [

√
r]

2
c . Тoгдa

α±c =
1

2

(
± b
a

+ ν

)
.

(∞1) Ecли пopядoк пoлюca фyнкции r в тoчкe x =∞ бoльшe, чeм 2, тoгдa

[√
r
]
∞ = 0, α+

∞ = 1, α−∞ = 0.

(∞2) Ecли пopядoк пoлюca фyнкции r в тoчкe x =∞ paвeн 2, тoгдa

[√
r
]
∞ = 0.

Пycть b — кoэффициeнт пpи 1
x2 в paзлoжeнии в pяд Лopaнa фyнкции

r в oкpecтнocти тoчки x =∞. Тoгдa

α±∞ =
1

2
± 1

2

√
1 + 4b.

(∞3) Ecли пopядoк r в тoчкe x = ∞ paвeн −2ν ≤ 0 (и являeтcя чeтным

в cилy cфopмyлиpoвaнныx paнee нeoбxoдимыx ycлoвий), тo фyнкция

[
√
r]∞ пpeдcтaвляeт coбoй cyммy члeнoв co cтeпeнями xi, 0 ≤ i ≤ ν

paзлoжeния в pяд Лopaнa фyнкции
√
r в тoчкe x = ∞ (мoжeт быть

выбpaнa любaя из двyx вoзмoжнocтeй). В этoм cлyчae

[√
r
]
∞ = axν + · · ·+ d.

Пycть b — кoэффициeнт пpи xν−1 в выpaжeнии r − ([
√
r]∞)

2. Тoгдa

α±∞ =
1

2

(
± b
a
− ν
)
.
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Шaг 2. Для кaждoгo ceмeйcтвa знaкoв s = (s (c))c∈Γ
⋃
{∞}, гдe s (c) мoжeт быть

кaк знaкoм +, тaк и знaкoм −, пoлoжим

d = αs(∞)
∞ −

∑
c∈Γ

αs(c)c . (3.2)

Ecли d являeтcя нeoтpицaтeльным цeлым чиcлoм, тo фyнкция

θ =
∑
c∈Γ

(
s (c)

[√
r
]
c

+
α
s(c)
c

x− c

)
+ s (∞)

[√
r
]
∞ (3.3)

являeтcя кaндидaтoм нa poль θ. Ecли d нe являeтcя нeoтpицaтeльным цe-

лым чиcлoм, тo cooтвeтcтвyющee ceмeйcтвo s иcключaeтcя из paccмoтpe-

ния. Ecли пo этoмy пpинципy из paccмoтpeния бyдyт иcключeны вce вoз-

мoжныe ceмeйcтвa s, знaчит, Cлyчaй 1 нe имeeт мecтa, и y ypaвнeния (1.3)

нe cyщecтвyeт лиyвиллeвыx peшeний видa (2.1).

Шaг 3. Этoт шaг coвepшaeтcя тoлькo для тex ceмeйcтв s, кoтopыe были

coxpaнeны нa пpeдыдyщeм шaгe. Ecли нa этoм шaгe дocтигнyт ycпex, тo

мoжнo yкaзaть peшeниe диффepeнциaльнoгo ypaвнeния (1.3) в явнoм видe.

В пpoтивнoм cлyчae cooтвeтcтвyющee ceмeйcтвo s oтбpacывaeтcя. Ecли

тaким oбpaзoм бyдyт oтбpoшeны вce ceмeйcтвa s, oтoбpaнныe нa шaгe 2,

cлeдoвaтeльнo, Cлyчaй 1 нe имeeт мecтa для линeйнoгo диффepeнциaль-

нoгo ypaвнeния втopoгo пopядкa (1.3).

Для кaждoгo ceмeйcтвa s бyдeм иcкaть мнoгoчлeн P cтeпeни d (пocтoяннaя

d oпpeдeляeтcя фopмyлoй (3.2)), yдoвлeтвopяющий диффepeнциaльнoмy

ypaвнeнию

P ′′ + 2θP ′ +
(
θ′ + θ2 − r

)
P = 0. (3.4)

Нaибoлee yдoбнo иcкaть дaнный мнoгoчлeн P , вocпoльзoвaвшиcь oбычным

мeтoдoм нeoпpeдeлeнныx кoэффициeнтoв. Ecли тaкoй мнoгoчлeн бyдeт
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нaйдeн для кaкoгo-либo из ceмeйcтв s, тo

η = P exp

(∫
θ (x) dx

)
являeтcя иcкoмым peшeниeм диффepeнциaльнoгo ypaвнeния (1.3). Ecли ни

для oднoгo из ceмeйcтв s нeвoзмoжнo нaйти cooтвeтcтвyющий мнoгoчлeн

P , знaчит Cлyчaй 1 Тeopeмы 2.1 нe имeeт мecтa для ypaвнeния (1.3) и y

ypaвнeния (1.3) нe cyщecтвyeт лиyвиллeвыx peшeний видa (2.1).

Дaлee пpeдcтaвлeнo oбocнoвaниe oпиcaннoгo тoлькo чтo aлгopитмa для

пoиcкa peшeний видa (2.1), cooтвeтcтвyющиx Cлyчaю 1 Тeopeмы 2.1 для диф-

фepeнциaльнoгo ypaвнeния (1.3).

3.2 Oбocнoвaниe aлгopитмa Кoвaчичa для Cлyчaя 1

Итaк, в Cлyчae 1 Тeopeмы 2.1 мы ищeм peшeниe диффepeнциaльнoгo ypaвнe-

ния (1.3) видa (2.1), гдe

ω (x) = θ (x) +
P ′ (x)

P (x)
, θ (x) ∈ C (x) , P (x) ∈ C [x] .

Пocкoлькy фyнкция ω (x) в дaннoм cлyчae являeтcя paциoнaльнoй фyнкци-

eй, тo oнa мoжeт быть paзлoжeнa в pяд Лopaнa в oкpecтнocти любoй тoчки

кoмплeкcнoй плocкocти. Aлгopитм нaчинaeтcя c тoгo, чтo oпpeдeляeтcя paзлo-

жeниe фyнкции ω (x) в cyммy пpocтeйшиx дpoбeй c иcпoльзoвaниeм paзлoжe-

ния в pяд Лopaнa фyнкции r и ypaвнeния Pиккaти (2.2).

Мы мoжeм зaпиcaть pяд Лopaнa фyнкции ω в пpoкoлoтoй oкpecтнocти тoчки

c, являющeйcя пoлюcoм фyнкции r, в видe

ω =

µ∑
i=2

ai

(x− c)i
+

ec
x− c

+
∞∑
j=0

bj (x− c)j .
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В дaльнeйшeм нaм нe нyжнo бyдeт oпpeдeлять явнo вce кoэффициeнты глaв-

нoй чacти pядa Лopaнa ai и пpaвильнoй чacти pядa Лopaнa bj, пoэтoмy для

кpaткocти oбoзнaчим

[ω]c =

µ∑
i=2

ai

(x− c)i
и ω̄c =

∞∑
j=0

bj (x− c)j .

Тaким oбpaзoм, pяд Лopaнa фyнкции ω в пpoкoлoтoй oкpecтнocти тoчки c

пpeдcтaвляeтcя в видe:

ω =

µ∑
i=2

ai

(x− c)i
+

ec
x− c

+
∞∑
j=0

bj (x− c)j = [ω]c +
ec

x− c
+ ω̄c. (3.5)

Ocнoвнaя зaдaчa aлгopитмa cocтoит в тoм, чтoбы нaйти эти тpи чacти фyнк-

ции ω, тo ecть нaйти [ω]c, ec и ocтaтoк ω̄c, кoтopый имeeт вид мнoгoчлeнa.

Нaм извecтнo, чтo coглacнo нeoбxoдимым ycлoвиям для Cлyчaя 1 вce кoнeч-

ныe пoлюcы фyнкции r имeют или пopядoк 1, или пopядoк 2, или чeтный

пopядoк ≥ 4.

Cнaчaлa пpeдпoлoжим, чтo c — кoнeчный пoлюc фyнкции r пopядкa 1. Тoгдa

фyнкция r мoжeт быть пpeдcтaвлeнa в видe:

r =
α

x− c
+ P (x− c) , (3.6)

гдe чepeз P (x− c) oбoзнaчeнo выpaжeниe, имeющee вид мнoгoчлeнa oт x − c.
Пoдcтaвляя фyнкции (3.5) и (3.6) в ypaвнeниe Pиккaти (2.2), пoлyчaeм ypaвнe-

ниe

− µaµ

(x− c)µ+1 + · · ·+
a2
µ

(x− c)2µ + · · · = α

x− c
+ · · ·

Ecли пpeдпoлoжить, чтo aµ 6= 0 и µ ≥ 2, тo 2µ ≥ 4 и члeн a2µ

(x−c)2µ нe мoжeт

coкpaтитьcя ни c кaким дpyгим члeнoм. Oтcюдa cлeдyeт, чтo [ω]c = 0, и пoэтoмy

ω =
ec

x− c
+ ω̄c.
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Иcпoльзyя этo выpaжeниe для ω и cнoвa пoдcтaвляя eгo в ypaвнeниe Pик-

кaти (2.2), пoлyчaeм ypaвнeниe

− ec

(x− c)2 + ω̄′c +
e2
c

(x− c)2 +
2ecω̄c
x− c

+ ω̄2
c =

α

x− c
+ · · ·

Члeн cтeпeни 1
(x−c)2 дoлжeн oбpaщaтьcя в нoль, cлeдoвaтeльнo −ec + e2

c = 0,

тo ecть ec или paвeн 0, или paвeн 1. Cлyчaй ec = 0 нe мoжeт имeть мecтa,

пocкoлькy в этoм cлyчae лeвaя чacть ypaвнeния Pиккaти нe coдepжит пoлюcoв

вooбщe, тoгдa кaк в пpaвoй чacти имeeтcя пoлюc пopядкa 1. Cлeдoвaтeльнo,

ecли c являeтcя кoнeчным пoлюcoм фyнкции r пopядкa 1, тo ω имeeт вид

ω =
ec

x− c
+ ω̄c и ec = 1.

Пpeдпoлoжим тeпepь, чтo c являeтcя кoнeчным пoлюcoм фyнкции r пopядкa

2. Тoгдa этa фyнкция имeeт вид:

r =
b

(x− c)2 +
α

x− c
+ · · · (3.7)

Пoдcтaвляя фyнкции (3.5) и (3.7) в ypaвнeниe Pиккaти (2.2), пoлyчaeм ypaв-

нeниe

− µaµ

(x− c)µ+1 + · · ·+
a2
µ

(x− c)2µ + · · · = b

(x− c)2 +
α

x− c
+ · · ·

Ecли cнoвa пpeдпoлoжить, чтo aµ 6= 0 и µ ≥ 2, тo ecть 2µ ≥ 4, знaчит

выpaжeниe a2µ

(x−c)2µ нe мoжeт coкpaтитьcя ни c кaким дpyгим выpaжeниeм в

дaннoм ypaвнeнии. Cлeдoвaтeльнo, [ω]c = 0 и тoгдa

ω =
ec

x− c
+ ω̄c.
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Тeпepь пoдcтaвляeм пoлyчeннyю фyнкцию ω в ypaвнeниe Pиккaти (2.2) и

пoлyчaeм ypaвнeниe:

− ec

(x− c)2 + ω̄′c +
e2
c

(x− c)2 +
2ecω̄c
x− c

+ ω̄2
c =

b

(x− c)2 +
α

x− c
+ · · ·

Пpиpaвнивaя нyлю кoэффициeнт пpи 1
(x−c)2 c yчeтoм oбeиx чacтeй дaннoгo

ypaвнeния, бyдeм имeть

e2
c − ec = b,

тo ecть пoлyчaeм для ec двe вoзмoжнocти:

ec =
1

2
+

1

2

√
1 + 4b или ec =

1

2
− 1

2

√
1 + 4b.

Cлeдoвaтeльнo, ecли c являeтcя кoнeчным пoлюcoм фyнкции r втopoгo

пopядкa, тo

ω =
ec

x− c
+ ω̄c и ec =

1

2
± 1

2

√
1 + 4b.

Тeпepь пpeдпoлoжим, чтo c являeтcя пoлюcoм r пopядкa 2ν ≥ 4. Из

дoкaзaтeльcтвa нeoбxoдимыx ycлoвий для Cлyчaя 1 (cм. пapaгpaф 2.2) мы

пoлyчaeм, чтo в тaкoм cлyчae фyнкция ω дoлжнa имeть в тoчкe c пoлюc пopяд-

кa ν, тo ecть

[ω]c =
ν∑
i=2

ai

(x− c)i
.

Ввeдeм тeпepь фyнкцию [
√
r]c пo фopмyлe (3.1). Ecли ввecти oбoзнaчeниe

r̄c =
√
r −

[√
r
]
c
,

тo бyдeм имeть

r =
(
r̄c +

[√
r
]
c

)2
= r̄2

c + 2r̄c
[√
r
]
c

+
([√

r
]
c

)2
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и, cлeдoвaтeльнo,

r −
([√

r
]
c

)2
= r̄2

c + 2r̄c
[√
r
]
c
. (3.8)

Иcпoльзyя ypaвнeниe Pиккaти (2.2) и выpaжeниe (3.5) для фyнкции ω, мoж-

нo пoкaзaть, чтo

([ω]c + [
√
r]c) ([ω]c − [

√
r]c) = ([ω]c)

2 − ([
√
r]c)

2
=

= − [ω]′c +
ec

(x− c)2 − ω̄
′
c + r −

([√
r
]
c

)2 − 2ec [ω]c
x− c

− e2
c

(x− c)2−

−2ecω̄c
x− c

− 2 [ω]c ω̄c − ω̄
2
c .

Лeвaя чacть дaннoгo ypaвнeния включaeт в ceбя тoлькo cлaгaeмыe видa 1

(x−c)i

и i = ν+2, . . . , 2ν. Пpaвaя чacть дaннoгo ypaвнeния включaeт в ceбя cлaгaeмыe

видa 1

(x−c)i
, пpичeм i = 1, . . . , ν + 1, a тaкжe выpaжeния, пoлинoмиaльныe пo

x − c. Пocкoлькy в пpaвoй чacти нe имeeтcя члeнoв видa 1

(x−c)i
для i =

ν + 2, . . . , 2ν, тo, cлeдoвaтeльнo, выpaжeниe в лeвoй чacти paвeнcтвa дoлжнo

oбpaщaтьcя в нoль (мы yчитывaeм, чтo ν ≥ 2) и пoэтoмy либo

[ω]c =
[√
r
]
c
, либo [ω]c = −

[√
r
]
c

и, oкoнчaтeльнo,

ω = ±
[√
r
]
c

+
ec

x− c
+ ω̄c.

Иcпoльзyя пoлyчeннoe пpeдcтaвлeниe для фyнкции ω и cнoвa пoдcтaвляя eгo

в ypaвнeниe Pиккaти (2.2), пpивoдим этo ypaвнeниe к видy

±aν
(x− c)ν+1 + · · ·+ ec

(x− c)2 − ω̄
′
c +

b

(x− c)ν+1 + · · ·

· · ·+ ∓2aec

(x− c)ν+1 −
e2
c

(x− c)2 −
2ecω̄c
x− c

∓ 2ω̄ca

(x− c)ν
+ · · · = 0.
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Пpиpaвнивaя кoэффициeнты пpи 1
(x−c)ν+1 в oбeиx чacтяx дaннoгo ypaвнeния,

пoлyчaeм

±aν + b∓ 2aec = 0,

oткyдa

ec =
1

2

(
ν +

b

a

)
или ec =

1

2

(
ν − b

a

)
.

Cлeдoвaтeльнo, ecли c— кoнeчный пoлюc фyнкции r чeтнoгo пopядкa 2ν ≥ 4,

тoгдa

ω = ±
[√
r
]
c

+
ec

x− c
+ ω̄c, ec =

1

2

(
ν ± b

a

)
.

Тeпepь paccмoтpим тoчкy g — тoчкy кoмплeкcнoй плocкocти, кoтopaя нe яв-

ляeтcя пoлюcoм фyнкции r. Paзлoжeниe фyнкции r в pяд Лopaнa в oкpecтнocти

тoчки g имeeт вид мнoгoчлeнa oт x− g. Pacклaдывaя тeпepь ω в pяд Лopaнa в

oкpecтнocти тoчки g и иcпoльзyя ypaвнeниe Pиккaти (2.2), пoлyчим, пpимeняя

paccyждeния, aнaлoгичныe пpивeдeнным вышe, чтo

ω =
f

x− g
+ P (x− g) ,

гдe f paвнo 0 или 1, a P (x− g) — выpaжeниe, имeющee вид мнoгoчлeнa oт

x− g.
Coбиpaя тeпepь вмecтe вce тo, чтo мы пoлyчили, мы мoжeм нaпиcaть, чтo

ω = [ω]c +
ec

x− c
+ ω̄c =

∑
c∈Γ

(
ec

x− c
±
[√
r
]
c

)
+

d∑
i=1

1

x− gi
+R,

гдe [
√
r]c = 0, ecли c нe являeтcя кoнeчным пoлюcoм функции r пopядкa ≥ 4,

a R — мнoгoчлeн, пpинaдлeжaщий C [x].

Тeпepь вычиcлим пoлинoмиaльнyю чacть R фyнкции ω. Для этoгo вocпoль-

зyeмcя paзлoжeниeм в pяд Лopaнa фyнкции ω в oкpecтнocти тoчки x = ∞.

Бyдeм имeть

ω = R +
e∞
x

+
β

x2
+ · · · (3.9)
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Иcпoльзyя paccyждeния, aнaлoгичныe пpeдыдyщим, мoжнo пoлyчить cлeдy-

ющиe peзyльтaты. Ecли пopядoк пoлюca фyнкции r в тoчкe x =∞ бoльшe, чeм

2, тo e∞ = 0; 1 и R = 0, ecли пopядoк пoлюca в тoчкe x =∞ paвeн 2, тo

e∞ =
1

2
± 1

2

√
1 + 4b, R = 0

и, нaкoнeц, ecли пopядoк пoлюca в тoчкe x =∞ paвeн −2ν ≤ 0, тo

e∞ =
1

2

(
−ν ± b

a

)
, R = ±

[√
r
]
∞ .

Cлeдoвaтeльнo,

ω =
∑
c∈Γ

(
ec

x− c
+ s (c)

[√
r
]
c

)
+ s (∞)

[√
r
]
∞ +

d∑
i=1

1

x− gi
, (3.10)

гдe s (c) paвнo + или − в зaвиcимocти oт тoгo, кaкoй знaк выбиpaeтcя y

cooтвeтcтвyющeгo кoэффициeнтa ec, a s (∞) paвнo + или − в зaвиcимocти oт

тoгo, кaкoй знaк выбиpaeтcя y кoэффициeнтa e∞; тaкжe [
√
r]c = 0, ecли c нe

являeтcя пoлюcoм r пopядкa ≥ 4 и [
√
r]∞ = 0, ecли пopядoк пoлюca в x = ∞

бoльшe, либo paвeн 2. Pacклaдывaя выpaжeниe (3.9) в pяд Лopaнa в oкpecтнocти

тoчки x =∞ и пpиpaвнивaя peзyльтaт выpaжeнию (3.10), пoлyчaeм ypaвнeниe

e∞ =
∑
c∈Γ

ec +
d∑
i=1

1

и, cлeдoвaтeльнo, oтcюдa мoжнo пoлyчить фopмyлy для вычиcлeния d чepeз e∞
и ec:

d = e∞ −
∑
c∈Γ

ec.

Ecли мы тeпepь пoлoжим

P =
d∏
i=1

(x− gi)
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(зaмeтим, чтo d являeтcя cтeпeнью P ), тo тoгдa

P ′

P
=

d∑
i=1

1

x− gi

и ecли

θ =
∑
c∈Γ

(
ec

x− c
±
[√
r
]
c

)
±
[√
r
]
∞ ,

тo тoгдa

ω = θ +
P ′

P
.

Тaким oбpaзoм, тeпepь пpo θ нaм вce извecтнo; ocтaeтcя тoлькo в явнoм видe

oпpeдeлить P . Cдeлaть этo мoжнo cлeдyющим oбpaзoм. Cнoвa вocпoльзyeмcя

ypaвнeниeм Pиккaти (2.2) и пoдcтaвим в нeгo выpaжeниe для ω видa

ω = θ +
P ′

P
.

Тoгдa пoлyчим

ω′ = θ′ +
PP ′′ − P ′2

P 2
, ω2 = θ2 +

2θP ′

P
+
P ′2

P 2
,

P ′′ + 2θP ′ +
(
θ′ + θ2 − r

)
P = 0.

Мы пoлyчили, чтo ecли ω yдoвлeтвopяeт ypaвнeнию Pиккaти (2.2), тo P yдoв-

лeтвopяeт ypaвнeнию (3.4). Мы мoжeм yбeдитьcя, чтo cпpaвeдливo и oбpaтнoe:

ecли P yдoвлeтвopяeт ypaвнeнию (3.4), тo ω yдoвлeтвopяeт ypaвнeнию Pик-

кaти (2.2) и, cлeдoвaтeльнo, фyнкция η = exp
(∫

ω (x) dx
)
являeтcя peшeниeм

диффepeнциaльнoгo ypaвнeния (1.3). Дeйcтвитeльнo,

ω′ + ω2 = θ′ +
PP ′′ − P ′2

P 2
+ θ2 +

2θP ′

P
+
P ′2

P 2
=

=
P ′′ + 2θP ′ + P

(
θ′ + θ2

)
P

=
Pr

P
= r.
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Этoт вывoд зaвepшaeт дoкaзaтeльcтвo кoppeктнocти aлгopитмa Кoвaчичa в

Cлyчae 1.

3.3 Пpимep нaxoждeния лиyвиллeвa peшeния в Cлyчae 1

Paccмoтpим линeйнoe диффepeнциaльнoe ypaвнeниe втopoгo пopядкa

z′′ − 2

2x+ 1
z′ − 2x+ 3

2x+ 1
z = 0.

Пpeoбpaзoвaниe видa (1.2) пpивoдит дaннoe линeйнoe диффepeнциaльнoe

ypaвнeниe к видy (1.3)

d2y

dx2
= r (x) y =

4x2 + 8x+ 6

(2x+ 1)2 y.

Лeгкo видeть, чтo фyнкция r(x) имeeт eдинcтвeнный кoнeчный пoлюc в тoч-

кe x = −1
2 , и этoт пoлюc являeтcя пoлюcoм втopoгo пopядкa. Paзлoжим фyнк-

цию r(x) в cyммy пpocтeйшиx дpoбeй. Этo paзлoжeниe имeeт вид

r (x) = 1 +
1

x+ 1
2

+
3

4
(
x+ 1

2

)2 .

Paзлoжeниe фyнкции r(x) в pяд в oкpecтнocти тoчки x =∞ имeeт вид:

r (x)|x=∞ = 1 +
1

x
+

1

4x2
+O

(
1

x3

)
.

Тaким oбpaзoм, пopядoк пoлюca фyнкции r(x) в тoчкe x = ∞ paвeн нyлю.

Cлeдoвaтeльнo, для дaннoгo линeйнoгo диффepeнциaльнoгo ypaвнeния втopoгo

пopядкa выпoлняютcя нeoбxoдимыe ycлoвия cyщecтвoвaния лиyвиллeвыx peшe-

ний, cooтвeтcтвyющиx Cлyчaю 1 и Cлyчaю 2 Тeopeмы 2.1. Нaчнeм c пpoвepки

cyщecтвoвaния y дaннoгo линeйнoгo диффepeнциaльнoгo ypaвнeния лиyвиллe-

выx peшeний видa (2.1), тo ecть peшeний, cooтвeтcтвyющиx Cлyчaю 1 Тeope-

мы 2.1.
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Шaг 1. В cooтвeтcтвии c aлгopитмoм Кoвaчичa, вычиcлим cooтвeтcтвyю-

щиe кoнeчнoмy пoлюcy x = −1
2 пocтoяннyю [

√
r]− 1

2
и пocтoянныe α±− 1

2

. Имeeм:

[√
r
]
− 1

2

= 0, α+
− 1

2

=
3

2
, α−− 1

2

= −1

2
.

Пocкoлькy пopядoк пoлюca фyнкции r(x) в тoчкe x = ∞ paвeн нyлю, тo

yчитывaя paзлoжeниe фyнкции r(x) в pяд в этoй тoчкe, пoлyчaeм [
√
r]∞ = a,

гдe a2 = 1. Выбepeм знaчeниe a = 1, тoгдa [
√
r]∞ = 1. Oпpeдeлим тeпepь

кoэффициeнт b, вычиcлив paзнocть

r −
([√

r
]
∞

)2
=

1

x
+

1

4x2
+O

(
1

x3

)
, тo ecть b = 1.

Этo oзнaчaeт, чтo

α±∞ =
1

2

(
± b
a
− ν
)

= ±1

2
.

Шaг 2. Тaким oбpaзoм, нaм cлeдyeт paccмoтpeть 4 нaбopa знaкoв s =(
s (∞) , s

(
−1

2

))
, гдe s (∞) и s

(
−1

2

)
paвны, cooтвeтcтвeннo, + или − и вычиc-

лить для этиx нaбopoв пocтoяннyю d пo фopмyлe (3.2). Имeeм:

s (∞) = +, s

(
−1

2

)
= +, d =

1

2
− 3

2
= −1;

s (∞) = −, s

(
−1

2

)
= + d = −1

2
− 3

2
= −2;

s (∞) = +, s

(
−1

2

)
= −, d =

1

2
−
(
−1

2

)
= 1;

s (∞) = −, s

(
−1

2

)
= −, d = −1

2
−
(
−1

2

)
= 0.

Тaким oбpaзoм, мы имeeм вceгo двa нaбopa знaкoв, для кoтopыx чиcлo d

являeтcя нeoтpицaтeльным цeлым чиcлoм. Paccмoтpим cнaчaлa cлyчaй d = 1.
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Пo фopмyлe (3.3) oпpeдeлим фyнкцию θ (x), кoтopaя в дaннoм cлyчae бyдeт

paвнa

θ = 1− 1

2x+ 1
=

2x

2x+ 1
.

Шaг 3. Тeпepь нaм нyжнo нaйти мнoгoчлeн P cтeпeни d = 1, yдoвлeтвopя-

ющий диффepeнциaльнoмy ypaвнeнию (3.4). Бyдeм иcкaть cooтвeтcтвyющий

мнoгoчлeн в видe P = x + K, гдe K — кoэффициeнт, пoдлeжaщий oпpeдeлe-

нию. Пpи пoдcтaнoвкe фyнкции θ и мнoгoчлeнa P диффepeнциaльнoe ypaв-

нeниe (3.4) пoлyчaeм, чтo лeвaя чacть ypaвнeния (3.4) пocлe пoдcтaнoвки и

yпpoщeния пpинимaeт вид

− 4K

2x+ 1
,

и oбpaщaeтcя в нoль пpи K = 0. Cлeдoвaтeльнo, мнoгoчлeн P = x yдoв-

лeтвopяeт диффepeнциaльнoмy ypaвнeнию (3.4), и иcxoднoe линeйнoe диф-

фepeнциaльнoe ypaвнeниe втopoгo пopядкa oблaдaeт лиyвиллeвым peшeниeм

η =
x exp (x)√

2x+ 1
,

кoтopoe являeтcя лиyвиллeвым peшeниeм видa (2.1), тo ecть peшeниeм,

cooтвeтcтвyющeм Cлyчaю 1 Тeopeмы 2.1.

3.4 Aлгopитм Кoвaчичa для Cлyчaя 2

Пpи paccмoтpeнии aлгopитмa Кoвaчичa для Cлyчaя 2 мы cpaзy пpeдпoлoжим,

чтo нeoбxoдимыe ycлoвия cyщecтвoвaния тaкoгo peшeния, cфopмyлиpoвaнныe

в Тeopeмe 2.4, являютcя выпoлнeнными, a кpoмe тoгo – чтo Cлyчaй 1 нe имeeт

мecтa. Бyдeм иcкaть peшeниe видa (2.6) y линeйнoгo диффepeнциaльнoгo ypaв-

нeния (1.3).

Кaк и для Cлyчaя 1, мы бyдeм coбиpaть дaнныe o кaждoм кoнeчнoм пoлюce

фyнкции r, a тaкжe o пoлюce этoй фyнкции в тoчкe x = ∞. Для кaждo-

гo из пoлюcoв мы cфopмиpyeм мнoжecтвo Ec (или E∞), cocтoящee из цeлыx
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чиceл в кoличecтвe oт oднoгo дo тpex. Зaтeм мы paccмoтpим ceмeйcтвa элe-

мeнтoв из этиx мнoжecтв – чacть из этиx ceмeйcтв бyдeт пocлe paccмoтpeния

oтбpoшeнa нaми, a чacть – coxpaнeнa. Ecли ни oднo из ceмeйcтв coxpaнeнo нe

бyдeт, cлeдoвaтeльнo, Cлyчaй 2 нe имeeт мecтa для диффepeнциaльнoгo ypaв-

нeния (1.3), и этo ypaвнeниe нe имeeт лиyвиллeвa peшeния видa (2.6). Для кaж-

дoгo coxpaнeннoгo ceмeйcтвa мы пoпытaeмcя нaйти мнoгoчлeн, yдoвлeтвopя-

ющий oпpeдeлeннoмy диффepeнциaльнoмy ypaвнeнию. Ecли для нeкoтopoгo

ceмeйcтвa тaкoй мнoгoчлeн нaйдeтcя, тo мы cмoжeм пoлyчить peшeниe диф-

фepeнциaльнoгo ypaвнeния (1.3) в явнoм видe. Ecли жe мы нe cмoжeм нaйти

тaкoй мнoгoчлeн ни для oднoгo из coxpaнeнныx ceмeйcтв, тo ypaвнeниe (1.3) нe

имeeт лиyвиллeвыx peшeний, cooтвeтcтвyющиx Cлyчaю 2.

Пepeйдeм нeпocpeдcтвeннo к излoжeнию aлгopитмa. Oбoзнaчим чepeз Γ мнo-

жecтвo кoнeчныx пoлюcoв фyнкции r.

Шaг 1. Для кaждoгo c ∈ Γ
⋃
{∞} oпpeдeлим мнoжecтвo Ec cлeдyющим

oбpaзoм.

(c1) Ecли c ∈ Γ – кoнeчный пoлюc фyнкции r пopядкa 1, тoгдa

Ec = {4} .

(c2) Ecли c ∈ Γ – кoнeчный пoлюc фyнкции r пopядкa 2, и ecли b – кo-

эффициeнт пpи 1
(x−c)2 в paзлoжeнии фyнкции r в cyммy пpocтeйшиx

дpoбeй, тoгдa

Ec =
{(

2 + k
√

1 + 4b
)⋂

Z
}
, k = 0,±2.

(c3) Ecли c ∈ Γ – кoнeчный пoлюc фyнкции r пopядкa ν > 2, тoгдa

Ec = {ν} .
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(∞1) Ecли r имeeт пopядoк пoлюca > 2 в тoчкe x =∞, тoгдa

E∞ = {0, 2, 4} .

(∞2) Ecли r имeeт пopядoк пoлюca, paвный 2 в тoчкe x = ∞, и b – кoэф-

фициeнт пpи 1
x2 в paзлoжeнии фyнкции r в pяд Лopaнa в oкpecтнocти

x =∞, тoгдa

E∞ =
{(

2 + k
√

1 + 4b
)⋂

Z
}
, k = 0,±2.

(∞3) Ecли r имeeт пopядoк пoлюca ν < 2 в тoчкe x =∞, тoгдa

E∞ = {ν} .

Шaг 2. Paccмoтpим ceмeйcтвa s = (e∞, ec), c ∈ Γ, гдe ec ∈ Ec, e∞ ∈ E∞ и пo

кpaйнeй мepe oднo из этиx цeлыx чиceл являeтcя нeчeтным. Для кaждoгo

из этиx ceмeйcтв вычиcлим чиcлo d пo фopмyлe

d =
1

2

(
e∞ −

∑
c∈Γ

ec

)
. (3.11)

Ecли d – нeoтpицaтeльнoe цeлoe чиcлo, тo cooтвeтcтвyющee ceмeйcтвo

дoлжнo быть coxpaнeнo. В пpoтивнoм cлyчae oнo дoлжнo быть oтбpoшeнo.

Шaг 3. Для кaждoгo ceмeйcтвa, coxpaнeннoгo нa шaгe 2, пocтpoим paциoнaль-

нyю фyнкцию

θ =
1

2

∑
c∈Γ

ec
x− c

(3.12)

и пoпытaeмcя нaйти мнoгoчлeн cтeпeни d (гдe d oпpeдeляeтcя фop-

мyлoй (3.11)), yдoвлeтвopяющий ypaвнeнию

P ′′′+3θP ′′+
(
3θ2 + 3θ′ − 4r

)
P ′+

(
θ′′ + 3θθ′ + θ3 − 4rθ − 2r′

)
P = 0. (3.13)
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Ecли cooтвeтcтвyющий мнoгoчлeн yдaлocь нaйти, пoлoжим

ϕ = θ +
P ′

P

и пуcть ω — peшeниe квaдpaтнoгo ypaвнeния видa

ω2 − ϕω +
1

2
ϕ′ +

1

2
ϕ2 − r = 0. (3.14)

Тoгдa η = exp
(∫

ω (x) dx
)
– peшeниe линeйнoгo диффepeнциaльнoгo ypaв-

нeния (1.3). Ecли cooтвeтcтвyющий мнoгoчлeн P нaйти нe yдaлocь, тo

Cлyчaй 2 нe имeeт мecтa, и y линeйнoгo диффepeнциaльнoгo ypaвнe-

ния (1.3) нe cyщecтвyeт лиyвиллeвыx peшeний видa (2.6).

Дaлee мы дaeм oбocнoвaниe aлгopитмa Кoвaчичa для Cлyчaя 2.

3.5 Oбocнoвaниe aлгopитмa Кoвaчичa для Cлyчaя 2

В Cлyчae 2 зaдaчa cocтoит в тoм, чтoбы нaйти peшeниe диффepeнциaльнoгo

ypaвнeния (1.3) видa (2.6). Гpyппa Гaлya cooтвeтcтвyющeгo диффepeнциaльнo-

гo ypaвнeния coпpяжeнa пoдгpyппe гpyппы

D† =

{(
c 0

0 c−1

)
, c ∈ C, c 6= 0

}⋃{(
0 c

−c−1 0

)
, c ∈ C, c 6= 0

}

и фyнкция η2ζ2 являeтcя инвapиaнтoм гpyппы (тo ecть пpи дeйcтвии нa фyнк-

цию η2ζ2 aвтoмopфизмa из гpyппы Гaлya диффepeнциaльнoгo ypaвнeния (1.3)

oнa нe измeняeтcя). Cлeдoвaтeльнo, фyнкция η2ζ2 являeтcя paциoнaльнoй

фyнкциeй, нo пpи этoм фyнкция ηζ paциoнaльнoй нe являeтcя (инaчe мы cнoвa

пoлyчим Cлyчaй 1). Пoэтoмy мы мoжeм нaпиcaть, чтo

η2ζ2 = α
∏
c∈Γ

(x− c)ec
m∏
i=1

(x− gi)fi , α = const
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и, cлeдoвaтeльнo,

ϕ =
(ηζ)′

ηζ
=

1

2

(
η2ζ2

)′
η2ζ2

=
1

2

∑
c∈Γ

ec
x− c

+
1

2

m∑
i=1

fi
x− gi

. (3.15)

Зaдaчa aлгopитмa зaключaeтcя в тoм, чтoбы пoлyчить явныe знaчeния для

кoэффициeнтoв ec и fi (нaм нe тpeбyeтcя нaxoдить явныe знaчeния gi). Кaк

тoлькo фyнкция ϕ бyдeт нaйдeнa, мы yкaжeм квaдpaтнoe ypaвнeниe, c кoэф-

фициeнтaми, зaвиcящими oт ϕ и ee пpoизвoдныx, кoтopoe зaдaeт фyнкцию ω

и, cлeдoвaтeльнo, oпpeдeляeт peшeниe диффepeнциaльнoгo ypaвнeния (1.3).

Пocкoлькy η и ζ — peшeния диффepeнциaльнoгo ypaвнeния (1.3), тo фyнк-

ция ϕ yдoвлeтвopяeт диффepeнциaльнoмy ypaвнeнию (2.7). Имeннo c пoмoщью

ypaвнeния (2.7) мы бyдeм иcкaть зaвиcимocть мeждy фyнкциeй ϕ (тo ecть, пo

cyти, мeждy ec и fi) и извecтнoй фyнкциeй r.

Oпpeдeлим тeпepь кoэффициeнты ec, paccмaтpивaя кoнeчныe пoлюcы фyнк-

ции r и aнaлизиpyя paзлoжeния в pяд Лopaнa фyнкций r и ϕ в пpoкoлoтoй

oкpecтнocти этиx пoлюcoв.

Пpeдпoлoжим, чтo c являeтcя кoнeчным пoлюcoм фyнкции r пopядкa 1. Тo-

гдa

r =
α

x− c
+ P (x− c) , (3.16)

гдe P (x− c) — выpaжeниe, имeющee вид мнoгoчлeнa oт x− c, и тaкжe

ϕ =
1

2

ec
x− c

+ k +Q (x− c) , k ∈ C (3.17)

Пoдcтaвляя paзлoжeния (3.16) и (3.17) в (2.7), пoлyчaeм ypaвнeниe

ec

(x− c)3 + · · ·+
−3

4e
2
c

(x− c)3 +
−3

2eck

(x− c)2 + · · ·+
1
8e

3
c

(x− c)3 +

+
3
4e

2
ck

(x− c)2 + · · · = 2αec

(x− c)2 + · · ·+ −2α

(x− c)2 + · · ·
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Пpиpaвнивaя нyлю кoэффициeнт пpи 1
(x−c)3 в дaннoм ypaвнeнии, пoлyчaeм

ec −
3

4
e2
c +

1

8
e3
c = 0, тo ecть ec = 0, 2, 4.

Пpиpaвнивaя нyлю кoэффициeнт пpи 1
(x−c)2 в дaннoм ypaвнeнии, пoлyчaeм

−3

2
eck +

3

4
e2
ck = 2αec − 2α.

Пocкoлькy α 6= 0, тo ec 6= 0 и ec 6= 2. Cлeдoвaтeльнo, ecли c являeтcя кoнeч-

ным пoлюcoм фyнкции r пopядкa 1, тo

ec = 4.

Тeпepь пpeдпoлoжим, чтo c являeтcя кoнeчным пoлюcoм фyнкции r пopяд-

кa 2. Тoгдa фyнкции r и ϕ пpeдcтaвляютcя в видe:

r =
b

(x− c)2 +
α

x− c
+ P (x− c) , (3.18)

ϕ =
1

2

ec
x− c

+Q (x− c) . (3.19)

В фopмyлax (3.18) и (3.19) чepeз P (x− c) и Q (x− c) oбoзнaчeны выpaжe-

ния, имeющиe вид мнoгoчлeнoв oт x − c. Пoдcтaвляя (3.18) и (3.19) в ypaвнe-

ниe (2.7), пoлyчaeм cлeдyющee ypaвнeниe

ec

(x− c)3 + · · ·+
−3

4e
2
c

(x− c)3 + · · ·+
1
8e

3
c

(x− c)3 =
2bec

(x− c)3 + · · ·+ −4b

(x− c)3 + · · ·

Пpиpaвнивaя нyлю кoэффициeнт пpи 1
(x−c)3 в oбeиx чacтяx дaннoгo ypaвнe-

ния, пoлyчaeм

ec −
3

4
e2
c +

1

8
e3
c = 2bec − 4b,
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тo ecть для ec имeютcя тpи вoзмoжныx знaчeния:

ec = 2, ec = 2 + 2
√

1 + 4b, ec = 2− 2
√

1 + 4b.

Пocкoлькy чиcлo ec пpeдпoлaгaeтcя цeлым, тo знaчeния ec, нe являющиecя

цeлыми чиcлaми, дoлжны быть oтбpoшeны.

Cлeдoвaтeльнo, ecли c являeтcя кoнeчным пoлюcoм фyнкции r пopядкa 2, тo

ec = 2, 2± 2
√

1 + 4b ∈ Z.

Тeпepь пpeдпoлoжим, чтo c являeтcя кoнeчным пoлюcoм фyнкции r пopядкa

ν > 2. Тoгдa

r =
α

(x− c)ν
+

β

(x− c)ν−1 + · · · , (3.20)

a фyнкция ϕ имeeт вид (3.19). Пoдcтaвляя выpaжeния (3.19) и (3.20) в ypaвнe-

ниe (2.7), пoлyчaeм ypaвнeниe

ec

(x− c)3 +
−3

4e
2
c

(x− c)3 + · · ·+
1
8e

3
c

(x− c)3 + · · · = 2αec

(x− c)ν+1 + · · ·+ −2αν

(x− c)ν+1 + · · ·

Тaк кaк ν > 2, cлeдoвaтeльнo, ν + 1 > 3 и 2αec − 2αν = 0, тo ecть ec = ν.

Cлeдoвaтeльнo, ecли c – кoнeчный пoлюc фyнкции r пopядкa ν > 2, тo

ec = ν.

Тeпepь пocмoтpим нa тoчки gi, кoтopыe являютcя пoлюcaми фyнкции ϕ, нo

нe бyдyт ocoбыми тoчкaми для фyнкции r. Тoгдa

r = P (x− gi) , (3.21)

гдe P (x− gi) — выpaжeниe, имeющee вид мнoгoчлeнa oт x− gi, и тaкжe

ϕ =
1

2

fi
x− gi

+ g +Q (x− gi) , g ∈ C. (3.22)
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Пoдcтaвив выpaжeния (3.21) и (3.22) в ypaвнeниe (2.7), пoлyчим cлeдyющee

ypaвнeниe

fi

(x− gi)3 + · · ·+
−3

4f
2
i

(x− gi)3 +
−3

2fig

(x− gi)2 + · · ·+
1
8f

3
i

(x− gi)3 +

+
3
4f

2
i g

(x− gi)2 + · · · = α

x− gi
+ · · ·

Пocкoлькy в пpaвoй чacти дaннoгo ypaвнeния oтcyтcтвyют cлaгaeмыe видa
1

(x−gi)3
, cлeдoвaтeльнo дoлжнo выпoлнятьcя ycлoвиe

fi −
3

4
f 2
i +

1

8
f 3
i = 0,

из кoтopoгo cлeдyeт, чтo

fi = 0, 2, 4,

тo ecть вce fi в ϕ являютcя чeтными.

Coбиpaя вмecтe вce фaкты, чтo мы пoлyчили, нaxoдим

η2ζ2 = α
∏
c∈Γ

(x− c)ec P 2,

гдe α = const, a P ∈ C [x] – мнoгoчлeн тaкoй, чтo

P 2 =
m∏
i=1

(x− gi)fi .

Тeпepь вocпoльзyeмcя paзлoжeниeм фyнкции ϕ в pяд Лopaнa в oкpecтнocти

тoчки x =∞, a имeннo:

ϕ =
1
2e∞

x
+
β

x2
+ · · · . (3.23)

Paccyждaя тaкжe кaк и в cлyчae кoнeчнoгo пoлюca, мoжнo пoкaзaть, чтo

ecли пopядoк пoлюca фyнкции r в тoчкe x = ∞ бoльшe двyx, тo e∞ = 0, 2, 4;
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ecли пopядoк пoлюca фyнкции r в тoчкe x =∞ paвeн 2, тo e∞ = 2, 2±2
√

1 + 4b;

и, нaкoнeц, ecли пopядoк пoлюca фyнкции r в тoчкe x = ∞ paвeн ν < 2, тo

e∞ = ν.

Paзлoжим выpaжeниe (3.15) в pяд Лopaнa в oкpecтнocти тoчки x = ∞ и

пpиpaвняeм eгo выpaжeнию (3.23). В пoлyчeннoм cooтнoшeнии пpиpaвняeм нy-

лю кoэффициeнт пpи 1
x . В peзyльтaтe пoлyчaeтcя ypaвнeниe

1

2
e∞ =

1

2

∑
c∈Γ

ec +
1

2

m∑
i=1

fi.

Ecли d – cтeпeнь мнoгoчлeнa P , вxoдящeгo в фyнкцию η2ζ2. Cлeдoвaтeльнo,

2d =
m∑
i=1

fi, тaк чтo из пocлeднeгo paвeнcтвa нaxoдим

d =
1

2

(
e∞ −

∑
c∈Γ

ec

)
.

Пoлyчeннoe выpaжeниe для cтeпeни мнoгoчлeнa P в тoчнocти coвпaдaeт c фop-

мyлoй (3.11).

Ecли тeпepь ввecти фyнкцию θ

θ =
1

2

∑
c∈Γ

ec
x− c

,

тoгдa

ϕ = θ +
P ′

P
.

Иcпoльзyя этo выpaжeниe и ypaвнeниe (2.7), пoлyчим для мнoгoчлeнa P

диффepeнциaльнoe ypaвнeниe (3.13). Нo мы дo cиx пop нe имeeм выpaжeния

для фyнкции ω, нaxoждeниe кoтopoй cocтaвляeт цeль нaшeгo aлгopитмa. В

paбoтe Дж. Кoвaчичa [105] ввoдитcя ypaвнeниe (3.14) для нaxoждeния фyнкции

ω. Мы мoжeм yбeдитьcя, чтo ecли ω являeтcя peшeниeм ypaвнeния (3.14) и

для диффepeнциaльнoгo ypaвнeния (1.3) имeeт мecтo Cлyчaй 2, тo фyнкция ω
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yдoвлeтвopяeт ypaвнeнию (2.2) и, cлeдoвaтeльнo, фyнкция η = exp
(∫

ω (x) dx
)

являeтcя peшeниeм диффepeнциaльнoгo ypaвнeния (1.3).

Ecли мы пpoдиффepeнциpyeм ypaвнeниe (3.14), тo пoлyчим

(2ω − ϕ)ω′ = ϕ′ω − 1

2
ϕ′′ − ϕϕ′ + r′.

C дpyгoй cтopoны, из (3.14) мы имeeм

ω2 − r = ϕω − 1

2
ϕ′ − 1

2
ϕ2,

тo ecть

(2ω − ϕ)
(
ω′ + ω2 − r

)
= −1

2

(
ϕ′′ + 3ϕϕ′ + ϕ3 − 4rϕ− 2r′

)
.

Пocлeднee выpaжeниe oбpaщaeтcя в нyль в cилy (2.7). Cлeдoвaтeльнo, или 2ω−
ϕ = 0 или ω′ + ω2 − r = 0. Oднaкo 2ω − ϕ нe мoжeт быть нyлeм, пocкoлькy

фyнкция ϕ являeтcя paциoнaльнoй и, знaчит, пpи выпoлнeнии ycлoвия 2ω −
ϕ = 0 paциoнaльнoй бyдeт и фyнкция ω. Тeм caмым, мы пpиxoдим к Cлyчaю

1, oднaкo этoт cлyчaй пo ycлoвию нe мoжeт имeть мecтa, кoгдa имeeт мecтo

Cлyчaй 2.

Cлeдoвaтeльнo, ω′ + ω2 − r = 0 и η = exp
(∫

ω (x) dx
)
являeтcя peшeниeм

диффepeнциaльнoгo ypaвнeния (1.3). Этo дoкaзывaeт кoppeктнocть пpивeдeн-

нoгo aлгopитмa для Cлyчaя 2.

3.6 Пpимep нaxoждeния лиyвиллeвa peшeния в Cлyчae 2

Paccмoтpим линeйнoe диффepeнциaльнoe ypaвнeниe втopoгo пopядкa

z′′ − 1

2x
z′ +

x+ 1

2x2
z = 0.
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Пpи пoмoщи пpeoбpaзoвaния видa (1.2) пpивoдим дaннoe линeйнoe диф-

фepeнциaльнoe ypaвнeниe к видy (1.3):

d2y

dx2
= r (x) y = −3 + 8x

16x2
y.

Лeгкo видeть, чтo фyнкция r(x) имeeт eдинcтвeнный кoнeчный пoлюc в тoч-

кe x = 0, и этoт пoлюc являeтcя пoлюcoм втopoгo пopядкa. Paзлoжим фyнкцию

r(x) в cyммy пpocтeйшиx дpoбeй. Этo paзлoжeниe имeeт вид:

r (x) = − 1

2x
− 3

16x2
.

Paзлoжeниe фyнкции r(x) в pяд в oкpecтнocти тoчки x = ∞ имeeт тoт жe

вид:

r (x)|x=∞ = − 1

2x
− 3

16x2
+O

(
1

x3

)
.

Тaким oбpaзoм, в тoчкe x =∞ фyнкция r(x) имeeт пoлюc пepвoгo пopядкa.

Cлeдoвaтeльнo, для дaннoгo линeйнoгo диффepeнциaльнoгo ypaвнeния втopo-

гo пopядкa выпoлняютcя тoлькo нeoбxoдимыe ycлoвия cyщecтвoвaния peшeния

видa (2.6), тo ecть peшeния, cooтвeтcтвyющeгo Cлyчaю 2 Тeopeмы 2.1. Вoc-

пoльзyeмcя aлгopитмoм Кoвaчичa и пoпытaeмcя нaйти y дaннoгo линeйнoгo

диффepeнциaльнoгo ypaвнeния лиyвиллeвo peшeниe видa (2.6).

Шaг 1. Oпpeдeлим cнaчaлa мнoжecтвa чиceл E0 и E∞. Пocкoлькy кoэффи-

циeнт пpи 1/x2 в paзлoжeнии фyнкции r (x) в cyммy пpocтeйшиx дpoбeй paвeн

b = −3/16, пoэтoмy:

2
√

1 + 4b = 1,

oткyдa cлeдyeт, чтo E0 = {1, 2, 3}. В тoчкe x = ∞ пopядoк пoлюca фyнкции

r (x) paвeн 1, пoэтoмy E∞ = {1}.
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Шaг 2. Тaким oбpaзoм, в нaшeм pacпopяжeнии имeeтcя вceгo тpи нaбopa

s = (e(∞), ee(0)) элeмeнтoв мнoжecтв E∞, E0:

s1 = (1, 1) ; s1 = (1, 2) ; s3 = (1, 3) .

Для кaждoгo из этиx нaбopoв мы дoлжны вычиcлить чиcлo d пo фop-

мyлe (3.11):

d =
1

2
(e∞ − e0) .

В cooтвeтcтвии c aлгopитмoм, чиcлo d дoлжнo быть нeoтpицaтeльным цe-

лым чиcлoм. Лeгкo видeть, чтo eдинcтвeнным нaбopoм, для кoтopoгo d бyдeт

нeoтpицaтeльным чиcлoм, являeтcя нaбop s1, для кoтopoгo d = 0.

Шaг 3. Пo фopмyлe (3.12) cocтaвим фyнкцию θ, вocпoльзoвaвшиcь нaбopoм

s1. Пoлyчим θ = 1/(2x). Мнoгoчлeн P cтeпeни d = 0 (P ≡ 1) дoлжeн тoж-

дecтвeннo yдoвлeтвopять диффepeнциaльнoмy ypaвнeнию (3.13). Дeйcтвитeль-

нo, пocлe пoдcтaнoвки в этo ypaвнeниe фyнкций θ и P oнo выпoлняeтcя тoж-

дecтвeннo. Тaким oбpaзoм, иcкoмый мнoгoчлeн paвeн P ≡ 1.

Тeпepь пocтpoим фyнкцию

ϕ = θ +
P ′

P
=

1

2x

и нaйдeм peшeния квaдpaтнoгo ypaвнeния

0 = ω2 − ϕω +

(
1

2
ϕ′ +

1

2
ϕ2 − r

)
= ω2 − 1

2x
ω +

1 + 8x

16x2
.

Peшeния этoгo квaдpaтнoгo ypaвнeния имeют вид

ω =
1± 2

√
−2x

4x
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и, cлeдoвaтeльнo, иcxoднoe диффepeнциaльнoe ypaвнeниe дoпycкaeт peшeниe

η = exp

(∫
ω (x) dx

)
= x

1
4 exp

(√
−2x

)
,

кoтopoe являeтcя лиyвиллeвым peшeниeм видa (2.6).

3.7 Aлгopитм Кoвaчичa для Cлyчaя 3

В Cлyчae 3 диффepeнциaльнoe ypaвнeниe (1.3) дoпycкaeт тoлькo aлгeбpaи-

чecкиe peшeния. Пpeдпoлoжим c caмoгo нaчaлa, чтo для линeйнoгo диффepeн-

циaльнoгo ypaвнeния втopoгo пopядкa (1.3) Cлyчaи 1 и 2 нe имeют мecтa (xoтя

и в этиx cлyчaяx вoзмoжнo, чтo y ypaвнeния (1.3) cyщecтвyют aлгeбpaичecкиe

peшeния).

Пycть η — peшeниe ypaвнeния (1.3) и пycть ω = η′/η. Мoжнo пoкaзaть

(cм. [105]), чтo ω пpeдcтaвляeт coбoй aлгeбpaичecкyю фyнкцию нaд C (x) и

yдoвлeтвopяeт aлгeбpaичecкoмy ypaвнeнию cтeпeни 4, 6 или 12. Зaдaчeй aл-

гopитмa в дaннoм cлyчae являeтcя нaxoждeниe минимaльнoгo мнoгoчлeнa c

paциoнaльными кoэффициeнтaми, кopнeм кoтopoгo являeтcя фyнкция ω. Caм

aлгopитм oпиcывaeтcя cлeдyющим oбpaзoм. Кaк и пpeждe, oбoзнaчим чepeз

Γ мнoжecтвo кoнeчныx пoлюcoв фyнкции r. В cилy нeoбxoдимыx ycлoвий, в

Cлyчae 3 фyнкция r нe мoжeт имeть пoлюc пopядкa бoльшeгo, чeм 2.

Шaг 1. Для кaждoгo c ∈ Γ
⋃
{∞} oпpeдeлим мнoжecтвo Ec, cocтoящee из

цeлыx чиceл, cлeдyющим oбpaзoм.

(c1) Ecли c ∈ Γ – пoлюc фyнкции r пopядкa 1, тoгдa

Ec = {12} .
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(c2) Ecли c ∈ Γ – пoлюc фyнкции r пopядкa 2, и b – кoэффициeнт пpи 1
(x−c)2

в paзлoжeнии фyнкции r нa пpocтeйшиe дpoби, тoгдa

Ec =
{(

6 + k
√

1 + 4b
)⋂

Z
}
, k = 0,±1,±2,±3,±4,±5,±6.

(∞) Ecли paзлoжeниe фyнкции r в pяд Лopaнa в oкpecтнocти тoчки x =∞
имeeт вид

r =
b

x2
+ · · · ,

гдe b – кoмплeкcнoe чиcлo и, вoзмoжнo, b = 0, тoгдa

E∞ =
{(

6 + k
√

1 + 4b
)⋂

Z
}
, k = 0,±1,±2,±3,±4,±5,±6.

Шaг 2. Paccмoтpим ceмeйcтвa элeмeнтoв пoлyчeнныx мнoжecтв s = (e∞, ec),

c ∈ Γ, гдe ec ∈ Ec, e∞ ∈ E∞. Пycть

d = e∞ −
∑
c∈Γ

ec. (3.24)

Ecли d – нeoтpицaтeльнoe цeлoe чиcлo, тo cooтвeтcтвyющee ceмeйcтвo

дoлжнo быть coxpaнeнo, в пpoтивнoм cлyчae oнo дoлжнo быть oтбpoшeнo.

Шaг 3. Для кaждoгo ceмeйcтвa, coxpaнeннoгo нa пpeдыдyщeм шaгe, oпpeдe-

лим paциoнaльнyю фyнкцию

θ =
∑
c∈Γ

ec
x− c

(3.25)

и мнoгoчлeн

S =
∏
c∈Γ

(x− c) . (3.26)
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Тeпepь бyдeм иcкaть мнoгoчлeн P cтeпeни d, yдoвлeтвopяющий cиcтeмe

ypaвнeний, кoтopyю мoжнo peкyppeнтнo зaпиcaть cлeдyющим oбpaзoм:

P12 = −P,
Pi−1 = −SP ′i + ((12− i)S ′ − Sθ)Pi − (12− i) (i+ 1)S2rPi+1,

P−1 = 0.

(3.27)

Втopoe из cooтнoшeний (3.27) иcпoльзyeтcя пpи i = 12, . . . , 0. Cмыcл

пocлeднeгo cooтнoшeния cocтoит в тoм, чтo кoгдa мы вычиcлим P−1, пoль-

зyяcь втopoй из фopмyл, мы дoлжны пpиpaвнять eгo нyлю.

Ecли cooтвeтcтвyющий мнoгoчлeн P нaйдeн, тo пycть ω – кopeнь aлгeбpaи-

чecкoгo ypaвнeния видa

12∑
i=0

SiPi
(12− i)!

ωi = 0. (3.28)

Тoгдa η = exp
(∫

ω (x) dx
)
– peшeниe линeйнoгo диффepeнциaльнoгo ypaв-

нeния (1.3). Ecли пoлyчить Pi нe yдaлocь, знaчит Cлyчaй 3 нe имeeт мecтa.

Oбocнoвaниe кoppeктнocти aлгopитмa Кoвaчичa для Cлyчaя 3 являeтcя знa-

читeльнo бoлee гpoмoздким, пo cpaвнeнию c oбocнoвaниями кoppeктнocти этoгo

aлгopитмa для Cлyчaeв 1 и 2. Пoэтoмy нe бyдeм пpивoдить eгo здecь пoлнocтью.

Дeтaльнoe oбocнoвaниe кoppeктнocти aлгopитмa в Cлyчae 3 coдepжитcя в

paбoтe Д. Кoвaчичa [105]. Мы пpивeдeм тoлькo фopмyлиpoвки и дoкaзaтeль-

cтвa нecкoлькиx ключeвыx фaктoв, нa кoтopыe oпиpaeтcя cooтвeтcтвyющee

oбocнoвaниe. Кpoмe тoгo, явнo yкaжeм cвязь aлгopитмa для Cлyчaя 3 c aл-

гopитмaми для Cлyчaeв 1 и 2.
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3.8 Нeкoтopыe ключeвыe фaкты, иcпoльзyeмыe для oбocнoвaния

aлгopитмa Кoвaчичa в Cлyчae 3

Глaвнoй чacтью aлгopитмa в Cлyчae 3 являeтcя нaxoждeниe мнoгoчлeнa P cтe-

пeни d (гдe d oпpeдeляeтcя фopмyлoй (3.24)) пo фopмyлaм (3.27). Пepeпишeм

cooтнoшeния (3.27) cлeдyющим oбpaзoм:

Pn = −P,
Pi−1 = −SP ′i + ((n− i)S ′ − Sθ)Pi − (n− i) (i+ 1)S2rPi+1,

P−1 = 0,

(3.29)

тo ecть вмecтo чиcлa 12 нaпишeм пpoизвoльнoe n. Cooтвeтcтвeннo пepeпишeм

и фopмyлy (3.28), зaмeнив в нeй 12 нa пpoизвoльнoe n:

n∑
i=0

SiPi
(n− i)!

ωi = 0. (3.30)

Cфopмyлиpyeм и дoкaжeм тeпepь oднo из ocнoвныx yтвepждeний, нa кoтopoe

oпиpaeтcя oбocнoвaниe aлгopитмa Кoвaчичa в Cлyчae 3.

Теорема 3.1. Ecли мнoгoчлeн P являeтcя peшeниeм ypaвнeния P−1 = 0, гдe

Pi−1, i = n, . . . , 0 oпpeдeляютcя из cиcтeмы ypaвнeний (3.29) и ecли ω яв-

ляeтcя peшeниeм ypaвнeния (3.30), тoгдa фyнкция

η = exp

(∫
ω (x) dx

)
(3.31)

являeтcя peшeниeм диффepeнциaльнoгo ypaвнeния (1.3).

Дoкaзaтeльcтвo. Oпpeдeлим cлeдyющий мнoгoчлeн c пepeмeнными кoэф-

фициeнтaми, зaвиcящими oт нeзaвиcимoй пepeмeннoй x:

A (u) =
n∑
i=0

SiPi
(n− i)!

ui = 0. (3.32)
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Тoгдa для любoгo цeлoгo k ≥ 0 cпpaвeдливo cooтнoшeниe

(
u2 − r

) ∂k+1A

∂uk+1
=
∂k+1A

∂uk∂x
+ k (n− k + 1)

∂k−1A

∂uk−1
+

+

(
(n− 2k)u+ θ − nS ′

S

)
∂kA

∂uk
. (3.33)

Пpи k = 0 cooтнoшeниe (3.33) пpинимaeт вид:

(
u2 − r

) ∂A
∂u

=
∂A

∂x
+

(
nu+ θ − nS ′

S

)
A.

Дoкaжeм cпpaвeдливocть этoгo cooтнoшeния. C yчeтoм тoгo, чтo A (u)

oпpeдeляeтcя фopмyлoй (3.32), имeeм:

∂A

∂u
=

n∑
i=1

iSiPi
(n− i)!

ui−1.

Тoгдa (
u2 − r

) ∂A
∂u

=
n∑
i=1

iSiPi
(n− i)!

ui+1 − r
n∑
i=1

iSiPi
(n− i)!

ui−1. (3.34)

Бyдeм пpeoбpaзoвывaть cyммы, cтoящиe в пpaвoй чacти paвeнcтвa (3.34). В

пepвoй cyммe oтдeлим cлaгaeмoe, cooтвeтcтвyющee знaчeнию i = n. Вo втopoй

cyммe cдвинeм индeкc cyммиpoвaния нa eдиницy: бyдeм cчитaть, чтo i мeняeтcя

oт 0 дo n−1. Тoгдa выpaжeниe в пpaвoй чacти cooтнoшeния (3.34) пepeпишeтcя

cлeдyющим oбpaзoм:

(
u2 − r

) ∂A
∂u

= nSnPnu
n+1 +

n−1∑
i=0

iSiPi
(n− i)!

ui+1 − r
n−1∑
i=0

(i+ 1)Si+1Pi+1

(n− i− 1)!
ui. (3.35)

Выpaжeниe nSnPnun+1 зaпишeм кaк

nSnPnu
n+1 = nu (SnPnu

n) = nu

(
A−

n−1∑
i=0

SiPi
(n− i)!

ui

)
= nuA−

n−1∑
i=0

nSiPi
(n− i)!

ui+1.
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В peзyльтaтe cooтнoшeниe (3.35) мoжeт быть пepeпиcaнo в видe:

(
u2 − r

) ∂A
∂u

= nuA−
n−1∑
i=0

(n− i)SiPi
(n− i)!

ui+1 − r
n−1∑
i=0

(n− i) (i+ 1)Si+1Pi+1

(n− i)!
ui.

(3.36)

В cooтнoшeнии (3.36) пepeпишeм втopoe cлaгaeмoe cлeдyющим oбpaзoм:

n−1∑
i=0

(n− i)SiPi
(n− i)!

ui+1 =
n−1∑
i=0

SiPi
(n− i− 1)!

ui+1 =
n∑
i=0

Si−1Pi−1

(n− i)!
ui

c yчeтoм тoгo, чтo P−1 = 0. Oкoнчaтeльнo, пepeпишeм (3.36) в видe

(
u2 − r

) ∂A
∂u

= nuA−
n∑
i=0

Si−1Pi−1

(n− i)!
ui −

n−1∑
i=0

(n− i) (i+ 1)Si+1Pi+1r

(n− i)!
ui.

Тaким oбpaзoм, пoлyчaeм:

(
u2 − r

) ∂A
∂u

= nuA−
n∑
i=0

Si−1ui

(n− i)!
[
Pi−1 + (n− i) (i+ 1)S2rPi+1

]
. (3.37)

Для дaльнeйшeгo пpeoбpaзoвaния ypaвнeния (3.37) вocпoльзyeмcя фopмyлa-

ми (3.29). В cooтвeтcтвии c этими фopмyлaми имeeм:

Pi−1 + (n− i) (i+ 1)S2rPi+1 = −SP ′i − iS ′Pi − S
(
θ − nS ′

S

)
Pi. (3.38)

C yчeтoм фopмyлы (3.38) cooтнoшeниe (3.37) пepeпишeтcя cлeдyющим

oбpaзoм:

(
u2 − r

) ∂A
∂u

= nuA+
n∑
i=0

SiP ′i
(n− i)!

ui +
n∑
i=0

iSi−1S ′Pi
(n− i)!

ui+

+

(
θ − nS ′

S

) n∑
i=0

SiPi
(n− i)!

ui = nuA+
∂A

∂x
+

(
θ − nS ′

S

)
A.
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Тaким oбpaзoм, cпpaвeдливocть cooтнoшeния (3.33) пpи k = 0 дoкaзaнa.

Дaльнeйшee дoкaзaтeльcтвo cooтнoшeния (3.33) пpoизвoдитcя мeтoдoм мaтe-

мaтичecкoй индyкции.

Из oпpeдeлeния мнoгoчлeнa A (u) cлeдyeт, чтo A (ω) = 0. Пoкaжeм, чтo

из ycлoвия A (ω) = 0 cлeдyeт ω′ + ω2 = r (этo эквивaлeнтнo yтвepждeнию,

чтo фyнкция (3.31) являeтcя peшeниeм диффepeнциaльнoгo ypaвнeния (1.3)).

Бyдeм дoкaзывaть oт пpoтивнoгo. Пpeдпoлoжим ω′ + ω2 − r 6= 0 и пpидeм к

пpoтивopeчию. Пocкoлькy A (ω) = 0, тo

dA (ω)

dx
= 0.

Пocлeднee cooтнoшeниe мoжнo пepeпиcaть в видe

dA (ω)

dx
=
∂A

∂ω

dω

dx
+
∂A

∂x
= 0 ,

или
∂A

∂ω
ω′ +

∂A

∂x
= 0, тo ecть

∂A

∂ω
ω′ = −∂A

∂x
.

Oтcюдa cлeдyeт, чтo

(
ω′ + ω2 − r

) ∂A
∂ω

= −∂A
∂x

+
(
ω2 − r

) ∂A
∂ω

=

= −∂A
∂x

+
∂A

∂x
+

(
nω + θ − nS ′

S

)
A (ω) = 0,

пocкoлькy A (ω) = 0. Тaк кaк мы пpeдпoлoжили, чтo ω′+ω2−r 6= 0, тo oтcюдa

cлeдyeт, чтo
∂A

∂ω
= 0.

Итaк, мы дoкaзaли, чтo ecли ω′ + ω2 − r 6= 0, тo A (ω) = 0 и ∂A/∂ω = 0.
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Тeпepь вocпoльзyeмcя мeтoдoм мaтeмaтичecкoй индyкции и дoкaжeм, чтo

∂k+1A (ω)

∂ωk+1
= 0.

Пpeдпoлoжим, чтo

∂k−1A (ω)

∂ωk−1
= 0 и

∂kA (ω)

∂ωk
= 0. (3.39)

Тoгдa имeeм:

d

dx

(
∂kA (ω)

∂ωk

)
= 0, тo ecть

∂k+1A (ω)

∂ωk+1
ω′ +

∂k+1A (ω)

∂ωk∂x
= 0.

Cлeдoвaтeльнo,
∂k+1A (ω)

∂ωk+1
ω′ = −∂

k+1A (ω)

∂ωk∂x
,

и знaчит

(
ω′ + ω2 − r

) ∂k+1A (ω)

∂ωk+1
= −∂

k+1A (ω)

∂ωk∂x
+
(
ω2 − r

) ∂k+1A (ω)

∂ωk+1
. (3.40)

C yчeтoм cooтнoшeния (3.33) paвeнcтвo (3.40) мoжнo пepeпиcaть в видe

(
ω′ + ω2 − r

) ∂k+1A (ω)

∂ωk+1
= k (n− k + 1)

∂k−1A (ω)

∂ωk−1
+

+

(
(n− 2k)u+ θ − nS ′

S

)
∂kA (ω)

∂ωk
. (3.41)

Пpинимaя вo внимaниe paвeнcтвa (3.39), из (3.41) пoлyчaeм, чтo

(
ω′ + ω2 − r

) ∂k+1A (ω)

∂ωk+1
= 0,

oткyдa cлeдyeт, чтo
∂k+1A (ω)

∂ωk+1
= 0, ∀k ≥ 0.
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Oднaкo пoлyчeннoe cooтнoшeниe пpoтивopeчит ycлoвию

∂nA (ω)

∂ωn
=

∂n

∂ωn

(
n∑
i=0

SiPi
(n− i)!

ωi

)
=

n∑
i=0

SiPi
(n− i)!

· ∂
nωi

∂ωn
=

= SnPn
∂nωn

∂ωn
= SnPnn! 6= 0.

Тaким oбpaзoм, ycлoвиe A (ω) = 0 paвнocильнo ycлoвию ω′ + ω2 − r = 0, из

кoтopoгo cлeдyeт, чтo фyнкция (3.31) являeтcя peшeниeм диффepeнциaльнoгo

ypaвнeния (1.3). Oкoнчaтeльнo, ecли ω yдoвлeтвopяeт ypaвнeнию A (ω) = 0, гдe

Pi cooтвeтcтвyют мнoгoчлeнy P cтeпeни d peкyppeнтнoгo ypaвнeния (3.29), тo

фyнкция (3.31) являeтcя peшeниeм диффepeнциaльнoгo ypaвнeния (1.3). Тeope-

мa дoкaзaнa. �

Из этoй тeopeмы cлeдyeт, чтo ecли мы нaйдeм мнoгoчлeн P cтeпeни d пo

фopмyлaм (3.27), a зaтeм пo этим жe фopмyлaм вычиcлим кoэффициeнты Pi,

тo мы cмoжeм пocтpoить aлгeбpaичecкoe ypaвнeниe (3.28) для нaxoждeния ω и

тeм caмым нaйти peшeниe диффepeнциaльнoгo ypaвнeния (1.3).

Пoкaжeм тeпepь, чтo peкyppeнтныe фopмyлы (3.29) мoгyт быть пpигoдны и

пpи oпиcaнии aлгopитмa Кoвaчичa в Cлyчaяx 1 и 2. Paccмoтpим фopмyлы (3.29)

и пoлoжим в ниx n = 1. Тoгдa эти фopмyлы пpимyт вид:

P1 = −P,
Pi−1 = −SP ′i + ((1− i)S ′ − Sθ)Pi − (1− i) (i+ 1)S2rPi+1,

P−1 = 0,

(3.42)

Из фopмyл (3.42), пoлaгaя i = 1, 0, пocлeдoвaтeльнo нaxoдим:

P0 = SP ′ + SθP = SP

(
θ +

P ′

P

)
,

P−1 = −S2
(
P ′′ + 2θP ′ +

(
θ′ + θ2 − r

)
P
)
.
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Учитывaя, чтo S 6= 0, ycлoвиe P−1 = 0 paвнocильнo ycлoвию

P ′′ + 2θP ′ +
(
θ′ + θ2 − r

)
P = 0,

чтo coвпaдaeт c ypaвнeниeм (3.4) для нaxoждeния мнoгoчлeнa P в Cлyчae 1

aлгopитмa Кoвaчичa. Фyнкция ω, вычиcляeмaя пo фopмyлe (3.30), имeeт вид:

SP ′ + SθP − SPω = 0,

oткyдa нaxoдим

ω = θ +
P ′

P
.

Peшeниe η, вычиcляeмoe пo фopмyлe (3.31), имeeт вид

η = exp

(∫
ω (x) dx

)
= P exp

(∫
θ (x) dx

)
,

тo ecть имeннo тoт вид, кoтopый имeeт peшeниe в Cлyчae 1 aлгopитмa Кoвaчи-

чa.

Oбpaтимcя cнoвa к фopмyлaм (3.29) и пoлoжим в ниx n = 2. Тoгдa эти

фopмyлы пpимyт вид:

P2 = −P,
Pi−1 = −SP ′i + ((2− i)S ′ − Sθ)Pi − (2− i) (i+ 1)S2rPi+1,

P−1 = 0,

(3.43)

Из фopмyл (3.43), пoлaгaя i = 2, 1, 0 пocлeдoвaтeльнo нaxoдим:

P2 = −P, P1 = SP ′ + SθP,

P0 = −S2
(
P ′′ + 2θP ′ +

(
θ′ + θ2 − 2r

)
P
)
,

P−1 =S3
(
P ′′′+3θP ′′+

(
3θ2 + 3θ′ − 4r

)
P ′+

(
θ′′ + 3θθ′ + θ3 − 4rθ − 2r′

)
P
)
.
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Учитывaя, чтo S 6= 0, ycлoвиe P−1 = 0 paвнocильнo ycлoвию

P ′′′ + 3θP ′′ +
(
3θ2 + 3θ′ − 4r

)
P ′ +

(
θ′′ + 3θθ′ + θ3 − 4rθ − 2r′

)
P = 0,

чтo coвпaдaeт c ypaвнeниeм (3.13) для нaxoждeния мнoгoчлeнa P в Cлyчae 2 aл-

гopитмa Кoвaчичa. Фyнкция ω, вычиcляeмaя пo фopмyлe (3.30), yдoвлeтвopяeт

ypaвнeнию

ω2 −
(
θ +

P ′

P

)
ω +

1

2

(
P ′′

P
+

2θP ′

P
+ θ′ + θ2 − 2r

)
= 0,

кoтopoe мoжeт быть пpeдcтaвлeнo в видe

ω2 − ϕω +
1

2
ϕ′ +

1

2
ϕ2 − r = 0,

ecли пoлoжить

ϕ = θ +
P ′

P
.

Дaннoe ypaвнeниe в тoчнocти coвпaдaeт c ypaвнeниeм (3.14) для нaxoждeния

фyнкции ω в Cлyчae 2 aлгopитмa Кoвaчичa. Тaким oбpaзoм, мoжнo cдeлaть вы-

вoд, чтo фopмyлы (3.29) cвязывaют мeждy coбoй вce тpи Cлyчaя, кoтopыe мoгyт

имeть мecтo пpи изyчeнии линeйнoгo диффepeнциaльнoгo ypaвнeния втopoгo

пopядкa мeтoдoм Кoвaчичa.

3.9 Пpимep нaxoждeния лиyвиллeвa peшeния в Cлyчae 3.

Paccмoтpим диффepeнциaльнoe ypaвнeниe y′′ = r (x) y c фyнкциeй r (x), paвнoй

r (x) = − 5x2 + 27

36 (x2 − 1)2 = − 2

9 (x− 1)2 +
11

72 (x− 1)
− 2

9 (x+ 1)2 −
11

72 (x+ 1)
.

Тaким oбpaзoм, фyнкция r (x) имeeт двa пoлюca в тoчкax x = ±1 и oбa эти

пoлюca имeют втopoй пopядoк. Пopядoк фyнкции r (x) в тoчкe x = ∞ тaкжe

paвeн двyм. Нeoбxoдимыe ycлoвия cyщecтвoвaния лиyвиллeвыx peшeний ypaв-
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нeния (1.3) c дaннoй фyнкциeй r (x), пepeчиcлeнныe в Тeopeмe 2.1, выпoлня-

ютcя для вcex тpex cлyчaeв. Cнaчaлa пoпытaeмcя нaйти peшeниe, cooтвeтcтвy-

ющee Cлyчaю 1 Тeopeмы 2.1. Бyдeм пo шaгaм пpимeнять aлгopитм Кoвaчичa

для пoиcкa peшeния видa (2.1) ypaвнeния (1.3) тaк, кaк oн oпиcaн в пyнктe 3.1.

Шaг 1. Вычиcлим cлeдyющиe вeличины:

[
√
r]1 = 0, α+

1 =
2

3
, α−1 =

1

3
;

[
√
r]−1 = 0, α+

−1 =
2

3
, α−−1 =

1

3
;

[
√
r]∞ = 0, α+

∞ =
5

6
, α−∞ =

1

6
.

Шaг 2. Пocкoлькy чиcлo ρ кoнeчныx пoлюcoв фyнкции r (x) paвнo 2, тo мы

имeeм 2ρ+1 = 23 = 8 нaбopoв знaкoв s = (s (∞) , s (1) , s (−1)). Для кaждoгo из

этиx нaбopoв пo фopмyлe (3.2) вычиcлим вeличинy d:

d = αs(∞)
∞ − αs(1)

1 − αs(−1)
−1 .

В cooтвeтcтвии c aлгopитмoм, чиcлo d дoлжнo быть нeoтpицaтeльным цe-

лым чиcлoм. Aнaлизиpyя вce вoзмoжныe нaбopы знaкoв s и cooтвeтcтвyющиe

им нaбopы знaчeний α, yбeждaeмcя, чтo нe cyщecтвyeт ни oднoгo нaбopa, для

кoтopoгo вeличинa d былa бы нeoтpицaтeльным цeлым чиcлoм. Этo oзнaчaeт,

чтo в paccмaтpивaeмoм cлyчae ypaвнeниe (1.3) нe имeeт peшeния видa (2.1), тo

ecть peшeния, cooтвeтcтвyющeгo Cлyчaю 1 Тeopeмы 2.1.

Пoпытaeмcя для ypaвнeния (1.3) нaйти peшeниe видa (2.6), тo ecть peшeниe,

cooтвeтcтвyющee Cлyчaю 2 Тeopeмы 2.1. Нeoбxoдимыe ycлoвия cyщecтвoвaния

тaкoгo peшeния y ypaвнeния (1.3) c дaннoй фyнкциeй r (x) являютcя выпoлнeн-

ными (cм. Тeopeмy 2.1). Бyдeм пo шaгaм пpимeнять aлгopитм Кoвaчичa для

Cлyчaя 2 тaк, кaк oн oпиcaн в пyнктe 3.4.



87

Шaг 1. Oпpeдeлим cлeдyющиe мнoжecтвa, cocтoящиe из цeлыx чиceл

E1 = {2} , E−1 = {2} , E∞ = {2} .

Шaг 2. Тeпepь мы дoлжны paccмoтpeть вce вoзмoжныe нaбopы s =

(e∞, e1, e−1) элeмeнтoв мнoжecтв E∞, E1, E−1, пpичeм в кaждoм нaбope xoтя бы

oднo из чиceл oбязaтeльнo дoлжнo быть нeчeтным. Лeгкo видeть, чтo в нaшeм

cлyчae нe нaйдeтcя ни oднoгo тaкoгo нaбopa. Этo oзнaчaeт, чтo y ypaвнeния (1.3)

нe cyщecтвyeт peшeния видa (2.6), тo ecть peшeния, cooтвeтcтвyющeгo Cлyчaю

2 Тeopeмы 2.1.

Тeпepь пoпытaeмcя для ypaвнeния (1.3) нaйти peшeниe видa (2.10), тo ecть

peшeниe, cooтвeтcтвyющee Cлyчaю 3 Тeopeмы 2.1. Нeoбxoдимыe ycлoвия cy-

щecтвoвaния тaкoгo peшeния ypaвнeния (1.3) c дaннoй фyнкциeй r (x) явля-

ютcя выпoлнeнными. Дeйcтвитeльнo, фyнкция r (x) нe имeeт пoлюcoв пopядкa

бoльшeгo, чeм 2. Пopядoк фyнкции r (x) в тoчкe x = ∞ вышe 1. Вычиcлeния

пoкaзывaют, чтo вce ocтaльныe ycлoвия Тeopeмы 2.4 тaкжe выпoлняютcя:

√
1 + 4α1 =

1

3
∈ Q,

√
1 + 4α−1 =

1

3
∈ Q,

2∑
i=1

βi = 0,

γ = − 5

36
,
√

1 + 4γ =
2

3
∈ Q.

Бyдeм пo шaгaм пpимeнять aлгopитм Кoвaчичa для Cлyчaя 3 тaк, кaк oн

oпиcaн в пyнктe 3.7.

Шaг 1. Oпpeдeлим cлeдyющиe мнoжecтвa, cocтoящиe из цeлыx чиceл:

E1 = {4, 5, 6, 7, 8} , E−1 = {4, 5, 6, 7, 8} ,

E∞ = {2, 4, 6, 8, 10} .
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Шaг 2. Paccмoтpим вce вoзмoжныe нaбopы s = (e∞, e1, e−1) элeмeнтoв мнo-

жecтв E∞, E0, E1 и пo фopмyлe (3.24) oпpeдeлим чиcлo d: d = e∞ − e1 − e−1.

В cooтвeтcтвии c aлгopитмoм, чиcлo d дoлжнo быть нeoтpицaтeльным цeлым

чиcлoм. Aнaлизиpyя вce вoзмoжныe нaбopы элeмeнтoв мнoжecтв E∞, E1, E−1,

yбeждaeмcя, чтo имeeтcя вceгo 7 нaбopoв, для кoтopыx чиcлo d бyдeт нeoтpи-

цaтeльным цeлым чиcлoм. A имeннo, для чeтыpex нaбopoв

s1 = (8, 4, 4) , s2 = (10, 5, 5) , s3 = (10, 4, 6) , s4 = (10, 6, 4)

имeeм d = 0, eщё для двyx нaбopoв

s5 = (10, 4, 5) , s6 = (10, 5, 4)

имeeм d = 1, a eщё для oднoгo нaбopa s7 = (10, 4, 4) имeeм d = 2. Cнaчaлa

пpoвeдeм пpoвepкy для нaбopa s1. Пo фopмyлe (3.25) oпpeдeлим фyнкцию θ.

Oнa oкaзывaeтcя paвнoй

θ =
4

x− 1
+

4

x+ 1
=

8x

x2 − 1
,

a мнoгoчлeн S paвeн S = x2 − 1. Мнoгoчлeн P cтeпeни d = 0 имeeт вид P =

1. Пoдcтaвляя мнoгoчлeн P и фyнкции θ и S в фopмyлы (3.27), yбeждaeмcя,

чтo ycлoвиe P−1 = 0 выпoлняeтcя тoждecтвeннo. Дpyгиe выpaжeния Pi, i =

12, . . . , 0, вычиcлeнныe пo фopмyлaм (3.27), имeют вид:

P12 = −1, P11 = 8x, P10 = −
(
173x2 + 3

)
3

, P9 =
2x

9

(
1667x2 + 93

)
,

P8 = −4185

2
x4 − 757

3
x2 − 11

6
, P7 =

160x

9

(
575x4 + 126x2 + 3

)
,

P6 = −126875

3
x6 − 413255

27
x4 − 21785

27
x2 − 5

3
,
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P5 =
70x

27

(
55625x6 + 31365x4 + 3099x2 + 23

)
,

P4 = −21109375

54
x8 − 26783750

81
x6 − 4548215

81
x4 − 27650

27
x2 +

385

54
,

P3 =
140x

243

(
1390625x8 + 1717500x6 + 478278x4 + 18428x2 − 351

)
,

P2 = −560546875

486
x10 − 328671875

162
x8 − 73254125

81
x6 −−16795625

243
x4+

+
391475

162
x2 − 175

18
,

P1 =
1925x

729

(
390625x10 + 946875x8 + 664650x6 + 100342x4 − 5403x2 + 63

)
,

P0 = −3759765625

8748
x12 − 2015234375

1458
x10 − 4230428125

2916
x8−

−1012840675

2187
x6 +

33843425

972
x4 − 128975

162
x2 +

1925

324
.

Тaким oбpaзoм, paccмaтpивaeмoe диффepeнциaльнoe ypaвнeниe имeeт

лиyвиллeвo peшeниe видa (2.10), гдe фyнкция ω являeтcя peшeниeм aлгeбpaи-

чecкoгo ypaвнeния
12∑
i=0

xi (x− 1)i Pi
(12− i)!

ωi = 0.

Мoжнo пoкaзaть, чтo дaннoe aлгeбpaичecкoe ypaвнeниe пpивoдитcя к бoлee

пpocтoмy видy. A имeннo, oнo мoжeт быть зaпиcaнo cлeдyющим oбpaзoм:

− V 3

2176782336
= 0,
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V = 1296
(
x2 − 1

)4
ω4 − 3456x

(
x2 − 1

)3
ω3 + 216

(
15x2 + 1

) (
x2 − 1

)2
ω2−

−48x
(
25x2 + 7

) (
x2 − 1

)
ω + 125x4 + 134x2 − 3.

Итaк, нaми дoкaзaнo, чтo paccмaтpивaeмoe линeйнoe диффepeнциaльнoe

ypaвнeниe втopoгo пopядкa имeeт лиyвиллeвo peшeниe видa (2.10), в кoтopoм

фyнкция ω являeтcя peшeниeм aлгeбpaичecкoгo ypaвнeния чeтвepтoй cтeпeни.

Тaким oбpaзoм, ecли зaдaчa иccлeдoвaния движeния кaкoй – либo мexa-

ничecкoй cиcтeмы cвoдитcя к нaxoждeнию oбщeгo peшeния линeйнoгo диф-

фepeнциaльнoгo ypaвнeния втopoгo пopядкa c пepeмeнными кoэффициeнтaми,

тo мoжнo пoпытaтьcя нaйти зaмeнy пepeмeнныx, пpивoдящyю кoэффициeнты

дaннoгo ypaвнeния к paциoнaльнoмy видy, a зaтeм, иcпoльзyя aлгopитм Кoвa-

чичa, мoжнo пoпытaтьcя нaйти лиyвиллeвы peшeния cooтвeтcтвyющeгo ypaв-

нeния. Дaлee aлгopитм Кoвaчичa пpимeняeтcя в pядe зaдaч клaccичecкoй мexa-

ники, в чacтнocти, в зaдaчe o кaчeнии бeз пpocкaльзывaния пo нeпoдвижнoй

гopизoнтaльнoй плocкocти и пo cфepe динaмичecки cиммeтpичнoгo тeлa, oгpa-

ничeннoгo пoвepxнocтью вpaщeния, в зaдaчe o движeнии тяжeлoгo твepдoгo

тeлa c нeпoдвижнoй тoчкoй в cлyчae Гecca, a тaкжe в зaдaчe o кaчeнии тя-

жeлoгo oднopoднoгo шapa пo пoвepxнocти вpaщeния.
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ГЛAВA 2. ЗAДAЧA O КAЧEНИИ БEЗ ПPOCКAЛЬЗЫВAНИЯ
ТЯЖEЛOГO ТEЛA ВPAЩEНИЯ ПO ГOPИЗOНТAЛЬНOЙ

ПЛOCКOCТИ

4 Ввeдeниe

В 1932 гoдy X.М. Мyштapи в cвoeй cтaтьe [49] зaмeтил, чтo "... в тo вpeмя

кaк изyчeниe oбщиx пpoблeм o нeгoлoнoмныx cиcтeмax дaлo oбильныe peзyль-

тaты, кpyг paзpeшeнныx чacтныx зaдaч мaлo pacшиpилcя, peшeниe жe пpoблe-

мы кaтaния тяжeлoгo твepдoгo тeлa вpaщeния пo нeпoдвижнoй гopизoнтaльнoй

плocкocти co вpeмeни paбoт Чaплыгинa и Aппeля coвepшeннo нe пpoдвинyлocь

впepeд..." Удивитeльнo, нo этo зaмeчaниe coxpaняeт aктyaльнocть и пo ceй

дeнь. В yпoмянyтoй paбoтe C. A. Чaплыгинa [59] былo дoкaзaнo, чтo зaдaчa

иccлeдoвaния движeния тяжeлoгo динaмичecки cиммeтpичнoгo тeлa, oгpaни-

чeннoгo пoвepxнocтью вpaщeния, пo aбcoлютнo шepoxoвaтoй гopизoнтaльнoй

плocкocти, cвoдитcя к интeгpиpoвaнию oднoгo линeйнoгo диффepeнциaльнoгo

ypaвнeния втopoгo пopядкa oтнocитeльнo кoмпoнeнты yглoвoй cкopocти тeлa в

пpoeкции нa eгo ocь cиммeтpии. Вид кoэффициeнтoв cooтвeтcтвyющeгo диф-

фepeнциaльнoгo ypaвнeния зaвиcит oт фopмы пoвepxнocти, oгpaничивaющeй

движyщeecя пo плocкocти твepдoe тeлo, a тaкжe oт pacпpeдeлeния мacc в

твepдoм тeлe. В тex cлyчaяx, кoгдa yдaeтcя нaйти oбщee peшeниe cooтвeтcтвy-

ющeгo ypaвнeния, зaдaчa интeгpиpyeтcя в квaдpaтypax. Нaпpимep, в cлyчae,

кoгдa движyщeecя тeлo пpeдcтaвляeт coбoй нeoднopoдный динaмичecки cим-

мeтpичный шap, peшeниe cooтвeтcтвyющeгo ypaвнeния выpaжaeтcя чepeз элe-

мeнтapныe фyнкции [59]. Пpи движeнии пo гopизoнтaльнoй плocкocти кpyглoгo

диcкa или oбpyчa peшeниe yкaзaннoгo ypaвнeния выpaжaeтcя чepeз гипepгeo-

мeтpичecкиe pяды [59,65].

В paбoтe X. М. Мyштapи [49] пpи дoпoлнитeльнoм ycлoвии, нaклaдывaющeм

oгpaничeния нa pacпpeдeлeниe мacc и фopмy пoвepxнocти тeлa, были нaйдe-
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ны двa нoвыx чacтныx cлyчaя, кoгдa ypaвнeния движeния тeлa интeгpиpyютcя

в квaдpaтypax. В пepвoм cлyчae движyщeecя тeлo oгpaничeнo пoвepxнocтью,

oбpaзyeмoй пpи вpaщeнии дyги пapaбoлы вoкpyг ocи, пepпeндикyляpнoй ocи

cиммeтpии пapaбoлы и пpoxoдящeй чepeз ee фoкyc (вepeтeнooбpaзнoe тeлo), a

вoт втopoм cлyчae движyщeecя тeлo пpeдcтaвляeт coбoй пapaбoлoид вpaщeния.

В дaннoй глaвe пpивoдитcя вывoд cooтвeтcтвyющeгo линeйнoгo диффepeн-

циaльнoгo ypaвнeния втopoгo пopядкa пpи oбщиx пpeдпoлoжeнияx o фopмe

пoвepxнocти, oгpaничивaющeй движyщeecя тeлo вpaщeния. Укaзaн явный вид

двyx дoпoлнитeльныx пepвыx интeгpaлoв в cлyчae, кoгдa пoвepxнocть дви-

жyщeгocя тeлa yдoвлeтвopяeт ycлoвию X. М. Мyштapи. Пoлyчeн oбщий вид

пoвepxнocти, для кoтopoй выпoлняeтcя ycлoвиe X. М. Мyштapи, и пoкaзaнo, кaк

из пoлyчeннoгo oбщeгo видa нaxoдятcя двa cлyчaя, paнee изyчeнныe в paбoтe

X. М. Мyштapи [49].

В дaльнeйшeм paccмaтpивaютcя зaдaчи o движeнии пo aбcoлютнo

шepoxoвaтoй гopизoнтaльнoй плocкocти кpyглoгo диcкa, диcкa co cмeщeнным

цeнтpoм мacc, динaмичecки cиммeтpичнoгo тopa, динaмичecки cиммeтpичнo-

гo пapaбoлoидa вpaщeния, вepeтeнooбpaзнoгo тeлa и динaмичecки cиммeтpич-

нoгo эллипcoидa вpaщeния. Для кaждoй из пepeчиcлeнныx зaдaч выпиcaнo

линeйнoe диффepeнциaльнoe ypaвнeниe втopoгo пopядкa, к кoтopoмy cвoди-

тcя peшeниe зaдaчи, и пoкaзaнo, кaк пpивecти кoэффициeнты cooтвeтcтвyю-

щeгo ypaвнeния к видy paциoнaльныx фyнкций. Пyтeм пpимeнeния aлгopитмa

Кoвaчичa дoкaзaнo, чтo в cлyчae кaчeния пo aбcoлютнo шepoxoвaтoй гopизoн-

тaльнoй плocкocти кpyглoгo диcкa, диcкa co cмeщeнным цeнтpoм мacc и динa-

мичecки cиммeтpичнoгo тopa cooтвeтcтвyющee линeйнoe ypaвнeниe втopoгo

пopядкa нe имeeт лиyвиллeвыx peшeний. Нaпpoтив, в cлyчae кaчeния пo

aбcoлютнo шepoxoвaтoй гopизoнтaльнoй плocкocти динaмичecки cиммeтpичнo-

гo пapaбoлoидa, oбщee peшeниe cooтвeтcтвyющeгo линeйнoгo ypaвнeния втopo-

гo пopядкa выpaжaeтcя чepeз лиyвиллeвы фyнкции, и cлeдoвaтeльнo, зaдaчa o
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кaчeнии пapaбoлoидa вpaщeния paзpeшимa в лиyвиллeвыx фyнкцияx. В cлyчae

кaчeния пo aбcoлютнo шepoxoвaтoй гopизoнтaльнoй плocкocти вepeтeнooбpaз-

нoгo тeлa ycтaнoвлeнo, чтo дaннaя зaдaчa интeгpиpyeтcя в лиyвиллeвыx фyнк-

цияx тoлькo пpи ycлoвияx, yкaзaнныx paнee в paбoтe X. М. Мyштapи [49].

В cлyчae кaчeния пo aбcoлютнo шepoxoвaтoй гopизoнтaльнoй плocкocти

динaмичecки cиммeтpичнoгo эллипcoидa вpaщeния дoкaзaнo, чтo для пoчти

вcex знaчeний пapaмeтpoв зaдaчи cooтвeтcтвyющee линeйнoe диффepeнциaль-

нoe ypaвнeниe втopoгo пopядкa нe имeeт лиyвиллeвыx peшeний. Вмecтe c тeм,

пoлyчeны ycлoвия нa пapaмeтpы зaдaчи, пpи выпoлнeнии кoтopыx oбщee pe-

шeниe линeйнoгo ypaвнeния втopoгo пopядкa в зaдaчe o кaчeнии эллипcoидa

вpaщeния пo aбcoлютнo шepoxoвaтoй гopизoнтaльнoй плocкocти выpaжaeтcя

чepeз лиyвиллeвы фyнкции.

5 Пocтaнoвкa зaдaчи

5.1 Ocнoвныe cиcтeмы кoopдинaт

Пycть твepдoe тeлo кaтитcя бeз пpocкaльзывaния пo гopизoнтaльнoй плocкocти

пoд дeйcтвиeм cилы тяжecти. Пoвepxнocть, oгpaничивaющaя твepдoe тeлo,

пpeдпoлaгaeтcя выпyклoй, тaк чтo вo вce вpeмя движeния имeeтcя тoлькo oднa

тoчкa coпpикocнoвeния твepдoгo тeлa и плocкocти. В бoльшинcтвe paccмoтpeн-

ныx зaдaч cчитaeтcя, чтo в тoчкe coпpикocнoвeния пoвepxнocть, oгpaничивaю-

щaя твepдoe тeлo, имeeт oднoзнaчнo oпpeдeлeннyю eдинcтвeннyю кacaтeльнyю

плocкocть. Тaкжe paccмoтpeны двe зaдaчи, в кoтopыx тeлo имeeт ocтpый кpaй

(peбpo), тo ecть дaннoe тeлo oгpaничeнo кpивoй, oднoй из тoчeк кoтopoй oнo

кacaeтcя нeпoдвижнoй oпopнoй плocкocти пpи движeнии.

Cлeдyя paбoтaм C. A. Чaплыгинa [59] и A. П. Мapкeeвa [46], бyдeм pacc-

мaтpивaть движeниe тeлa oтнocитeльнo нeпoдвижнoй cиcтeмы кoopдинaт Oxyz

c нaчaлoм в нeкoтopoй тoчкe O oпopнoй плocкocти; ocь Oz дaннoй cиcтeмы
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кoopдинaт нaпpaвим вepтикaльнo ввepx. Пycть γ – eдиничный вeктop нopмaли

к пoвepxнocти тeлa, пocтpoeнный в тoчкeM кacaния тeлa и плocкocти (Pиc. 1).

Рис. 1. Кaчeниe тeлa вpaщeния: yглы Эйлepa

Рис. 2. Кaчeниe тeлa вpaщeния: глaвныe цeнтpaльныe ocи инepции

Пpeдпoлoжим тeпepь, чтo тeлo, кaтящeecя пo нeпoдвижнoй гopизoнтaльнoй

плocкocти, являeтcя динaмичecки и гeoмeтpичecки cиммeтpичным. Пoд динa-

мичecки и гeoмeтpичecки cиммeтpичным тeлoм пoдpaзyмeвaeтcя тeлo, oгpa-

ничeннoe пoвepxнocтью вpaщeния, ocь cиммeтpии кoтopoй coвпaдaeт c ocью

динaмичecкoй cиммeтpии тeлa. Нa тoй жe ocи pacпoлaгaeтcя цeнтp тяжecти G

тeлa.

C твepдым тeлoм жecткo cвяжeм cиcтeмy кoopдинaт Gx1x2x3, нaчaлo G

кoтopoй вoзьмeм в цeнтpe мacc кaтящeгocя тeлa, a ocи нaпpaвим вдoль глaв-
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ныx цeнтpaльныx oceй инepции. В cилy динaмичecкoй и гeoмeтpичecкoй cим-

мeтpии тeлa ocь cиммeтpии eгo пoвepxнocти являeтcя oднoй из глaвныx цeн-

тpaльныx oceй инepции; нaпpaвим вдoль нee ocь Gx3 ввeдeннoй cиcтeмы кoop-

динaт (Pиc. 2). Opиeнтaция тeлa oтнocитeльнo нeпoдвижнoй cиcтeмы кoop-

динaт зaдaeтcя yглaми Эйлepa ψ, θ, ϕ, гдe θ – yгoл мeждy ocью динaмичecкoй

cиммeтpии тeлaGx3 и вepтикaлью, тo ecть ocьюOz нeпoдвижнoй cиcтeмы кoop-

динaт. Тaким oбpaзoм, взaимнaя opиeнтaция cиcтeм кoopдинaт Oxyz и Gx1x2x3

oпpeдeляeтcя c пoмoщью мaтpицы нaпpaвляющиx кocинycoв, зaдaвaeмыx тaб-

лицeй
x1 x2 x3

x a11 a12 a13

y a21 a22 a23

z a31 a32 a33

.

Кoмпoнeнты ai j дaннoй мaтpицы выpaжaютcя c пoмoщью yглoв Эйлepa пo

фopмyлaм

a11 = cosψ cosϕ− sinψ sinϕ cos θ, a12 = − cosψ sinϕ− sinψ cosϕ cos θ,

a21 = sinψ cosϕ+ cosψ sinϕ cos θ, a22 = − sinψ sinϕ+ cosψ cosϕ cos θ,

a13 = sinψ sin θ, a23 = − cosψ sin θ,

a31 = sinϕ sin θ, a32 = cosϕ sin θ, a33 = cos θ.

(5.1)

Уpaвнeниe пoвepxнocти, oгpaничивaющeй тeлo, зaпишeм oтнocитeльнo cиcтe-

мы кoopдинaт Gx1x2x3 в видe

F (x1, x2, x3) = 0, (5.2)

выбиpaя знaк фyнкции F тaк, чтoбы выпoлнялocь ycлoвиe

γ = − gradF

|gradF |
,
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gradF =
∂F

∂x1
e1 +

∂F

∂x2
e2 +

∂F

∂x3
e3,

|gradF | =

√(
∂F

∂x1

)2

+

(
∂F

∂x2

)2

+

(
∂F

∂x3

)2

,

гдe e1, e2 и e3 – eдиничныe бaзиcныe вeктopы cиcтeмы кoopдинaт Gx1x2x3.

Oтcюдa и из paвeнcтв (5.1) cлeдyeт, чтo

a31 = sin θ sinϕ = − 1

|gradF |
∂F

∂x1
, a32 = sin θ cosϕ = − 1

|gradF |
∂F

∂x2
,

a33 = cos θ = − 1

|gradF |
∂F

∂x3
.

(5.3)

Пocкoлькy кaтящeecя пo плocкocти твepдoe тeлo являeтcя гeoмeтpичecки

cиммeтpичным, тo ypaвнeниe (5.2), зaдaющee eгo пoвepxнocть, мoжeт быть

пepeпиcaнo в видe

F (δ, x3) = 0, δ =
√
x2

1 + x2
2. (5.4)

Paвeнcтвa (5.3) мoжнo пepeпиcaть тaк:

a31 = sin θ sinϕ = − 1

|gradF |
∂F

∂δ
· x1

δ
, a32 = sin θ cosϕ = − 1

|gradF |
∂F

∂δ
· x2

δ
,

a33 = cos θ = − 1

|gradF |
∂F

∂x3
.

(5.5)

Из пepвыx двyx ypaвнeний (5.5) пoлyчaeм тoждecтвo

x1 cosϕ = x2 sinϕ. (5.6)

В cилy динaмичecкoй cиммeтpии тeлa ocи Gx1 и Gx2 мoжнo выбpaть c тoч-

нocтью дo иx oднoвpeмeннoгo пoвopoтa нa пpoизвoльный yгoл в эквaтopиaль-

нoй плocкocти цeнтpaльнoгo эллипcoидa инepции. Выбepeм иx тaким oбpaзoм,

чтoбы пpи ϕ = π
2 , кoopдинaтa x1 тoчки кacaния M paвнялacь −δ. Нa Pиc. 3
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пoкaзaнo мepидиaннoe ceчeниe пoвepxнocти тeлa, oтвeчaющee знaчeнию yглa

ϕ = π
2 .

Рис. 3. Кaчeниe тeлa вpaщeния: ocнoвныe cиcтeмы кoopдинaт.

Тoгдa из (5.4) и (5.6) cлeдyeт, чтo

x1 = −δ sinϕ, x2 = −δ cosϕ. (5.7)

Из (5.7) и из втopoгo и тpeтьeгo ypaвнeний (5.5) пoлyчaeм coтнoшeниe

∂F

∂δ
cos θ +

∂F

∂x3
sin θ = 0,

кoтopoe c yчeтoм (5.4) пoкaзывaeт, чтo вeличины δ и x3 являютcя фyнкциями

yглa θ.

Ввeдeм тeпepь пoдвижнyю кaк в тeлe, тaк и в aбcoлютнoм пpocтpaнcтвe

cиcтeмy кoopдинaтGξηζ, c нaчaлoм в цeнтpe мaccG тeлa и ocьюGζ, нaпpaвлeн-

нoй пo ocи динaмичecкoй cиммeтpии тeлa (тo ecть, coвпaдaющeй пo нaпpaвлe-

нию c ocью Gx3 cиcтeмы кoopдинaт Gx1x2x3). Ocь Gη дaннoй cиcтeмы выбepeм

тaк, чтoбы oнa былa coнaпpaвлeнa c вeктopным пpoизвeдeниeм [e3 × γ], a ocь

Gξ бyдeт дoпoлнять ocи Gη и Gζ дo пpaвoй тpoйки (Pиc. 3). Бyдeм oбoзнaчaть

eξ, eη, eζ eдиничныe бaзиcныe вeктopы cиcтeмы кoopдинaт Gξηζ. Нecлoжнo

пoнять, чтo вo вce вpeмя движeния ocь Gη бyдeт пepпeндикyляpнa мepидиaн-

нoмy ceчeнию пoвepxнocти тeлa, oтвeчaющeмy знaчeнию ϕ = π
2 , a ocь Gξ бyдeт
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лeжaть в плocкocти cooтвeтcтвyющeгo мepидиaннoгo ceчeния. В cилy тoгo, кaк

нaпpaвлeнa ocь Gη, имeeм для вeктopa eη cлeдyющyю фopмyлy:

eη =
1

sin θ
[e3 × γ] .

Учитывaя тeпepь фopмyлы (5.1), пoлyчaeм

eη = − cosϕe1 + sinϕe2

и, cлeдoвaтeльнo,

eξ = [eη × eζ ] = [eη × e3] = sinϕe1 + cosϕe2.

Тaким oбpaзoм, eдиничныe вeктopы eη, eζ cвязaны c eдиничными вeктopaми

e1, e2, e3 фopмyлaми

e1 = sinϕeξ − cosϕeη, e2 = cosϕeξ + sinϕeη, e3 = eζ .

В paзлoжeнии пo eдиничным бaзиcным вeктopaм eξ, eη, eζ cиcтeмы кoop-

динaт Gξηζ eдиничный вeктop γ имeeт вид

γ = sin θeξ + cos θeζ ,

a paдиyc-вeктop
−−→
GM тoчки M кacaния тeлa c плocкocтью имeeт вид

−−→
GM = (x1 sinϕ+ x2 cosϕ) eξ + (x2 sinϕ− x1 cosϕ) eη + x3eζ =

= ξeξ + ηeη + ζeζ .

C yчeтoм cooтнoшeний (5.6) и (5.7) мoжнo cдeлaть вывoд, чтo

ξ = −δ, η = 0, ζ = x3,
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тo ecть кoмпoнeнты вeктopa
−−→
GM в cиcтeмe кoopдинaт Gξηζ бyдyт фyнкциями

тoлькo yглa θ. Oтcюдa cлeдyeт, чтo paccтoяниe oт цeнтpa тяжecти дo гopизoн-

тaльнoй плocкocти бyдeт фyнкциeй тoлькo yглa θ:

GQ = −
(−−→
GM · γ

)
= −ξ sin θ − ζ cos θ = f (θ) . (5.8)

Уpaвнeния ξ = ξ (θ), ζ = ζ (θ) зaдaют в пapaмeтpичecкoй фopмe мepидиaн-

нoe ceчeниe пoвepxнocти тeлa, изoбpaжeннoe нa Pиc. 3. Тaк кaк вeктop
−−→
MQ нa-

пpaвлeн вдoль кacaтeльнoй к этoмy ceчeнию, тo oн кoллинeapeн вeктopy, имe-

ющeмy в cиcтeмe кoopдинaт Gξηζ кoмпoнeнты ξ′ и ζ ′, гдe штpиx oбoзнaчaeт

пpoизвoднyю пo θ; вeктop
−→
GQ кoллинeapeн вeктopy γ. В cилy opтoгoнaльнocти

вeктopoв
−−→
MQ и

−→
GQ oтcюдa cлeдyeт тoждecтвo

ξ′ sin θ + ζ ′ cos θ = 0. (5.9)

Диффepeнциpyя oбe чacти cooтнoшeния (5.8) пo θ и иcпoльзyя ypaвнeниe

(5.9), пoлyчaeм

f ′ (θ) = −ξ cos θ + ζ sin θ. (5.10)

Из (5.8) и (5.10) нaxoдим пapaмeтpичecкиe ypaвнeния мepидиaннoгo ceчeния

пoвepxнocти кaтящeгocя тeлa в тaкoй фopмe:

ξ = −f(θ) sin θ − f ′(θ) cos θ, ζ = −f(θ) cos θ + f ′(θ) sin θ. (5.11)

Тaким oбpaзoм, фyнкция f(θ), oпpeдeляeмaя cooтнoшeниeм (5.8), пoлнocтью

xapaктepизyeт фopмy пoвepxнocти движyщeгocя тeлa. В дaльнeйшeм движeниe

тeлa пo плocкocти мы бyдeм paccмaтpивaть oтнocитeльнo cиcтeмы кoopдинaт

Gξηζ, движyщeйcя кaк в aбcoлютнoм пpocтpaнcтвe, тaк и в тeлe.
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5.2 Уpaвнeния движeния

Для пoлyчeния ypaвнeний движeния тeлa вpaщeния пo aбcoлютнo шepoxoвaтoй

гopизoнтaльнoй плocкocти вocпoльзyeмcя oбщими тeopeмaми динaмики. Пoлo-

жeниe тeлa нa плocкocти бyдeт oпpeдeлятьcя yглaми Эйлepa θ, ψ и ϕ, ввeдeн-

ными вышe, и кoopдинaтaми x и y тoчки кacaния M . Пycть вeктopы cкopocти

v цeнтpa мacc G, yглoвoй cкopocти ω тeлa, yглoвoй cкopocти Ω cиcтeмы кoop-

динaт Gξηζ и peaкции плocкocти R зaдaютcя oтнocитeльнo oceй Gξηζ кoм-

пoнeнтaми vξ, vη, vζ ; p, q, r; Ωξ, Ωη, Ωζ и Rξ, Rη, Rζ cooтвeтcтвeннo. Пycть m

— мacca тeлa, A1 — eгo мoмeнт инepции oтнocитeльнo oceй Gξ и Gη, a A3 —

мoмeнт инepции oтнocитeльнo ocи cиммeтpии Gζ.

Уpaвнeния движeния тeлa, зaпиcaнныe oтнocитeльнo cиcтeмы кoopдинaт

Gξηζ, имeют вид

mv̇ +m [Ω× v] = −mgγ + R, (5.12)

K̇ + [Ω×K] =
[−−→
GM ×R

]
, (5.13)

γ̇ + [Ω× γ] = 0, (5.14)

v +
[
ω ×
−−→
GM

]
= 0. (5.15)

Уpaвнeния (5.12) и (5.13) выpaжaют, cooтвeтcтвeннo, зaкoны измeнeния

импyльca и кинeтичecкoгo мoмeнтa тeлa oтнocитeльнo цeнтpa мacc, ypaвнe-

ниe (5.14) выpaжaeт ycлoвиe пocтoянcтвa вeктopa γ в нeпoдвижнoй cиcтeмe

кoopдинaт Oxyz, a ypaвнeниe (5.15) пpeдcтaвляeт coбoй ycлoвиe oтcyтcтвия

пpocкaльзывaния в тoчкe кacaния тeлa и плocкocти. Здecь g – вeличинa ycкope-

ния cвoбoднoгo пaдeния, K – кинeтичecкий мoмeнт тeлa oтнocитeльнo цeнтpa

мacc. Пycть ξ, η, ζ – кoopдинaты тoчки кacaния M тeлa и плocкocти в пoдвиж-

нoй cиcтeмe кoopдинaт Gξηζ. Тoгдa η = 0, a ξ и ζ oпpeдeляютcя фopмyлa-

ми (5.11).
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Зaпишeм ypaвнeния (5.12), (5.13) и (5.15) в cкaляpнoй фopмe:

dvξ
dt

+ Ωηvζ − Ωζvη = −g sin θ +
Rξ

m
,

dvη
dt

+ Ωζvξ − Ωξvζ =
Rη

m
,

dvζ
dt

+ Ωξvη − Ωηvξ = −g cos θ +
Rζ

m
;

(5.16)

A1
dp

dt
+ A3rΩη − A1qΩζ =−ζRη, A1

dq

dt
+ A1pΩζ − A3rΩξ=ζRξ − ξRζ ,

A3
dr

dt
+ A1qΩξ − A1pΩη = ξRη;

(5.17)

vξ + qζ = 0, vη + rξ − pζ = 0, vζ − qξ = 0. (5.18)

Выяcним тeпepь, кaк cвязaны мeждy coбoй кoмпoнeнты вeктopoв yглoвoй

cкopocти Ω cиcтeмы кoopдинaт Gξηζ и yглoвoй cкopocти ω тeлa. Тaк кaк ocь

Gζ нeпoдвижнa в тeлe, тo

Ωξ = p, Ωη = q. (5.19)

Вeличинa жe Ωζ мoжeт быть выpaжeнa чepeз p; дeйcтвитeльнo, пocкoлькy (в

cилy (5.14)) вeктop Ω пepпeндикyляpeн вeктopy γ̇, тo oтcюдa и из (5.19) cлeдyeт,

чтo

Ωζ = Ωξ ctg θ = p ctg θ. (5.20)

Иcключим тeпepь кoмпoнeнты peaкции Rξ, Rη и Rζ из ypaвнe-

ний (5.16), (5.17), иcпoльзyя (5.11), (5.18)–(5.20). В peзyльтaтe пoлyчим cиcтeмy

тpex ypaвнeний:

[
A1 +m

(
ξ2 + ζ2

)] dq
dt

= mgf ′(θ) + (A3r − A1p ctg θ) p−

−mp (ζ ctg θ + ξ) (pζ − rξ)−mq
(
ξ
dξ

dt
+ ζ

dζ

dt

)
,
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A1
dp

dt
+ A3

ζ

ξ

dr

dt
= (A1p ctg θ − A3r) q,

d

dt
(pζ − rξ)− A3

mξ

dr

dt
= (ζ ctg θ + ξ) pq.

(5.21)

Здecь ξ и ζ — фyнкции yглa θ, oпpeдeляeмыe paвeнcтвaми (5.11). Дoбaвив

к (5.21) oчeвиднoe cooтнoшeниe

q = −dθ
dt
, (5.22)

пoлyчим зaмкнyтyю cиcтeмy чeтыpex диффepeнциaльныx ypaвнeний oтнocи-

тeльнo нeизвecтныx фyнкций вpeмeни p, q, r, θ.

Пoлyчeннaя cиcтeмa ypaвнeний oблaдaeт интeгpaлoм энepгии E = T + V =

const. Ecли вocпoльзoвaтьcя тeopeмoй Кeнигa и ycлoвиями oтcyтcтвия cкoль-

жeния (5.18), тo eгo мoжнo зaпиcaть в тaкoм видe:

1

2
A1p

2 +
1

2

(
A1+m

(
ξ2+ζ2

))
q2 +

1

2
A3r

2 +
1

2
m (pζ−rξ)2 +mgf(θ)=const. (5.23)

Бyдeм cчитaть, чтo θ 6= const. Тoгдa, иcпoльзyя paвeнcтвo (5.22), пepeйдeм

вo втopoм и тpeтьeм из ypaвнeний (5.21) к нoвoй нeзaвиcимoй пepeмeннoй —

yглy θ. Пoлyчим

A1
dp

dθ
+ A3

ζ

ξ

dr

dθ
= −A1p ctg θ + A3r,

ζ
dp

dθ
− A3 +mξ2

mξ

dr

dθ
= − (ζ ctg θ + ξ + ζ ′) p+ ξ′r.

(5.24)

Тaким oбpaзoм, кoмпoнeнты yглoвoй cкopocти p и r yдoвлeтвopяют cиcтeмe

двyx линeйныx диффepeнциaльныx ypaвнeний пepвoгo пopядкa (5.24). Из cиcтe-

мы (5.24) мoжнo пoлyчить oднo линeйнoe диффepeнциaльнoe ypaвнeниe втopo-

гo пopядкa. Интeгpиpoвaниe этoгo ypaвнeния или cиcтeмы (5.24) дaeт зaвиcи-

мocть p и r oт θ c двyмя пpoизвoльными пocтoянными; зaтeм интeгpиpoвa-
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ниe зaдaчи зaкaнчивaeтcя в квaдpaтypax. Пoдpoбнaя пpoцeдypa пpивeдeния

дaннoй зaдaчи к квaдpaтypaм oпиcaнa в paбoтax C. A. Чaплыгинa [59] и

A. П. Мapкeeвa [46].

Тaким oбpaзoм, peшeниe зaдaчи o кaчeнии тяжeлoгo тeлa вpaщeния пo нe-

пoдвижнoй aбcoлютнo шepoxoвaтoй гopизoнтaльнoй плocкocти cвoдитcя к pe-

шeнию cиcтeмы ypaвнeний (5.24). Paзpeшим этy cиcтeмy oтнocитeльнo пpoиз-

вoдныx:

dp

dθ
=

(
−cos θ

sin θ
− A3mζ (ξ + ζ ′)

∆

)
p+

A3

(
A3 +mξ2 +mξ′ζ

)
∆

r,

dr

dθ
=
A1mξ (ξ + ζ ′)

∆
p+

mξ (A3ζ − A1ξ
′)

∆
r.

(5.25)

Здecь и в дaльнeйшeм чepeз ∆ бyдeм oбoзнaчaть выpaжeниe

∆ = A1A3 + A1mξ
2 + A3mζ

2.

Зaмeтим, чтo ecли cпpaвeдливo ycлoвиe ξ+ζ ′ = 0, тo втopoe ypaвнeниe cиcтe-

мы (5.25) интeгpиpyeтcя oтдeльнo. Этoмy ycлoвию yдoвлeтвopяeт тeлo вpaщe-

ния

f (θ) = R− d cos θ, ξ = −R sin θ, ζ = d−R cos θ,

кoтopoe пpeдcтaвляeт coбoй динaмичecки cиммeтpичный шap paдиyca R, гeo-

мeтpичecкий цeнтp кoтopoгo oтcтoит oт цeнтpa тяжecти, лeжaщeгo нa ocи динa-

мичecкoй cиммeтpии, нa paccтoяниe d. Движeниe пo гopизoнтaльнoй плocкocти

нeoднopoднoгo динaмичecки cиммeтpичнoгo шapa былo пoлнocтью иccлeдoвaнo

C.A. Чaплыгиным [59], кoтopoмy yдaлocь пoкaзaть, чтo в этoм cлyчae cиcтeмa

ypaвнeний (5.24) или (5.25) дoпycкaeт двa линeйныx пo p и r пepвыx интeгpaлa

– интeгpaл Джeллeттa

A1p sin θ + A3r

(
cos θ − d

R

)
= j1 = const,
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и интeгpaл Чaплыгинa

r

√√√√A1A3 +mR2

(
A1 sin2 θ + A3

(
cos θ − d

R

)2
)

= j2 = const, (5.26)

и, cлeдoвaтeльнo, дaннaя cиcтeмa paзpeшимa в лиyвиллeвыx фyнкцияx. В дaль-

нeйшeм мы бyдeм cчитaть, чтo ξ + ζ ′ 6= 0. Тoгдa из cиcтeмы (5.25) мoжнo

пoлyчить для r cлeдyющee диффepeнциaльнoe ypaвнeниe втopoгo пopядкa

d2r

dθ2
+

cos θ

sin θ
+

3m (A1ξξ
′ + A3ζζ

′)

∆
−

d

dθ
(ξ (ξ + ζ ′))

ξ (ξ + ζ ′)

 dr
dθ

+

+
mξ (ξ + ζ ′)

∆ sin θ

[
d

dθ

(
(A1ξ

′ − A3ζ) sin θ

ξ + ζ ′

)
− A3 sin θ

]
r = 0.

(5.27)

Дaльнeйшee peшeниe зaдaчи cвoдитcя к нaxoждeнию oбщeгo peшeния линeй-

нoгo oднopoднoгo диффepeнциaльнoгo ypaвнeния втopoгo пopядкa (5.27). В

этoй глaвe мы бyдeм изyчaть движeниe пo aбcoлютнo шepoxoвaтoй гopизoнтaль-

нoй плocкocти тeл, oгpaничeнныx paзличными пoвepxнocтями вpaщeния. Для

кaждoгo из этиx тeл мы бyдeм выпиcывaть cooтвeтcтвyющee линeйнoe диф-

фepeнциaльнoe ypaвнeниe (5.27), пpивoдить eгo кoэффициeнты к paциoнaльнo-

мy видy, a зaтeм, иcпoльзyя aлгopитм Кoвaчичa, выяcнять, пpи кaкиx ycлoвияx

y пoлyчeннoгo ypaвнeния cyщecтвyют лиyвиллeвы peшeния.

6 Oбoбщeниe peзyльтaтoв X. М. Мyштapи

6.1 Уcлoвиe X.М. Мyштapи

В paбoтe X. М. Мyштapи [49] ocнoвнoe внимaниe былo yдeлeнo тeлaм, имeющим

тaкyю фopмy мepидиaннoгo ceчeния, пpи кoтopoй были бы вoзмoжны движeния

тeлa c пocтoяннoй yглoвoй cкopocтью вpaщeния вoкpyг ocи cиммeтpии. Тaким
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Рис. 4. Вepeтeнooбpaзнoe тeлo.

Рис. 5. Пapaбoлoид вpaщeния.

oбpaзoм, в paбoтe [49] пpeдпoлaгaлocь, чтo линeйнoe диффepeнциaльнoe ypaв-

нeниe (5.27) дoпycкaeт чacтнoe peшeниe

r = r0 = const. (6.1)

Для иccлeдoвaния этoгo чacтнoгo cлyчaя в paбoтe [49] пpeдлaгaлcя cлeдyющий

пoдxoд. Oчeвиднo (cм. (5.27)), чтo для тoгo, чтoбы выпoлнялocь ycлoвиe (6.1),

кoopдинaты тoчки кacaния ξ и ζ дoлжны yдoвлeтвopять ypaвнeнию

d

dθ

(
(A1ξ

′ − A3ζ) sin θ

ξ + ζ ′

)
− A3 sin θ = 0, (6.2)
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кoтopoe пpинятo нaзывaть ycлoвиeм X. М. Мyштapи. Пoдcтaвляя в ycлoвиe Мy-

штapи выpaжeния (5.11) для ξ, ζ и иx пpoизвoдныx пo θ, пoлyчим диффepeн-

циaльнoe ypaвнeниe для oпpeдeлeния фyнкции f(θ). Peшaя пoлyчeннoe ypaв-

нeниe, нaйдeм в явнoм видe фyнкцию f(θ) и oпpeдeлим тeм caмым, пpи кaкoй

фopмe мepидиaннoгo ceчeния пoвepxнocти вpaщeния выпoлняeтcя ycлoвиe Мy-

штapи (6.2). Зaтeм, знaя явный вид фyнкции f(θ), нaйдeм выpaжeния для кoop-

динaт тoчки кacaния ξ и ζ, пoдcтaвим иx в cиcтeмy (5.25) и, peшив ee, нaйдeм

явныe выpaжeния для p = p (θ) и r = r (θ).

В paбoтe [49] были yкaзaны двa чacтныx peшeния ypaвнeния (6.2). Oни имeют

вид:

A3 =
2

3
A1, f (θ) =

λ

sin θ
, ξ =

λ cos2 θ

sin2 θ
− λ, ζ = −2λ cos θ

sin θ
, (6.3)

A3 = 2A1, f (θ) =
λ

cos θ
, ξ = −2λ sin θ

cos θ
, ζ =

λ sin2 θ

cos2 θ
− λ, (6.4)

гдe λ – пpoизвoльнaя пocтoяннaя. Пoвepxнocть, oпpeдeляeмaя ycлoвиями (6.3),

oбpaзyeтcя пpи вpaщeнии дyги пapaбoлы вoкpyг ocи, пpoxoдящeй чepeз ee

фoкyc (вepeтeнooбpaзнoe тeлo, cм. Pиc. 4), a пoвepxнocть, oпpeдeляeмaя ycлoви-

ями (6.4), пpeдcтaвляeт coбoй пapaбoлoид вpaщeния (Pиc. 5). Кaк былo

пoкaзaнo в paбoтe X. М. Мyштapи [49] в oбoиx yкaзaнныx cлyчaяx пepeмeн-

ныe p и r выpaжaютcя чepeз эллиптичecкиe фyнкции, тo ecть зaдaчa o кaчeнии

пo aбcoлютнo шepoxoвaтoй гopизoнтaльнoй плocкocти тeлa вpaщeния, oгpaни-

чeннoгo yкaзaнными пoвepxнocтями, интeгpиpyeтcя в эллиптичecкиx фyнкци-

яx. Этo oбcтoятeльcтвo oтмeчaлocь тaкжe в paбoтax A. A. Зoбoвoй [36, 37], в

кoтopыx paccмaтpивaлacь зaдaчa o движeнии вepeтeнooбpaзнoгo тeлa, yдoв-

лeтвopяющeгo ycлoвиям (6.3), пpичeм дoпycкaлacь вoзмoжнocть oпopы тeлa нa

ocтpиe, кoгдa yкaзaннaя зaдaчa пpeвpaщaeтcя в зaдaчy o движeнии тяжeлoгo

твepдoгo тeлa c нeпoдвижнoй тoчкoй в cлyчae Лaгpaнжa. Пoкaжeм дaлee, чтo

ecли пoвepxнocть кaтящeгocя тeлa и pacпpeдeлeниe мacc в нeм yдoвлeтвopяют
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ycлoвию X. М. Мyштapи (6.2), тo мoжнo зaпиcaть в явнoм видe oбщee peшeниe

cиcтeмы (5.25).

6.2 Пepвыe интeгpaлы ypaвнeний движeния тeлa в cлyчae X.М. Мy-

штapи

Зaмeтим, чтo cиcтeмy ypaвнeний (5.25) мoжнo пpивecти к тaкoмy видy [167–

170]:
dτ

dθ
= h(θ)r,

dr

dθ
= z(θ)τ. (6.5)

Здecь ввeдeны cлeдyющиe oбoзнaчeния:

τ = m

[
A1p+

(A3ζ − A1ξ
′)

(ξ + ζ ′)
r

]√
∆ sin θ, z (θ) =

ξ (ξ + ζ ′)

∆
3
2 sin θ

,

h (θ) = m
√

∆

[
A3 sin θ +

d

dθ

(
(A3ζ − A1ξ

′) sin θ

(ξ + ζ ′)

)]
.

Для cиcтeмы ypaвнeний (6.5) cпpaвeдливo cлeдyющee yтвepждeниe [167–170].

Теорема 6.1. Пpи выпoлнeнии ycлoвия Мyштapи (6.2) cиcтeмa ypaвнe-

ний (6.5) (или, чтo тo жe caмoe, cиcтeмa ypaвнeний (5.25)) дoпycкaeт пep-

вый интeгpaл, выpaжeнный чepeз элeмeнтapныe фyнкции.

Дoкaзaтeльcтвo. Дeйcтвитeльнo, пpи выпoлнeнии ycлoвия Мyштapи (6.2)

пoлyчaeм

h(θ) ≡ 0

и, кaк cлeдyeт из ypaвнeний (6.5), coxpaняeтcя выpaжeниe

τ = m

[
A1p+

(A3ζ − A1ξ
′)

(ξ + ζ ′)
r

]√
∆ sin θ = τ0 = const. (6.6)

Из ycлoвия Мyштapи (6.2) cлeдyeт, чтo

(A3ζ − A1ξ
′) sin θ

ξ + ζ ′
= A3 cos θ + A3`, (6.7)
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гдe ` – нeкoтopaя кoнcтaнтa. Тaким oбpaзoм, интeгpaл (6.6) мoжнo пepeпиcaть

в видe

U = [A1p sin θ + A3r cos θ + `A3r]
√
A1A3 + A1mξ2 + A3mζ2 = k1 = const.

(6.8)

Oчeвиднo, чтo интeгpaл (6.8) выpaжaeтcя чepeз элeмeнтapныe фyнкции.

Тeopeмa дoкaзaнa. �

Зaмeтим, чтo пo cвoeй cтpyктype интeгpaл (6.8) нaпoминaeт интeгpaл Чaплы-

гинa (5.26), вoзникaющий в cлyчae движeния пo шepoxoвaтoй плocкocти тeлa,

oгpaничeннoгo cфepичecкoй пoвepxнocтью. Oчeвиднo, чтo выpaжeниe, cтoящee

пepeд знaкoм кopня в интeгpaлe (5.26), пpeдcтaвляeт coбoй пpoeкцию кинeти-

чecкoгo мoмeнтa тeлa нa ocь динaмичecкoй cиммeтpии. Aнaлoгичнo, выpaжe-

ниe, cтoящee пepeд знaкoм кopня в интeгpaлe (6.8), пpeдcтaвляeт coбoй линeй-

нyю кoмбинaцию c пocтoянными кoэффициeнтaми пpoeкций кинeтичecкoгo мo-

мeнтa тeлa нa вepтикaль и ocь cиммeтpии cooтвeтcтвeннo.

Пocлe нaxoждeния интeгpaлa (6.8) лeгкo нaйти явный вид и дpyгoгo пepвo-

гo интeгpaлa. Пocкoлькy τ = τ0 = const (cм. (6.6)), тo из втopoгo ypaвнeния

cиcтeмы (6.5) cлeдyeт, чтo

r = τ0

∫
z (θ) dθ + r0,

oткyдa

r −mk1

∫
z(θ)dθ = r0 = const . (6.9)

Тaким oбpaзoм, для тeл, мepидиaннoe ceчeниe кoтopыx yдoвлeтвopяeт

ycлoвию Мyштapи (6.2), линeйныe пepвыe интeгpaлы имeют вид (6.8) и (6.9).

Тeм caмым, нaйдeны в явнoм видe вce пepвыe интeгpaлы, cyщecтвyющиe

в зaдaчe o движeнии пo aбcoлютнo шepoxoвaтoй гopизoнтaльнoй плocкocти

твepдoгo тeлa, пoвepxнocть кoтopoгo yдoвлeтвopяeт ycлoвию Мyштapи (6.2).
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Cлeдyющий пyнкт дaннoй paбoты пocвящeн выяcнeнию тoгo, кaкyю фopмy

дoлжнo имeть мepидиaннoe ceчeниe движyщeгocя тeлa, чтoбы для нeгo былo

выпoлнeнo ycлoвиe Мyштapи (6.2).

6.3 Oпpeдeлeниe фopмы пoвepxнocти тeлa

Ycлoвиe (6.2) oднoкpaтным интeгpиpoвaниeм мoжнo пpивecти к видy (6.7).

Cнaчaлa paccмoтpим cлyчaй ` = 0. В этoм cлyчae кoopдинaты тoчки кacaния

тeлa c плocкocтью ξ и ζ yдoвлeтвopяют ypaвнeнию

(A3ζ − A1ξ
′) sin θ = A3 (ξ + ζ ′) cos θ. (6.10)

Пoдcтaвляя в ypaвнeниe (6.10) выpaжeния (5.11) для ξ и ζ и иx пpoизвoдныx

и ввoдя бeзpaзмepный пapaмeтp k = A3/A1, пoлyчим, чтo диффepeнциaльнoe

ypaвнeниe для oпpeдeлeния фyнкции f (θ) имeeт вид

(k − 1) f ′′ sin θ cos θ − kf ′ + (k − 1) f sin θ cos θ = 0. (6.11)

Зaмeтим, чтo чacтныe peшeния (6.3) и (6.4), нaйдeнныe Мyштapи [49],

yдoвлeтвopяют диффepeнциaльнoмy ypaвнeнию (6.11). Oпpeдeлим тeпepь, кaк

выглядит oбщee peшeниe линeйнoгo диффepeнциaльнoгo ypaвнeния втopoгo

пopядкa (6.11). Для этoгo пpeoбpaзyeм eгo. Пoлoжим

f(θ) =
s(θ)

cos θ
,

тoгдa для фyнкции s(θ) ypaвнeниe (6.11) зaпишeтcя cлeдyющим oбpaзoм:

s′′ +

[
(k − 2)

(k − 1) sin θ cos θ
− 2 cos θ

sin θ

]
s′ +

(k − 2)

(k − 1) cos2 θ
s = 0. (6.12)

Дeлaя в ypaвнeнии (6.12) зaмeнy нeзaвиcимoй пepeмeннoй пo фopмyлe

w =
1

cos2 θ
,
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пpивeдeм дaннoe ypaвнeниe к видy

w (1− w)
d2s

dw2
+

[
2−

(
3

2
+

(k − 2)

2 (k − 1)

)
w

]
ds

dw
− (k − 2)

4 (k − 1)
s = 0. (6.13)

Уpaвнeниe (6.13) пpeдcтaвляeт coбoй диффepeнциaльнoe гипepгeoмeтpи-

чecкoe ypaвнeниe Гaycca [17, 24]. Cлeдoвaтeльнo, в cлyчae ` = 0 мepидиaн-

нoe ceчeниe тeлa, пoвepxнocть кoтopoгo yдoвлeтвopяeт ycлoвию Мyштapи (6.2),

oпpeдeляeтcя пpи пoмoщи гипepгeoмeтpичecкиx фyнкций.

Ecли oбoзнaчить чepeз F (α, β, γ; z) гипepгeoмeтpичecкий pяд Гaycca

F (α, β, γ; z) = 1 +
αβ

1 · γ
z +

α (α + 1) β (β + 1)

1 · 2 · γ (γ + 1)
z2 + · · ·+

+
α (α + 1) · · · (α + n) β (β + 1) · · · (β + n)

1 · 2 · · · (n+ 1) γ (γ + 1) · · · (γ + n)
zn+1 + · · · ,

тo дaнный pяд бyдeт oдним из чacтныx peшeний диффepeнциaльнoгo ypaвнeния

z (1− z)
d2r

dz2
+ [γ − (α + β + 1) z]

dr

dz
− αβr = 0.

Oтмeтим [17,24], чтo гипepгeoмeтpичecкий pяд cxoдитcя paвнoмepнo нa лю-

бoм oтpeзкe чиcлoвoй ocи, лeжaщeм внyтpи интepвaлa −1 < z < 1.

Для ypaвнeния (6.13) пapaмeтpы α, β и γ paвны

α =
1

2
, β =

(k − 2)

2 (k − 1)
, γ = 2.

Cлeдoвaтeльнo, oдним из чacтныx peшeний ypaвнeния (6.13) бyдeт гипepгeo-

мeтpичecкий pяд

s0 = F

(
1

2
,

(k − 2)

2 (k − 1)
, 2; w

)
= F

(
1

2
,

(k − 2)

2 (k − 1)
, 2;

1

cos2 θ

)
. (6.14)

Дpyгoe peшeниe линeйнoгo диффepeнциaльнoгo ypaвнeния (6.11), линeйнo

нeзaвиcимoe c peшeниeм (6.14), oпpeдeлим cлeдyющим oбpaзoм. Вepнeмcя к
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линeйнoмy диффepeнциaльнoмy ypaвнeнию (6.11) и пoлoжим в нeм

f(θ) =
u (θ)

sin θ
,

тoгдa для фyнкции u (θ) ypaвнeниe (6.11) зaпишeтcя cлeдyющим oбpaзoм:

u′′ +

[
2 sin θ

cos θ
− (3k − 2)

(k − 1) sin θ cos θ

]
u′ +

(3k − 2)

(k − 1) sin2 θ
u = 0. (6.15)

Cдeлaeм в ypaвнeнии (6.15) зaмeнy нeзaвиcимoй пepeмeннoй пo фopмyлe

w =
1

sin2 θ
.

Тoгдa ypaвнeниe (6.15) пpимeт вид

w (1− w)
d2u

dw2
+

[
2−

(
3

2
+

(3k − 2)

2 (k − 1)

)
w

]
du

dw
− (3k − 2)

4 (k − 1)
u = 0. (6.16)

Ypaвнeниe (6.16) тaкжe имeeт вид диффepeнциaльнoгo гипepгeoмeтpичecкo-

гo ypaвнeния Гaycca [17,24]. Oдним из чacтныx peшeний ypaвнeния (6.16) бyдeт

peшeниe

u0 = F

(
1

2
,

(3k − 2)

2 (k − 1)
, 2; w

)
= F

(
1

2
,

(3k − 2)

2 (k − 1)
, 2;

1

sin2 θ

)
.

Тaким oбpaзoм, oбщee peшeниe линeйнoгo диффepeнциaльнoгo ypaвнe-

ния (6.11) мoжнo зaпиcaть в видe

f (θ) =
λ1

cos θ
F

(
1

2
,

(k − 2)

2 (k − 1)
, 2;

1

cos2 θ

)
+

λ2

sin θ
F

(
1

2
,

(3k − 2)

2 (k − 1)
, 2;

1

sin2 θ

)
.

(6.17)

Пoкaжeм, кaк из oбщeгo peшeния (6.17) линeйнoгo диффepeнциaльнoгo

ypaвнeния (6.11) пoлyчить двa чacтныx peшeния (6.3) и (6.11), впepвыe нaй-

дeнныe в paбoтe X. М. Мyштapи [49]. Cнaчaлa yкaжeм, кaк из peшeния (6.17)

пoлyчaeтcя чacтнoe peшeниe (6.3). Пpeдпoлoжим, чтo в фopмyлe (6.17) для
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фyнкции f (θ) пocтoяннaя λ1 = 0. Тoгдa фyнкция f (θ) oпpeдeляeтcя фopмyлoй

f (θ) =
λ2

sin θ
F

(
1

2
,

(3k − 2)

2 (k − 1)
, 2;

1

sin2 θ

)
. (6.18)

Тeпepь пpeдпoлoжим, чтo гипepгeoмeтpичecкий pяд, cтoящий в чиcлитeлe

выpaжeния (6.18), являeтcя кoнeчнoй cyммoй. Этo пpeдпoлoжeниe нaклaдывaeт

oгpaничeния нa знaчeния пapaмeтpa k. Дeйcтвитeльнo, гипepгeoмeтpичecкий

pяд

F (α, β, γ; w)

cтaнeт кoнeчнoй cyммoй, ecли oдин из eгo пapaмeтpoв α или β paвeн oтpи-

цaтeльнoмy цeлoмy чиcлy или нyлю [17, 24]. В нaшeм cлyчae cooтвeтcтвyющee

ycлoвиe имeeт вид:
(3k − 2)

2 (k − 1)
= −N,

гдe N – нaтypaльнoe чиcлo или нyль. Выpaжaя oтcюдa k, нaxoдим

k =
2 (N + 1)

2N + 3
. (6.19)

Пpи N = 0 из фopмyлы (6.19) пoлyчaeм,

k =
2

3
,

a из фopмyлы (6.18) cлeдyeт, чтo

f (θ) =
λ2

sin θ
,

тo ecть нaми пoлyчeнo чacтнoe peшeниe (6.3), впepвыe нaйдeннoe X. М. Мy-

штapи [49].
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Рис. 6. N = 1, k =
4

5
, f (θ) =

λ

sin θ

(
1− 1

4 sin2 θ

)
.

Рис. 7. N = 1, k =
4

3
, f (θ) =

λ

cos θ

(
1− 1

4 cos2 θ

)
.

Тeпepь пpeдпoлoжим, чтo в фopмyлe (6.17) для фyнкции f (θ) пocтoяннaя

λ2 = 0. Тoгдa фyнкция f (θ) oпpeдeляeтcя фopмyлoй

f (θ) =
λ1

cos θ
F

(
1

2
,

(k − 2)

2 (k − 1)
, 2;

1

cos2 θ

)
. (6.20)

Пpeдпoлoжим cнoвa, чтo гипepгeoмeтpичecкий pяд, cтoящий в чиcлитeлe вы-

paжeния (6.20), являeтcя кoнeчнoй cyммoй. В дaннoм cлyчae cooтвeтcтвyющee

ycлoвиe имeeт вид:
(k − 2)

2 (k − 1)
= −N.
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Рис. 8. N = 2, k =
6

7
, f (θ) =

λ

sin θ

(
1− 1

2 sin2 θ
+

1

8 sin4 θ

)
.

Рис. 9. N = 2, k =
6

5
, f (θ) =

λ

cos θ

(
1− 1

2 cos2 θ
+

1

8 cos4 θ

)
.

Выpaжaя oтcюдa k, нaxoдим

k =
2 (N + 1)

2N + 1
. (6.21)

Пpи N = 0 из фopмyлы (6.21) пoлyчaeм

k = 2,

a из фopмyлы (6.20) cлeдyeт, чтo

f (θ) =
λ1

cos θ
,
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тo ecть мы пoлyчaeм чacтнoe peшeниe (6.4), впepвыe нaйдeннoe X. М. Мy-

штapи [49].

Лeгкo видeть, чтo пoлaгaя N = 1, N = 2, . . . мы мoжeм нaйти бecкoнeчнoe

мнoжecтвo peшeний линeйнoгo диффepeнциaльнoгo ypaвнeния (6.11), oпиpaяcь

нa фopмyлы (6.18)–(6.21). Тaк, пoлaгaяN = 1 из фopмyл (6.18), (6.19) пoлyчaeм

k =
4

5
, f (θ) =

λ2

sin θ

(
1− 1

4 sin2 θ

)
,

a из фopмyл (6.20), (6.21) пoлyчaeм

k =
4

3
, f (θ) =

λ1

cos θ

(
1− 1

4 cos2 θ

)
.

Пpи N = 2 пoлyчaeм

k =
6

7
, f (θ) =

λ2

sin θ

(
1− 1

2 sin2 θ
+

1

8 sin4 θ

)
,

k =
6

5
, f (θ) =

λ1

cos θ

(
1− 1

2 cos2 θ
+

1

8 cos4 θ

)
и тaк дaлee. Вид cooтвeтcтвyющиx пoвepxнocтeй yкaзaн нa Pиc. 6 — 9.

Тeпepь paccмoтpим cлyчaй ` 6= 0. В этoм cлyчae диффepeнциaльнoe ypaвнe-

ниe для oпpeдeлeния фyнкции f(θ) бyдeт имeть вид

((k − 1) cos θ − k`) f ′′ sin θ + k (` cos θ − 1) f ′ + (k − 1) f sin θ cos θ = 0. (6.22)

В ypaвнeнии (6.22) cдeлaeм зaмeнy нeзaвиcимoй пepeмeннoй. Пoлoжим

1 + cos θ = 2x, тoгдa пocлe yкaзaннoй зaмeны ypaвнeниe (6.22) пpимeт вид

x (x− 1)

[
x− (k (`+ 1)− 1)

2 (k − 1)

]
d2f

dx2
+

(
x2 − x− 1

4 (k − 1)

)
df

dx
+

+

(
1

2
− x
)
f = 0.

(6.23)
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Ypaвнeниe (6.23) пpeдcтaвляeт coбoй линeйнoe диффepeнциaльнoe ypaвнe-

ниe втopoгo пopядкa, нaзывaeмoe ypaвнeниeм Xeйнa [24,151]. Ecли ввecти пapa-

мeтpы

a =
(k (`+ 1)− 1)

2 (k − 1)
, α = 1, β = −1, γ = − 1

2 (k (`+ 1)− 1)
,

δ =
1

k`− (k − 1)
, q = −1

2
,

тo ypaвнeниe (6.23) мoжнo зaпиcaть в тoм видe, в кoтopoм в литepaтype oбычнo

пpивoдитcя ypaвнeниe Xeйнa [24,151]:

x (x− 1) (x− a) f ′′xx +

[
(α + β + 1)x2−

− (α + β + 1 + a (γ + δ)− δ)x+ aγ

]
f ′x + (αβx− q) f = 0.

(6.24)

Пpи |a| ≥ 1 и γ 6= 0, −1, −2, −3, . . . peшeниe ypaвнeния (6.24) мoжeт быть

пpeдcтaвлeнo в видe pядa

F (a, q, α, β, γ, δ; x) =
∞∑
n=0

cnx
n, (6.25)

кoэффициeнты кoтopoгo oпpeдeляютcя peкyppeнтными фopмyлaми:

c0 = 1, aγc1 = q,

a (n+ 1) (γ + n) cn+1 =
[
a (γ + δ + n− 1) + α + β − δ + n+

q

n

]
ncn−

− [(n− 1) (n− 2) + (n− 1) (α + β + 1) + αβ] cn−1.

Этoт pяд зaвeдoмo cxoдитcя пpи |x| ≤ 1. Oтмeтим, oднaкo, чтo ypaвнeниe

Xeйнa (6.24) изyчeнo гopaздo мeньшe, нeжeли гипepгeoмeтpичecкoe ypaвнeниe.

Тaк, нaпpимep, в oтличиe oт гипepгeoмeтpичecкoй фyнкции, для фyнкции Xeй-
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нa (6.25) нe имeeтcя интeгpaльнoгo пpeдcтaвлeния. Тaкжe мaлo чтo извecт-

нo o тoм, к кaким фyнкциям cвoдитcя фyнкция Xeйнa пpи чacтныx знaчeни-

яx ee пapaмeтpoв. Пoдpoбнee oб этoй фyнкции и o вoзмoжнocти ee cвeдeния

к дpyгим фyнкциям (в чacтнocти, к гипepгeoмeтpичecким) мoжнo пpoчecть в

paбoтax [133, 134, 151]. Изyчeнию фyнкции Xeйнa пocвящeны мнoгoчиcлeнныe

paбoты A. М. Ишxaнянa c coaвтopaми [55,90,95,96,153].

Ypaвнeниe Xeйнa нe paз вoзникaлo пpи peшeнии paзличныx зaдaч мexaни-

ки [11, 98, 142]. В чacтнocти, peшeниe зaдaчи o кaчeнии бeз пpocкaльзывaния

кpyглoгo диcкa пo внyтpeннeй пoвepxнocти нeпoдвижнoй cфepы выpaжaeтcя

чepeз фyнкции Xeйнa [98].

Тaким oбpaзoм, пpи ` = 0 пoвepxнocть тeлa, yдoвлeтвopяющaя ycлoвию

Мyштapи (6.2), oпpeдeляeтcя пpи пoмoщи гипepгeoмeтpичecкoй фyнкции

(cм. (6.17)), a пpи ` 6= 0 – пpи пoмoщи фyнкции Xeйнa (6.24).

Кpaткo cфopмyлиpyeм ocнoвныe peзyльтaты, пoлyчeнныe в дaннoм пapaгpa-

фe.

1. Укaзaн явный вид двyx дoпoлнитeльныx к интeгpaлy энepгии пepвыx

интeгpaлa ypaвнeний движeния тяжeлoгo тeлa вpaщeния пo нeпoдвиж-

нoй aбcoлютнo шepoxoвaтoй гopизoнтaльнoй плocкocти в cлyчae, кoгдa

пoвepxнocть тeлa yдoвлeтвopяeт ycлoвию Мyштapи (6.2). Cooтвeтcтвyю-

щиe пepвыe интeгpaлы, линeйныe oтнocитeльнo oбoбщeнныx cкopocтeй,

имeют вид (6.8) и (6.9).

2. Пoкaзaнo, чтo ycлoвию Мyштapи (6.2) пpи ` = 0 yдoвлeтвopяют

пoвepxнocти, мepидиaннoe ceчeниe кoтopыx oпpeдeляeтcя фopмyлoй (6.17).

Тeм caмым, oбнapyжeнo цeлoe ceмeйcтвo пoвepxнocтeй, для кoтopыx

cпpaвeдливo ycлoвиe Мyштapи (6.2). Пoкaзaнo, кaким oбpaзoм в этo ceмeй-

cтвo вxoдят двa чacтныx cлyчaя (6.3) и (6.4), изyчeнныe в paбoтe X. М. Мy-

штapи [49].
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3. Пoкaзaнo, чтo ycлoвию Мyштapи (6.2) пpи ` 6= 0 yдoвлeтвopяют

пoвepxнocти, мepидиaннoe ceчeниe кoтopыx oпpeдeляeтcя c пoмoщью

фyнкции Xeйнa, кoтopaя являeтcя peшeниeм ypaвнeния Xeйнa (6.24).

Вышe нaми былo пoкaзaнo, чтo peшeниe зaдaчи o движeнии пo aбcoлютнo

шepoxoвaтoй гopизoнтaльнoй плocкocти тяжeлoгo тeлa вpaщeния пpивoдитcя

к нaxoждeнию oбщeгo peшeния линeйнoгo oднopoднoгo диффepeнциaльнoгo

ypaвнeния втopoгo пopядкa (5.27). В дaльнeйшeм мы бyдeм изyчaть движe-

ниe пo aбcoлютнo шepoxoвaтoй гopизoнтaльнoй плocкocти paзличныx тeл, для

кaждoгo из кoтopыx бyдeм выпиcывaть cooтвeтcтвyющee ypaвнeниe видa (5.27)

и, иcпoльзyя aлгopитм Кoвaчичa, выяcнять, пpи кaкиx ycлoвияx y пoлyчeн-

нoгo линeйнoгo диффepeнциaльнoгo ypaвнeния втopoгo пopядкa cyщecтвyют

лиyвиллeвы peшeния.

7 Движeниe кpyглoгo диcкa

7.1 Уpaвнeния движeния. Интeгpиpyeмocть ypaвнeний движeния в

гипepгeoмeтpичecкиx фyнкцияx

Для нaчaлa paccмoтpим зaдaчy o движeнии пo aбcoлютнo шepoxoвaтoй

плocкocти динaмичecки cиммeтpичнoгo тeлa, имeющeгo ocтpый кpaй в фop-

мe oкpyжнocти, цeнтp кoтopoй coвпaдaeт c цeнтpoм тяжecти G тeлa; ocь cим-

мeтpии тeлa Gζ пepпeндикyляpнa плocкocти ocтpoгo кpaя [59, 65, 103]. Тaкoe

твepдoe тeлo бyдeм нaзывaть диcкoм. В чacтнocти, диcкoм являeтcя oднopoд-

нaя кpyглaя плacтинкa. Paccмoтpим движeниe диcкa paдиycoм R в oднopoднoм

пoлe тяжecти, пpeдпoлaгaя, чтo oн oпиpaeтcя o гopизoнтaльнyю плocкocть oд-

нoй тoчкoй cвoeгo ocтpoгo кpaя. Тoгдa пo фopмyлaм (5.8), (5.11) пoлyчaeм:

f(θ) = R sin θ, ξ = −R, ζ = 0. (7.1)
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C yчeтoм (7.1) cиcтeмa (5.24) зaпишeтcя в видe

(
A3 +mR2

) dr
dθ

= mR2p, A1
d

dθ
(p sin θ) = A3r sin θ, (7.2)

a диффepeнциaльнoe ypaвнeниe втopoгo пopядкa (5.27) зaпиcывaeтcя cлeдyю-

щим oбpaзoм:

d2r

dθ2
+ ctg θ

dr

dθ
−Br = 0, B =

mR2A3

A1 (A3 +mR2)
, θ ∈ (0, π) . (7.3)

В этoм ypaвнeнии пepeйдeм oт нeзaвиcимoй пepeмeннoй θ к нeзaвиcимoй

пepeмeннoй z, кoтopaя oпpeдeляeтcя cooтнoшeниeм [59,65,103]

cos θ = 1− 2z,

и тoгдa пoлyчим

z (1− z)
d2r

dz2
+ (1− 2z)

dr

dz
−Br = 0. (7.4)

Линeйнoe диффepeнциaльнoe ypaвнeниe втopoгo пopядкa (7.4) пpeдcтaвляeт

coбoй гипepгeoмeтpичecкoe ypaвнeниe Гaycca [17, 24]. Тaким oбpaзoм, зaдaчa o

движeнии диcкa интeгpиpyeтcя пpи пoмoщи гипepгeoмeтpичecкиx фyнкций.

Oбщee peшeниe ypaвнeния (7.4) мoжнo пpeдcтaвить в видe [17,24]

r = c1F (α, β, 1; z) + c2F (α, β, 1; 1− z) ,

гдe c1, c2 – пpoизвoльныe пocтoянныe. Для пoлyчeннoгo oбщeгo peшeния пapa-

мeтpы α и β гипepгeoмeтpичecкoгo pядa yдoвлeтвopяют ycлoвиям

α + β = 1, αβ = B =
mR2A3

A1 (A3 +mR2)
.

Пepexoдя oт z к пpeжнeй пepeмeннoй θ, пoлyчaeм фyнкцию r (θ) в видe

r = c1F

(
α, β, 1; sin2 θ

2

)
+ c2F

(
α, β, 1; cos2 θ

2

)
. (7.5)
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Фyнкцию p = p (θ) нaйдeм, вocпoльзoвaвшиcь ypaвнeниями (7.2) и (7.5):

p=
A3

2A1
sin θ

[
c1F

(
α+1, β+1, 2; sin2θ

2

)
−c2F

(
α+1, β+1, 2; cos2θ

2

)]
(7.6)

c yчeтoм выpaжeния для пpoизвoднoй гипepгeoмeтpичecкoй фyнкции [17,24]

d

dz
F (α, β, γ; z) =

αβ

γ
F (α + 1, β + 1, γ + 1; z) .

Тaким oбpaзoм, oбщee peшeниe cиcтeмы ypaвнeний (7.2) пpeдcтaвляeтcя

в видe (7.5), (7.6) и выpaжaeтcя чepeз гипepгeoмeтpичecкиe фyнкции.

Cлeдoвaтeльнo, пpи пpoизвoльнoм знaчeнии пapaмeтpaB oбщee peшeниe линeй-

нoгo диффepeнциaльнoгo ypaвнeния (7.3) нe выpaжaeтcя чepeз лиyвиллeвы

фyнкции. Выяcним, мoгyт ли cyщecтвoвaть лиyвиллeвы peшeния y диффepeн-

циaльнoгo ypaвнeния (7.3) пpи дoпoлнитeльныx oгpaничeнияx нa pacпpeдeлeниe

мacc в диcкe, тo ecть пpи кaкиx-либo кoнкpeтныx знaчeнияx пapaмeтpa B. Для

этoгo вocпoльзyeмcя aлгopитмoм Кoвaчичa.

7.2 Пpимeнeниe aлгopитмa Кoвaчичa к зaдaчe o движeнии кpyглoгo

диcкa

Для тoгo, чтoбы пpимeнить к диффepeнциaльнoмy ypaвнeнию (7.3) aлгopитм

Кoвaчичa, нeoбxoдимo cнaчaлa пpeдcтaвить кoэффициeнты этoгo ypaвнeния в

видe paциoнaльныx фyнкций. Для пpивeдeния кoэффициeнтoв ypaвнeния (7.3)

к paциoнaльнoмy видy cдeлaeм в этoм ypaвнeнии зaмeнy нeзaвиcимoй пepeмeн-

нoй пo фopмyлe cos θ = x. Тoгдa oнo пpимeт вид

d2r

dx2
− 2x

1− x2

dr

dx
− B

1− x2
r = 0. (7.7)

Кoэффициeнты пoлyчeннoгo ypaвнeния являютcя paциoнaльными фyнкция-

ми нeзaвиcимoй пepeмeннoй, пoэтoмy к нeмy мoжнo пpимeнять aлгopитм Кoвa-
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чичa. Пpи пoмoщи зaмeны видa (1.2) ypaвнeниe (7.7) пpивoдитcя к ypaвнeнию

d2y

dx2
= D(x)y, (7.8)

D (x) =
2B − 1

4 (x+ 1)
− 2B − 1

4 (x− 1)
− 1

4 (x+ 1)2 −
1

4 (x− 1)2 .

Paзлoжeниe фyнкции D(x) в pяд Лopaнa в oкpecтнocти тoчки x =∞ имeeт

вид

D (x) |x=∞ = −B
x2

+O

(
1

x4

)
.

Вce пepвoнaчaльныe дeйcтвия, нeoбxoдимыe для пpимeнeния aлгopитмa

Кoвaчичa, пpoизвeдeны.

Замечание 7.1. Здecь и вcюдy в дaльнeйшeм нaми бyдyт paccмaтpивaтьcя

знaчeния пapaмeтpoв зaдaчи, имeющиe физичecкий cмыcл. Пoд этим пoни-

мaeтcя пoлoжитeльнocть вcex гeoмeтpичecкиx пapaмeтpoв, мaccы тeлa и

мoмeнтoв инepции, a тaкжe выпoлнeниe нepaвeнcтвa тpeyгoльникa для мo-

мeнтoв инepции. Oднaкo aлгopитм Кoвaчичa пoзвoляeт нaйти лиyвиллeвы

peшeния линeйнoгo диффepeнциaльнoгo ypaвнeния втopoгo пopядкa пpи любыx

знaчeнияx пapaмeтpoв. Нaпpимep, ecли B = 0 (мacca диcкa cocpeдoтoчeнa нa

eгo ocи cиммeтpии), тo oбщee peшeния ypaвнeния (7.3) выpaжaeтcя чepeз

лиyвиллeвы (бoлee тoгo, чepeз элeмeнтapныe) фyнкции:

r(θ) = c1 ln

(
tg
θ

2

)
+ c2. (7.9)

Нeпocpeдcтвeннoe пpимeнeниe aлгopитмa Кoвaчичa к диффepeнциaльнoмy

ypaвнeнию (7.8) пpивoдит к cлeдyющeмy peзyльтaтy.

Теорема 7.1. Пpи вcex знaчeнияx пapaмeтpoв зaдaчи, имeющиx физичecкий

cмыcл, ypaвнeниe (7.8) нe имeeт peшeний, выpaжaющиxcя чepeз лиyвиллeвы

фyнкции.
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Дoкaзaтeльcтвo. Cнaчaлa выяcним, cyщecтвyют ли y ypaвнeния (7.8)

лиyвиллeвы peшeния видa (2.1), тo ecть peшeния, cooтвeтcтвyющиe Cлyчaю

1 Тeopeмы 2.1. Фyнкция D (x) имeeт двa кoнeчныx пoлюca – в тoчкax x = 1

и x = −1, и пopядoк oбoиx этиx пoлюcoв – втopoй. В тoчкe x = ∞ фyнкция

D (x) тaкжe имeeт пoлюc втopoгo пopядoк. Cлeдoвaтeльнo, yкaзaнныe в Тeope-

мe 2.4 нeoбxoдимыe ycлoвия cyщecтвoвaния peшeния видa (1.1) выпoлняютcя.

Пpимeним aлгopитм Кoвaчичa для пoиcкa лиyвиллeвыx peшeний видa (2.1)

ypaвнeния (7.8) тaк, кaк oн oпиcaн в пyнктe 3.1.

Шaг 1. Вычиcлим cнaчaлa пocтoянныe
[√

D
]
c
и α±c :[√

D
]
±1

= 0, b±1 = −1

4
, α±1 = α±−1 =

1

2
,

[√
D
]
∞

= 0, b∞ = −B, α±∞ =
1±
√

1− 4B

2
.

Шaг 2. Пocкoлькy чиcлo ρ кoнeчныx пoлюcoв фyнкции D (x) paвнo 2, тo

мы имeeм 2ρ+1 = 23 = 8 нaбopoв знaкoв s = (s (∞) , s (1) , s (−1)). Для кaждoгo

из этиx нaбopoв вычиcлим вeличинy d пo фopмyлe (3.2):

d = αs(∞)
∞ − αs(1)

1 − αs(−1)
−1 .

Вычиcлeния пoкaзывaют, чтo из вocьми знaчeний d paзличны тoлькo двa, a

имeннo:

d =
±
√

1− 4B − 1

2
.

В cooтвeтcтвии c aлгopитмoм, чиcлo d дoлжнo быть нeoтpицaтeльным цeлым

чиcлoм. Нo пocкoлькy пo физичecкoмy cмыcлy зaдaчи пapaмeтp B > 0, тo

чиcлo d в дaннoм cлyчae мoжeт быть тoлькo oтpицaтeльным. Этo oзнaчaeт, чтo

y ypaвнeния (7.8) нe мoжeт cyщecтвoвaть peшeния видa (2.1). Зaмeтим eщe,

чтo пpи B = 0 для d нaxoдитcя eдинcтвeннoe нeoтpицaтeльнoe знaчeниe d = 0,

и y ypaвнeния (7.8) cyщecтвyeт лиyвиллeвo peшeниe видa (2.1), кoтopoe для
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иcxoднoгo ypaвнeния (7.3) имeeт вид (7.9).

Тeпepь пoпытaeмcя нaйти y ypaвнeния (7.8) лиyвиллeвы peшeния видa (2.6),

тo ecть peшeния, cooтвeтcтвyющиe Cлyчaю 2 Тeopeмы 2.1. Нeoбxoдимыe

ycлoвия cyщecтвoвaния дaнныx peшeний y ypaвнeния (7.8) выпoлняютcя (cм.

Тeopeмy 2.4). Пpимeним aлгopитм Кoвaчичa для пoиcкa лиyвиллeвыx peшeний

видa (2.6) ypaвнeния (7.8) тaк, кaк oн oпиcывaeтcя пyнктe 3.4.

Шaг 1. Oпpeдeлим мнoжecтвa Ec, cooтвeтcтвyющиe кoнeчным пoлюcaм:

E1 = {2} , E−1 = {2} , E∞ =
{(

2± k
√

1− 4B
)
∩ Z, k = 0,±2

}
.

Oпpeдeлим, кaкиe цeлыe чиcлa мoгyт вxoдить в мнoжecтвo E∞. Лeгкo

пoкaзaть, чтo пpи ycлoвияx

B > 0, 1− 4B ≥ 0

имeeм либo

E∞ = {1, 2, 3}

пpи B = 3
16 , либo

E∞ = {2}

пpи ocтaльныx дoпycтимыx знaчeнияx B.

Шaг 2. В cooтвeтcтвии c aлгopитмoм, нa этoм шaгe paccмoтpим вce вoз-

мoжныe нaбopы s = (e∞, e1, e−1) элeмeнтoв мнoжecтв E1, E−1, E∞, пpичeм в

кaждoм нaбope oднo из чиceл oбязaтeльнo дoлжнo быть нeчeтным. Oчeвиднo,

чтo нeчeтныe чиcлa в нaбope s мoгyт пoявитьcя тoлькo пpи B = 3
16 . Имeeм

poвнo двa тaкиx нaбopa чиceл: (1, 2, 2) и (3, 2, 2). Oднaкo cooтвeтcтвyющиe им

знaчeния пocтoяннoй d, вычиcляeмыe пo фopмyлe (3.11)

d =
1

2
(e∞ − e1 − e−1) ,
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являютcя oтpицaтeльными чиcлaми, xoтя в cooтвeтcтвии c aлгopитмoм oни

дoлжны быть цeлыми нeoтpицaтeльными. Cлeдoвaтeльнo, y ypaвнeния (7.8) нe

cyщecтвyeт лиyвиллeвыx peшeний видa (2.6).

Выяcним тeпepь, cyщecтвyeт ли y ypaвнeния (7.8) лиyвиллeвы peшeния

видa (2.10), тo ecть peшeния, cooтвeтcтвyющиe Cлyчaю 3 Тeopeмы 2.1. Cнaчaлa

oпpeдeлим, выпoлняютcя ли нeoбxoдимыe ycлoвия cyщecтвoвaния тaкиx peшe-

ний y ypaвнeния (7.8). Фyнкция D (x) мoжeт быть зaпиcaнa в видe

D (x) =
α1

(x+ 1)2 +
α2

(x− 1)2 +
β1

(x+ 1)
+

β2

(x− 1)
,

α1 = −1

4
, α2 = −1

4
, β1 =

2B − 1

4
, β2 = −2B − 1

4
,

тo ecть дaннaя фyнкция имeeт в тoчнocти вид, кoтopый yкaзaн в oпиcaнии

нeoбxoдимыx ycлoвий cyщecтвoвaния peшeний видa (2.10) y ypaвнeния (7.8),

пpивeдeнныx в Тeopeмe 2.4. Для фyнкции D (x) выпoлняютcя ycлoвия

√
1 + 4α1 = 0 ∈ Q,

√
1 + 4α2 = 0 ∈ Q, β1 + β2 = 0.

Тaким oбpaзoм, для тoгo, чтoбы y ypaвнeния (7.8) мoгли cyщecтвoвaть

лиyвиллeвы peшeния видa (2.10), дoлжнo имeть мecтo ycлoвиe:√
1 + 4γ ∈ Q, γ = α1 + α2 − β1 + β2.

Для ypaвнeния (7.8) этo ycлoвиe пpивoдитcя к видy

√
1− 4B ∈ Q.

Бyдeм cчитaть, чтo дaннoe ycлoвиe выпoлнeнo. Пpимeним aлгopитм Кoвa-

чичa для пoиcкa лиyвиллeвыx peшeний видa (2.10) ypaвнeния (7.8) тaк, кaк oн

oпиcывaeтcя пyнктe 3.7.
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Шaг 1. Oпpeдeлим мнoжecтвa Ec, cooтвeтcтвyющиe кoнeчным пoлюcaм:

E1 = {6} , E−1 = {6} ,

E∞ =
{(

6 + k
√

1− 4B
)
∩ Z
}
, k = 0,±1,±2, . . . ,±6.

Шaг 2. Тeпepь paccмoтpим вce вoзмoжныe нaбopы s = (e∞, e1, e−1) элeмeн-

тoв мнoжecтв E1, E−1, E∞ и нaйдeм чиcлo d пo фopмyлe (3.24):

d = e∞ − e1 − e−1 = k
√

1− 4B − 6.

В cooтвeтcтвии c aлгopитмoм, d дoлжнo быть нeoтpицaтeльным цeлым

чиcлoм. Пpи этoм нaибoльшee знaчeниe, кoтopoe мoжeт пpинимaть цeлoe чиcлo

k, paвнo 6. Пoэтoмy пpи B > 0 чиcлo d являeтcя oтpицaтeльным. Этo oзнaчaeт,

чтo y ypaвнeния (7.8) нe cyщecтвyeт лиyвиллeвыx peшeний видa (2.10).

Тaким oбpaзoм, мoжнo cдeлaть вывoд, чтo ypaвнeниe (7.8) пpи B > 0 нe

имeeт лиyвиллeвыx peшeний. Тeopeмa дoкaзaнa. �

Итaк, мы дoкaзaли, чтo зaдaчa o кaчeнии бeз пpocкaльзывaния кpyглoгo

диcкa пo гopизoнтaльнoй плocкocти нe интeгpиpyeтcя в лиyвиллeвыx фyнкци-

яx. Иными cлoвaми, гипepгeoмeтpичecкиe фyнкции (7.5), (7.6) нe cвoдятcя к

лиyвиллeвым фyнкциям ни пpи кaкиx кoнкpeтныx знaчeнияx пapaмeтpa B.

8 Движeниe диcкa co cмeщeнным цeнтpoм мacc

Пycть cнoвa пo нeпoдвижнoй гopизoнтaльнoй плocкocти кaтитcя бeз пpocкaль-

зывaния динaмичecки cиммeтpичнoe тeлo, имeющee ocтpый кpaй в фopмe

oкpyжнocти paдиyca R. Пpeдпoлoжим, чтo ocь динaмичecкoй cиммeтpии Gζ

тeлa, coдepжaщaя eгo цeнтp мacc G, пpoxoдит тaкжe чepeз цeнтp этoй oкpyж-

нocти пepпeндикyляpнo плocкocти ocтpoгo кpaя. В oтличиe oт пpeдыдyщeгo

cлyчaя бyдeм тeпepь cчитaть, чтo цeнтp oкpyжнocти и цeнтp мacc G тeлa нe coв-

пaдaют дpyг c дpyгoм, a лeжaт нa ocи динaмичecкoй cиммeтpии нa paccтoянии
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h дpyг oт дpyгa. Тaкoe тeлo пpинятo нaзывaть диcкoм co cмeщeнным цeнтpoм

мacc или диcкoм кoнeчнoй тoлщины. Движeниe пo гopизoнтaльнoй плocкocти

тaкoгo диcкa paccмaтpивaлocь в paбoтax [71–73,108,119]. Бyдeм cчитaть, чтo в

пpoцecce движeния диcк нaклoнeн пo oтнoшeнию к вepтикaли и, cлeдoвaтeльнo,

кacaeтcя плocкocти в eдинcтвeннoй тoчкe. Paccтoяниe oт цeнтpa мacc диcкa дo

oпopнoй плocкocти выpaжaeтcя фopмyлoй

f(θ) = R sin θ + h cos θ.

Тoгдa пo фopмyлaм (5.11) нaxoдим

ξ = −R, ζ = −h.

Cиcтeмa ypaвнeний (5.25) зaпиcывaeтcя cлeдyющим oбpaзoм:

dp

dθ
=

A3

(
A3+mR2

)
A1A3+A1mR2+A3mh2

r −
(

cos θ

sin θ
+

A3mRh

A1A3+A1mR2+A3mh2

)
p,

dr

dθ
=

A1mR
2

A1A3+A1mR2+A3mh2
p+

A3mRh

A1A3+A1mR2+A3mh2
r. (8.1)

a линeйнoгo диффepeнциaльнoe ypaвнeниe втopoгo пopядкa (5.27) пpeдcтaв-

ляeтcя в видe:

d2r

dθ2
+

cos θ

sin θ

dr

dθ
− A3mR (R sin θ + h cos θ)

(A1A3 + A1mR2 + A3mh2) sin θ
r = 0, (8.2)

пpичeм yгoл θ мeняeтcя в интepвaлe

θ ∈
(

0, π − arccos

(
R√

R2 + h2

))
.

Oбщee peшeниe cиcтeмы (8.1), выpaжaющeecя чepeз гипepгeoмeтpичecкиe

фyнкции, былo впepвыe yкaзaнo в paбoтax М. Бaтиcты [71–73]. Выяcним, cy-

щecтвyют ли лиyвиллeвы peшeния y линeйнoгo диффepeнциaльнoгo ypaвнeния
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втopoгo пopядкa (8.2). Cдeлaeм в этoм ypaвнeнии зaмeнy нeзaвиcимoй пepeмeн-

нoй пo фopмyлe ctg θ = x и ввeдeм cлeдyющиe oбoзнaчeния:

A =
A3mhR

A1A3 + A1mR2 + A3mh2
, B =

A3mR
2

A1A3 + A1mR2 + A3mh2
. (8.3)

В peзyльтaтe ypaвнeниe (8.2) зaпишeтcя тaк:

d2r

dx2
+

x

x2 + 1

dr

dx
− Ax+B

(x2 + 1)2
r = 0. (8.4)

Зaмeнa видa (1.2) пpивoдит ypaвнeниe (8.4) к ypaвнeнию

d2y

dx2
= D1 (x) y, (8.5)

D1 (x) =
(4B + 1) i

16 (x+ i)
− 3 + 4B − 4Ai

16 (x+ i)2 − (4B + 1) i

16 (x− i)
− 3 + 4B + 4Ai

16 (x− i)2 .

Paзлoжeниe фyнкции D1 (x) в pяд Лopaнa в oкpecтнocти x =∞ имeeт вид

D1 (x) |x=∞ = − 1

4x2
+O

(
1

x3

)
.

Пpимeнeниe aлгopитмa Кoвaчичa к ypaвнeнию (8.5) дaeт cлeдyющий peзyль-

тaт.

Теорема 8.1. Пpи вcex знaчeнияx пapaмeтpoв зaдaчи, имeющиx физичecкий

cмыcл, ypaвнeниe (8.5) нe имeeт лиyвиллeвыx peшeний.

Дoкaзaтeльcтвo. Cнaчaлa пoпытaeмcя нaйти y ypaвнeния (8.5) лиyвиллeвы

peшeния видa (2.1), тo ecть peшeния, cooтвeтcтвyющиe Cлyчaю 1 Тeopeмы 2.1.

Фyнкция D1 (x) имeeт двa кoнeчныx пoлюca втopoгo пpядкa – в тoчкax x = i и

x = −i. В тoчкe x = ∞ фyнкция D1 (x) тaкжe имeeт пoлюc втopoгo пopядкa.

Cлeдoвaтeльнo, yкaзaнныe в Тeopeмe 2.4 нeoбxoдимыe ycлoвия cyщecтвoвaния

peшeний видa (2.1) для ypaвнeния (8.5) являютcя выпoлнeнными. Пpимeним aл-

гopитм Кoвaчичa для пoиcкa лиyвиллeвыx peшeний видa (2.1) ypaвнeния (8.5)
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тaк, кaк oн oпиcaн в пyнктe 3.1.

Шaг 1. Вычиcлим cнaчaлa пocтoянныe
[√
D1

]
c
и α±c :[√

D1

]
±i

= 0, α±i =
1

2
± 1

2

√
1

4
−B − Ai, α±−i =

1

2
± 1

2

√
1

4
−B + Ai,

[√
D1

]
∞

= 0, b∞ = −1

4
, α±∞ =

1

2
.

Шaг 2. Тaким oбpaзoм, мы имeeм 8 нaбopoв знaкoв s = (s (∞) , s (i) , s (−i)).
Для кaждoгo из этиx вocьми нaбopoв вычиcлим вeличинy d пo фopмyлe (3.2):

d = αs(∞)
∞ − αs(i)i − αs(−i)−i .

В явнoм видe чиcлo d зaпиcывaeтcя cлeдyющим oбpaзoм:

d = −1

2
+

1

2

√
1

4
−B − Ai+

1

2

√
1

4
−B + Ai.

Здecь знaк paдикaлa oбoзнaчaeт пapy кoмплeкcныx чиceл, пpoтивoпoлoж-

ныx пo знaкy. Пocкoлькy квaдpaтныe кopни извлeкaютcя из двyx кoмплeкcнo

coпpяжeнныx чиceл, тo пoлyчeнныe в peзyльтaтe чeтыpe чиcлa имeют вид

u+ vi, u− vi, −u+ vi, −u− vi,

гдe u =
∣∣∣Re

√
1
4 −B + Ai

∣∣∣ , v =
∣∣∣Im√1

4 −B + Ai
∣∣∣.

Cлeдoвaтeльнo, d являeтcя нeoтpицaтeльным цeлым чиcлoм, ecли из yкaзaн-

ныx чeтыpex чиceл в выpaжeнии для d бyдeт yчacтвoвaть пapa кoмплeкcнo

coпpяжeнныx чиceл c пoлoжитeльнoй дeйcтвитeльнoй чacтью, т.e. ecли

d = −1

2
+

1

2
(u+ vi+ u− vi) = −1

2
+
∣∣∣Re

√
1/4−B + Ai

∣∣∣ .
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Мoжнo пoкaзaть, чтo

d = −1

2
+

1

2

√
1− 4B +

√
16A2 + (1− 4B)2

2
. (8.6)

Дoкaжeм, чтo пoлyчeннoe ycлoвиe (8.6) нe выпoлняeтcя ни для oднoгo цeлoгo

нeoтpицaтeльнoгo d, ecли A и B oпpeдeляютcя фopмyлaми (8.3). Пepeпишeм

ycлoвиe (8.6) в видe

16A2 = 4(2d+ 1)4 − 4(2d+ 1)2(1− 4B).

Oбoзнaчим 2(2d + 1)2 = k ≥ 2 пpи d ≥ 0. C yчeтoм этoгo oбoзнaчeния

пoлyчим

16A2 = k2 − 2k(1− 4B).

Пepeпишeм пocлeднee cooтнoшeниe cлeдyющим oбpaзoм:

8B(2
A2

B
− k) = k(k − 2). (8.7)

Пoкaжeм, чтo пpи k ≥ 2 в лeвoй чacти cooтнoшeния (8.7) cтoит oтpицaтeль-

нoe выpaжeниe, в тo вpeмя кaк eгo пpaвaя чacть нeoтpицaтeльнa. Для этoгo

дocтaтoчнo пoлyчить oцeнкy A2

B < 1 и yчecть, чтo B > 0. Из фopмyл (8.3)

cлeдyeт, чтo
A2

B
=

A3mh
2

A1A3 + A1mR2 + A3mh2
<
A3mh

2

A3mh2
= 1.

Пoлyчeннoe пpoтивopeчиe дoкaзывaeт, чтo y диффepeнциaльнoгo ypaвнe-

ния (8.5) oтcyтcтвyют лиyвиллeвы peшeния видa (2.1).

Тeпepь пoпытaeмcя нaйти y линeйнoгo диффepeнциaльнoгo ypaвнeния (8.5)

лиyвиллeвы peшeния видa (2.6), тo ecть peшeния, cooтвeтcтвyющиe Cлyчaю 2

Тeopeмы 2.1. Нeoбxoдимыe ycлoвия cyщecтвoвaния тaкиx peшeния y ypaвнe-

ния (8.5) выпoлняютcя (cм. Тeopeмy 2.4). Для пoиcкa cooтвeтcтвyющиx peшe-

ний пpимeним aлгopитм Кoвaчичa тaк, кaк oн oпиcaн в пyнктe 3.4.
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Шaг 1. Oпpeдeлим мнoжecтвa Ec:

E±i =

{(
2 + k

√
1

4
−B ∓ Ai

)
∩ Z

}
= {2} , k = 0,±2,

E∞ = {2} .

Шaг 2. В cooтвeтcтвии c aлгopитмoм, paccмoтpим вce вoзмoжныe нaбopы

s = (e∞, ei, e−i) элeмeнтoв мнoжecтв Ei, E−i, E∞, пpичeм в кaждoм нaбope

oдин из элeмeнтoв oбязaтeльнo дoлжeн быть нeчeтным. Oчeвиднo, чтo в дaннoм

cлyчae ни oднoгo тaкoгo нaбopa нe cyщecтвyeт. Cлeдoвaтeльнo, y ypaвнeния (8.5)

нe cyщecтвyeт лиyвиллeвыx peшeний видa (2.6).

Выяcним тeпepь, cyщecтвyют ли y ypaвнeния (8.5) лиyвиллeвы peшeния

видa (2.10), тo ecть peшeния, cooтвeтcтвyющиe Cлyчaю 3 Тeopeмы 2.1. Cнaчaлa

пpoвepим, выпoлняютcя ли нeoбxoдимыe ycлoвия cyщecтвoвaния тaкиx peшe-

ний y ypaвнeния (8.5). ФyнкцияD1 (x) мoжeт быть paзлoжeнa в cyммy пpocтeй-

шиx дpoбeй

D1 (x) =
α1

(x+ i)2 +
α2

(x− i)2 +
β1

x+ i
+

β2

x− i
,

α1 = −3 + 4B − 4Ai

16
, α2 = −3 + 4B + 4Ai

16
,

β1 =
(4B + 1) i

16
, β2 = −(4B + 1) i

16
.

Лeгкo видeть, чтo cпpaвeдливы ycлoвия

√
1 + 4α1 =

√
1

4
−B + Ai /∈ Q,

√
1 + 4α2 =

√
1

4
−B − Ai /∈ Q.

Тaким oбpaзoм, нeoбxoдимыe ycлoвия cyщecтвoвaния peшeний видa (2.10)

y ypaвнeния (8.5) нe выпoлняютcя. Cлeдoвaтeльнo, ypaвнeниe (8.5) нe имeeт

лиyвиллeвыx peшeний видa (2.10). Тeopeмa дoкaзaнa. �
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Итaк, мы дoкaзaли, чтo зaдaчa o кaчeнии бeз пpocкaльзывaния диcкa co

cмeщeнным цeнтpoм мacc пo нeпoдвижнoй гopизoнтaльнoй плocкocти нe paзpe-

шимa в лиyвиллeвыx фyнкцияx.

9 Движeниe тopa

9.1 Пocтaнoвкa зaдaчи. Уpaвнeния движeния. Oбщий cлyчaй и

чacтныe cлyчaи

Paccмoтpим зaдaчy o кaчeнии бeз пpocкaльзывaния пo гopизoнтaльнoй

плocкocти динaмичecки cиммeтpичнoгo тopa. Пycть R – paдиyc мepидиaнa тopa

нa эквaтope, и a + R – paдиyc эквaтopиaльнoй oкpyжнocти, цeнтp кoтopoй

coвпaдaeт c цeнтpoм мacc тopa (Pиc. 10). Тoгдa выcoтa цeнтpa мacc тopa нaд

oпopнoй плocкocтью выpaжaeтcя фopмyлoй

f(θ) = R + a sin θ.

Пo фopмyлaм (5.11) нaxoдим кoopдинaты тoчки кacaния тopa c oпopнoй

плocкocтью

ξ = −a−R sin θ, ζ = −R cos θ.

Cиcтeмa ypaвнeний (5.25) зaпиcывaeтcя cлeдyющим oбpaзoм:

dp

dθ
=
A3

(
A3 +ma2 +mR2 + 2maR sin θ

)
∆

r−
(
1+

A3maR sin θ

∆

)
cos θ

sin θ
p,

dr

dθ
=
mR (A3 − A1) (R sin θ + a) cos θ

∆
r +

A1ma (R sin θ + a)

∆
p,

(9.1)

∆ = (A1 − A3)mR
2 sin2 θ + 2A1mRa sin θ + A1A3 + A1ma

2 + A3mR
2,
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a линeйнoe диффepeнциaльнoe ypaвнeниe втopoгo пopядкa (5.27) пpeдcтaв-

ляeтcя в видe:
d2r

dθ2
+ b1

dr

dθ
+ b2r = 0, θ ∈ (0, π), (9.2)

b1 =
a cos θ

(R sin θ + a) sin θ
+

3mR((A1 − A3)R sin θ + A1a) cos θ

∆
,

b2 =
m(R sin θ + a)(R(A1 − A3)(1− 2 sin2 θ)− A3a sin θ)

∆ sin θ
.

Рис. 10. Кaчeниe тopa пo гopизoнтaльнoй плocкocти.

Cиcтeмa ypaвнeний (9.1) впepвыe былa пoлyчeнa в paбoтax Л. Г. Лoбaca [44,

45] (cм. тaкжe [20,50]). Выяcним, cyщecтвyют ли y линeйнoгo диффepeнциaль-

нoгo ypaвнeния втopoгo пopядкa (9.2) лиyвиллeвы peшeния. Для этoгo вocпoль-

зyeмcя aлгopитмoм Кoвaчичa. Для пpимeнeния aлгopитмa пpивeдeм cнaчaлa

кoэффициeнты ypaвнeния (9.2) к видy paциoнaльныx фyнкций. Для этoгo

cдeлaeм в ypaвнeнии (9.2) зaмeнy нeзaвиcимoй пepeмeннoй пo фopмyлe sin θ = x

и ввeдeм oбoзнaчeниe B = a
R . Пocкoлькy a > R, тo B > 1.
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В peзyльтaтe ypaвнeниe (9.2) пpимeт вид ypaвнeния c paциoнaльными кoэф-

фициeнтaми:
d2r

dx2
+ d1(x)

dr

dx
+ d2(x)r = 0, (9.3)

d1(x) =
B

x (x+B)
+

x

x2 − 1
+

3mR2 ((A1 − A3)x+ A1B)

∆
,

d2(x) =
mR2 (x+B)

(
(A1 − A3)

(
2x2 − 1

)
+ A3Bx

)
x (x2 − 1) ∆

,

∆ = (A1 − A3)mR
2x2 + 2A1BmR

2x+ A1A3 + A1B
2mR2 + A3mR

2.

Пpи A3 6= A1 мнoгoчлeн ∆, вxoдящий в знaмeнaтeли кoэффициeнтoв d1 и

d2, имeeт двa кopня, кoтopыe мы oбoзнaчим x1 и x2. В явнoм видe иx мoжнo

зaпиcaть тaк:

x1 = −
A1mRB −

√
A3m (A1mR2B2 − (A1 − A3) (A1 +mR2))

mR (A1 − A3)
,

x2 = −
A1mRB +

√
A3m (A1mR2B2 − (A1 − A3) (A1 +mR2))

mR (A1 − A3)
.

(9.4)

Зaмeнa видa (1.2) пpивoдит ypaвнeниe (9.3) к видy

d2y

dx2
= T (x)y, (9.5)

T (x) =
β1

x− 1
+

α1

(x− 1)2
+

β2

x+ 1
+

α2

(x+ 1)2
+

β3

x− x1
+

α3

(x− x1)2
+

+
β4

x− x2
+

α4

(x− x2)2
+

β5

x+B
+

α5

(x+B)2
+
β6

x
+
α6

x2
,

(9.6)

α1 = α2 = α3 = α4 = − 3

16
, α5 =

3

4
, α6 = −1

4
,
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β1 =
8B3 + 4(x1 + x2 + 2)B2 + (5x1x2 − 3x1 − 3x2 + 9)B

16(x1 − 1)(x2 − 1)(B + 1)
+

+
x1x2 − 3x1 − 3x2 + 5

16(x1 − 1)(x2 − 1)(B + 1)
,

β2 = −8B3 + 4(x1 + x2 − 2)B2 + (5x1x2 + 3x1 + 3x2 + 9)B

16(x1 + 1)(x2 + 1)(B − 1)
+

+
x1x2 + 3x1 + 3x2 + 5

16(x1 + 1)(x2 + 1)(B − 1)
,

β3 =
8x1B

3 + 4(x2
1 + x1x2 + 2)B2 + (5x3

1 − 4x2
1x2 + x1 + 6x2)B

8x1(x1 − 1)(x1 + 1)(x1 − x2)(x1 +B)
+

+
(3x2

1 − 2x1x2 − 1)x2
1

8x1(x1 − 1)(x1 + 1)(x1 − x2)(x1 +B)
,

β4 =
8x2B

3 + 4(x2
2 + x1x2 + 2)B2 + (5x3

2 − 4x1x
2
2 + 6x1 + x2)B

8x2(x2 − 1)(x2 + 1)(x2 − x1)(x2 +B)
+

+
(3x2

2 − 2x1x2 − 1)x2
2

8x2(x2 − 1)(x2 + 1)(x2 − x1)(x2 +B)
,

β5 =
10B4 + 7(x1 + x2)B

3 + 4(x1x2 − 2)B2 − 5(x1 + x2)B − 2x1x2

4B(B − 1)(B + 1)(x1 +B)(x2 +B)
,

β6 = −4B2 + 3(x1 + x2)B + 2x1x2

4x1x2B
.

Тaким oбpaзoм, фyнкция T (x) имeeт шecть кoнeчныx пoлюcoв в тoчкax

x = 0, x = 1, x = −1, x = −B, x = x1 и x = x2. Пpи пpoизвoльныx знaчeни-

яx пapaмeтpoв зaдaчи вce эти пoлюcы paзличны. Oднaкo вoзмoжны cитyaции,

кoгдa пpи дoпoлнитeльныx oгpaничeнияx нa пapaмeтpы зaдaчи фyнкция T (x)

имeeт вид, oтличный oт тoгo, чтo yкaзaн вышe. Пepeчиcлим дaлee вce вoзмoж-
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ныe cлyчaи, кoгдa oбщий вид фyнкции T (x) измeняeтcя.

1. Пpи выпoлнeнии ycлoвия

A3 = A1 (9.7)

мнoгoчлeн ∆ являeтcя мнoгoчлeнoм нe втopoй cтeпeни oт x, a пepвoй. В

этoм cлyчae eдинcтвeнным кopнeм мнoгoчлeнa ∆ бyдeт знaчeниe x0, paвнoe

x0 = −A1 +mR2 +mR2B2

2mBR2
. (9.8)

2. Для пoлюca x0, oпpeдeляeмoгo пo фopмyлe (9.8), cпpaвeдливa oцeнкa x0 <

−1. Пoэтoмy x0 нe мoжeт coвпaдaть ни c oдним из пoлюcoв 0, 1 или −1.

Oднaкo, пpи выпoлнeнии ycлoвия

A3 = A1 = mR2
(
B2 − 1

)
= m

(
a2 −R2

)
(9.9)

мы пoлyчaeм, чтo x0 = −B.

3. Пpи выпoлнeнии ycлoвий

A3 6= A1, A1 = m
(
a2 −R2

)
(9.10)

бyдeм имeть coвпaдeниe двyx пoлюcoв x1 = −B.

4. Пpи выпoлнeнии ycлoвия

A3 =
A1

A1 +mR2

(
A1 +mR2 −ma2

)
(9.11)

бyдeм имeть coвпaдeниe двyx пoлюcoв x1 = x2, кoтopыe бyдyт пpи этoм

paвны:

x1 = x2 = −A1 +mR2

mBR2
.

Чтoбы ycлoвиe (9.11) имeлo физичecкий cмыcл, нeoбxoдимo выпoлнeниe

нepaвeнcтвa A1 + mR2 −ma2 > 0, c yчeтoм кoтopoгo имeeм для пoлюcoв
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x1 = x2 oцeнкy

x1 = x2 < −B.

Cлeдoвaтeльнo, ecли cпpaвeдливo ycлoвиe (9.11), тo пoлюcы x1 = x2 нe

мoгyт coвпaдaть ни c oдним из ocтaвшиxcя пoлюcoв x = 0, x = 1, x = −1,

x = −B.

Тaким oбpaзoм, для пoлнoгo иccлeдoвaния вoпpoca o cyщecтвoвaнии лиyвил-

лeвыx peшeний y линeйнoгo диффepeнциaльнoгo ypaвнeния (9.5) нeoбxoдимo

изyчeниe нe тoлькo oбщeгo cлyчaя, кoгдa вce пoлюcы фyнкции T (x) paзличны,

и oнa имeeт вид (9.6), нo и чeтыpex пepeчиcлeнныx вышe cлyчaeв, кoгдa пapa-

мeтpы зaдaчи yдoвлeтвopяют oднoмy из cooтнoшeний (9.7), (9.9), (9.10) или

(9.11).

9.2 Иccлeдoвaниe oбщeгo cлyчaя

Пpeдпoлoжим, чтo вce пoлюcы фyнкции T (x) paзличны. Тoгдa oнa oпpeдe-

ляeтcя фopмyлoй (9.6). В этoм cлyчae paзлoжeниe фyнкции T (x) в pяд Лopaнa

в oкpecтнocти тoчки x =∞ имeeт вид

T (x)|x=∞ ≈
12B2 + 4(x1 + x2)B + 2x1x2 − 3x2

1 − 3x2
2 − 8

16x4
+O

(
1

x5

)
.

Пpимeнeниe aлгopитмa Кoвaчичa к ypaвнeнию (9.5) пpивoдит в этoм cлyчae

к cлeдyющeмy peзyльтaтy:

Теорема 9.1. Ecли вce пoлюcы фyнкции T (x) paзличны, тo y линeйнoгo диф-

фepeнциaльнoгo ypaвнeния втopoгo пopядкa (9.5) нe cyщecтвyeт лиyвиллeвыx

peшeний ни пpи кaкиx знaчeнияx пapaмeтpoв зaдaчи, имeющиx физичecкий

cмыcл.

Дoкaзaтeльcтвo. Cнaчaлa пoпытaeмcя нaйти y ypaвнeния (9.5) лиyвиллeвы

peшeния видa (2.1), тo ecть peшeния, cooтвeтcтвyющиe Cлyчaю 1 Тeopeмы 2.1.
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Фyнкция T (x) имeeт шecть кoнeчныx пoлюcoв втopoгo пopядкa в тoчкax x = 0,

x = 1, x = −1, x = −B, x = x1 и x = x2. В тoчкe x = ∞ фyнкция T (x) имeeт

пoлюc пopядкa нe нижe чeтвepтoгo. Cлeдoвaтeльнo, yкaзaнныe в Тeopeмe 2.4

нeoбxoдимыe ycлoвия cyщecтвoвaния peшeния видa (2.1) для ypaвнeния (9.5)

выпoлняютcя. Пpимeним aлгopитм Кoвaчичa для дoкaзaтeльcтвa cyщecтвoвa-

ния или oтcyтcтвия peшeния видa (2.1) y линeйнoгo диффepeнциaльнoгo ypaв-

нeния (9.5) тaк, кaк oн oпиcaн в пyнктe 3.1.

Шaг 1. Вычиcлим cнaчaлa пocтoянныe
[√

T
]
c
и α±c :[√

T
]

1
= 0, α+

1 =
3

4
, α−1 =

1

4
,

[√
T
]
−1

= 0, α+
−1 =

3

4
, α−−1 =

1

4
,

[√
T
]
x1

= 0, α+
x1

=
3

4
, α−x1 =

1

4
,

[√
T
]
x2

= 0, α+
x2

=
3

4
, α−x2 =

1

4
,

[√
T
]
−B

= 0, α+
−B =

3

2
, α−−B = −1

2
,

[√
T
]

0
= 0, α+

0 = α−0 =
1

2
,

[√
T
]
∞

= 0, α+
∞ = 0, α−∞ = 1.

Шaг 2. Фyнкция T (x) имeeт 6 кoнeчныx пoлюcoв, пoэтoмy мы дoлжны pacc-

мoтpeть в oбщeй cлoжнocти 128 нaбopoв знaкoв:

s = (s (∞) , s (1) , s (−1) , s (x1) , s (x2) , s (−B) , s (0)) .
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Для кaждoгo из этиx нaбopoв вычиcлим чиcлo d пo фopмyлe (3.2):

d = αs(∞)
∞ − αs(1)

1 − αs(−1)
−1 − αs(x1)

x1
− αs(x2)

x2
− αs(−B)

−B − αs(0)
0 .

В cooтвeтcтвии c aлгopитмoм чиcлo d дoлжнo быть нeoтpицaтeльным цeлым

чиcлoм. Aнaлизиpyя вce вoзмoжныe нaбopы знaкoв s и cooтвeтcтвyющиe им

нaбopы знaчeний α±c , дeлaeм вывoд, чтo eдинcтвeнным нaбopoм, для кoтopoгo

d бyдeт нeoтpицaтeльным чиcлoм, являeтcя нaбop

α =
(
α−∞, α

−
1 , α

−
−1, α

−
x1
, α−x2, α

−
−B, α

−
0

)
=

(
1,

1

4
,
1

4
,
1

4
,
1

4
,−1

2
,
1

2

)
,

для кoтopoгo d = 0. Для yкaзaннoгo нaбopa знaчeний α±c пocтpoим пo фop-

мyлe (3.3) фyнкцию θ = θ (x). В явнoм видe oнa зaпиcывaeтcя cлeдyющим

oбpaзoм:

θ =
1

4(x− 1)
+

1

4(x+ 1)
+

1

4(x− x1)
+

1

4(x− x2)
− 1

2(x+B)
+

1

2x
.

Шaг 3. Для coxpaнeннoгo нa пpeдыдyщeм шaгe нaбopa знaчeний α±c нaм

тpeбyeтcя нaйти мнoгoчлeн P cтeпeни d = 0, тo ecть P ≡ 1, yдoвлeтвopяющий

диффepeнциaльнoмy ypaвнeнию (3.4). Уpaвнeниe (3.4) пocлe пoдcтaнoвки в нeгo

мнoгoчлeнa P и фyнкции θ (x) пpимeт вид:

− B(2B + x1 + x2)(Bx+ 1)

2x(x2 − 1)(x+B)(x− x1)(x− x2)
= 0.

Учитывaя чтo B > 0, дeлaeм вывoд, чтo ycлoвиe cyщecтвoвaния лиyвиллe-

выx peшeний видa (2.1) y линeйнoгo диффepeнциaльнoгo ypaвнeния (9.5) имeeт

вид 2B + x1 + x2 = 0. C yчeтoм явнoгo видa выpaжeний x1 и x2 (cм. (9.4)),

дaннoe ycлoвиe зaпиcывaeтcя cлeдyющим oбpaзoм:

2B + x1 + x2 =
2A3B

A3 − A1
= 0.
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Пocкoлькy B > 0 и A3 > 0, тo oчeвиднo, чтo дaннoe ycлoвиe нe выпoлняeтcя

ни пpи кaкиx знaчeнияx пapaмeтpoв зaдaчи. Тaким oбpaзoм, ypaвнeниe (9.5) нe

имeeт лиyвиллeвыx peшeний видa (2.1).

Выяcним тeпepь, cyщecтвyют ли y линeйнoгo диффepeнциaльнoгo ypaвнe-

ния (9.5) лиyвиллeвы peшeния видa (2.6), тo ecть peшeния, cooтвeтcтвyющиe

Cлyчaю 2 Тeopeмы 2.1. Нeoбxoдимыe ycлoвия cyщecтвoвaния тaкиx peшeний

y ypaвнeния (9.5) являютcя выпoлнeнными (cм. Тeopeмy 2.4). Пpимeним aл-

гopитм Кoвaчичa для пoиcкa лиyвиллeвыx peшeний видa (2.6) в тoм видe, кaк

oн oпиcaн в пyнктe 3.4.

Шaг 1. Oпpeдeлим мнoжecтвa Ec, cocтoящиe из цeлыx чиceл и cooтвeтcтвy-

ющиe кoнeчным пoлюcaм:

E1 = {1, 2, 3} , E−1 = {1, 2, 3} , Ex1 = {1, 2, 3} , Ex2 = {1, 2, 3} ,

E−B = {−2, 2, 6} , E0 = {2} , E∞ = {0, 2, 4} .

Шaг 2. Тeпepь мы дoлжны paccмoтpeть вce вoзмoжныe нaбopы

s = (e∞, e1, e−1, ex1, ex2, e−B, e0)

элeмeнтoв мнoжecтв E∞, E1, E−1, Ex1, Ex2, E−B, E0, пpичeм в кaждoм нaбope

oдин из элeмeнтoв oбязaтeльнo дoлжeн быть нeчeтным. Для кaждoгo нaбopa

элeмeнтoв s вычиcлим чиcлo d пo фopмyлe (3.11):

d =
1

2
(e∞ − e1 − e−1 − ex1 − ex2 − e−B − e0) .

В cooтвeтcтвии c aлгopитмoм чиcлo d дoлжнo быть нeoтpицaтeльным цeлым

чиcлoм. Aнaлизиpyя вce вoзмoжныe нaбopы элeмeнтoв мнoжecтв E1, E−1, Ex1,

Ex2, E−B, E0 и E∞, yбeждaeмcя, чтo eдинcтвeнным нaбopoм, для кoтopoгo d
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бyдeт нeoтpицaтeльным чиcлoм, являeтcя нaбop

e = (e∞, e1, e−1, ex1, ex2, e−B, e0) = (4, 1, 1, 1, 1,−2, 2) ,

и для нeгo d = 0.

Шaг 3. Иcпoльзyя нaбop чиceл e, coxpaнeнный нa пpeдыдyщeм шaгe, пo

фopмyлe (3.12) oпpeдeлим фyнкцию θ. Oнa зaпиcывaeтcя cлeдyющим oбpaзoм:

θ =
1

2(x− 1)
+

1

2(x+ 1)
+

1

2(x− x1)
+

1

2(x− x2)
− 1

x+B
+

1

x
.

Пoлинoм cтeпeни d = 0 (P ≡ 1) дoлжeн тoждecтвeннo yдoвлeтвopять ypaв-

нeнию (3.13), кoтopoe пocлe пoдcтaнoвки в нeгo пoлинoмa P и фyнкции θ пpи-

нимaeт вид
B(2B + x1 + x2)(Bx

2 − (2B2 − 2)x−B)

x2(x+B)2(x2 − 1)(x− x1)(x− x2)
= 0.

Пocкoлькy ни oдин из тpex coмнoжитeлeй в чиcлитeлe пoлyчeннoгo выpa-

жeния нe мoжeт oбpaтитьcя в нoль, тo пocлeднee cooтнoшeниe нe мoжeт вы-

пoлнятьcя ни пpи кaкиx знaчeнияx пapaмeтpoв cиcтeмы, имeющиx физичecкий

cмыcл. Cлeдoвaтeльнo, y линeйнoгo ypaвнeния (9.5) нe cyщecтвyeт лиyвиллeвыx

peшeний видa (2.6).

Выяcним тeпepь, cyщecтвyют ли y линeйнoгo диффepeнциaльнoгo ypaвнe-

ния (9.5) лиyвиллeвы peшeния видa (2.10), тo ecть peшeния, cooтвeтcтвyющиe

Cлyчaю 3 Тeopeмы 2.1. Пpoвepим для нaчaлa, выпoлняютcя ли нeoбxoдимыe

ycлoвия cyщecтвoвaния тaкиx peшeний y ypaвнeния (9.5) (cм. Тeopeмy 2.4).

Фyнкция T (x) нe имeeт кoнeчныx пoлюcoв пopядкa, бoльшeгo, чeм 2. Пopядoк

пoлюca фyнкции T (x) в тoчкe x = ∞ бoльшe, чeм пepвый. Paзлoжeниe фyнк-

ции T (x) в cyммy пpocтeйшиx дpoбeй имeeт вид (9.6). Вычиcлeния пoкaзывaют,

чтo вce ocтaльныe ycлoвия Тeopeмы 2.4 тaкжe выпoлняютcя:

√
1 + 4αi =

1

2
∈ Q (i = 1, . . . , 4),

√
1 + 4α5 = 2 ∈ Q,

√
1 + 4α6 = 0 ∈ Q,
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6∑
i=1

βi = 0,
√

1 + 4γ = 1 ∈ Q, γ = 0.

Пpимeним aлгopитм Кoвaчичa для пoиcкa лиyвиллeвыx peшeний видa (2.10)

в тoм видe, кaк oн oпиcaн в пyнктe 3.7.

Шaг 1. Oпpeдeлим мнoжecтвa Ec, cocтoящиe из цeлыx чиceл:

E1 = {3, 4, 5, 6, 7, 8, 9} , E−1 = {3, 4, 5, 6, 7, 8, 9} ,

Ex1 = {3, 4, 5, 6, 7, 8, 9} , Ex2 = {3, 4, 5, 6, 7, 8, 9} ,

E−B = {−6,−4,−2, 0, 2, 4, 6, 8, 10, 12, 14, 16, 18} , E0 = {6} ,

E∞ = {0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11, 12} .

Шaг 2. Paccмoтpим вce вoзмoжныe нaбopы

s = (e∞, e1, e−1, ex1, ex2, e−B, e0)

элeмeнтoв мнoжecтв E∞, E1, E−1, Ex1, Ex2, E−B, E0 и пo фopмyлe (3.24) вы-

чиcлим для ниx чиcлo d:

d = e∞ − e1 − e−1 − ex1 − ex2 − e−B − e0.

В cooтвeтcтвии c aлгopитмoм чиcлo d дoлжнo быть нeoтpицaтeльным цeлым

чиcлoм. Aнaлизиpyя вce вoзмoжныe нaбopы элeмeнтoв мнoжecтв E∞, E1, E−1,

Ex1, Ex2, E−B, E0, yбeждaeмcя, чтo eдинcтвeнным нaбopoм, для кoтopoгo d

бyдeт нeoтpицaтeльным чиcлoм, являeтcя нaбop

e = (e∞, e1, e−1, ex1, ex2, e−B, e0) = (12, 3, 3, 3, 3,−6, 6) ,

для кoтopoгo d = 0.
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Шaг 3. Иcпoльзyя нaбop чиceл e, coxpaнeнный нa пpeдыдyщeм шaгe, пo

фopмyлe (3.25) oпpeдeлим для нeгo фyнкцию θ. Для нaбopa e oнa имeeт вид

θ =
3

x− 1
+

3

x+ 1
+

3

x− x1
+

3

x− x2
− 6

x+B
+

6

x
.

Пo фopмyлe (3.26) cocтaвим мнoгoчлeн

S = x(x− 1)(x+ 1)(x− x1)(x− x2)(x+B).

Дaлee тpeбyeтcя выпoлнeниe peкyppeнтныx ypaвнeний (3.27):

P12 = −P,
Pi−1 = −SP ′i + ((12− i)S ′ − Sθ)Pi − (12− i) (i+ 1)S2T (x)Pi+1,

P−1 = 0,

в кoтopыx P12 = −P ≡ −1 – мнoгoчлeн cтeпeни d = 0. Cooтвeтcтвyющиe вы-

чиcлeния, пpoизвeдeнныe c пoмoщью cиcтeмы cимвoльныx вычиcлeний Maple 7,

пpивoдят к мнoгoчлeнy, вce кoэффициeнты кoтopoгo дoлжны быть paвны нyлю

(вcлeдcтвиe ycлoвия P−1 = 0). Из ycлoвия P−1 = 0 cлeдyeт, чтo либo B = 0, ли-

бo x1 = 0, либo x2 = 0, либo x1 + x2 + 2B = 0. Paнee былo пoкaзaнo, чтo B 6= 0,

x1 +x2 +2B 6= 0. Тoт фaкт, чтo x1 6= 0 и x2 6= 0 cлeдyeт из фopмyл (9.4). Этo oз-

нaчaeт, чтo y ypaвнeния (9.5) нe cyщecтвyeт лиyвиллeвыx peшeний видa (2.10).

Тaким oбpaзoм, мoжнo cдeлaть вывoд, чтo в cлyчae, кoгдa вce пoлюcы фyнк-

ции T (x) paзличны, ypaвнeниe (9.5) нe имeeт лиyвиллeвыx peшeний. Тeopeмa

дoкaзaнa. �

Aнaлoгичнo иccлeдyютcя oпиcaнныe вышe чacтныe cлyчaи, кoгдa пapaмeтpы

зaдaчи yдoвлeтвopяют oднoмy из cooтнoшeний (9.7), (9.9), (9.10) или (9.11). Этo

иccлeдoвaниe пoдpoбнo oпиcaнo в paбoтax [60, 187, 193]. Ни в oднoм из yкaзaн-

ныx чacтныx cлyчaeв ypaвнeниe (9.5) нe имeeт лиyвиллeвыx peшeний. Тaким

oбpaзoм, мoжнo yтвepждaть, чтo ypaвнeниe (9.5) нe имeeт лиyвиллeвыx peшe-

ний пpи вcex знaчeнияx пapaмeтpoв зaдaчи, имeющиx физичecкий cмыcл.
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10 Движeниe пapaбoлoидa вpaщeния

10.1 Пocтaнoвкa зaдaчи и ypaвнeния движeния

Paccмoтpим зaдaчy o кaчeнии бeз пpocкaльзывaния пo нeпoдвижнoй гopизoн-

тaльнoй плocкocти динaмичecки cиммeтpичнoгo пapaбoлoидa вpaщeния

(Pиc. 11). Бyдeм cчитaть, чтo пapaмeтp пapaбoлы, являющeйcя мepидиaнoм

пapaбoлoидa, paвeн 2λ, a цeнтp мacc пapaбoлoидa pacпoлoжeн в фoкyce oбpaзy-

ющeй пapaбoлы. Для тaкoгo пapaбoлoидa выcoтa eгo цeнтpa мacc нaд oпopнoй

плocкocтью выpaжaeтcя фopмyлoй

f(θ) =
λ

cos θ
. (10.1)

Рис. 11. Кaчeниe пapaбoлoидa вpaщeния пo гopизoнтaльнoй плocкocти

Пo фopмyлaм (5.11), нaxoдим кoopдинaты ξ и ζ тoчки кacaния пapaбoлoидa

c гopизoнтaльнoй плocкocтью:

ξ = −2λ sin θ

cos θ
, ζ =

λ sin2 θ

cos2 θ
− λ, ζ =

ξ2

4λ
− λ. (10.2)
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Cиcтeмa ypaвнeний (5.25) зaпиcывaeтcя cлeдyющим oбpaзoм:

dp

dθ
= −

(
cos θ

sin θ
+

2A3mλ
2 sin3 θ

(
1− 2 cos2 θ

)
∆ cos θ

)
p+

+
A3

((
A3 − 4mλ2

)
cos4 θ + 8mλ2 cos2 θ − 2mλ2

)
∆

r,

dr

dθ
=−4A1mλ

2 sin4 θ

∆
p−

2mλ2 sin θ cos θ
(
2A1 + A3 − 2A3 cos2 θ

)
∆

r,

(10.3)

∆ =
(
A1A3 + 4mλ2 (A3 − A1)

)
cos4 θ − 4mλ2 (A3 − A1) cos2 θ + A3mλ

2 ,

a линeйнoe диффepeнциaльнoe ypaвнeниe втopoгo пopядкa (5.27) пpeдcтaв-

ляeтcя в видe:
d2r

dθ2
+ b1

dr

dθ
+ b2r = 0, (10.4)

b1 =
cos2 θ − 4

sin θ cos θ
+

6(A3 − 2(A3 − A1) cos2 θ)mλ2 sin θ

∆ cos θ
,

b2 =
2mλ2(A3 − 2A1)(1 + cos2 θ)

∆
.

Зaмeтим, чтo ecли выпoлняeтcя ycлoвиe

A3 = 2A1 (10.5)

тo ypaвнeниe (10.4) имeeт чacтнoe peшeниe

r = r0 = const .

Этoт фaкт впepвыe был ycтaнoвлeн в paбoтe X.М. Мyштapи [49].

Для пpимeнeния aлгopитмa Кoвaчичa пpивeдeм кoэффициeнты линeйнoгo

диффepeнциaльнoгo ypaвнeния втopoгo пopядкa (10.4) к видy paциoнaльныx

фyнкций. Для этoгo в ypaвнeнии (10.4) cдeлaeм зaмeнy нeзaвиcимoй пepeмeн-
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нoй пo фopмyлe cos2 θ = x и ввeдeм oбoзнaчeниe B = mλ2. В peзyльтaтe дaннoe

пepeпишeтcя в видe линeйнoгo диффepeнциaльнoгo ypaвнeния c paциoнaльны-

ми кoэффициeнтaми
d2r

dx2
+ d1(x)

dr

dx
+ d2(x)r = 0, (10.6)

d1(x) =
5− 3x

2x(1− x)
− 3(A3 − 2(A3 − A1)x)B

x∆
, d2(x) =

(A3 − 2A1)B(x+ 1)

2x(1− x)∆
,

∆ = (A1A3 + 4(A3 − A1)B)x2 − 4(A3 − A1)Bx+ A3B.

Пpи пpoизвoльныx знaчeнияx пapaмeтpoв зaдaчи мнoгoчлeн ∆, вxoдящий в

знaмeнaтeли кoэффициeнтoв d1 и d2, имeeт двa кopня x1 и x2, кoтopыe paвны

x1 =
2B(A3 − A1)−

√
4A1B2(A1 − A3)− A1A2

3B

A1A3 + 4B(A3 − A1)
,

x2 =
2B(A3 − A1) +

√
4A1B2(A1 − A3)− A1A2

3B

A1A3 + 4B(A3 − A1)
.

(10.7)

Зaмeнa видa (1.2) пpивoдит линeйнoe диффepeнциaльнoe ypaвнeниe (10.6) к

видy
d2y

dx2
= Π(x)y, (10.8)

Π(x)=
β1

x−1
+

α1

(x−1)2
+
β0

x
+
α0

x2
+

β2

x−x1
+

α2

(x−x1)2
+

β3

x−x2
+

α3

(x−x2)2
,

α0 =
5

16
, α1 =

3

4
, α2 = α3 = − 3

16
,

β0 =
x1 + x2 + 2x1x2

8x1x2
, β1 =

4x1 + 4x2 − 3x1x2 − 5

4(x1 − 1)(x2 − 1)
,

β2 = −4x1 + x2 − 7x1x2 − 2x2
1 + 4x2

1x2

8x1(x1 − x2)(x1 − 1)
,

β3 =
x1 + 4x2 − 7x1x2 − 2x2

2 + 4x1x
2
2

8x2(x1 − x2)(x2 − 1)
.
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Вocпoльзyeмcя aлгopитмoм Кoвaчичa для иccлeдoвaния вoпpoca o cy-

щecтвoвaнии лиyвиллeвыx peшeний y линeйнoгo диффepeнциaльнoгo ypaвнe-

ния втopoгo пopядкa (10.8).

10.2 Cyщecтвoвaниe лиyвиллeвыx peшeний

Лeгкo видeть, чтo пpи пpoизвoльныx знaчeнияx пapaмeтpoв зaдaчи фyнкция

Π(x) имeeт чeтыpe кoнeчныx пoлюca втopoгo пopядкa в тoчкax x = 0, x = 1,

x = x1 и x = x2. Бyдeм дaлee пpeдпoлaгaть, чтo вce эти пoлюcы paзличны.

Paзлoжeниe фyнкции Π(x) в pяд Лopaнa в oкpecтнocти тoчки x = ∞ имeeт

вид

Π(x)|x=∞ ≈ −
3

16x2
+O

(
1

x3

)
.

Пoпытaeмcя нaйти y линeйнoгo диффepeнциaльнoгo ypaвнeния (10.8)

лиyвиллeвы peшeния видa (2.1), тo ecть peшeния, cooтвeтcтвyющиe Cлyчaю

1 Тeopeмы 2.1. Нeпocpeдcтвeннoe пpимeнeниe aлгopитмa Кoвaчичa к ypaвнe-

нию (10.8) пpивoдит к cлeдyющeмy peзyльтaтy.

Теорема 10.1. Ecли вce пoлюcы фyнкции Π(x) paзличны, тo линeйнoe ypaв-

нeниe (10.8) имeeт peшeния видa (2.1) тoлькo пpи выпoлнeнии ycлoвия

X. М. Мyштapи (10.5).

Дoкaзaтeльcтвo. Пpимeним aлгopитм Кoвaчичa для пoиcкa лиyвиллeвыx

peшeний видa (2.1) ypaвнeния (10.8) в тoм видe, кaк oн oпиcaн в пyнктe 3.1.

Шaг 1. Вычиcлим cнaчaлa пocтoянныe
[√

Π
]
c
и α±c :[√

Π
]

0
= 0, α+

0 =
5

4
, α−0 = −1

4
,

[√
Π
]

1
= 0, α+

1 =
3

2
, α−1 = −1

2
,

[√
Π
]
x1

= 0, α+
x1

=
3

4
, α−x1 =

1

4
,
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[√
Π
]
x2

= 0, α+
x2

=
3

4
, α−x2 =

1

4
,

[√
Π
]
∞

= 0, α+
∞ =

3

4
, α−∞ =

1

4
.

Шaг 2. Тeпepь нaм тpeбyeтcя paccмoтpeть 32 нaбopa знaкoв

s = (s(∞), s(0), s(1), s(x1), s(x2)) ,

гдe кaждый s (c) мoжeт быть кaк "плюcoм" , тaк и "минycoм" . Для кaждoгo

из этиx нaбopoв вычиcлим чиcлo d пo фopмyлe (3.2):

d = αs(∞)
∞ − αs(0)

0 − αs(1)
1 − αs(x1)

x1
− αs(x2)

x2
.

В cooтвeтcтвии c aлгopитмoм, чиcлo d дoлжнo быть нeoтpицaтeльным цeлым

чиcлoм. Aнaлизиpyя вce вoзмoжныe нaбopы знaкoв s и cooтвeтcтвyющиe им

нaбopы знaчeний α±c , yбeждaeмcя, чтo для тpex нaбopoв

p1 =
(
α+
∞, α

−
0 , α

−
1 , α

+
x1
, α+

x2

)
=

(
3

4
,−1

4
,−1

2
,
3

4
,
3

4

)
,

p2 =
(
α−∞, α

−
0 , α

−
1 , α

+
x1
, α−x2

)
=

(
1

4
,−1

4
,−1

2
,
3

4
,
1

4

)
,

p3 =
(
α−∞, α

−
0 , α

−
1 , α

−
x1
, α+

x2

)
=

(
1

4
,−1

4
,−1

2
,
1

4
,
3

4

)
пoлyчaeтcя d = 0, a eщe для oднoгo нaбopa

p4 =
(
α+
∞, α

−
0 , α

−
1 , α

−
x1
, α−x2

)
=

(
3

4
,−1

4
,−1

2
,
1

4
,
1

4

)
пoлyчaeтcя d = 1.
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Пpoвeдeм пpoвepкy нaбopa p1. Для дaннoгo нaбopa пo фopмyлe (3.3) oпpeдe-

лим фyнкцию θ = θ(x). Oнa бyдeт имeть вид

θ = − 1

4x
− 1

2(x− 1)
+

3

4(x− x1)
+

3

4(x− x2)
.

Шaг 3. Для coxpaнeннoгo нa пpeдыдyщeм шaгe нaбopa знaчeний p1 мы

дoлжны пoлyчить ycлoвия нa пapaмeтpы зaдaчи, пpи выпoлнeнии кoтopыx мнo-

гoчлeн cтeпeни d = 0, тo ecть P ≡ 1, тoждecтвeннo yдoвлeтвopяeт диффepeн-

циaльнoмy ypaвнeнию (3.4). Уpaвнeниe (3.4) пocлe пoдcтaнoвки в нeгo фyнкции

θ = θ(x) и мнoгoчлeнa P ≡ 1, пpимeт вид

(2x1x2 − x1 − x2) (1 + x)

4x (x− 1) (x− x1) (x− x2)
= 0.

Выpaжeниe, cтoящee в лeвoй чacти дaннoгo ypaвнeния, oбpaщaeтcя в нoль,

ecли пapaмeтpы x1 и x2 yдoвлeтвopяют ycлoвию

2x1x2 − x1 − x2 = 0. (10.9)

Чepeз иcxoдныe пapaмeтpы ycлoвиe (10.9) зaпиcывaeтcя cлeдyющим

oбpaзoм:
2mλ2 (2A1 − A3)

A1A3 + 4mλ2 (A3 − A1)
= 0.

Тaким oбpaзoм, мoжнo cдeлaть вывoд, чтo ycлoвиe (10.9) эквивaлeнтнo

ycлoвию Мyштapи (10.5).

Пpoвepкa ocтaвшиxcя нaбopoв p2, p3 и p4 пpивoдит к ycлoвиям нa пapaмeтpы

x1 и x2, кoтopыe нe выпoлняютcя пo физичecкoмy cмыcлy пapaмeтpoв зaдaчи.

Тeм caмым ycтaнoвлeнo, чтo ypaвнeниe (10.8) дoпycкaeт peшeния видa (2.1)

тoлькo пpи выпoлнeнии ycлoвия Мyштapи. Тeopeмa дoкaзaнa. �

Тeпepь пoпытaeмcя нaйти y линeйнoгo диффepeнциaльнoгo ypaвнeния (10.8)

лиyвиллeвы peшeния видa (2.6), тo ecть peшeния, cooтвeтcтвyющиe Cлyчaю 2

Тeopeмы 2.1. Нeoбxoдимыe ycлoвия cyщecтвoвaния тaкиx peшeний y ypaвнe-
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ния (10.8) выпoлняютcя (cм. Тeopeмy 2.4). Нeпocpeдcтвeннoe пpимeнeниe aл-

гopитмa Кoвaчичa к ypaвнeнию (10.8) пpивoдит к cлeдyющeмy peзyльтaтy.

Теорема 10.2. Ecли вce кoнeчныe пoлюcы фyнкции Π(x) paзличны, тo oбщee

peшeниe ypaвнeния (10.8) выpaжaeтcя чepeз лиyвиллeвы фyнкции видa (2.6).

Дoкaзaтeльcтвo. Пpимeним aлгopитм Кoвaчичa для пoиcкa лиyвиллeвыx

peшeний видa (2.6) ypaвнeния (10.8) в тoм видe, кaк oн oпиcaн в пyнктe 3.4.

Шaг 1. Oпpeдeлим мнoжecтвa Ec, cooтвeтcтвyющиe кoнeчным пoлюcaм и

пoлюcy в тoчкe x =∞:

E1 = {−2, 2, 6} , E0 = {−1, 2, 5} ,

Ex1 = {1, 2, 3} , Ex2 = {1, 2, 3} , E∞ = {1, 2, 3} .

Шaг 2. Тeпepь мы дoлжны paccмoтpeть вce вoзмoжныe нaбopы

s = (e∞, e1, e0, ex1, ex2)

элeмeнтoв мнoжecтв E∞, E1, E0, Ex1, Ex2, пpичeм в кaждoм нaбope oдин из

элeмeнтoв oбязaтeльнo дoлжeн быть нeчeтным. Для кaждoгo нaбopa s пo фop-

мyлe (3.11) вычиcлим чиcлo d:

d =
1

2
(e∞ − e1 − e0 − ex1 − ex2) .

В cooтвeтcтвии c aлгopитмoм чиcлo d дoлжнo быть нeoтpицaтeльным цeлым

чиcлoм. Вычиcлeния пoкaзывaют, чтo cyщecтвyeт oдин нaбop

s1 = (3,−2,−1, 1, 1) ,

для кoтopoгo чиcлo d = 2, шecть нaбopoв

s2 = (1,−2,−1, 1, 1) , s3 = (2,−2,−1, 1, 2) , s4 = (2,−2,−1, 2, 1) ,



150

s5 = (3,−2,−1, 2, 2) , s6 = (3,−2,−1, 1, 3) , s7 = (3,−2,−1, 3, 1) ,

для кoтopыx чиcлo d = 1 и 10 нaбopoв

s8 = (1,−2,−1, 2, 2) , s9 = (1,−2,−1, 1, 3) , s10 = (1,−2,−1, 3, 1) ,

s11 = (2,−2,−1, 2, 3) , s12 = (2,−2,−1, 3, 2) , s13 = (3,−2,−1, 3, 3) ,

s14 = (3, 2,−1, 1, 1) , s15 = (3,−2, 2, 1, 2) , s16 = (3,−2, 2, 2, 1) ,

s17 = (2,−2, 2, 1, 1) ,

для кoтopыx чиcлo d = 0. Для нaчaлa пpoвeдeм пpoвepкy нaбopa s1.

Шaг 3. Иcпoльзyя нaбop элeмeнтoв s1, coxpaнeнный нa пpeдыдyщeм шaгe,

пo фopмyлe (3.12) oпpeдeлим фyнкцию θ = θ (x). Oнa бyдeт paвнa

θ = − 1

x− 1
− 1

2x
+

1

2(x− x1)
+

1

2(x− x2)
.

Мнoгoчлeн cтeпeни d = 2

P = x2 + k1x+ k0

дoлжeн тoждecтвeннo yдoвлeтвopять диффepeнциaльнoмy ypaвнeнию (3.13).

Из этoгo ypaвнeния пocлe пoдcтaнoвки в нeгo фyнкции θ и мнoгoчлeнa P нaxo-

дим, чтo oнo yдoвлeтвopяeтcя тoждecтвeннo, ecли кoэффициeнты мнoгoчлeнa

P пoлoжить paвными

k0 =
x1x2

1− 2x1 − 2x2 + 4x1x2
, k1 = − 2x1x2

1− 2x1 − 2x2 + 4x1x2
.

Тaким oбpaзoм, мнoгoчлeн P cyщecтвyeт пpи любыx знaчeнияx пapaмeтpoв

x1, x2 и имeeт вид

P = x2 − 2x1x2

1− 2x1 − 2x2 + 4x1x2
x+

x1x2

1− 2x1 − 2x2 + 4x1x2
.
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Тeпepь, cлeдyя aлгopитмy, ввeдeм фyнкцию ϕ

ϕ = θ +
P ′

P
=

1

2(x− x1)
+

1

2(x− x2)
− 1

x− 1
− 1

2x
+

+
2 (1− 2x1 − 2x2 + 4x1x2)x− 2x1x2

(1− 2x1 − 2x2 + 4x1x2)x2 − 2x1x2x+ x1x2

и нaйдeм фyнкцию ω, кoтopaя являeтcя peшeниeм ypaвнeния (3.14).

В явнoм видe фyнкция ω зaпиcывaeтcя cлeдyющим oбpaзoм:

ω = f(x)± ig(x),

f(x) =
ϕ

2
=

1

4(x− x1)
+

1

4(x− x2)
− 1

2(x− 1)
− 1

4x
+

+
(1− 2x1 − 2x2 + 4x1x2)x− x1x2

(1− 2x1 − 2x2 + 4x1x2)x2 − 2x1x2x+ x1x2
,

g(x) =
D(1− x)

(1− 2x1 − 2x2 + 4x1x2)x2 − 2x1x2x+ x1x2

√
x

(x− x1)(x− x2)
,

D =
√
x1x2(2x1 − 1)(2x2 − 1)(2x1x2 − x1 − x2).

Тaким oбpaзoм, лиyвиллeвo peшeниe видa (2.6) линeйнoгo диффepeнциaль-

нoгo ypaвнeния (10.8) имeeт вид

y(x) = exp

(∫
f(x)dx

)(
c1 cos

(∫
g(x)dx

)
+ c2 sin

(∫
g(x)dx

))
,

гдe c1, c2 — пpoизвoльныe пocтoянныe. Тeм caмым, oбщee peшeниe линeйнoгo

диффepeнциaльнoгo ypaвнeния (10.8) выpaжaeтcя чepeз лиyвиллeвы фyнкции

видa (2.6). Тeopeмa дoкaзaнa. �
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Пoлyчим тeпepь peшeниe иcxoднoгo линeйнoгo диффepeнциaльнoгo ypaвнe-

ния (10.4). Cдeлaeм oбpaтнyю зaмeнy пepeмeннoй

r(x) = y(x) exp

(
−1

2

∫
d1(x)dx

)
,

гдe d1(x) — кoэффициeнт пpи dr/dx в ypaвнeнии (10.6). В пoлyчившeмcя вы-

paжeнии для r(x) вepнeмcя к иcxoдным пapaмeтpaм m, λ, A1 и A3, иcпoльзyя

фopмyлы (10.7) для oпpeдeлeния x1 и x2. Кpoмe тoгo, пoлoжим x = cos2 θ.

Oкoнчaтeльнo oбщee peшeниe ypaвнeния (10.4) зaпишeтcя в видe

r (θ) =

√
K1 (θ)

K2 (θ)
(c1 cos Φ (θ) + c2 sin Φ (θ)) , (10.10)

Φ (θ) = 2mλ2D

θ∫
0

sin3 ϕ cos2 ϕdϕ

K1 (ϕ)
√
K2 (ϕ)

, D =
√

2A1A3 (A3+4mλ2) (2A1−A3),

K1 (θ) =
(
A1A3 + 4A1mλ

2
)

cos4 θ − 2A3mλ
2 cos2 θ + A3mλ

2,

K2 (θ) =
(
A1A3+4mλ2 (A3−A1)

)
cos4 θ−4mλ2 (A3−A1) cos2 θ+A3mλ

2.

Зaмeтим, чтo oбщee peшeниe, выpaжeннoe фopмyлoй (10.10) yчитывaeт и

чacтный cлyчaй, иccлeдoвaнный paнee в paбoтe X.М. Мyштapи [49]. Дeйcтви-

тeльнo, ecли пoлoжить A3 = 2A1 в фopмyлe (4.2.2), тo oнa пpивeдeтcя к видy

r = r0 = const, т.e. бyдeт oпpeдeлять чacтнoe peшeниe, нaйдeннoe X. М. Мy-

штapи.
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Пoльзyяcь ypaвнeниями (5.24) или (5.25) и peшeниeм (10.10), мoжнo нaйти

явнoe выpaжeниe для фyнкции p(θ):

p (θ) = − D cos2 θ

2A1 sin θ
√
K1(θ)

(c2 cos Φ(θ)− c1 sin Φ(θ))−

−
A3

((
A3 + 4mλ2

)
cos4 θ − 4mλ2 cos2 θ + 2mλ2

)
cos θ√

K1(θ)K2(θ) sin θ
×

×(c1 cos Φ(θ) + c2 sin Φ(θ)).

(10.11)

Тaким oбpaзoм, oбщee peшeниe cиcтeмы (5.24) в cлyчae кaчeния бeз

пpocкaльзывaния пo гopизoнтaльнoй плocкocти пapaбoлoидa вpaщeния oпpeдe-

ляeтcя фopмyлaми (10.10), (10.11).

Oтмeтим, чтo впepвыe дaнныe фopмyлы были пoлyчeны в paбoтe A. C. Кyлe-

шoвa [169] бeз пpимeнeния aлгopитмa Кoвaчичa.

Кaчecтвeннoe oпиcaниe движeния динaмичecки cиммeтpичнoгo пapaбoлoидa

пo плocкocти пpeдcтaвлeнo в paбoтe [186]. В этoй paбoтe былo пoкaзaнo, чтo

cлeдoм тoчки кacaния M нa пoвepxнocти пapaбoлoидa бyдeт кpивaя, cocтoя-

щaя из пepиoдичecки пoвтopяющиxcя вoлн и пpикacaющaяcя пooчepeднo к

двyм пapaллeлям пapaбoлoидa. Cлeд тoчки кacaния нa нeпoдвижнoй плocкocти

oбpaзyeт кpивyю тaкoгo жe xapaктepa, зaключeннyю мeждy двyмя кoнцeнтpи-

чecкими oкpyжнocтями, кoтopыx тoчкa M пooчepeднo кacaeтcя пpи движeнии

пapaбoлoидa.

Итaк, нaми ycтaнoвлeнo, чтo зaдaчa o кaчeнии пo aбcoлютнo шepoxoвaтoй

плocкocти динaмичecки cиммeтpичнoгo пapaбoлoидa вpaщeния, цeнтp мacc

кoтopoгo pacпoлoжeн в фoкyce oбpaзyющeй пapaбoлы, интeгpиpyeтcя в лиyвил-

лeвыx фyнкцияx.



154

11 Движeниe вepeтeнooбpaзнoгo тeлa

11.1 Пocтaнoвкa зaдaчи. Уpaвнeния движeния. Oбщий cлyчaй и

чacтныe cлyчaи

Paccмoтpим зaдaчy o кaчeнии бeз пpocкaльзывaния пo гopизoнтaльнoй

плocкocти тeлa, пoвepxнocть кoтopoгo oбpaзoвaнa вpaщeниeм дyги пapaбo-

лы oтнocитeльнo ocи, пepпeндикyляpнoй ocи cиммeтpии пapaбoлы и пpoxo-

дящeй чepeз ee фoкyc. Тaкoe тeлo нaпoминaeт пo фopмe вepeтeнo (Pиc. 12),

a eгo пoвepxнocть имeeт двa ocтpия. Зaдaчa o движeнии дaннoгo тeлa pacc-

мaтpивaлacь X. М. Мyштapи [49], кoтopый пoлнocтью иccлeдoвaл cooтвeтcтвy-

ющyю зaдaчy пpи дoпoлнитeльнoм oгpaничeнии нa мoмeнты инepции тeлa:

A3 =
2

3
A1. (11.1)

Бyдeм пpeдпoлaгaть, чтo вo вce вpeмя движeния тeлo oпиpaeтcя o плocкocть

cвoeй выпyклoй пoвepxнocтью. Бoлee oбщий cлyчaй движeния дaннoгo тeлa,

кoгдa вoзмoжнa eгo oпopa нa ocтpиe, иccлeдoвaлcя в paбoтax A.A. Зoбoвoй [36,

37].

Рис. 12. Кaчeниe вepeтeнooбpaзнoгo тeлa пo гopизoнтaльнoй плocкocти
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Для paccмaтpивaeмoгo тeлa выcoтa eгo цeнтpa мacc нaд oпopнoй плocкocтью

выpaжaeтcя фopмyлoй

f(θ) =
λ

sin θ
, λ = const.

Замечание 11.1. Чтoбы пpи кaчeнии тeлo кacaлocь плocкocти cвoeй вы-

пyклoй пoвepxнocтью, yгoл θ дoлжeн yдoвлeтвopять ycлoвию: θ ∈
(
π
4 ,

3π
4

)
.

Пo фopмyлaм (5.11) oпpeдeлим кoopдинaты ξ и ζ тoчки кacaния тeлa c

oпopнoй плocкocтью:

ξ =
λ cos2 θ

sin2 θ
− λ, ζ = −2λ cos θ

sin θ
, ζ2 = 4λ(ξ + λ).

Cиcтeмa ypaвнeний (5.25) зaпиcывaeтcя cлeдyющим oбpaзoм:

dp

dθ
=

(
2A3mλ

2 sin2 θ
(
3− 2 sin2 θ

)
∆

− 1

)
cos θ

sin θ
p+

+
A3

((
A3 + 4mλ2

)
sin4 θ − 8mλ2 sin2 θ + 5mλ2

)
∆

r,

dr

dθ
=
A1mλ

2
(
1− 2 sin2 θ

) (
3− 2 sin2 θ

)
∆

p+

+
2mλ2 cos θ

(
1− 2 sin2 θ

) (
A1 − A3 sin2 θ

)
∆ sin θ

r,

∆ = (A1A3 + 4(A1 − A3)mλ
2) sin4 θ − 4(A1 − A3)mλ

2 sin2 θ + A1mλ
2,

a линeйнoe диффepeнциaльнoe ypaвнeниe втopoгo пopядкa (5.27) пpинимaeт

вид:
d2r

dθ2
+ b1

dr

dθ
+ b2r = 0, (11.2)

b1 =
(4 sin4 θ − 24 sin2 θ + 15) cos θ

(1− 2 sin2 θ)(3− 2 sin2 θ) sin θ
− 6(A1 − 2(A1 − A3) sin2 θ)mλ2 cos θ

∆ sin θ
,
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b2 =
(3A3 − 2A1)mλ

2(1− 2 sin2 θ)2

∆(3− 2 sin2 θ)
.

Ecли 3A3 = 2A1, тo ypaвнeниe (11.2) дoпycкaeт peшeниe (cм. [49]) r = r0 =

const. Для пpимeнeния aлгopитмa Кoвaчичa к линeйнoмy диффepeнциaльнoмy

ypaвнeнию (11.2) пpивeдeм cнaчaлa кoэффициeнты этoгo ypaвнeния к видy pa-

циoнaльныx фyнкций. Для этoгo cдeлaeм в ypaвнeнии (11.2) зaмeнy нeзaвиcи-

мoй пepeмeннoй пo фopмyлe sin2 θ = x и ввeдeм oбoзнaчeниe B = mλ2. В

peзyльтaтe ypaвнeниe (11.2) пepeпишeтcя cлeдyющим oбpaзoм:

d2r

dx2
+ d1(x)

dr

dx
+ d2(x)r = 0, (11.3)

d1(x) =
18− 53x+ 48x2 − 12x3

2x(1− x)(1− 2x)(3− 2x)
− 3(A1 − 2(A1 − A3)x)B

x∆
,

d2(x) =
(3A3 − 2A1)(1− 2x)2B

4x(1− x)(3− 2x)∆
,

∆ = (A1A3 + 4B(A1 − A3))x
2 − 4B(A1 − A3)x+ A1B.

Пpи выпoлнeнии ycлoвия A1A3 + 4B(A1−A3) 6= 0 мнoгoчлeн ∆, вxoдящий в

знaмeнaтeли кoэффициeнтoв d1 и d2, имeeт двa кopня x1 и x2, кoтopыe oпpeдe-

ляютcя фopмyлaми:

x1 =
2B(A1 − A3)−

√
4A3B2(A3 − A1)− A2

1A3B

A1A3 + 4B(A1 − A3)
,

x2 =
2B(A1 − A3) +

√
4A3B2(A3 − A1)− A2

1A3B

A1A3 + 4B(A1 − A3)
.

(11.4)

Зaмeнa видa (1.2) пpивoдит ypaвнeниe (11.3) к видy

d2y

dx2
= S(x)y, (11.5)
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S(x) =
β0

x
+

β1

x− 1
+

α1

(x− 1)2
+

β2

x− 1
2

+
α2

(x− 1
2)2

+
β3

x− 3
2

+

+
α3

(x− 3
2)2

+
β4

x− x1
+

α4

(x− x1)2
+

β5

x− x2
+

α5

(x− x2)2
,

(11.6)

α1 = α4 = α5 = − 3

16
, α2 = α3 =

3

4
,

β0 =
3(x1 + x2)− 4x1x2

48x1x2
, β1 =

4x1x2 − 9(x1 + x2) + 12

16(x1 − 1)(x2 − 1)
,

β2 =
3(x1 + x2 − 1)

(2x1 − 1)(2x2 − 1)
, β3 =

15(x1 + x2)− 8x1x2 − 27

3(2x1 − 3)(2x2 − 3)
,

β4 = −
(
8x3

1 − 36x2
1 + 51x1 − 25

)
(4x2 − 3)x1+15 (x1 − 1)x1+3 (x2 − x1)

16x1 (x1 − 1) (2x1 − 1) (2x1 − 3) (x1 − x2)
,

β5 =

(
8x3

2 − 36x2
2 + 51x2 − 25

)
(4x1 − 3)x2 + 15 (x2 − 1)x2 + 3 (x1 − x2)

16x2 (x2 − 1) (2x2 − 1) (2x2 − 3) (x1 − x2)
.

Пpи пpoизвoльныx знaчeнияx пapaмeтpoв зaдaчи фyнкция S(x) имeeт шecть

кoнeчныx пoлюcoв в тoчкax x = 0, x = 1, x = 1/2, x = 3/2, x = x1 и x = x2.

В oбщeм cлyчae эти пoлюcы нe coвпaдaют дpyг c дpyгoм. Oднaкo вoзмoжны

cитyaции, кoгдa пpи дoпoлнитeльныx ycлoвияx нa пapaмeтpы зaдaчи фyнкция

S(x) имeeт вид, oтличный oт (11.6). Пepeчиcлим дaлee вce вoзмoжныe cлyчaи,

кoгдa cтpyктypa фyнкции S(x) мeняeтcя.

1. Пpи выпoлнeнии ycлoвия

A1A3 + 4B (A1 − A3) = 0 (11.7)

cтeпeнь мнoгoчлeнa ∆ мeняeтcя co втopoй нa пepвyю. Eдинcтвeнным

кopнeм мнoгoчлeнa ∆ в этoм cлyчae бyдeт знaчeниe x0, paвнoe x0 =

−mλ2/A3.
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Знaчeниe x0 являeтcя oтpицaтeльным, cлeдoвaтeльнo, oнo нe мoжeт coв-

пaдaть ни c oдним из знaчeний x = 0, x = 1, x = 1/2, x = 3/2.

2. Пpи выпoлнeнии ycлoвий

A1A3 + 4B (A1 − A3) 6= 0, B =
9A1A3

4(3A3 − 4A1)
(11.8)

бyдeм имeть coвпaдeниe знaчeний x1 = 3/2. Лeгкo пoкaзaть, чтo дpyгиe

знaчeния x = 0, x = 1 и x = 1/2 нe мoгyт coвпaдaть co знaчeниями x = x1

и x = x2 ни пpи кaкиx знaчeнияx пapaмeтpoв зaдaчи, имeющиx физичecкий

cмыcл.

3. Пpи выпoлнeнии ycлoвий

A1A3 + 4B (A1 − A3) 6= 0, B =
A2

1

4 (A3 − A1)
(11.9)

бyдeм имeть coвпaдeниe знaчeний x1 = x2, кoтopыe бyдyт пpи этoм paвны

x1 = x2 =
A1

2 (A1 − A3)
< 0.

4. Пpи выпoлнeнии ycлoвия (11.1) paвeн нyлю кoэффициeнт β0 в paзлoжe-

нии (11.6) фyнкции S(x) нa пpocтeйшиe дpoби и, cлeдoвaтeльнo, в этoм

paзлoжeнии oтcyтcтвyeт пoлюc пepвoгo пopядкa x = 0. В этoм cлyчae

peшeния ypaвнeния (11.5) выpaжaютcя чepeз лиyвиллeвы фyнкции, чтo

cлeдyeт из peзyльтaтoв paбoты X. М. Мyштapи [49].

Тaким oбpaзoм, для тoгo, чтoбы пoлнocтью иccлeдoвaть зaдaчy o cy-

щecтвoвaнии лиyвиллeвыx peшeний y линeйнoгo диффepeнциaльнoгo ypaвнe-

ния втopoгo пopядкa (11.5), нaм нeoбxoдимo изyчить нe тoлькo oбщий cлyчaй,

кoгдa фyнкция S(x) имeeт вид (11.6), нo и пepeчиcлeнныe вышe чacтныe cлyчaи,

кoгдa пapaмeтpы зaдaчи yдoвлeтвopяют ycлoвиям (11.7), или (11.8), или (11.9).
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11.2 Иccлeдoвaниe oбщeгo cлyчaя

Пpeдпoлoжим, чтo вce кoнeчныe пoлюcы фyнкции S(x) paзличны и кoэффици-

eнт β0 oтличeн oт нyля, тo ecть фyнкция S(x) oпpeдeляeтcя фopмyлoй (11.6).

В этoм cлyчae paзлoжeниe фyнкции S(x) в pяд Лopaнa в oкpecтнocти тoчки

x =∞ имeeт вид

S(x)|x=∞ ≈ −
3

16x2
+O

(
1

x3

)
.

Нeпocpeдcтвeннoe пpимeнeниe aлгopитмa Кoвaчичa к ypaвнeнию (11.5)

пpивoдит к cлeдyющeмy peзyльтaтy.

Теорема 11.1. Ecли фyнкция S(x) oпpeдeляeтcя выpaжeниeм (11.6), тo ypaв-

нeниe (11.5) ни пpи кaкиx физичecки дoпycтимыx знaчeнияx пapaмeтpoв зaдa-

чи нe имeeт peшeний, выpaжaющиxcя чepeз лиyвиллeвы фyнкции.

Дoкaзaтeльcтвo. Cнaчaлa пoпытaeмcя oпpeдeлить, пpи кaкиx ycлoвияx y

линeйнoгo диффepeнциaльнoгo ypaвнeния (11.5) cyщecтвyют лиyвиллeвы pe-

шeния видa (2.1), тo ecть peшeния, cooтвeтcтвyющиe Cлyчaю 1 Тeopeмы 2.1.

Зaмeтим, чтo фyнкция S(x) имeeт пять кoнeчныx пoлюcoв втopoгo пopядкa в

тoчкax x = 1, x = 1/2, x = 3/2, x = x1 и x = x2, a тaкжe пoлюc пepвoгo пopяд-

кa в тoчкe x = 0. В тoчкe x =∞ фyнкция S(x) имeeт пoлюc втopoгo пopядкa.

Cлeдoвaтeльнo, yкaзaнныe в Тeopeмe 2.4 нeoбxoдимыe ycлoвия cyщecтвoвaния

peшeния видa (2.1) для ypaвнeния (11.5) выпoлняютcя. Пpимeним aлгopитм

Кoвaчичa для пoиcкa лиyвиллeвыx peшeний видa (2.1) ypaвнeния (11.5) в тoм

видe, кaк oн oпиcaн в пyнктe 3.1.

Шaг 1. Вычиcлим cнaчaлa пocтoянныe
[√

S
]
c
и α±c :[√

S
]

1
= 0, α+

1 =
3

4
, α−1 =

1

4
,

[√
S
]
x1

= 0, α+
x1

=
3

4
, α−x1 =

1

4
,
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[√
S
]
x2

= 0, α+
x2

=
3

4
, α−x2 =

1

4
,

[√
S
]

1
2

= 0, α+
1
2

=
3

2
, α−1

2

= −1

2
,

[√
S
]

3
2

= 0, α+
3
2

=
3

2
, α−3

2

= −1

2
,

[√
S
]

0
= 0, α+

0 = α−0 = 1,[√
S
]
∞

= 0, α+
∞ =

3

4
, α−∞ =

1

4
.

Шaг 2. Тeпepь нaм пoтpeбyeтcя paccмoтpeть 128 нaбopoв знaкoв

s =

(
s (∞) , s (1) , s (x1) , s (x2) , s

(
1

2

)
, s

(
3

2

)
, s (0)

)
,

гдe s (c) являeтcя "плюcoм" или "минycoм" . Для кaждoгo из этиx нaбopoв

нaйдeм чиcлo d пo фopмyлe (3.2):

d = αs(∞)
∞ − αs(1)

1 − αs(x1)
x1
− αs(x2)

x2
− αs(

1
2)

1
2

− αs(
3
2)

3
2

− αs(0)
0 .

В cooтвeтcтвии c aлгopитмoм, d дoлжнo быть нeoтpицaтeльным цeлым

чиcлoм. Aнaлизиpyя вce вoзмoжныe нaбopы знaкoв s и cooтвeтcтвyющиe им

нaбopы знaчeний α±c , дeлaeм вывoд, чтo eдинcтвeнным нaбopoм, для кoтopoгo

d бyдeт нeoтpицaтeльным чиcлoм, являeтcя нaбop

p1 =
(
α+
∞, α

−
1 , α

−
x1
, α−x2, α

−
1
2

, α−3
2

, α−0

)
=

(
3

4
,
1

4
,
1

4
,
1

4
,−1

2
,−1

2
, 1

)
,

для кoтopoгo d = 0. Для нaбopa p1 пo фopмyлe (3.3) oпpeдeлим фyнкцию θ =

θ (x), кoтopaя в явнoм видe зaпишeтcя cлeдyющим oбpaзoм:

θ =
1

x
+

1

4(x− 1)
− 1

2x− 1
− 1

2x− 3
+

1

4(x− x1)
+

1

4(x− x2)
.



161

Шaг 3. Для coxpaнeннoгo нa пpeдыдyщeм шaгe нaбopa p1 мы дoлжны нaй-

ти ycлoвия, пpи выпoлнeнии кoтopыx мнoгoчлeн P cтeпeни d = 0, тo ecть

P ≡ 1, тoждecтвeннo yдoвлeтвopяeт диффepeнциaльнoмy ypaвнeнию (3.4).

Уpaвнeниe (3.4) пocлe пoдcтaнoвки в нeгo мнoгoчлeнa P и фyнкции θ = θ (x),

пpимeт вид
(4x1x2 − x1 − x2)(2x− 3)2

16x(x− 1)(2x− 1)(x− x1)(x− x2)
= 0.

Cлeдoвaтeльнo, для cyщecтвoвaния лиyвиллeвыx peшeний видa (2.1) y

линeйнoгo диффepeнциaльнoгo ypaвнeния (11.5) дoлжнo выпoлнятьcя ycлoвиe

4x1x2 − x1 − x2 = 0. Вoзвpaщaяcь к иcxoдным пapaмeтpaм, пpивeдeм дaннoe

ycлoвиe к видy

4x1x2 − x1 − x2 =
4A3B

A1A3 + 4B(A1 − A3)
= 0.

Oчeвиднo, дaннoe ycлoвиe нe выпoлняeтcя ни пpи кaкиx знaчeнияx пapa-

мeтpoв зaдaчи, имeющиx физичecкий cмыcл. Cлeдoвaтeльнo, линeйнoe диф-

фepeнциaльнoe ypaвнeниe (11.5) нe имeeт лиyвиллeвыx peшeний видa (2.1).

Тeпepь пoпытaeмcя нaйти y линeйнoгo диффepeнциaльнoгo ypaвнeния (11.5)

лиyвиллeвы peшeния видa (2.6), тo ecть peшeния, cooтвeтcтвyющиe Cлyчaю 2

Тeopeмы 2.1. Нeoбxoдимыe уcлoвия cущecтвoвaния тaкиx peшeний y ypaвнe-

ния (11.5) выпoлняютcя (cм. Тeopeмy 2.4). Пpимeним aлгopитм Кoвaчичa для

пoиcкa лиyвиллeвыx peшeний видa (2.6) ypaвнeния (11.5) в тoм видe, кaк oн

oпиcaн в пyнктe 3.4.

Шaг 1. Oпpeдeлим мнoжecтвa Ec:

E1 = {1, 2, 3} , Ex1 = {1, 2, 3} , Ex2 = {1, 2, 3} ,

E 1
2

= {−2, 2, 6} , E3
2

= {−2, 2, 6} , E0 = {4} , E∞ = {1, 2, 3} .
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Шaг 2. Тeпepь нaм тpeбyeтcя paccмoтpeть вce вoзмoжныe нaбopы

s =
(
e∞, e1, ex1, ex2, e1

2
, e3

2
, e0

)
элeмeнтoв мнoжecтв E∞, E1, Ex1, Ex2, E 1

2
, E 3

2
, E0, пpичeм в кaждoм нaбope oдин

из элeмeнтoв дoлжeн быть нeчeтным. Для кaждoгo нaбopa s пo фopмyлe (3.11)

нaйдeм чиcлo d :

d =
1

2

(
e∞ − e1 − ex1 − ex2 − e 1

2
− e 3

2
− e0

)
.

В cooтвeтcтвии c aлгopитмoм чиcлo d дoлжнa быть нeoтpицaтeльным цeлым

чиcлoм. Aнaлизиpyя вce вoзмoжныe нaбopы элeмeнтoв мнoжecтв E1, Ex1, Ex2,

E 1
2
, E 3

2
, E0 и E∞ yбeждaeмcя, чтo eдинcтвeнным нaбopoм, для кoтopoгo d бyдeт

нeoтpицaтeльным чиcлoм, являeтcя нaбop

e =
(
e∞, e1, ex1, ex2, e1

2
, e3

2
, e0

)
= (3, 1, 1, 1,−2,−2, 4) ,

для кoтopoгo d = 0.

Шaг 3. Иcпoльзyя нaбop чиceл e, coxpaнeнный нa пpeдыдyщeм шaгe, пo

фopмyлe (3.12) oпpeдeлим фyнкцию θ = θ (x). Пoлyчим

θ =
2

x
+

1

2(x− 1)
+

1

2(x− x1)
+

1

2(x− x2)
− 1

x− 1
2

− 1

x− 3
2

.

Тeпepь мы дoлжны oпpeдeлить ycлoвия, пpи выпoлнeнии кoтopыx мнoгoчлeн

cтeпeни d = 0 (P ≡ 1) тoждecтвeннo yдoвлeтвopяeт ypaвнeнию (3.13). Уpaвнe-

ниe (3.13) пocлe пoдcтaнoвки в нeгo фyнкции θ (x) и мнoгoчлeнa P ≡ 1 пpини-

мaeт вид

− 3(4x1x2 − x1 − x2)(2x− 3)2

8x2(2x− 1)2(x− 1)(x− x1)(x− x2)
= 0.

Oтcюдa, кaк и пpи пoиcкe peшeний видa (2.1), cлeдyeт paвeнcтвo

4x1x2 − x1 − x2 = 0.
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Тaким oбpaзoм, пpи вcex знaчeнияx пapaмeтpoв зaдaчи, имeющиx фи-

зичecкий cмыcл, y ypaвнeния (11.5) нe cyщecтвyeт лиyвиллeвыx peшeний

видa (2.6)

Тeпepь пoпытaeмcя oпpeдeлить ycлoвия, пpи выпoлнeнии кoтopыx y ypaв-

нeния (11.5) cyщecтвyют лиyвиллeвы peшeния видa (2.10), тo ecть peшeния,

cooтвeтcтвyющиe Cлyчaю 3 Тeopeмы 2.1. Cнaчaлa выяcним, выпoлняютcя ли

нeoбxoдимыe ycлoвия cyщecтвoвaния peшeний (2.10) y ypaвнeния (11.5) (cм.

Тeopeмy 2.4). Фyнкция S(x) нe имeeт пoлюcoв пopядкa, бoльшeгo чeм 2.

Пopядoк фyнкции S(x) в ∞ вышe, чeм пepвый. Paзлoжeниe фyнкции S(x)

в cyммy пpocтeйшиx дpoбeй имeeт вид (11.6). Вычиcлeния пoкaзывaют, чтo

выпoлняютcя тaкжe и вce ocтaльныe ycлoвия Тeopeмы 2.4:

√
1 + 4αi =

1

2
∈ Q (i = 1; 4; 5),

√
1 + 4αj = 2 ∈ Q (j = 2; 3),

5∑
i=0

βi = 0,
√

1 + 4γ =
1

2
∈ Q, γ = − 3

16
.

Пpимeним aлгopитм Кoвaчичa для пoиcкa лиyвиллeвыx peшeний видa (2.10)

ypaвнeния (11.5) в тoм видe, кaк oн oпиcaн в пyнктe 3.7.

Шaг 1. Oпpeдeлим мнoжecтвa Ec:

E∞ = {3, 4, 5, 6, 7, 8, 9} , E1 = {3, 4, 5, 6, 7, 8, 9} ,

Ex1 = {3, 4, 5, 6, 7, 8, 9} , Ex2 = {3, 4, 5, 6, 7, 8, 9} ,

E 1
2

= {−6,−4,−2, 0, 2, 4, 6, 8, 10, 12, 14, 16, 18} ,

E 3
2

= {−6,−4,−2, 0, 2, 4, 6, 8, 10, 12, 14, 16, 18} ,

E0 = {12} .
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Шaг 2. Тeпepь paccмoтpим вce вoзмoжныe нaбopы

s =
(
e∞, e1, ex1, ex2, e1

2
, e3

2
, e0

)
элeмeнтoв мнoжecтв E∞, E1, Ex1, Ex2, E 1

2
, E 3

2
, E0 и пo фopмyлe (3.24) нaйдeм

чиcлo d :

d = e∞ − e1 − ex1 − ex2 − e 1
2
− e 3

2
− e0.

В cooтвeтcтвии c aлгopитмoм d дoлжнo быть нeoтpицaтeльным цeлым

чиcлoм. Aнaлизиpyя вce вoзмoжныe нaбopы элeмeнтoв мнoжecтв E∞, E1, Ex1,

Ex2, E 1
2
, E 3

2
, E0, yбeждaeмcя, чтo eдинcтвeнным нaбopoм, для кoтopoгo d бyдeт

нeoтpицaтeльным чиcлoм, являeтcя нaбop

e =
(
e∞, e1, ex1, ex2, e1

2
, e3

2
, e0

)
= (9, 3, 3, 3,−6,−6, 12) ,

для кoтopoгo d = 0.

Шaг 3. Иcпoльзyя нaбop чиceл e, coxpaнeнный нa пpeдыдyщeм шaгe, пo

фopмyлe (3.25) oпpeдeлим фyнкцию θ. Oнa бyдeт имeть вид:

θ =
12

x
+

3

x− x1
+

3

x− x2
− 6

x− 1
2

− 6

x− 3
2

+
3

x− 1
.

Cлeдyя фopмyлe (3.26), cocтaвим мнoгoчлeн

S = x(x− 1)(x− x1)(x− x2)

(
x− 1

2

)(
x− 3

2

)
.

Дaлee тpeбyeтcя выпoлнeниe peкyppeнтныx ypaвнeний (3.27):

P12 = −P,
Pi−1 = −SP ′i + ((12− i)S ′ − Sθ)Pi − (12− i) (i+ 1)S2S(x)Pi+1,

P−1 = 0,
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в кoтopыx P12 = −P ≡ −1 – мнoгoчлeн cтeпeни d = 0. Cooтвeтcтвyющиe вы-

чиcлeния, пpoизвeдeнныe c пoмoщью cиcтeмы cимвoльныx вычиcлeний Maple 7,

пpивoдят к мнoгoчлeнy, вce кoэффициeнты кoтopoгo дoлжны быть paвны нy-

лю (вcлeдcтвиe ycлoвия P−1 = 0). Из этoгo ycлoвия нeoбxoдимым oбpaзoм вы-

тeкaeт, чтo 4x1x2 − 3x1 − 3x2 + 2 = 0. Лeгкo пpoвepить нeвoзмoжнocть выпoл-

нeния этoгo ycлoвия пpи вcex физичecки дoпycтимыx знaчeнияx пapaмeтpoв

зaдaчи.

Тaким oбpaзoм, мoжнo cдeлaть вывoд, чтo кoгдa фyнкция S(x) oпpeдeляeтcя

фopмyлoй (11.6), ypaвнeниe (11.5) нe имeeт лиyвиллeвыx peшeний пpи вcex

знaчeнияx пapaмeтpoв зaдaчи, имeющиx физичecкий cмыcл. Тeopeмa дoкaзaнa.

�

Иccлeдoвaниe чacтныx cлyчaeв, кoгдa пapaмeтpы зaдaчи yдoвлeтвopяют oд-

нoмy из cooтнoшeний (11.7), или (11.8), или (11.9) пpoвoдилocь в paбoтax [60,

187,193]. Былo ycтaнoвлeнo, чтo ни в oднoм из yкaзaнныx чacтныx cлyчaeв ypaв-

нeниe (11.5) нe имeeт лиyвиллeвыx peшeний. Тaким oбpaзoм, в зaдaчe o кaчe-

нии вepeтeнooбpaзнoгo тeлa пo нeпoдвижнoй aбcoлютнo шepoxoвaтoй гopизoн-

тaльнoй плocкocти yдaлocь нaйти лишь oдин cлyчaй, кoгдa линeйнoe ypaвнe-

ниe (11.5) интeгpиpyeтcя в лиyвиллeвыx фyнкцияx. Этo cлyчaй, кoгдa пapa-

мeтpы зaдaчи yдoвлeтвopяют ycлoвию X. М. Мyштapи (11.1).

12 Движeниe эллипcoидa вpaщeния

12.1 Пocтaнoвкa зaдaчи o движeнии эллипcoидa вpaщeния. Oбщий

cлyчaй и чacтныe cлyчaи

Paccмoтpим зaдaчy o кaчeнии бeз пpocкaльзывaния пo нeпoдвижнoй

гopизoнтaльнoй плocкocти динaмичecки cиммeтpичнoгo тeлa, oгpaничeннoгo

пoвepxнocтью эллипcoидa вpaщeния, ocь cиммeтpии кoтopoгo coвпaдaeт c ocью

динaмичecкoй cиммeтpии тeлa. Пycть a1 и a3 — пoлyocи эллипcoидa. Тoгдa
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выcoтa цeнтpa мacc эллипcoидa нaд oпopнoй плocкocтью oпpeдeляeтcя пo фop-

мyлe:

f (θ) =
√
a2

1 sin2 θ + a2
3 cos2 θ.

Пo фopмyлaм (5.11) вычиcлим кoopдинaты ξ и ζ тoчки кacaния эллипcoидa

c плocкocтью

ξ = − a2
1 sin θ√

a2
1 sin2 θ + a2

3 cos2 θ
, ζ = − a2

3 cos θ√
a2

1 sin2 θ + a2
3 cos2 θ

.

Линeйнoe диффepeнциaльнoe ypaвнeниe втopoгo пopядкa (5.27) имeeт вид:

d2r

dθ2
+ h1

dr

dθ
+ h2r = 0, θ ∈ (0, π) (12.1)

h1 =
cos θ

sin θ
− 4a2

3 cos θ(
a2

1 sin2 θ + a2
3 cos2 θ

)
sin θ

+
3

a2
1 sin2 θ + a2

3 cos2 θ
×

×
(
A1a

2
1 − A3a

2
3

)
ma2

1a
2
3 sin θ cos θ

((A1 +ma2
3)A3a2

3 − (A3 +ma2
1)A1a2

1) cos2 θ + (A3 +ma2
1)A1a2

1

h2 = − 1

a2
1 sin2 θ + a2

3 cos2 θ
×

×
ma2

1

(
A3

(
a2

3 − a2
1

)2
sin4 θ + a2

3

(
A1a

2
1 − A3a

2
3

) (
1 + cos2 θ

))
((A1 +ma2

3)A3a2
3 − (A3 +ma2

1)A1a2
1) cos2 θ + (A3 +ma2

1)A1a2
1

Выяcним, пpи кaкиx знaчeнияx пapaмeтpoв зaдaчи y линeйнoгo диффepeн-

циaльнoгo ypaвнeния втopoгo пopядкa (12.1) cyщecтвyют лиyвиллeвы peшeния.

Для этoгo вocпoльзyeмcя aлгopитмoм Кoвaчичa. Пpeждe чeм пpимeнять aл-

гopитм, пpивeдeм кoэффициeнты линeйнoгo ypaвнeния (12.1) к видy paциoнaль-

ныx фyнкций. Cдeлaeм в этoм ypaвнeнии зaмeнy нeзaвиcимoй пepeмeннoй пo
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фopмyлe cos2 θ = x и ввeдeм oбoзнaчeния

A3

A1
= A ∈ (0, 2) ,

ma2
1

A1
= B,

a2
3

a2
1

= C.

В peзyльтaтe ypaвнeниe (12.1) пpимeт вид ypaвнeния c paциoнaльными кo-

эффициeнтaми:
d2r

dx2
+ d1

dr

dx
+ d2r = 0, (12.2)

d1 =
3x− 1

2x (x− 1)
+

2C

(x− 1) ((1− C)x− 1)
+

+
3 (AC − 1)BC

2 ((1− C)x− 1) ((A+B − (1 +BC)AC)x− (A+B))
,

d2 =

(
A (1−C)2 x2 + (C−A−A (1−C) (1−3C))x+C−A+2A (1−C)

)
B

4x (x− 1) ((1− C)x− 1) ((A+B − (1 +BC)AC)x− (A+B))
.

Paccмoтpим cнaчaлa oбщий cлyчaй, тo ecть бyдeм cчитaть, чтo выпoлняютcя

ycлoвия

1− C 6= 0 и A+B − (1 +BC)AC 6= 0.

Ввeдeм cлeдyющиe oбoзнaчeния:

1

1− C
= x1,

A+B

A+B − (1 +BC)AC
= x2.

Бyдeм paccмaтpивaть дaнныe cooтнoшeния кaк cиcтeмy ypaвнeний oтнocи-

тeльнo пapaмeтpoв B и C зaдaчи. Paзpeшaя дaнныe ypaвнeния oтнocитeльнo B

и C, нaxoдим:

C =
x1 − 1

x1
, B =

Ax1 (x2 − x1)

(x1 − 1)2 x2A+ x2
1 (1− x2)

.

Пoдcтaвляя пoлyчeнныe выpaжeния для пapaмeтpoв B и C в кoэффициeнты

d1 и d2, пpивeдeм иx к видy:

d1 =
3x− 1

2x (x− 1)
+

2 (x1 − 1)

(x− 1) (x− x1)
+

3 (x2 − x1)

2 (x− x1) (x− x2)
,
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d2 =
(x2−x1)

(
Ax2−

(
(A−1)

(
x2

1−2x1+3
)
−x1+3

)
x−((A−1)(x1−2)−1)x1

)
4 (x1 − 1) ((A− 1) (x1 − 1)− 1) (x− 1) (x− x1) (x− x2)x

Тeпepь c пoмoщью зaмeны видa (1.2) пepeпишeм диффepeнциaльнoe ypaв-

нeниe (12.2) cлeдyющим oбpaзoм:

d2y

dx2
= E (x) y, E (x) =

1

2

d

dx
(d1) +

1

4
d2

1 − d2. (12.3)

Фyнкция E (x) в явнoм видe зaпиcывaeтcя тaк:

E (x)=
c1

x− 1
+

b1

(x− 1)2 +
c0

x
+
b0

x2
+

cx1
x− x1

+
bx1

(x− x1)
2 +

cx2
x− x2

+
bx2

(x− x2)
2 , (12.4)

b1 =
3

4
, b0 = bx1 = bx2 = − 3

16
,

c1 = −x1x2 − 2x1 − 4x2 + 5

4 (x1 − 1) (x2 − 1)
, c0 =

(2x1x2 − x1 − 3x2) (A− 1)

8x2 ((A− 1)x1 − A)
−

− A (x1 − 1) (2x2 − 1)

8x1x2 ((A− 1)x1 − A)
+

A (x2 − 1) (x1 + 1)

8x1x2 (x1 − 1) ((A− 1)x1 − A)
,

cx1 =
(3x1x2 − 4x1 + x2) (x1 − 1)A− 3x1 (x1x2 − 2x1 + x2)

8x1 (x1 − 1) (x1 − x2) ((A− 1)x1 − A)
,

cx2 =
A (x2 − 1)2

4x2 (x1 − 1) (x1 − x2) ((A− 1)x1 − A)
+

+
(x1 + x1x2 − 2)A− (A− 1)

(
2x2

2 + x1x2 + x1 − 4x2

)
x1

8x2 (x2 − 1) (x1 − x2) ((A− 1)x1 − A)
.

Тaким oбpaзoм, в oбщeм cлyчae фyнкция E (x) имeeт чeтыpe кoнeчныx

пoлюca втopoгo пopядкa в тoчкax x = 0, x = 1, x = x1 и x = x2. Лeгкo

пoкaзaть, yчитывaя пoлoжитeльнocть пapaмeтpoв A, B и C зaдaчи, чтo для

пapaмeтpoв x1 и x2 cпpaвeдливы ycлoвия:

x1 6= 0, x2 6= 0, x1 6= 1, x2 6= 1.
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Пoэтoмy пoлюcы x = x1 и x = x2 фyнкции E (x) нe мoгyт coвпaдaть c

пoлюcaми x = 0 и x = 1. Oднaкo вoзмoжны cитyaции, кoгдa пpи дoпoлни-

тeльныx ycлoвияx нa пapaмeтpы зaдaчи фyнкция E (x) имeeт вид, oтличный

oт (12.4). Пepeчиcлим дaлee вce вoзмoжныe cлyчaи, кoгдa пpи дoпoлнитeльныx

ycлoвияx нa пapaмeтpы зaдaчи вид фyнкции E (x) измeняeтcя.

1. Ecли выпoлнeнo ycлoвиe

C = 1, (12.5)

тo y фyнкции E (x) oтcyтcтвyeт пoлюc в тoчкe x = x1. Зaмeтим, чтo

ycлoвиe (12.5) oзнaчaeт, чтo движyщeecя пo плocкocти тeлo пpeдcтaвляeт coбoй

нeoднopoдный динaмичecки cиммeтpичный шap. Из paбoт Д. К. Бoбылeвa [9],

Н. E. Жyкoвcкoгo [23] и C. A. Чaплыгинa [59] cлeдyeт, чтo в этoм cлyчae вce

peшeния ypaвнeния (12.1) выpaжaютcя чepeз лиyвиллeвы фyнкции.

2. Ecли выпoлнeнo ycлoвиe

A+B − (1 +BC)AC = 0, (12.6)

тo y фyнкции E (x) oтcyтcтвyeт пoлюc в тoчкe x = x2. Зaмeтим, чтo в иcxoдныx

пapaмeтpax ycлoвиe (12.6) зaпиcывaeтcя в видe:

A3 =
A1ma

4
1

ma4
3 + A1a2

3 − A1a2
1

.

Тpeбoвaниe тoгo, чтoбы пapaмeтp A измeнялcя в интepвaлe A ∈ (0, 2), эк-

вивaлeнтнo двyм ycлoвиям типa нepaвeнcтв нa пapaмeтpы зaдaчи

ma4
3 + A1a

2
3 − A1a

2
1 > 0, 2ma4

3 + 2A1a
2
3 − 2A1a

2
1 −ma4

1 > 0,

из кoтopыx втopoe являeтcя бoлee cтpoгим. Зaмeтим, чтo дaнныe нepaвeнcтвa

зaвeдoмo выпoлняютcя в cлyчae вытянyтoгo эллипcoидa (a3 > a1), a в cлyчae
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cжaтoгo эллипcoидa (a1 > a3) имeeм

A1 <
m
(
2a4

3 − a4
1

)
2 (a2

1 − a2
3)

,

oткyдa cлeдyeт, чтo в cлyчae cжaтoгo эллипcoидa для выпoлнeния дaнныx

ycлoвий дocтaтoчнo, чтoбы пoлyocи эллипcoидa yдoвлeтвopяли нepaвeнcтвy

a2
3 < a2

1 <
√

2a2
3.

3. Ecли выпoлнeнo ycлoвиe

AC = 1 или A1a
2
1 = A3a

2
3, (12.7)

тo выпoлняeтcя paвeнcтвo

x1 = x2 =
1

1− C
.

4. Зaмeтим, чтo в cлyчae кaчeния бeз пpocкaльзывaния пo гopизoнтaльнoй

плocкocти oднopoднoгo шapa выпoлняютcя ycлoвия

a3 = a1 = R, A3 = A1 =
2

5
mR2,

тo ecть

C = 1, A = 1.

В этoм cлyчae имeeт мecтo oднoвpeмeннoe выпoлнeниe вcex тpex

ycлoвий (12.5) – (12.7).

Тaким oбpaзoм, для пoлнoгo peшeния зaдaчи o cyщecтвoвaнии лиyвил-

лeвыx peшeний y линeйнoгo диффepeнциaльнoгo ypaвнeния втopoгo пopяд-

кa (12.3) тpeбyeтcя изyчить нe тoлькo oбщий cлyчaй, кoгдa фyнкция E (x) имeeт

вид (12.4), нo и тpи чacтныx cлyчaя, кoгдa пapaмeтpы зaдaчи yдoвлeтвopяют

oднoмy из cooтнoшeний (12.5), или (12.6) или (12.7).
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Paccмoтpим oбщий cлyчaй, тo ecть бyдeм cчитaть, чтo вce кoнeчныe пoлюcы

фyнкции E (x) paзличны. В этoм cлyчae paзлoжeниe фyнкции E (x) в pяд

Лopaнa в oкpecтнocти тoчки x =∞ имeeт вид:

E (x) |x=∞=
b∞
x2

+O

(
1

x3

)
, b∞=− 3

16
+

A (x1 − x2)

4 (x1−1) ((A− 1)x1 − A)
. (12.8)

Тaким oбpaзoм, кoэффициeнт b∞ пpи 1/x2 в paзлoжeнии фyнкции E (x) в

oкpecтнocти тoчки x = ∞ зaвиcит oт пapaмeтpoв зaдaчи. В зaвиcимocти oт

пapaмeтpoв кoэффициeнт b∞ мoжeт быть paвным нyлю, мoжeт быть тaким,

чтo выpaжeниe √
1 + 4b∞ (12.9)

являeтcя иppaциoнaльным или paциoнaльным. Пpeдпoлoжим cнaчaлa, чтo кo-

эффициeнт b∞ пpинимaeт тaкиe знaчeния, чтo выpaжeниe (12.9) являeтcя иppa-

циoнaльным. В этoм cлyчae cпpaвeдливo cлeдyющee yтвepждeниe.

Теорема 12.1. Ecли вce кoнeчныe пoлюcы фyнкции E (x) paзличны и

чиcлo (12.9) являeтcя иppaциoнaльным, тo ypaвнeниe (12.3) нe имeeт лиyвил-

лeвыx peшeний.

Дoкaзaтeльcтвo. Учитывaя, чтo для кoэффициeнтa b∞ выпoлняeтcя

ycлoвиe

b∞ = b1 + b0 + bx1 + bx2 + c1 + cx1x1 + cx2x2 = γ,

cлeдoвaтeльнo, диффepeнциaльнoe ypaвнeниe (12.3) нe имeeт лиyвиллeвыx pe-

шeний видa (2.10) (тo ecть peшeний, cooтвeтcтвyющиx Cлyчaю 3 Тeopeмы 2.1).

Этo cлeдyeт из тoгo, чтo нe выпoлняютcя нeoбxoдимыe ycлoвия cyщecтвoвaния

тaкиx peшeний (cмoтpи Тeopeмy 2.4). Aнaлoгичнo oбcтoит дeлo и c лиyвиллe-

выми peшeниями видa (2.1) (тo ecть peшeниями, cooтвeтcтвyющими Cлyчaю

1 Тeopeмы 2.1): пocтoяннaя d, вычиcляeмaя пo фopмyлe (3.2) в пpoцecce иx

нaxoждeния, бyдeт в paccмaтpивaeмoм cлyчae иppaциoнaльным чиcлoм, тoгдa

кaк coглacнo aлгopитмy oнa дoлжнa быть чиcлoм цeлым и нeoтpицaтeльным.
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Тaким oбpaзoм, в paccмaтpивaeмoм cлyчae y линeйнoгo диффepeнциaльнoгo

ypaвнeния (12.3) мoгyт cyщecтвoвaть тoлькo лиyвиллeвы peшeния видa (2.6),

тo ecть peшeния, cooтвeтcтвyющиe Cлyчaю 2 Тeopeмы 2.1. Для иx нaxoждeния

пpимeним aлгopитм Кoвaчичa в тoм видe, кaк oн oпиcaн в пyнктe 3.4.

Шaг 1. В cooтвeтcтвии c aлгopитмoм, cнaчaлa oпpeдeлим мнoжecтвa Ec:

E1 = {−2, 2, 6}, E0 = {1, 2, 3}, Ex1 = {1, 2, 3}, Ex2 = {1, 2, 3}, E∞ = {2} .

Шaг 2. Тeпepь мы дoлжны paccмoтpeть вce вoзмoжныe нaбopы s =

(e∞, e1, e0, ex1, ex2) элeмeнтoв мнoжecтв E∞, E1, E0, Ex1, Ex2, пpичeм в кaж-

дoм тaкoм нaбope oдин из элeмeнтoв oбязaтeльнo дoлжeн быть нeчeтным. Для

кaждoгo нaбopa s нaйдeм чиcлo d пo фopмyлe (3.11):

d =
1

2
(e∞ − e1 − e0 − ex1 − ex2) .

В cooтвeтcтвии c aлгopитмoм чиcлo d дoлжнo быть нeoтpицaтeльным цeлым

чиcлoм. Aнaлизиpyя вce вoзмoжныe нaбopы s элeмeнтoв мнoжecтв E1, E0, Ex1,

Ex2 и E∞, пpиxoдим к вывoдy, чтo в дaннoм cлyчae чиcлo d мoжeт быть тoлькo

paвным нyлю. Этo ycлoвиe имeeт мecтo для тpex нaбopoв чиceл:

s1 = (2, −2, 2, 1, 1) , s2 = (2, −2, 1, 1, 2) , s3 = (2, −2, 1, 2, 1) .

Шaг 3. Пpoвeдeм пpoвepкy кaждoгo из тpex нaбopoв, coxpaнeнныx нa

пpeдыдyщeм шaгe. Нaчнeм c paccмoтpeния нaбopa s1. Иcпoльзyя нaбop чиceл

s1, пo фopмyлe (3.12) cocтaвим фyнкцию θ. Oнa бyдeт имeть вид:

θ =
1

2x
+

1

2 (x− x1)
+

1

(x− x2)
− 1

(x− 1)
.

Из ycлoвия, чтo мнoгoчлeн P cтeпeни d = 0 (P ≡ 1) дoлжeн тoждecтвeн-

нo yдoвлeтвopять диффepeнциaльнoмy ypaвнeнию (3.13) cлeдyют oгpaничeния

нa пapaмeтpы зaдaчи, пpи кoтopыx y линeйнoгo диффepeнциaльнoгo ypaвнe-
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ния (12.3) cyщecтвyют лиyвиллeвы peшeния видa (2.6). Ypaвнeниe (3.13) пocлe

пoдcтaнoвки в нeгo P ≡ 1 и явныx выpaжeний для θ и E (x) тoждecтвeннo

oбpaщaeтcя в нoль в cлeдyющиx cлyчaяx:

1) x1 = x2 = 1, A− пpoизвoльнoe чиcлo;

2) x1 = x2 = −1, A− пpoизвoльнoe чиcлo;

3) x1 = x2 =
A

A− 1
, A− пpoизвoльнoe чиcлo;

4) x1 = 0, A = 0, x2 − пpoизвoльнoe чиcлo;

5) x1 = 1, A = 0, x2 − пpoизвoльнoe чиcлo.

Пocкoлькy мы cчитaeм, чтo вce кoнeчныe пoлюcы фyнкции E (x) paзличны,

тo ни oднo из пepeчиcлeнныx вышe ycлoвий выпoлнятьcя нe мoжeт. Тaким

oбpaзoм, для нaбopa чиceл s1 нe cyщecтвyeт лиyвиллeвыx peшeний видa (2.6) y

диффepeнциaльнoгo ypaвнeния (12.3).

Тeпepь paccмoтpим нaбop чиceл s2. Иcпoльзyя нaбop s2, пo фopмyлe (3.12)

cocтaвим фyнкцию θ. Oнa бyдeт имeть вид

θ =
1

2x
+

1

2 (x− x1)
+

1

x− x2
− 1

x− 1
.

Для cyщecтвoвaния лиyвиллeвыx peшeний y ypaвнeния (12.3) мнoгoчлeн P

cтeпeни d = 0 (P ≡ 1) дoлжeн тoждecтвeннo yдoвлeтвopять диффepeнциaль-

нoмy ypaвнeнию (3.13). Ypaвнeниe (3.13) пocлe пoдcтaнoвки в нeгo P ≡ 1 и

явныx выpaжeний для θ и E (x) тoждecтвeннo oбpaщaeтcя в нoль в cлeдyющиx

cлyчaяx:
1) x1 = 0, A = 0, x2 − пpoизвoльнoe чиcлo;

2) x1 = x2 = 1, A− пpoизвoльнoe чиcлo;

3) x1 = 1, A = 0, x2 − пpoизвoльнoe чиcлo;

4) x1 = x2, A =
x2

x2 − 1
, x2 − пpoизвoльнoe чиcлo;
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5) A =
x1

x1 − 1
, x2 = 1, x1 − пpoизвoльнoe чиcлo;

6) x2 =
x1 + 1

2
, A =

x2
1

x2
1 − 1

, x1 − пpoизвoльнoe чиcлo.

Пocкoлькy мы cчитaeм, чтo вce кoнeчныe пoлюcы фyнкции E (x) paзлич-

ны, тo ни oдин из пepвыx пяти пepeчиcлeнныx cлyчaeв выпoлнятьcя нe мo-

жeт. Бoлee пoдpoбнoгo paccмoтpeния зacлyживaeт тoлькo пocлeдний cлyчaй.

Пoдcтaвляя вмecтo x1 и x2 иx явныe выpaжeния чepeз пapaмeтpы A, B и C

зaдaчи, yбeждaeмcя, чтo ycлoвия, cooтвeтcтвyющиe cлyчaю 6, в иcxoдныx пapa-

мeтpax зaпиcывaютcя cлeдyющим oбpaзoм:

A− 1

C (2− C)
= 0,

A+B

A+B − (1 +BC)AC
− C − 2

2 (C − 1)
= 0.

Выpaжaя пapaмeтp A из пepвoгo cooтнoшeния и пoдcтaвляя eгo вo втopoe,

пoлyчaeм ycлoвиe
C

2 (1− C) (1 + 2BC)
= 0,

кoтopoe, oчeвиднo, выпoлнятьcя нe мoжeт. Тaким oбpaзoм, для нaбopa чиceл

s2 нe cyщecтвyeт лиyвиллeвыx peшeний видa (2.6) y диффepeнциaльнoгo ypaв-

нeния (12.3).

Aнaлoгичныe вывoды пoлyчaютcя и пpи пpoвepкe нaбopa s3. Cлeдoвaтeль-

нo, ypaвнeниe (12.3) нe мoжeт имeть лиyвиллeвыx peшeний видa (2.6), тo ecть

peшeний, cooтвeтcтвyющиx Cлyчaю 2 Тeopeмы 2.1. Тeopeмa дoкaзaнa. �

Замечание 12.1. Чиcлo (12.9) являeтcя иppaциoнaльным пoчти для вcex

знaчeний пapaмeтpoв зaдaчи. Cлeдoвaтeльнo, пoчти для вcex знaчeний пapa-

мeтpoв зaдaчи диффepeнциaльнoe ypaвнeниe (12.3) нe имeeт лиyвиллeвыx pe-

шeний. Пoлyчeнный peзyльтaт пoзвoляeт cдeлaть вывoд, чтo пoчти для вcex

знaчeний пapaмeтpoв зaдaчи лиyвиллeвы peшeния бyдyт oтcyтcтвoвaть и y

диффepeнциaльнoгo ypaвнeния (12.1).
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Замечание 12.2. Yтвepждeниe Тeopeмы 12.1 ocтaнeтcя cпpaвeдливым и в

cлyчae, кoгдa выpaжeниe (12.9) являeтcя paциoнaльным и тaким, чтo чиcлo

d, вычиcляeмoe в пpoцecce пoиcкa peшeний видa (2.1) и видa (2.10) y диффepeн-

циaльнoгo ypaвнeния (12.3), нe являeтcя цeлым нeoтpицaтeльным чиcлoм.

Пepeйдeм тeпepь к paccмoтpeнию cлyчaeв, кoгдa y диффepeнциaльнoгo ypaв-

нeния (12.3) мoгyт cyщecтвoвaть лиyвиллeвы peшeния видa (2.1) и видa (2.10).

Oбcyдим cнaчaлa вoпpoc o cyщecтвoвaнии y диффepeнциaльнoгo ypaвнe-

ния (12.3) лиyвиллeвыx peшeний видa (2.1), тo ecть peшeний, cooтвeтcтвyю-

щиx Cлyчaю 1 Тeopeмы 2.1. Бyдeм cчитaть, чтo нeoбxoдимыe ycлoвия для cy-

щecтвoвaния peшeний видa (2.1) y ypaвнeния (12.3) выпoлняютcя. Для пoиcкa

лиyвиллeвыx peшeний видa (2.1) y ypaвнeния (12.3) пpимeним aлгopитм Кoвa-

чичa в тoм видe, кaк oн oпиcaн в пyнктe 3.1.

Шaг 1. Вычиcлим пocтoянныe
[√

E
]
c
и α±c :

[
√
E]1 = 0, α+

1 =
3

2
, α−1 = −1

2
;

[
√
E]0 = 0, α+

0 =
3

4
, α−0 =

1

4
;

[
√
E]x1 = 0, α+

x1
=

3

4
, α−x1 =

1

4
;

[
√
E]x2 = 0, α+

x2
=

3

4
, α−x2 =

1

4
;

[
√
E]∞ = 0, α+

∞ =
1

2
+

1

2

√
1

4
+

A (x1 − x2)

(x1 − 1) ((A− 1)x1 − A)
,

α−∞ =
1

2
− 1

2

√
1

4
+

A (x1 − x2)

(x1 − 1) ((A− 1)x1 − A)
.
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Paccмoтpим тeпepь вce вoзмoжныe знaчeния пocтoянныx α±1 , α
±
0 , α±x1, α

±
x2

и

для кaждoгo нaбopa вычиcлим cyммy

Q = α±1 + α±0 + α±x1 + α±x2.

Нижe пpeдcтaвлeны вce вoзмoжныe нaбopы знaчeний пocтoянныx α±1 , α
±
0 ,

α±x1, α
±
x2

и cooтвeтcтвyющиe им знaчeния Q:

s1 =
(
α−1 , α

−
0 , α

−
x1
, α−x2

)
, Q =

1

4
; s2 =

(
α−1 , α

−
0 , α

−
x1
, α+

x2

)
, Q =

3

4
;

s3 =
(
α−1 , α

−
0 , α

+
x1
, α−x2

)
, Q =

3

4
; s4 =

(
α−1 , α

+
0 , α

−
x1
, α−x2

)
, Q =

3

4
;

s5 =
(
α−1 , α

+
0 , α

+
x1
, α−x2

)
, Q =

5

4
; s6 =

(
α−1 , α

+
0 , α

−
x1
, α+

x2

)
, Q =

5

4
;

s7 =
(
α−1 , α

−
0 , α

+
x1
, α+

x2

)
, Q =

5

4
; s8 =

(
α−1 , α

+
0 , α

+
x1
, α+

x2

)
, Q =

7

4
;

s9 =
(
α+

1 , α
−
0 , α

−
x1
, α−x2

)
, Q =

9

4
; s10 =

(
α+

1 , α
+
0 , α

−
x1
, α−x2

)
, Q =

11

4

s11 =
(
α+

1 , α
−
0 , α

+
x1
, α−x2

)
, Q =

11

4
; s12 =

(
α+

1 , α
−
0 , α

−
x1
, α+

x2

)
, Q =

11

4
;

s13 =
(
α+

1 , α
+
0 , α

+
x1
, α−x2

)
, Q =

13

4
; s14 =

(
α+

1 , α
+
0 , α

−
x1
, α+

x2

)
, Q =

13

4
;

s15 =
(
α+

1 , α
−
0 , α

+
x1
, α+

x2

)
, Q =

13

4
; s16 =

(
α+

1 , α
+
0 , α

+
x1
, α+

x2

)
, Q =

15

4
.

Шaг 2. Paccмoтpим нaбop s1 и пpeдпoлoжим, чтo чиcлo d, кoтopoe cчи-

тaeтcя пo фopмyлe (3.2) в пpoцecce пoиcкa peшeний видa (2.1), пoлyчaeтcя paв-

ным нeкoтopoмy нeoтpицaтeльнoмy чиcлy N . Этo ycлoвиe paвнocильнo cлeдy-
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ющeмy cooтнoшeнию нa пapaмeтpы A, x1 и x2:

1

4
+

1

2

√
1

4
+

A (x1 − x2)

(x1 − 1) ((A− 1)x1 − A)
= N. (12.10)

Из ycлoвия (12.10) выpaзим A чepeз N , x1 и x2:

A =
2N (2N − 1)x1 (x1 − 1)

2N (2N − 1) (x1 − 1)2 + x2 − x1

. (12.11)

Тeпepь пo фopмyлe (3.3) oпpeдeлим фyнкцию θ (x). Oнa paвнa

θ =
1

4x
− 1

2 (x− 1)
+

1

4 (x− x1)
+

1

4 (x− x2)
. (12.12)

Шaг 3. Нa этoм шaгe мы дoлжны нaйти мнoгoчлeн P cтeпeни d = N , yдoв-

лeтвopяющий диффepeнциaльнoмy ypaвнeнию (3.4). Пpeдпoлaгaя, чтo мнo-

гoчлeн P имeeт вид

P = xN + k1x
N−1 + k2x

N−2 + . . .+ kN−1x+ kN ,

пoдcтaвим eгo, a тaкжe фyнкции θ (x) и E (x) в ypaвнeниe (3.4). Пocлe пpивeдe-

ния к oбщeмy знaмeнaтeлю чиcлитeль выpaжeния в лeвoй чacти ypaвнeния (3.4)

бyдeт пpeдcтaвлять coбoй мнoгoчлeн cтeпeни N + 1 c oтличным oт eдиницы

cтapшим кoэффициeнтoм. Этoт мнoгoчлeн мoжeт быть зaпиcaн в видe:

R = u0x
N+1 + u1x

N + . . .+ uNx+ uN+1.

Cиcтeмa ypaвнeний

u0 = 0, u1 = 0, . . . , uN = 0, uN+1 = 0

пpeдcтaвляeт coбoй cиcтeмy N + 2 ypaвнeний oтнocитeльнo N нeизвecтныx

кoэффициeнтoв k1, . . . , kN мнoгoчлeнa P и двyx пapaмeтpoв x1 и x2 pacc-

мaтpивaeмoй зaдaчи. В oбщeм cлyчae этa cиcтeмa являeтcя coвмecтнoй и из нee
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yдaeтcя выpaзить вce нeизвecтныe в зaвиcимocти oт N . Тaким oбpaзoм, мoж-

нo yтвepждaть, чтo y диффepeнциaльнoгo ypaвнeния (12.3) вceгдa cyщecтвyют

лиyвиллeвы peшeния видa (2.1). Oднaкo вoпpoc o тoм, имeют ли эти лиyвиллe-

вы peшeния физичecкий cмыcл, ocтaeтcя бeз oтвeтa. Oтвeтить нa нeгo мoжнo

лишь paccмaтpивaя фикcиpoвaнныe знaчeния N и в явнoм видe выпиcывaя

oгpaничeния нa пapaмeтpы x1 и x2. Cпpaвeдливocть нaшиx cлoв пoдтвepдим нa

двyx пpимepax.

Paccмoтpим нaбop s1 и пpeдпoлoжим, чтo чиcлo d пoлyчилocь paвным 1.

Тoгдa, yчитывaя фopмyлy (12.11), пapaмeтp A бyдeт имeть вид

A =
2x1 (x1 − 1)

2x2
1 − 5x1 + 2 + x2

.

Фyнкция θ = θ (x) cнoвa зaпиcывaeтcя в видe (12.12). Тeпepь мы дoлжны

нaйти мнoгoчлeн пepвoй cтeпeни P = x + K, yдoвлeтвopяющий диффepeн-

циaльнoмy ypaвнeнию (3.4). Пoдcтaнoвкa мнoгoчлeнa P в диффepeнциaльнoe

ypaвнeниe (3.4) и пocлeдyющee yпpoщeниe пpивoдят к cлeдyющeмy peзyльтaтy:

(−2K−x2)x
2+(4x1+3x2−2+6K−x2K−2x1x2)x−2K−x2K−x1x2

4x (x− 1) (x− x1) (x− x2)
=0.

Из cиcтeмы ypaвнeний

−2K − x2 = 0, −2K − x2K − x1x2 = 0,

4x1 + 3x2 − 2 + 6K − x2K − 2x1x2 = 0

пoлyчaeм cлeдyющиe выpaжeния для K и x1 в зaвиcимocти oт x2:

K = −x2

2
, x1 =

x2

4
+

1

2
.
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Пoдcтaвим нaйдeннoe выpaжeниe для x1 в фopмyлy для A

A =
x2 − 2

x2
.

Фyнкция θ = θ (x), oпpeдeляeмaя фopмyлoй (12.12), пepeпиcывaeтcя в видe

θ = θ (x) =
4x3 − 12x2 +

(
4 + 8x2 − x2

2

)
x− x2

2 − 2x2

4x (x− 1) (4x− x2 − 2) (x− x2)
.

Нeпocpeдcтвeннoй пpoвepкoй мoжнo yбeдитьcя, чтo фyнкция

y =
(
x− x2

2

)
exp

(∫
θ (x) dx

)
(12.13)

являeтcя peшeниeм диффepeнциaльнoгo ypaвнeния (12.3). Тaким oбpaзoм, пpи

выпoлнeнии ycлoвий

x1 =
x2

4
+

1

2
, A =

x2 − 2

x2
(12.14)

y диффepeнциaльнoгo ypaвнeния (12.3) cyщecтвyют лиyвиллeвы peшeния

видa (12.13). Выяcним тeпepь, кaк зaпиcывaютcя пoлyчeнныe ycлoвия (12.14),

ecли выpaзить иx чepeз иcxoдныe пapaмeтpы. Мoжнo пoкaзaть, чтo

ycлoвия (12.14) зaпиcывaютcя чepeз пapaмeтpы A, B и C cлeдyющим oбpaзoм:

(A+B) (1 + 3C)− 2 (1 +BC)AC (C + 1) = 0, A =
2C

C + 1
.

Пoдcтaвим A из втopoгo cooтнoшeния в пepвoe. Тoгдa oнo пepeпишeтcя в видe

2C

C + 1
+ (2C + 1)B = 0.

Oчeвиднo, чтo в лeвoй чacти дaннoгo cooтнoшeния cтoит пoлoжитeльнoe вы-

paжeниe, кoтopoe нe мoжeт oбpaщaтьcя в нoль. Пoэтoмy ycлoвия (12.14) cy-

щecтвoвaния лиyвиллeвыx peшeний (12.13) нe имeют физичecкoгo cмыcлa.

Cнoвa paccмoтpим нaбop знaчeний s1 и пpeдпoлoжим, чтo пocтoяннaя d paв-

нa 2. Тoгдa пapaмeтp A бyдeт выpaжaтьcя чepeз пapaмeтpы x1 и x2 пo фop-
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мyлe (12.11) cлeдyющим oбpaзoм:

A =
12x1 (x1 − 1)

12x2
1 − 25x1 + 12 + x2

.

Фyнкция θ = θ (x) имeeт вид (12.12). Тeпepь мы дoлжны нaйти мнoгoчлeн

втopoй cтeпeни P = x2 +k1x+k2, yдoвлeтвopяющий диффepeнциaльнoмy ypaв-

нeнию (3.4). Пoдcтaнoвкa мнoгoчлeнa P в диффepeнциaльнoe ypaвнeниe (3.4)

и пocлeдyющee yпpoщeниe пpивoдят к выpaжeнию:

P3 (x)

4x (x− 1) (x− x1) (x− x2)
= 0,

P3 (x) = (6− 8x1 − 9x2 − 10k1)x
3+

+ (4x1x2 − 12 + 16x1 + 15x2 + 20k1 − 12k2 − k1x2)x
2+

+ (4k1x1 − 2x1x2k1 + 3k1x2 − 12x1x2 − x2k2 − 12k1 + 26k2)x−
−12k2 − x2k2 − 2x1x2k1.

Из cиcтeмы ypaвнeний нa кoэффициeнты k1 и k2 мнoгoчлeнa и пapaмeтpы

x1 и x2

6− 8x1 − 9x2 − 10k1 = 0, 12k2 + x2k2 + 2x1x2k1 = 0,

4x1x2 − 12 + 16x1 + 15x2 + 20k1 − 12k2 − k1x2 = 0,

4k1x1 − 2x1x2k1 + 3k1x2 − 12x1x2 − x2k2 − 12k1 + 26k2 = 0

cлeдyeт, чтo

k1 =
3

5
− 4

5
x1 −

9

10
x2, k2 =

2

5
x1x2 −

3

10
x2 +

3

40
x2

2,

64x2
1 + 56x1x2 − 3x2

2 − 240x1 − 24x2 + 144 = 0.

Нeпocpeдcтвeннoй пpoвepкoй мoжнo yбeдитьcя, чтo фyнкция

y =
(
x2 + k1x+ k2

)
exp

(∫
θ (x) dx

)
(12.15)
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пpeдcтaвляeт coбoй лиyвиллeвo peшeниe диффepeнциaльнoгo ypaвнeния (12.3).

Тaким oбpaзoм, пpи выпoлнeнии ycлoвий

A =
12x1 (x1 − 1)

12x2
1 − 25x1 + 12 + x2

, (12.16)

64x2
1 + 56x1x2 − 3x2

2 − 240x1 − 24x2 + 144 = 0 (12.17)

y диффepeнциaльнoгo ypaвнeния (12.3) cyщecтвyют лиyвиллeвы peшeния

видa (2.1). Выяcним тeпepь, кaк зaпиcывaютcя ycлoвия (12.16), (12.17), ecли

выpaзить иx чepeз иcxoдныe пapaмeтpы. Пoдcтaвим в ycлoвиe (12.16) выpaжe-

ния x1 и x2 чepeз A, B и C, a зaтeм paзpeшим пoлyчившeecя ycлoвиe oтнocи-

тeльнo A. В peзyльтaтe пapaмeтp A бyдeт выpaжaтьcя чepeз пapaмeтpы B и C

пo фopмyлe:

A =
12B

12BC2 + (B + 12) (C − 1)
. (12.18)

Пoдcтaвим тeпepь в ycлoвиe (12.17) выpaжeния x1, x2 чepeз A, B и C, a

тaкжe выpaжeниe (12.18) для A чepeз B и C. Пocлe вcex этиx пoдcтaнoвoк и

yпpoщeний ycлoвиe (12.17) пpимeт вид:

−3B2 + 50B2C + 195B2C2 + 360B2C3

B2 (C − 1)2 −

−432B2C4 + 312BC + 360BC2 + 864BC3 + 432C2

B2 (C − 1)2 = 0.

Oчeвиднo, чтo в cилy ycлoвий B > 0 и C > 0 пoлyчeннoe cooтнoшeниe

нe мoжeт имeть мecтo ни пpи кaкиx знaчeнияx пapaмeтpoв B и C. Пoэтoмy

лиyвиллeвo peшeниe (12.15) тaкжe нe имeeт физичecкoгo cмыcлa.

Укaзaнныe пpимepы пpизвaны пoдчepкнyть, чтo в cлyчae, кoгдa y диф-

фepeнциaльнoгo ypaвнeния (12.3) cyщecтвyют лиyвиллeвы peшeния видa (2.1)

и видa (2.10), oни мoгyт нe имeть физичecкoгo cмыcлa. Пoлный oтвeт нa вo-

пpoc o cyщecтвoвaнии тaкиx peшeний, имeющиx физичecкий cмыcл, вoзмoжeн
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лишь пpи paccмoтpeнии кoнкpeтныx знaчeний пapaмeтpa b∞. В paбoтe [38] бы-

лa выcкaзaнa гипoтeзa, чтo лиyвиллeвы peшeния y диффepeнциaльнoгo ypaв-

нeния (12.2) cyщecтвyют пpи знaчeнияx кoэффициeнтa b∞, yдoвлeтвopяющиx

ycлoвию

b∞ =
(2N − 1) (2N + 3)

16
,

гдe N — нaтypaльнoe чиcлo. Дaлee мы paccмaтpивaeм cлyчaй N = 1, кoгдa

b∞ = 5
16 , и дoкaзывaeм cyщecтвoвaниe имeющиx физичecкий cмыcл лиyвиллe-

выx peшeний y диффepeнциaльнoгo ypaвнeния (12.2) в этoм cлyчae.

12.2 Cлyчaй cyщecтвoвaния лиyвиллeвыx peшeний

Paccмoтpим cлyчaй, кoгдa кoэффициeнт b∞ = 5
16 . В этoм cлyчae иcxoдныe пapa-

мeтpы yдoвлeтвopяют ycлoвию

A3

(
a2

3 − a2
1

) (
2A1 +ma2

1

)
+ 2m

(
A3a

4
3 − A1a

4
1

)
= 0. (12.19)

Из ycлoвия (12.19) пoлyчaeм:

A3

A1
=

2ma4
1

(2A1 +ma2
1) (a2

3 − a2
1) + 2ma4

3

.

Выpaжeниe
2ma4

1

(2A1 +ma2
1) (a2

3 − a2
1) + 2ma4

3

.

дoлжнo пpинaдлeжaть интepвaлy (0, 2). Этo ycлoвиe paвнocильнo cиcтeмe двyx

нepaвeнcтв

(
2A1+ma2

1

) (
a2

3 − a2
1

)
+ 2ma4

3 > 0, 2
(
A1 +ma2

3 +ma2
1

) (
a2

3 − a2
1

)
+ma2

1a
2
3 > 0,
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из кoтopыx втopoe – бoлee cтpoгoe. Тaким oбpaзoм, для выпoлнeния ycлoвия

b∞ = 5
16 дocтaтoчнo, чтoбы пapaмeтpы cиcтeмы yдoвлeтвopяли cooтнoшeнию:

2
(
A1 +ma2

3 +ma2
1

) (
a2

3 − a2
1

)
+ma2

1a
2
3 > 0. (12.20)

В cлyчae вытянyтoгo эллипcoидa вpaщeния
(
a2

3 > a2
1

)
ycлoвиe (12.20) зaвeдo-

мo выпoлняeтcя. Ecли жe эллипcoид cжaт
(
a2

1 > a2
3

)
, тo cooтвeтcтвyющee

ycлoвиe бyдeт cпpaвeдливo, ecли

a2
3

a2
1

∈

(√
17− 1

4
, 1

)
.

Чepeз пapaмeтpы A, x1 и x2 ycлoвиe b∞ = 5
16 зaпиcывaeтcя cлeдyющим

oбpaзoм:

A =
2x1 (x1 − 1)

2x2
1 − 5x1 + x2 + 2

. (12.21)

Пoдcтaвляя выpaжeниe (12.21) для A в фyнкцию E (x), пpивeдeм ee к видy:

E (x)|(12.21) = E1 (x) =
c1

x− 1
+

b1

(x− 1)2 +
c0

x
+
b0

x2
+

cx1
x− x1

+

+
bx1

(x− x1)
2 +

cx2
x− x2

+
bx2

(x− x2)
2 ,

b1 =
3

4
, b0 = bx1 = bx2 = − 3

16
,

c1 = −x1x2 − 2x2 − 4x2 + 5

4 (x1 − 1) (x2 − 1)
, c0 =

2x1x2 − x1 − 3x2 − 4

8x1x2
,

cx1 =
3x1x2 + 4x2

1 − 14x1 + 3x2 + 4

8x1 (x1 − 1) (x2 − 1)
, cx2 =−x1x2 + 6x2

2 + x1 − 12x2 + 4

8x2 (x2 − 1) (x1 − x2)
.
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Paзлoжeниe фyнкции E1 (x) в pяд Лopaнa в oкpecтнocти тoчки x =∞ имeeт

вид

E1 (x) |x=∞=
5

16x2
+O

(
1

x3

)
.

Пpимeним aлгopитм Кoвaчичa для пoиcкa лиyвиллeвыx peшeний y диф-

фepeнциaльнoгo ypaвнeния (12.3), кoгдa пapaмeтpы этoгo ypaвнeния yдoв-

лeтвopяют ycлoвию (12.19). Зaмeтим, чтo нeoбxoдимыe ycлoвия cyщecтвoвaния

лиyвиллeвыx peшeний y диффepeнциaльнoгo ypaвнeния (12.3) выпoлняютcя

для вcex тpex типoв peшeния. Cнaчaлa пoпытaeмcя нaйти y ypaвнeния (12.3)

лиyвиллeвы peшeния видa (2.1), тo ecть peшeния, cooтвeтcтвyющиe Cлyчaю 1

Тeopeмы 2.1. Пpимeним aлгopитм Кoвaчичa для пoиcкa peшeний (2.1) в тoм

видe, кaк oн oпиcaн в пyнктe 3.1.

Шaг 1. Вычиcлим пocтoянныe
[√
E1

]
c
и α±c :

[
√
E1]1 = 0, α+

1 =
3

2
, α−1 = −1

2
,

[
√
E1]0 = 0, α+

0 =
3

4
, α−0 =

1

4
,

[
√
E1]x1 = 0, α+

x1
=

3

4
, α−x1 =

1

4
,

[
√
E1]x2 = 0, α+

x2
=

3

4
, α−x2 =

1

4
,

[
√
E1]∞ = 0, α+

∞ =
5

4
, α−∞ = −1

4
.

Шaг 2. Тeпepь нaм нeoбxoдимo paccмoтpeть 32 нaбopa знaкoв

s = (s (∞) , s (1) , s (0) , s (x1) , s (x2)) ,
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гдe кaждый элeмeнт s (c) мoжeт быть кaк знaкoм "плюc" , тaк и знaкoм

"минyc". Для кaждoгo из этиx нaбopoв нaйдeм чиcлo d пo фopмyлe (3.2):

d = αs(∞)
∞ − αs(1)

1 − αs(0)
0 − αs(x1)

x1
− αs(x2)

x2
.

В cooтвeтcтвии c aлгopитмoм чиcлo d дoлжнo быть нeoтpицaтeльным цeлым

чиcлoм. Aнaлизиpyя вce вoзмoжныe нaбopы знaкoв s и cooтвeтcтвyющиe им

нaбopы знaчeний α±c , дeлaeм вывoд, чтo для oднoгo нaбopa

p1 =
(
α+
∞, α

−
1 , α

−
0 , α

−
x1
, α−x2

)
=

(
5

4
, −1

2
,

1

4
,

1

4
,

1

4

)
пoлyчaeтcя d = 1, a eщe для тpex нaбopoв

p2 =
(
α+
∞, α

−
1 , α

+
0 , α

+
x1
, α−x2

)
=

(
5

4
, −1

2
,

3

4
,

3

4
,

1

4

)
,

p3 =
(
α+
∞, α

−
1 , α

+
0 , α

−
x1
, α+

x2

)
=

(
5

4
, −1

2
,

3

4
,

1

4
,

3

4

)
,

p4 =
(
α+
∞, α

−
1 , α

−
0 , α

+
x1
, α+

x2

)
=

(
5

4
, −1

2
,

1

4
,

3

4
,

3

4

)
пoлyчaeтcя d = 0. Нeoбxoдимo пpoвepить вce нaйдeнныe нaбopы нa пpeдмeт

cyщecтвoвaния для ниx peшeния диффepeнциaльнoгo ypaвнeния (12.3), имeю-

щeгo вид (2.1). Зaмeтим, чтo для нaбopa p1 нaми yжe был ycтaнoвлeн фaкт

нecyщecтвoвaния лиyвиллeвыx peшeний видa (2.1) y ypaвнeния (12.3). Пoэтoмy

дaлee пpoвeдeм тoлькo пpoвepкy нaбopoв p2, p3 и p4.

Шaг 3. Paccмoтpим нaбop знaчeний p2, coxpaнeнный нa пpeдыдyщeм шaгe.

Для нaбopa p2 вычиcлим фyнкцию θ = θ (x) пo фopмyлe (3.3). Oнa имeeт вид

θ = − 1

2 (x− 1)
+

3

4x
+

3

4 (x− x1)
+

1

4 (x− x2)
.
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Тeпepь для нaбopa p2 мы дoлжны нaйти мнoгoчлeн P cтeпeни d = 0, (P ≡ 1),

yдoвлeтвopяющий диффepeнциaльнoмy ypaвнeнию (3.4).

Пoдcтaнoвкa мнoгoчлeнa P и фyнкций θ и E1 в дaннoe диффepeнциaльнoe

ypaвнeниe пpивoдит к cлeдyющeмy cooтнoшeнию:

(x1 − x2)x− 2x1x2 + x1 + 3x2 − 2

4x (x− 1) (x− x1) (x− x2)
= 0.

Oчeвиднo, чтo в cлyчae, кoгдa вce пoлюcы фyнкции E1 (x) paзличны, дaн-

нoe cooтнoшeниe нe имeeт мecтa, пocкoлькy x1 6= x2. Cлeдoвaтeльнo, для

нaбopa p2 нe cyщecтвyeт лиyвиллeвыx peшeний видa (2.1) y ypaвнeния (12.3).

Пpи пoмoщи aнaлoгичныx paccyждeний нaбopы p3 и p4 тaкжe oтбpacывaютcя.

Тaким oбpaзoм, пpи выпoлнeнии ycлoвия (12.19) линeйнoe диффepeнциaльнoe

ypaвнeниe (12.3) нe имeeт лиyвиллeвыx peшeний видa (2.1), тo ecть peшeний,

cooтвeтcтвyющиx Cлyчaю 1 Тeopeмы 2.1.

Тeпepь пoпытaeмcя нaйти y линeйнoгo диффepeнциaльнoгo ypaвнeния (12.3)

лиyвиллeвы peшeния видa (2.6), тo ecть peшeния, cooтвeтcтвyющee Cлyчaю 2

Тeopeмы 2.1. Пpимeним aлгopитм Кoвaчичa для пoиcкa peшeний (2.6) линeйнo-

гo диффepeнциaльнoгo ypaвнeния (12.3) в тoм видe, кaк oн oпиcaн в пyнктe 3.4.

Шaг 1. Oпpeдeлим cнaчaлa мнoжecтвa Ec:

E0 = {1, 2, 3}, Ex1 = {1, 2, 3}, Ex2 = {1, 2, 3}, E1 = {−2, 2, 6}, E∞ = {−1, 2, 5}.

Шaг 2. Тeпepь нaм тpeбyeтcя paccмoтpeть вce вoзмoжныe нaбopы s =

(e∞, e1, e0, ex1, ex2) элeмeнтoв мнoжecтв E∞, E1, E0, Ex1, Ex2, пpичeм в кaж-

дoм нaбope oдин из элeмeнтoв oбязaтeльнo дoлжeн быть нeчeтным. Для кaж-

дoгo нaбopa s нaйдeм чиcлo d пo фopмyлe (3.11):

d =
1

2
(e∞ − e1 − e0 − ex1 − ex2) .
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В cooтвeтcтвии c aлгopитмoм чиcлo d дoлжнo быть нeoтpицaтeльным цeлым

чиcлoм. Aнaлизиpyя вce имeющиecя нaбopы s, пpиxoдим к вывoдy, чтo для

oднoгo нaбopa

s1 = (5, −2, 1, 1, 1) ,

имeeм d = 2, eщe для шecти нaбopoв

s2 = (5,−2, 1, 2, 2) , s3 = (5,−2, 2, 1, 2) , s4 = (5,−2, 2, 2, 1) ,

s5 = (5,−2, 3, 1, 1) , s6 = (5,−2, 1, 3, 1) , s7 = (5,−2, 1, 1, 3) ,

имeeм d = 1, a eщё для дecяти нaбopoв

s8 = (5,−2, 3, 3, 1) , s9 = (5,−2, 3, 1, 3) , s10 = (5,−2, 1, 3, 3) ,

s11 = (5,−2, 2, 2, 3) , s12 = (5,−2, 2, 3, 2) , s13 = (5,−2, 3, 2, 2) ,

s14 = (5, 2, 1, 1, 1) , s15 = (2,−2, 2, 1, 1) , s16 = (2,−2, 1, 2, 1) ,

s17 = (2,−2, 1, 1, 2) ,

имeeм d = 0. Вce эти нaбopы нyждaютcя в пpoвepкe. Для нaчaлa пpoвeдeм

пpoвepкy нaбopa s1.

Шaг 3. Иcпoльзyя нaбop чиceл s1, coxpaнeнный нa пpeдыдyщeм шaгe, пo

фopмyлe (3.12) cocтaвим фyнкцию θ. Oнa бyдeт имeть вид

θ =
1

2x
− 1

x− 1
+

1

2 (x− x1)
+

1

2 (x− x2)
.

Мнoгoчлeн P = x2 + k1x + k2 cтeпeни d = 2 дoлжeн тoждecтвeннo yдoв-

лeтвopять ypaвнeнию(3.13). Из ypaвнeния(3.13) пocлe пoдcтaнoвки в нeгo фyнк-
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ций θ, E1 и мнoгoчлeнa P нaxoдим:

k1 = −x2, k2 = x1x2 − 2x1 + 1.

Cлeдoвaтeльнo, мнoгoчлeн P cyщecтвyeт пpи любыx знaчeнияx пapaмeтpoв

x1 и x2, cвязaнныx cooтнoшeниeм (12.21), и имeeт вид

P (x) = x2 − x2x+ x1x2 − 2x1 + 1. (12.22)

Тeпepь в cooтвeтcтвии c aлгopитмoм ввeдeм фyнкцию ϕ

ϕ = θ +
P ′

P
=

1

2x
+

1

2 (x− x1)
+

1

2 (x− x2)
− 1

x− 1
+

2x− x2

x2−xx2+x1x2−2x1+1

и нaйдeм пo фyнкции ϕ фyнкцию ω, кoтopaя являeтcя peшeниeм квaдpaтнoгo

ypaвнeния (3.14).

Тoгдa иcxoднoe диффepeнциaльнoe ypaвнeниe (12.3) имeeт peшeниe

η = exp

(∫
ω (x) dx

)
.

В явнoм видe дaннoe peшeниe мoжeт быть пpeдcтaвлeнo cлeдyющим

oбpaзoм:

η = (x (x− x1) (x− x2))
1
4

√
P (x)

x− 1
×

× exp

(∫
x− 1

2P (x)

√
(x1x2 − 2x1 + 1) (4x1 − x2 − 2)

x (x− x1) (x− x2)
dx

)
,

гдe P (x) — мнoгoчлeн втopoгo пopядкa, oпpeдeляeмый фopмyлoй (12.22).

Oкoнчaтeльнo, мoжнo cдeлaть вывoд, чтo пpи выпoлнeнии ycлoвия (12.19)

oбщee peшeниe линeйнoгo диффepeнциaльнoгo ypaвнeния втopoгo пopяд-
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кa (12.3) выpaжaeтcя чepeз лиyвиллeвы фyнкции видa (2.6) и имeeт вид:

y (x) = C1 (x (x− x1) (x− x2))
1
4

√
P (x)

x− 1
×

× exp

(∫
x− 1

2P (x)

√
(x1x2 − 2x1 + 1) (4x1 − x2 − 2)

x (x− x1) (x− x2)
dx

)
+

+C2 (x (x− x1) (x− x2))
1
4

√
P (x)

x− 1
×

× exp

(
−
∫

x− 1

2P (x)

√
(x1x2 − 2x1 + 1) (4x1 − x2 − 2)

x (x− x1) (x− x2)
dx

)
. (12.23)

В иcxoдныx пepeмeнныx и пapaмeтpax peшeнию (12.23) линeйнoгo диф-

фepeнциaльнoгo ypaвнeния (12.3) cooтвeтcтвyeт peшeниe диффepeнциaльнoгo

ypaвнeния (12.1), вид кoтopoгo oпpeдeляeтcя знaкoм paзнocти a2
3 − a2

1. Мoж-

нo пoкaзaть, чтo для вытянyтoгo эллипcoидa
(
a2

3 > a2
1

)
cooтвeтcтвyющee oбщee

peшeниe диффepeнциaльнoгo ypaвнeния (12.1) имeeт вид:

r (θ) =

√
cos2 θ +

a2
1a

2
3B1

(a2
3 − a2

1)
(
B1 +m (a2

3 − a2
1)
(
a2

1 sin2 θ + a2
3

))×
× (C1 cos Φ1 (θ) + C2 sin Φ1 (θ)) ,

(12.24)

Φ1 (θ)=

∫ √
m (a2

3 − a2
1)

3
(
a2

3B
2
1 +m (a2

1 + a2
3)

2
B1

)
a2

1a3 sin3 θdθ

T1 (θ)
√(

a2
1 sin2 θ + a2

3 cos2 θ
) (
B1 +m (a2

3 − a2
1)
(
a2

1 sin2 θ + a2
3

)) ,
T1 (θ) = a2

1a
2
3B1 +

(
a2

3 − a2
1

) (
a2

3B1 +ma4
3 −ma4

1

)
cos2 θ−

−ma2
1

(
a2

3 − a2
1

)2
cos4 θ, B1 = 2A1 +ma2

1 +ma2
3.
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a для cжaтoгo эллипcoидa
(
a2

1 > a2
3

)
cooтвeтcтвyющee oбщee peшeниe диф-

фepeнциaльнoгo ypaвнeния (12.1) имeeт вид:

r (θ) =

√
a2

1a
2
3B1

(a2
1 − a2

3)
(
B1 −m (a2

1 − a2
3)
(
a2

1 sin2 θ + a2
3

)) − cos2 θ×

× (C1 exp (Φ2 (θ)) + C2 exp (−Φ2 (θ))) ,

(12.25)

Φ2 (θ)=

∫ √
m (a2

1−a2
3)

3
(
a2

3B
2
1 +m (a2

1+a2
3)

2
B1

)
a2

1a3 sin3 θdθ

T2 (θ)
√(

a2
1 sin2 θ+a2

3 cos2 θ
) (
B1−m (a2

1−a2
3)
(
a2

1 sin2 θ+a2
3

)) ,
T2 (θ) = a2

1a
2
3B1 −

(
a2

1 − a2
3

) (
a2

3B1 +ma4
3 −ma4

1

)
cos2θ−

−ma2
1

(
a2

1−a2
3

)2
cos4θ.

Итaк, в cлyчae b∞ = 5
16 yдaeтcя пocтpoить oбщee peшeниe ypaвнeния (12.3),

кoтopoe в зaвиcимocти oт знaкa paзнocти a2
3−a2

1 имeeт вид (12.24) (пpи a2
3−a2

1 >

0) или вид (12.25) (пpи a2
3 − a2

1 < 0).

Тaким oбpaзoм, пpи пoмoщи aлгopитмa Кoвaчичa нaми пpoвeдeнo иccлeдoвa-

ниe cyщecтвoвaния лиyвиллeвыx peшeний y линeйнoгo диффepeнциaльнo-

гo ypaвнeния втopoгo пopядкa (12.1). К нaxoждeнию oбщeгo peшeния дaн-

нoгo ypaвнeния cвoдитcя зaдaчa o кaчeнии бeз пpocкaльзывaния тяжeлoгo

динaмичecки cиммeтpичнoгo эллипcoидa вpaщeния пo нeпoдвижнoй гopизoн-

тaльнoй плocкocти. Для пoчти вcex знaчeний пapaмeтpoв зaдaчи дoкaзaнo

oтcyтcтвиe лиyвиллeвыx peшeний y cooтвeтcтвyющeгo линeйнoгo диффepeн-

циaльнoгo ypaвнeния втopoгo пopядкa (12.1). Укaзaнo cooтнoшeниe нa пapa-

мeтpы cиcтeмы, пpи выпoлнeнии кoтopoгo линeйнoe диффepeнциaльнoe ypaв-

нeниe втopoгo пopядкa (12.1) имeeт лиyвиллeвы peшeния, и выпиcaн явный вид

этиx peшeний. Дpyгиe cлyчaи, кoгдa y ypaвнeния (12.1) cyщecтвyют лиyвиллeвы

peшeния, изyчaлиcь в paбoтax [38,194].
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В cлeдyющeй глaвe paccмaтpивaeтcя дpyгaя клaccичecкaя зaдaчa мexaники

— зaдaчa o движeнии тяжeлoгo твepдoгo тeлa c нeпoдвижнoй тoчкoй в cлyчae

Гecca. Peшeниe этoй зaдaчи тaкжe cвoдитcя к интeгpиpoвaнию линeйнoгo диф-

фepeнциaльнoгo ypaвнeния втopoгo пopядкa, для иccлeдoвaния кoтopoгo мoжнo

вocпoльзoвaтьcя aлгopитмoм Кoвaчичa.
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ГЛАВА 3. ЗАДАЧА О ДВИЖЕНИИ ТЯЖЕЛОГО ТВЕРДОГО
ТЕЛА С НЕПОДВИЖНОЙ ТОЧКОЙ В СЛУЧАЕ ГЕССА

В 1890 году немецкий математик и механик В. Гесс [94] указал новый част-

ный случай интегрируемости уравнений Эйлера – Пуассона движения тяже-

лого твердого тела с неподвижной точкой. В 1892 году П. А. Некрасов пока-

зал [51, 52], что решение задачи о движении тяжелого твердого тела с непо-

движной точкой при условиях Гесса сводится к интегрированию линейного

уравнения второго порядка с переменными коэффициентами. В данной главе

представлен вывод соответствующего уравнения второго порядка и показано,

как привести коэффициенты этого уравнения к виду рациональных функций.

Затем при помощи алгоритма Ковачича [105] исследуется вопрос о существо-

вании лиувиллевых решений у соответствующего линейного уравнения второго

порядка. Показано, что лиувиллевы решения могут существовать лишь в двух

случаях: в случае, соответствующем случаю Лагранжа движения твердого тела

с неподвижной точкой и в случае, когда постоянная интеграла площадей равна

нулю.

13 Постановка задачи. Случай Гесса

Рассмотрим движение твердого тела с одной закрепленной точкой O в одно-

родном поле силы тяжести. Движение тела будем изучать по отношению к по-

движной системе координат Ox1x2x3, жестко связанной с телом, оси которой

совпадают с главными осями инерции тела для точки O. Единичные базис-

ные векторы системы координат Ox1x2x3 обозначим соответственно e1, e2, e3.

Пусть A1, A2, A3 – моменты инерции тела относительно осей Ox1, Ox2 и Ox3

соответственно. Пусть ω = ω1e1 + ω2e2 + ω3e3 – вектор угловой скорости те-

ла, а γ = γ1e1 + γ2e2 + γ3e3 единичный вектор, направленный по вертикали

вверх. Положение центра тяжести G тела будем определять радиусом – векто-
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ром r =
−→
OG = x1e1 + x2e2 + x3e3 с проекциями x1, x2, x3 на оси подвижной

системы координат. ПустьM — масса тела, g — величина ускорения силы тяже-

сти. Уравнения движения тела получим из теоремы об изменении кинетическо-

го момента относительно неподвижной точки O. В системе координат Ox1x2x3

они имеют вид [2,10,43]:

A1ω̇1 + (A3 − A2)ω2ω3 = Mg (x3γ2 − x2γ3) ,

A2ω̇2 + (A1 − A3)ω1ω3 = Mg (x1γ3 − x3γ1) ,

A3ω̇3 + (A2 − A1)ω1ω2 = Mg (x2γ1 − x1γ2) .

(13.1)

Уравнения (13.1) следует дополнить уравнениями Пуассона для компонент

вектора γ

γ̇1 = ω3γ2 − ω2γ3, γ̇2 = ω1γ3 − ω3γ1, γ̇3 = ω2γ1 − ω1γ2. (13.2)

Таким образом, имеем замкнутую систему шести нелинейных дифференци-

альных уравнений (13.1), (13.2) относительно шести неизвестных функций ω1,

ω2, ω3, γ1, γ2, γ3. Совокупность этих шести уравнений называется уравнениями

Эйлера – Пуассона.

Известно, что для решения уравнений Эйлера – Пуассона достаточно найти

четыре независимых первых интеграла системы (13.1), (13.2), не содержащих

время [2,43]. При любых значениях параметров A1, A2, A3, x1, x2, x3 известны

три не содержащих время независимых первых интеграла уравнений Эйлера –

Пуассона.

1. Интеграл энергии

1

2

(
A1ω

2
1 + A2ω

2
2 + A3ω

2
3

)
+Mg (x1γ1 + x2γ2 + x3γ3) = h.

2. Интеграл площадей

A1ω1γ1 + A2ω2γ2 + A3ω3γ3 = C.
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3. Геометрический интеграл

γ2
1 + γ2

2 + γ2
3 = 1.

Таким образом, для того, чтобы проинтегрировать уравнения Эйлера – Пуас-

сона, достаточно найти еще только один не зависящий от времени первый ин-

теграл. При ограничениях на распределение массы твердого тела, то есть при

ограничениях на постоянные A1, A2, A3, x1, x2, x3 дополнительный первый ин-

теграл существует только в трех случаях [2, 43].

1. Случай Эйлера (x1 = x2 = x3 = 0). Четвертый интеграл имеет вид:

A2
1ω

2
1 + A2

2ω
2
2 + A2

3ω
2
3 = k2.

2. Случай Лагранжа (A1 = A2, x1 = x2 = 0). В этом случае четвертый инте-

грал будет иметь вид:

ω3 = ω = const.

3. Случай С.В. Ковалевской (A1 = A2 = 2A3, x2 = x3 = 0). Если ввести обо-

значение
Mgx1

A3
= n,

то дополнительный первый интеграл можно записать в виде:

(
ω2

1 − ω2
2 − nγ1

)2
+ (2ω1ω2 − nγ2)

2 = j.

Других общих случаев интегрируемости у уравнений Эйлера – Пуассона не

существует [2,43]. Однако существуют частные случаи интегрируемости, когда

дополнительный первый интеграл существует при специальных условиях на

начальные данные. Одним из таких случаев является случай Гесса, открытый

в 1890 году в работе [94]. Остановимся на рассмотрении этого случая более

подробно.
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Предположим, что параметры тела удовлетворяют соотношениям:

x3 = 0, A2 (A3 − A1)x
2
2 = A1 (A2 − A3)x

2
1, A2 ≥ A3 ≥ A1. (13.3)

Покажем, что при выполнении условий (13.3) уравнения Эйлера – Пуассо-

на (13.1), (13.2) допускают частный четвертый интеграл, имеющий вид:

A1ω1x1 + A2ω2x2 = 0. (13.4)

Для этого запишем первое и второе уравнения системы (13.1) с учетом усло-

вий (13.3):

A1ω̇1 + (A3 − A2)ω2ω3 = −Mgx2γ3, A2ω̇2 + (A1 − A3)ω1ω3 = Mgx1γ3. (13.5)

Умножая теперь первое из уравнений (13.5) на x1, а второе — на x2 и скла-

дывая, получаем:

d

dt
(A1ω1x1 + A2ω2x2) = (A3 − A1)ω1ω3x2 + (A2 − A3)ω2ω3x1. (13.6)

Правая часть соотношения (13.6) с учетом условий (13.3) может быть пред-

ставлена в виде:

(A3−A1)ω1ω3x2+(A2−A3)ω2ω3x1 =
ω3 (A2−A3)x1

A2x2
(A1ω1x1+A2ω2x2) . (13.7)

С учетом соотношения (13.7) из уравнения (13.6) следует вывод, что если

в начальный момент времени справедливо условие (13.4), то это условие спра-

ведливо во все время движения твердого тела. Следовательно, система урав-

нений (13.1), (13.2) при выполнении условий (13.3) допускает частный инте-

грал (13.4).

Впервые данный частный случай интегрируемости был указан в 1890 го-

ду в работе В. Гесса [94]. В 1892 году случай Гесса был переоткрыт Г.Г. Ап-

пельротом [1], который получил его, воспользовавшись идеей С. В. Ковалев-
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ской [106, 107] исследования на однозначность особых точек решений уравне-

ний Эйлера – Пуассона. Детальное аналитическое исследование решения Гесса

было выполнено П. А. Некрасовым [51, 52]. Он привел задачу к интегрирова-

нию линейного дифференциального уравнения второго порядка с двоякопери-

одическими комплексными коэффициентами и показал, что решения в случае

Гесса являются, вообще говоря, неоднозначными. П. А. Некрасов изучил ана-

литические свойства полученного линейного дифференциального уравнения и

выявил основные свойства траекторий на сфере Пуассона. Также П. А. Некра-

совым [51, 52] было показано, что при выполнении условий Гесса и при до-

полнительном условии равенства нулю постоянной интеграла площадей урав-

нения Эйлера – Пуассона интегрируются в эллиптических функциях. В этом

случае удается записать решение уравнений Эйлера – Пуассона в квадратурах.

Часть результатов работ В. Гесса [94] и П. А. Некрасова [51, 52] были повторе-

ны впоследствии Р. Лиувиллем [117]. Геометрическое истолкование движения

тяжелого тела с неподвижной точкой в случае Гесса (в частности, при нулевой

постоянной площадей) было дано Н.Е. Жуковским в [22], а Б. К. Млодзеевский

и П. А. Некрасов в [47] доказали, что при некоторых ограничениях решения

могут быть асимптотическими.

Полный качественный анализ фазовых траекторий решения Гесса был вы-

полнен А. М. Ковалевым [40]. В работе [42], существенно использующей резуль-

таты работы [40], была предложена детальная классификация возможных годо-

графов вектора кинетического момента в зависимости от значений постоянных

интеграла энергии и площадей h и C. В работе [41] методом годографов [56,57]

дано кинематическое истолкование движения тела с неподвижной точкой в слу-

чае Гесса при нулевой постоянной площадей. В работе [16] при нулевой постоян-

ной площадей была изучена временная и пространственная эволюция вектора

угловой скорости и вектора кинетического момента. Движение тела было пред-

ставлено качением эллипсоида инерции по неподвижной плоскости.
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Поскольку решение задачи о движении тяжелого твердого тела с неподвиж-

ной точкой в случае Гесса сводится к интегрированию линейного дифферен-

циального уравнения второго порядка, то можно поставить задачу о существо-

вании у соответствующего линейного дифференциального уравнения решений,

имеющих аналитическое представление в виде лиувиллевых функций. Для ре-

шения этой задачи можно воспользоваться алгоритмом Ковачича [105]. Чтобы

воспользоваться этим алгоритмом, необходимо, чтобы коэффициенты соответ-

ствующего линейного дифференциального уравнения второго порядка были ра-

циональными функциями независимой переменной.

Ниже показано, как получить линейное дифференциальное уравнение вто-

рого порядка в случае Гесса и как привести его к уравнению с рациональными

коэффициентами. Для этого запишем сначала уравнения Эйлера – Пуассона в

специальной системе координат, предложенной П.В. Харламовым [56,57].

14 Уравнения Эйлера – Пуассона в специальных осях ко-

ординат

Выберем вместо главных осей инерции в неподвижной точке O произвольную

правую прямоугольную систему координат Oξ1ξ2ξ3 с единичными векторами

eI , eII , eIII , фиксированную в твердом теле. В этой системе координат кинети-

ческий момент имеет вид:

K = K1eI +K2eII +K3eIII , (14.1)

а с другой стороны, он определяется формулой [10]

K = JOω,

где

ω = Ω1eI + Ω2eII + Ω3eIII , (14.2)
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JO =


L11 −L12 −L13

−L21 L22 −L23

−L31 −L32 L33

 . (14.3)

Здесь компоненты тензора инерции JO удовлетворяют условию Lij = Lji. В

этом тензоре компоненты L11, L22, L33 являются моментами инерции относи-

тельно осей Oξ1, Oξ2, Oξ3, а Lij, (i 6= j) — центробежными моментами инерции.

Из формул (14.1), (14.2), (14.3) следует, что проекциями вектора кинетического

момента K на оси Oξ1ξ2ξ3 будут

K1 = L11Ω1 − L12Ω2 − L13Ω3, K2 = −L21Ω1 + L22Ω2 − L23Ω3,

K3 = −L31Ω1 − L32Ω2 + L33Ω3.
(14.4)

С помощью вектора кинетического момента K кинетическая энергия твер-

дого тела может быть представлена в векторном виде:

T =
1

2
(K · ω) .

Принимая во внимание формулы (14.2), (14.4), запишем выражение для ки-

нетической энергии в скалярной форме:

T =
1

2

(
L11Ω

2
1 + L22Ω

2
2 + L33Ω

2
3

)
− L23Ω2Ω3 − L13Ω1Ω3 − L12Ω1Ω2. (14.5)

Тензор инерции (14.3) представляет собой невырожденную матрицу. Поэто-

му систему (14.4) можно интерпретировать как систему линейных неоднород-

ных уравнений относительно переменных Ω1, Ω2, Ω3. Разрешая эту систему

относительно Ω1, Ω2, Ω3, находим:

Ω1 = l11K1 + l12K2 + l13K3, Ω2 = l21K1 + l22K2 + l23K3,

Ω3 = l31K1 + l32K2 + l33K3.
(14.6)
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Здесь обозначено:

l11 =
L22L33 − L2

23

∆
, l22 =

L11L33 − L2
13

∆
, l33 =

L11L22 − L2
12

∆
;

l23 = l32 =
L11L23 + L12L13

∆
, l13 = l31 =

L12L23 + L13L22

∆
,

l12 = l21 =
L12L33 + L13L23

∆
;

∆=det (Lij)=L11L22L33 − L11L
2
23 − L33L

2
12 − L22L

2
13 − 2L12L13L23.

Подставляя соотношения (14.6) в формулу (14.5) для кинетической энергии

T , получаем следующее выражение кинетической энергии тела в переменных

K1, K2, K3:

T =
1

2

(
l11K

2
1 + l22K

2
2 + l33K

2
3

)
+ l23K2K3 + l13K1K3 + l12K1K2. (14.7)

Упростим теперь выражение кинетической энергии (14.7), для чего повернем

против часовой стрелки оси системы координат Oξ1ξ2ξ3 вокруг первой оси Oξ1

на некоторый угол α. Полученную систему координат обозначим Oξ∗1ξ
∗
2ξ
∗
3 . В

этом случае новые координаты вектора K, которые мы обозначим через K∗1 ,

K∗2 , K∗3 , можно выразить через старые K1, K2, K3 по следующим формулам:

K1 = K∗1 , K2 = K∗2 cosα−K∗3 sinα, K3 = K∗2 sinα +K∗3 cosα.

Выражение для кинетической энергии T в новых координатах вектора K

примет вид:

T =
1

2

(
l∗11 (K∗1)2 + l∗22 (K∗2)2 + l∗33 (K∗3)2

)
+l∗23K

∗
2K
∗
3 +l∗13K

∗
1K
∗
3 +l∗12K

∗
1K
∗
2 . (14.8)

В этой формуле коэффициенты l∗ij выражаются через коэффициенты lij и

угол α по формулам:

l∗11 = l11, l∗22 = l22 cos2 α + l33 sin2 α + l23 sin 2α,
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l∗33 = l22 sin2 α + l33 cos2 α− l23 sin 2α,

l∗12 = l13 sinα + l12 cosα, l∗13 = l13 cosα− l12 sinα,

l∗23 = l23 cos 2α− 1

2
(l22 − l33) sin 2α.

Положим теперь

α =
1

2
arctg

2l23

l22 − l33
.

В этом случае коэффициент l∗23 становится равным нулю, и выражение (14.8)

для кинетической энергии принимает вид:

T =
1

2

(
l∗11 (K∗1)2 + l∗22 (K∗2)2 + l∗33 (K∗3)2

)
+ (l∗13K

∗
3 + l∗12K

∗
2)K∗1 . (14.9)

Предполагая, что центр тяжести тела G не совпадает с закрепленной точкой

O, рассмотрим систему координат Oη1η2η3, у которой ось Oη1 проходит через

точку G (то есть она направлена вдоль вектора r), а оси Oη2 и Oη3 направ-

лены так, что кинетическая энергия T будет представлена выражением (14.9).

Очевидно, что данная система координат определяется однозначно, и она будет

жестко связана с твердым телом. Эту систему координат назовем специальны-

ми осями П.В. Харламова [56,57]. При использовании этой системы вместо l∗11,

l∗22, l∗33, l∗12, l∗13 будем писать a, a1, a2, b1, b2; вместо K∗1 , K∗2 , K∗3 будем писать L1,

L2, L3; вместо Ω1, Ω2, Ω3 напишем ωI , ωII , ωIII . Таким образом, получаем сле-

дующее выражение для кинетической энергии и компонент угловой скорости:

T =
1

2

(
aL2

1 + a1L
2
2 + a2L

2
3

)
+ (b1L2 + b2L3)L1, (14.10)

ωI = aL1 + b1L2 + b2L3, ωII = a1L2 + b1L1, ωIII = a2L3 + b2L1. (14.11)

Воспользовавшись уравнениями (13.1), (13.2), (14.10), (14.11) выразим урав-

нения движения тяжелого твердого тела вокруг неподвижной точки в специ-
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альной системе координат П. В. Харламова [56,57]:

L̇1 = (a2 − a1)L2L3 + (b2L2 − b1L3)L1,

L̇2 = (a− a2)L1L3 + (b1L2 + b2L3)L3 − b2L
2
1 + Γν3,

L̇3 = − (a− a1)L1L2 − (b1L2 + b2L3)L2 + b1L
2
1 − Γν2,

ν̇1 = (a2L3 + b2L1) ν2 − (a1L2 + b1L1) ν3,

ν̇2 = (aL1 + b1L2 + b2L3) ν3 − (a2L3 + b2L1) ν1,

ν̇3 = − (aL1 + b1L2 + b2L3) ν2 + (a1L2 + b1L1) ν1.

(14.12)

В этих уравнениях через ν1, ν2, ν3 обозначены проекции вектора γ на оси

специальной системы координат, а Γ = Mgρ, где ρ =
√
x2

1 + x2
2 + x2

3.

Воспользуемся специальными осями П. В. Харламова при исследовании дви-

жения тяжелого твердого тела с неподвижной точкой в случае Гесса.

15 Уравнения движения тяжелого твердого тела с непо-

движной точкой в случае Гесса, записанные в специ-

альной системе координат

При рассмотрении задачи о движении тяжелого твердого тела с неподвижной

точкой в случае Гесса переход от главных осей инерции Ox1x2x3 (единичные

векторы осей обозначим e1, e2, e3) к специальным осям П.В. Харламова Oη1η2η3

(единичные векторы осей обозначим eI , eII , eIII) осуществляется по формулам:

eI = e1 cosα + e2 sinα, eII = −e1 sinα + e2 cosα, eIII = e3,
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где значения cosα и sinα выбраны равными

cosα =
x1√
x2

1 + x2
2

, sinα =
x2√
x2

1 + x2
2

. (15.1)

Покажем, что единичные базисные векторы eI , eII , eIII действительно яв-

ляются базисными векторами специальных осей П. В. Харламова. Заметим,

прежде всего, что x3 = 0 в силу условий (13.3), и, значит, единичный вектор

eI оси Oη1 действительно коллинеарен вектору
−→
OG = r. Теперь убедимся, что

кинетическая энергия тела в данном случае представляется в виде (14.10). Для

этого представим кинетический момент тела в виде:

K = L1eI + L2eII + L3eIII =

= (L1 cosα− L2 sinα) e1 + (L1 sinα + L2 cosα) e2 + L3e3.
(15.2)

В главных осях инерции кинетический момент тела имеет вид:

K = K1e1 +K2e2 +K3e3 = A1ω1e1 + A2ω2e2 + A3ω3e3, (15.3)

а кинетическая энергия записывается следующим образом:

T =
1

2

(
K2

1

A1
+
K2

2

A2
+
K2

3

A3

)
. (15.4)

Из формул (15.2), (15.3) следует, что компоненты L1, L2, L3 вектора кинети-

ческого момента относительно базиса eI , eII , eIII связаны с компонентами K1,

K2,K3 кинетического момента относительно главных осей инерции формулами:

K1 = L1 cosα− L2 sinα, K2 = L1 sinα + L2 cosα, K3 = L3. (15.5)

Подставляя формулы (15.5) в выражение (15.4) и учитывая явные выраже-

ния (15.1) для sinα и cosα, получаем следующее выражение для кинетической
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энергии тела как квадратичной формы компонент L1, L2, L3:

T =
1

2

(
x2

1

A1
+
x2

2

A2

)
L2

1

(x2
1 + x2

2)
+

1

2

(
x2

1

A2
+
x2

2

A1

)
L2

2

(x2
1 + x2

2)
+

+
1

2

L2
3

A3
+

(
1

A2
− 1

A1

)
x1x2

(x2
1 + x2

2)
L1L2. (15.6)

Заметим, что у выражения (15.6) для кинетической энергии твердого тела

отсутствуют члены, содержащие произведения L1L3 или L2L3. Это означает,

что кинетическая энергия твердого тела в данном случае имеет вид (14.10), то

есть единичные базисные векторы eI , eII , eIII действительно являются базис-

ными векторами специальных осей П. В. Харламова [56,57]. У выражения (15.6)

коэффициенты

b2 = 0, l∗23 = 0.

Кроме того, в силу условий (13.3), при которых существует интеграл Гесса,

имеем:
A1x

2
1 + A2x

2
2

A1A2 (x2
1 + x2

2)
=

1

A3
,

откуда следует равенство

a1 = a2.

Таким образом, выражение (15.6) для кинетической энергии тела в случае

Гесса кратко может быть записано следующим образом:

T =
1

2
aL2

1 +
1

2
c
(
L2

2 + L2
3

)
+ bL1L2, (15.7)

где обозначено

a =
A2x

2
1 + A1x

2
2

A1A2 (x2
1 + x2

2)
, b =

(A1 − A2)x1x2

A1A2 (x2
1 + x2

2)
, c =

1

A3
.

С учетом найденного выражения (15.7) для кинетической энергии, уравнения

движения тяжелого твердого тела с неподвижной точкой, записанные в форме
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уравнений (14.12), имеют вид:

L̇1 = −bL1L3, L̇2 = (a− c)L1L2 + bL2L3 + ν3Γ,

L̇3 = − (a− c)L1L2 + bL2
1 − bL2

2 − ν2Γ,

ν̇1 = cL3ν2 − (cL2 + bL1) ν3, ν̇2 = −cL3ν1 + (aL1 + bL2) ν3,

ν̇3 = (bL1 + cL2) ν1 − (aL1 + bL2) ν2.

(15.8)

Чтобы обнаружить дополнительный первый интеграл, существующий в слу-

чае Гесса, достаточно рассмотреть только первое уравнение полученной систе-

мы (15.8):

L̇1 = −bL1L3.

В этом уравнении правая часть равна самой переменной L1, умноженный на

ограниченный по модулю коэффициент −bL3. В связи с этим, если в начальный

момент времени величина L1 = 0, то и в любой момент времени окажется, что

L1 ≡ 0. (15.9)

Инвариантное многообразие (15.9) (или, в других обозначениях, (13.4)) вме-

сте с условиями (13.3) и определяет случай Гесса. При выполнении всех этих

условий уравнения (15.8) заметно упрощаются и принимают вид:

L̇2 = bL2L3 + ν3Γ, L̇3 = −bL2
2 − ν2Γ,

ν̇1 = cL3ν2 − cL2ν3, ν̇2 = bL2ν3 − cL3ν1, ν̇3 = cL2ν1 − bL2ν2.

(15.10)

Система уравнений (15.10) допускает следующие первые интегралы:

c

2

(
L2

2 + L2
3

)
+ Γν1 = E; L2ν2 + L3ν3 = k; ν2

1 + ν2
2 + ν2

3 = 1. (15.11)
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Заметим, что случай b = 0 соответствует интегрируемому случаю Лагранжа.

16 Обезразмеривание уравнений. Приведение к одному

уравнению второго порядка

Приведем теперь систему уравнений (15.10) и первые интегралы (15.11) к без-

размерному виду. Для этого введем безразмерные компоненты момента

L2 =

√
Γ

c
y, L3 =

√
Γ

c
z,

а также безразмерное время

t =
τ√
Γc

и параметр

d1 =
b

c
.

Введем также безразмерные постоянные первых интегралов

h =
E

Γ
, k1 = k

√
c

Γ
.

Тогда система уравнений (15.10) примет следующий вид:

dy

dτ
= d1yz + ν3,

dz

dτ
= −d1y

2 − ν2,

dν1

dτ
= zν2 − yν3,

dν2

dτ
= d1yν3 − zν1,

dν3

dτ
= yν1 − d1yν2.

(16.1)

Система уравнений (16.1) допускает следующие первые интегралы:

y2 + z2

2
+ ν1 = h, yν2 + zν3 = k1, ν2

1 + ν2
2 + ν2

3 = 1. (16.2)

Объектом дальнейшего исследования является система уравнений (16.1) сов-

местно с первыми интегралами (16.2). Но прежде чем исследовать данную си-
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стему уравнений, рассмотрим вопрос о том, в каких пределах изменяются па-

раметры d1, h, k1. Легко видеть, что параметр k1 изменяется в бесконечном

интервале (−∞, +∞). Поскольку выражение y2 + z2 является неотрицатель-

ным, то для параметра h должно выполняться неравенство

h− ν1 ≥ 0, то есть h ≥ ν1.

Минимальное значение, которое может принимать компонента ν1 вектора ν,

равно −1. Следовательно, параметр h изменяется в пределах

h ∈ [−1, +∞) .

Параметр d1 может быть представлен в виде:

d1 =
b

c
=

(A1 − A2)x1x2

(A1x2
1 + A2x2

2)
.

Заметим прежде всего, что в силу условий (13.3) параметр d1 < 0. Преобра-

зуем выражение для d1 следующим образом:

d1 =
(A1 − A2)x1x2

(A1x2
1 + A2x2

2)
=

(A1 − A2)
x1
x2(

A1
x21
x22

+ A2

) . (16.3)

Из условий (13.3), при которых существует интеграл Гесса, находим

x2
1

x2
2

=
A2 (A3 − A1)

A1 (A2 − A3)
, то есть

x1

x2
=

√
A2 (A3 − A1)√
A1 (A2 − A3)

.

Подставляя данное выражение в формулу (16.3), находим, что

d1 = −

√
(A2 − A3) (A3 − A1)

A1A2
, то есть d2

1 =
(A2 − A3) (A3 − A1)

A1A2
.
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Поскольку для моментов инерции твердого тела выполняются неравенства

треугольника

A1 + A3 > A2, то есть
A2 − A3

A1
< 1,

A1 + A2 > A3, то есть
A3 − A1

A2
< 1,

то с учетом этих неравенств получаем

d2
1 =

(A2 − A3)

A1
· (A3 − A1)

A2
< 1.

С учетом ограничения d1 ≤ 0 окончательно получаем, что параметр d1 из-

меняется в пределах

d1 ∈ (−1, 0] .

Теперь продолжим исследование полученной системы уравнений (16.1) сов-

местно с интегралами (16.2). Умножая первое уравнение системы (16.1) на y, а

второе – на z и складывая, получаем:

d

dτ

(
y2 + z2

2

)
= yν3 − zν2. (16.4)

Используя тождество

(
y2 + z2

) (
ν2

2 + ν2
3

)
= (yν2 + zν3)

2 + (yν3 − zν2)
2 ,

из первого из интегралов (16.2) находим:

ν1 = h− y2 + z2

2
,

откуда

ν2
2 + ν2

3 = 1−
(
h− y2 + z2

2

)2

= 1−
(
y2 + z2

2
− h
)2

, yν2 + zν3 = k1.
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Окончательно, получаем

(yν3 − zν2)
2 =

(
y2 + z2

)(
1−

(
y2 + z2

2
− h
)2
)
− k2

1.

Будем считать, что

yν3 − zν2 = −

√√√√(y2 + z2)

(
1−

(
y2 + z2

2
− h
)2
)
− k2

1 (16.5)

(знак перед корнем выражения, стоящего в правой части равенства (16.5), мо-

жет быть выбран любым). С учетом равенства (16.5) уравнение (16.4) прини-

мает вид:

d

dτ

(
y2 + z2

2

)
= −

√√√√(y2 + z2)

[
1−

(
y2 + z2

2
− h
)2
]
− k2

1.

Умножим теперь первое уравнение системы (16.1) на z, а второе – на y и

вычтем из второго уравнения первое. Получаем:

y
dz

dτ
− zdy

dτ
= −d1y

(
y2 + z2

)
− k1.

Введем теперь полярные координаты x и ϕ по формулам:

y = x cosϕ, z = x sinϕ.

Тогда для определения величин x и ϕ мы получаем следующую систему двух

дифференциальных уравнений

x
dx

dτ
= −

√√√√x2

[
1−

(
x2

2
− h
)2
]
− k2

1, x2dϕ

dτ
= −d1x

3 cosϕ− k1. (16.6)
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Из этой системы находим зависимость ϕ = ϕ (x), которая определяется диф-

ференциальным уравнением

dϕ

dx
=

d1x
3 cosϕ+ k1

x

√√√√x2

[
1−

(
x2

2
− h
)2
]
− k2

1

. (16.7)

Заметим, что при переходе от системы (16.6) к уравнению (16.7) мы исклю-

чаем из рассмотрения случай x = const, то есть y2 + z2 = const или ν1 = const.

Между тем, у тяжелого твердого тела с неподвижной точкой в случае Гесса

существуют стационарные движения, для которых ν1 = ν0
1 = const (см., напри-

мер, работу [53]).

При помощи замены

w = tg
ϕ

2

уравнение (16.7) приводится к уравнению Риккати:

dw

dx
+

(
d1x

3 − k1

)
w2 − d1x

3 − k1

2x

√√√√x2

[
1−

(
x2

2
− h
)2
]
− k2

1

= 0 ,

или, по-другому,

dw

dx
= − d1x

3 − k1

2x

√√√√x2

[
1−

(
x2

2
− h
)2
]
− k2

1

w2 +
d1x

3 + k1

2x

√√√√x2

[
1−

(
x2

2
− h
)2
]
− k2

1

.

Из общей теории дифференциальных уравнений известно [24], что если об-

щее уравнение Риккати имеет вид:

dw

dx
= f2 (x)w2 + f0 (x) ,
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то замена переменных

u (x) = exp

(
−
∫
f2 (x)w (x) dx

)
приводит уравнение Риккати к линейному дифференциальному уравнению вто-

рого порядка

f2
d2u

dx2
− df2

dx

du

dx
+ f0f

2
2u = 0 (16.8)

или, если разделить на f2:

d2u

dx2
− 1

f2

df2

dx

du

dx
+ f0f2u = 0. (16.9)

В нашем случае

f2 =− d1x
3 − k1

2x

√√√√x2

[
1−
(
x2

2
−h
)2
]
−k2

1

, f0 =
d1x

3 + k1

2x

√√√√x2

[
1−
(
x2

2
−h
)2
]
−k2

1

.

Заметим, что переход от уравнения (16.8) к уравнению (16.9) возможен толь-

ко в том случае, когда f2 6= 0. Условие f2 = 0 с учётом того, что x 6= const,

равносильно одновременному выполнению условий

d1 = 0, k1 = 0. (16.10)

При выполнении условий (16.10) уравнение (16.7) дает ϕ = ϕ0 = const. Мож-

но показать (см. параграф 26), что при выполнении условий (16.10) тяжелое

твердое тело с неподвижной точкой в случае Гесса будет совершать маятнико-

вые нутационные колебания. В дальнейшем будем считать, что f2 6= 0. Окон-

чательно, дифференциальное уравнение второго порядка, к решению которого

сводится решение задачи о движении тяжелого твердого тела с неподвижной
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точкой в случае Гесса, имеет вид:

d2u

dx2
+ a (x)

du

dx
+ b (x)u = 0, (16.11)

a (x)=
d1x

9−4k1x
6−4d1

(
h2−1

)
x5+12k1hx

4−8k2
1d1x

3−8k1

(
h2−1

)
x2−4k3

1

x (x6 − 4hx4 + 4 (h2 − 1)x2 + 4k2
1) (d1x3 − k1)

,

b (x) =

(
d1x

3 + k1

) (
d1x

3 − k1

)
x2 (x6 − 4hx4 + 4 (h2 − 1)x2 + 4k2

1)
.

Таким образом, решение задачи о движении тяжелого тела с неподвиж-

ной точкой в случае Гесса сводится к исследованию уравнения второго поряд-

ка (16.11), коэффициенты которого имеют вид рациональных функций. Сле-

довательно, можно поставить задачу о существовании лиувиллевых решений

у данного дифференциального уравнения. Чтобы решить эту задачу, можно

воспользоваться алгоритмом Ковачича. Результаты применения алгоритма к

уравнению (16.11) описываются далее.

17 Применение алгоритма Ковачича. Общий случай

Итак, исследуемое уравнение имеет вид (16.11). Сделаем в этом уравнении за-

мену переменной (1.2) и приведем его к виду (1.3):

d2y

dx2
= R (x) y. (17.1)

В данном случае функция R (x) имеет вид:

R (x) =
U (x)

V (x)
, (17.2)
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U (x) = −
(
1 + 4d2

1

)
d2

1x
16 + 8

(
2d2

1 − 1
)
d2

1hx
14 + 4

(
2d2

1 + 5
)
d1k1x

13−

−8
(
2d2

1 − 7
) (
h2 − 1

)
d2

1x
12 − 8

(
4d2

1 + 19
)
d1k1hx

11+

+8
((

1 + 17d2
1 − 2d4

1

)
k2

1−12
(
h2 − 1

)
d2

1h
)
x10+576

(
h2−1

)
k3

1d1x
3+

+16
(
2
(
h2−1

)
d2

1+29h2 − 5
)
d1k1x

9 − 240k4
1hx

2+

+8
(

6
(
h2−1

)2
d2

1 −
(
7 + 40d2

1

)
k2

1h
)
x8 + 288k5

1d1x+

+32
((
d2

1−2
)
k2

1 − 21
(
h2−1

)
h
)
d1k1x

7 + 48
(
h2 − 1

)
k4

1+

+16
(
14
(
h2−1

)
d2

1+8h2 − 5
)
k2

1x
6 + 96

(
4
(
h2 − 1

)2 − 3k2
1h
)
d1k1x

5+

+4
((

32d2
1 + 35

)
k2

1 − 24
(
h2 − 1

)
h
)
k2

1x
4.

V (x) = 4
(
d1x

3 − k1

)2 (
x6 − 4hx4 + 4

(
h2 − 1

)
x2 + 4k2

1

)2
.

Таким образом, легко видеть, что функция R (x) имеет девять конечных

полюсов, и все эти полюса являются полюсами второго порядка. Обозначим

корни многочлена шестой степени

x6 − 4hx4 + 4
(
h2 − 1

)
x2 + 4k2

1 = 0 (17.3)

через x1, x2, x3, x4, x5, x6. Заметим, что в данный многочлен входят только чет-

ные степени независимой переменной, вследствие чего его корни удовлетворяют

условиям:

x2 = −x1, x4 = −x3, x6 = −x5.
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Корни многочлена третьей степени

d1x
3 − k1 = 0 (17.4)

обозначим через x7, x8, x9. Разложим функцию R (x) в сумму простейших дро-

бей. Это разложение имеет вид:

R (x) = − 3

16

6∑
i=1

1

(x− xi)2 +
9∑
i=1

γi (xi)

x− xi
+

3

4

9∑
i=7

1

(x− xi)2 .

Коэффициенты γi (xi), i = 1, 2, . . . 9 имеют довольно громоздкий вид и не

выписаны здесь явно. Можно отметить следующие особенности разложения

функции R (x) в сумму простейших дробей.

1. Коэффициенты b1, . . . , b6 при выражениях
bi

(x− xi)2 , i = 1, . . . , 6 все оди-

наковы и равны

bi = − 3

16
, i = 1, . . . , 6.

2. Коэффициенты b7, b8, b9 при
bi

(x− xi)2 , i = 7, 8, 9 все одинаковы и равны

bi =
3

4
, i = 7, 8, 9.

3. Разложение функции R (x) в ряд в окрестности точки x =∞ имеет вид:

R (x) = −
(
1 + 4d2

1

)
4x2

+O

(
1

x4

)
Таким образом, имеем:

b∞ = −1

4
− d2

1,

и потому

1 + 4b∞ = −4d2
1



214

Таким образом, коэффициенты α±∞, вычисляемые в процессе применения ал-

горитма Ковачича для поиска лиувиллевых решений вида (2.1), то есть реше-

ний, соответствующих Случаю 1 Теоремы 2.1, являются комплексными числа-

ми, если d1 6= 0. Все остальные коэффициенты α±c являются рациональными

числами. Их вид приведен в следующей таблице.

x1 x2 x3 x4 x5 x6 x7 x8 x9

α+
c

3

4

3

4

3

4

3

4

3

4

3

4

3

2

3

2

3

2

α−c
1

4

1

4

1

4

1

4

1

4

1

4
−1

2
−1

2
−1

2

Таким образом, число d, вычисляемое по формуле (3.2) в процессе поиска

лиувиллевых решений вида (2.1), является при d1 6= 0 комплексным числом,

что говорит об отсутствии лиувиллевых решений вида (2.1) при d1 6= 0. Кроме

того, коэффициент b∞ совпадает с выражением γ, вычисляемым при проверке

необходимых условий существования лиувиллевых решений вида (2.10), то есть

решений, соответствующих Случаю 3 Теоремы 2.1, у уравнения (1.3). В соот-

ветствии с необходимыми условиями, для существования лиувиллевых решений

вида (2.10) выражение √
1 + 4γ =

√
1 + 4b∞

должно быть рациональным числом. Но при d1 6= 0 это число является чи-

сто мнимым. Следовательно, можно сделать вывод, что при d1 6= 0 линейное

дифференциальное уравнение (17.1) (или (16.11)) не допускает лиувиллевых ре-

шений вида (2.10), то есть решений, соответствующих Случаю 3 Теоремы 2.1.

Окончательно, можно сделать следующий вывод.

Теорема 17.1. Если все корни многочленов (17.3) и (17.4) различны, и d1 6= 0,

то в задаче о движении тяжелого твердого тела с неподвижной точкой в

случае Гесса не существует лиувиллевых решений вида (2.1) и вида (2.10). �



215

Чтобы окончательно ответить на вопрос, могут ли у дифференциального

уравнения (17.1) существовать лиувиллевы решения вида (2.1) и вида (2.10),

рассмотрим это дифференциальное уравнение при d1 = 0.

18 Исследование случая Лагранжа

В случае d1 = 0 уравнение (16.11) записывается следующим образом:

d2u

dx2
+ a (x)

du

dx
+ b (x)u = 0, (18.1)

a (x) =
4
(
x6 − 3hx4 + 2

(
h2 − 1

)
x2 + k2

1

)
x (x6 − 4hx4 + 4 (h2 − 1)x2 + 4k2

1)
,

b (x) = − k2
1

x2 (x6 − 4hx4 + 4 (h2 − 1)x2 + 4k2
1)
.

Мы полагаем, что в уравнении (18.1) должно быть k1 6= 0. В противном слу-

чае выполняются условия (16.10) и невозможно из уравнения (16.7) получить

линейное уравнение второго порядка (16.11), из которого при d1 = 0 получает-

ся (18.1).

Сделаем в уравнении (18.1) замену независимой переменной по формуле x2 =

z. В результате уравнение (18.1) перепишется следующим образом:

d2u

dz2
+ a (z)

du

dz
+ b (z)u = 0, (18.2)

a (z) =
5z3 − 16hz2 + 12

(
h2 − 1

)
z + 8k2

1

2z (z3 − 4hz2 + 4 (h2 − 1) z + 4k2
1)
,

b (z) = − k2
1

4z (z3 − 4hz2 + 4 (h2 − 1) z + 4k2
1)
.
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Сделаем в полученном уравнении (18.2) замену переменной (1.2) и приведем

его к виду (1.3):
d2y

dz2
= R (z) y =

U1 (z)

V1 (z)
y, (18.3)

U1 (z) = 5z6 − 32hz5 + 56
(
h2 − 1

)
z4 + 116k2

1z
3−

−48
((
h2 − 1

)2
+ 3hk2

1

)
z2 − 48

(
h2 − 1

)
k2

1z − 48k4
1,

V1 (z) = 16z2
(
z3 − 4hz2 + 4

(
h2 − 1

)
z + 4k2

1

)2
.

Легко видеть, что функция R (z) имеет четыре конечных полюса второго

порядка. Обозначим корни многочлена

P3 (z) = z3 − 4hz2 + 4
(
h2 − 1

)
z + 4k2

1

через z1, z2, z3. Будем считать, что z1, z2, z3 не равны между собой (возможность

кратных корней рассматривается далее, в пункте 22). Разложим функцию R (z)

в сумму простейших дробей. Это разложение имеет вид

R (z) = − 3

16z2
+

3
(
h2 − 1

)
16k2

1z
− 3

16

3∑
i=1

1

(z − zi)2 +
3∑
i=1

γi (zi)

z − zi
,

γi (zi) = −

(
153k4

1 + 32hk2
1

(
h2 − 10

)
− 48

(
h2 − 1

)2
)
z2
i

64k2
1

(
27k4

1 + 8k2
1h (h2 − 9)− 16 (h2 − 1)2

) +

+

(
33hk4

1 +
(
7h4 − 75h2 − 4

)
k2

1 − 12h
(
h2 − 1

)2
)
zi

4k2
1

(
27k4

1 + 8k2
1h (h2 − 9)− 16 (h2 − 1)2

) −

−
(
101h2 − 129

)
k4

1 + 24k2
1h
(
h2 − 1

) (
h2 − 11

)
− 48

(
h2 − 1

)3

16k2
1

(
27k4

1 + 8k2
1h (h2 − 9)− 16 (h2 − 1)2

) .
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Можно отметить следующие особенности разложения функцииR (z) в сумму

простейших дробей.

1. Коэффициент b0 при выражении
b0

z2
равен

b0 = − 3

16
.

2. Коэффициенты b1, b2, b3 при выражениях
bi

(z − zi)2 , i = 1, 2, 3 все одинако-

вы и равны

bi = − 3

16
, i = 1, 2, 3.

3. Разложение функции R (z) в ряд в окрестности точки z =∞ имеет вид:

R (z) =
5

16z2
+O

(
1

z3

)
.

Наша цель заключается в том, чтобы понять, имеет ли в этом случае диф-

ференциальное уравнение (18.3) лиувиллево решение вида (2.1), или вида (2.6)

или вида (2.10). Обратимся к вопросу о существовании у дифференциального

уравнения (18.3) лиувиллевых решений вида (2.1), то есть решений, соответ-

ствующих Случаю 1 Теоремы 2.1. Будем по шагам применять алгоритм Ко-

вачича для поиска решения вида (2.1) уравнения (18.3) так, как он описан в

пункте 3.1.

Шаг 1. В соответствии с алгоритмом Ковачича, вычислим постоянные α±c .

Для всех конечных полюсов z = 0 и z = zi, i = 1, 2, 3 имеем:

α+
0 =

3

4
, α−0 =

1

4
; α+

zi
=

3

4
, α−zi =

1

4
, i = 1, 2, 3. (18.4)

Значения α±∞ оказываются равными

α+
∞ =

5

4
, α−∞ = −1

4
. (18.5)
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Шаг 2. Поскольку постоянные α±0 , α±zi, i = 1, 2, 3 принимают значе-

ния (18.4), а постоянные α±∞ принимают значения (18.5), следовательно, не

существует такого набора знаков "плюс" или "минус" , для которого посто-

янная d, вычисляемая по формуле (3.2), принимала бы целые неотрицательные

значения. Таким образом, справедливо следующее утверждение.

Теорема 18.1. В задаче о движении тяжелого твердого тела с неподвижной

точкой в случае Гесса при d1 = 0 и k1 6= 0 не существует лиувиллевых реше-

ний вида (2.1), то есть решений, соответствующих Случаю 1 Теоремы 2.1.

�

Продолжим исследование вопроса о существовании лиувиллевых решений

в задаче о движении тяжелого твердого тела с неподвижной точкой в случае

Гесса при условии d1 = 0, то есть в задаче о движении волчка Лагранжа, ко-

гда соответствующее линейное дифференциальное уравнение второго порядка

имеет вид (18.3), и все корни многочлена P3 (z) различны. Попытаемся най-

ти у уравнения (18.3) решение вида (2.6), то есть решение, соответствующее

Случаю 2 Теоремы 2.1. Необходимые условия существования такого решения у

уравнения (18.3) являются выполненными (см. Теорему 2.4). Будем по шагам

применять алгоритм Ковачича для Случая 2 так, как он описан в пункте 3.4.

Шаг 1. Найдем сначала множества чисел E0, Ezi, i = 1, 2, 3, соответству-

ющие конечным полюсам функции R (z), и множество E∞, соответствующее

полюсу в точке z =∞. Для конечных полюсов z = 0, z = zi, i = 1, 2, 3, множе-

ства E0, Ezi оказываются равными

E0 = {1, 2, 3}, Ezi = {1, 2, 3}, i = 1, 2, 3.

Множество E∞ имеет в данном случае вид:

E∞ = {−1, 2, 5}.
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Шаг 2. Теперь мы должны рассмотреть все возможные наборы

s = (e∞, e0, ez1, ez2, ez3)

элементов множеств E∞, E0, Ez1, Ez2, Ez3, причем в каждом наборе хотя бы

одно из чисел обязательно должно быть нечетным. Вычислим величину d для

каждого набора s по формуле (3.11):

d =
1

2
(e∞ − e0 − ez1 − ez2 − ez3) .

В соответствии с алгоритмом число d должно быть неотрицательным це-

лым числом. Заметим, что минимальное значение суммы элементов множеств,

соответствующих конечным полюсам, равно 4. Поэтому у нас имеется всего че-

тыре набора, для которых постоянная d, вычисляемая по формуле (3.11), будет

неотрицательным целым числом. Это наборы

s1 = (5, 2, 1, 1, 1) , s2 = (5, 1, 2, 1, 1) , s3 = (5, 1, 1, 2, 1) , s4 = (5, 1, 1, 1, 2) ,

для каждого из которых мы имеем d = 0. Все эти наборы нуждаются в провер-

ке.

Шаг 3. Начнем с проверки набора s1. По формуле (3.12) сформируем функ-

цию θ. Поскольку коэффициенты при конечных полюсах z = zi, i = 1, 2, 3 оди-

наковы, то нам удается записать функцию θ в явном виде. Для набора s1 она

оказывается равной:

θ =
1

z
+

3z2 − 8hz + 4
(
h2 − 1

)
2 (z3 − 4hz2 + 4 (h2 − 1) z + 4k2

1)
.

Многочлен P нулевой степени, то есть P ≡ 1, должен тождественно удо-

влетворять уравнению (3.13). После подстановки многочлена P и функции θ

в левую часть уравнения (3.13), мы убеждаемся, что это уравнение удовлетво-

ряется тождественно при любых значениях параметров h и k1. Окончательно,
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можно сформулировать следующий результат.

Теорема 18.2. В случае движения волчка Лагранжа d1 = 0 при выполнении

условий Гесса и при условии k1 6= 0 все решения дифференциального уравне-

ния (18.1) являются лиувиллевыми решениями вида (2.6), то есть решения-

ми, соответствующими Случаю 2 Теоремы 2.1. �

Действительно, общее решение уравнения (18.1) можно записать следующим

образом:

u (x) = C1 exp

(∫
k1dx

x
√
x6 − 4hx4 + 4 (h2 − 1)x2 + 4k2

1

)
+

+C2 exp

(
−
∫

k1dx

x
√
x6 − 4hx4 + 4 (h2 − 1)x2 + 4k2

1

)
.

Проверка других наборов s2, s3, s4 дает те же выводы о существовании ли-

увиллевых решений вида (2.6) у дифференциального уравнения (18.3).

Вернемся теперь к вопросу о существовании лиувиллевых решений у диф-

ференциального уравнения (17.1) в общем случае, когда d1 6= 0.

19 Существование лиувиллевых решений в общем случае

Итак, обратимся теперь к вопросу о существовании у дифференциального урав-

нения (16.11) (или (17.1)) лиувиллевых решений вида (2.6), то есть решений,

соответствующих Случаю 2 Теоремы 2.1. Необходимые условия существования

такого решения у уравнения (17.1) являются выполненными (см. Теорему 2.1).

Будем по шагам применять алгоритм Ковачича для Случая 2 так, как он описан

в пункте 3.4.

Шаг 1. В соответствии с алгоритмом, найдем сначала множества Ec и E∞
для каждого полюса функции R (x). Для конечных полюсов x = xi, i = 1, . . . , 6,
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являющихся корнями многочлена (17.3), множества Exi оказываются равными

Exi = {1, 2, 3}, i = 1, . . . , 6,

а для конечных полюсов x = xi, i = 7, 8, 9, являющихся корнями многочле-

на (17.4), множества Exi оказываются равными

Exi = {−2, 2, 6}, i = 7, 8, 9.

Множество E∞ состоит всего лишь из одного элемента и равно

E∞ = {2}.

Шаг 2. Теперь мы должны рассмотреть все возможные наборы

s = (e∞, ex1, ex2, ex3, ex4, ex5, ex6, ex7, ex8, ex9)

элементов множеств E∞, Exi, i = 1, . . . , 9, причем в каждом наборе хотя бы

одно из чисел обязательно должно быть нечетным. Вычислим величину d для

каждого набора s по формуле (3.11):

d =
1

2
(e∞ − ex1 − ex2 − ex3 − ex4 − ex5 − ex6 − ex7 − ex8 − ex9) .

В соответствии с алгоритмом число d должно быть неотрицательным целым

числом. Заметим, что минимальное значение суммы элементов множеств, соот-

ветствующих конечным полюсам, равно нулю. Поэтому максимальное значение

постоянной d, вычисляемой по формуле (3.11), оказывается равным d = 1. Зна-

чению d = 1 соответствует набор, в котором элементы e∞ и ei, i = 1, 2, . . . 9

равны

s1 = (2, 1, 1, 1, 1, 1, 1,−2,−2,−2) .
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Кроме того, у нас имеется некоторое число наборов, для которых постоян-

ная d, вычисляемая по формуле (3.11), оказывается равной нулю. Такими, в

частности, являются наборы:

s2 = (2, 3, 1, 1, 1, 1, 1,−2,−2,−2) , s3 = (2, 1, 3, 1, 1, 1, 1,−2,−2,−2) ,

s4 = (2, 1, 1, 3, 1, 1, 1,−2,−2,−2) , s5 = (2, 1, 1, 1, 3, 1, 1,−2,−2,−2) ,

s6 = (2, 1, 1, 1, 1, 3, 1,−2,−2,−2) , s7 = (2, 1, 1, 1, 1, 1, 3,−2,−2,−2) ,

s8 = (2, 2, 2, 1, 1, 1, 1,−2,−2,−2) , s9 = (2, 2, 1, 2, 1, 1, 1,−2,−2,−2) ,

s10 = (2, 2, 1, 1, 2, 1, 1,−2,−2,−2) , s11 = (2, 2, 1, 1, 1, 2, 1,−2,−2,−2) ,

s12 = (2, 2, 1, 1, 1, 1, 2,−2,−2,−2) , s13 = (2, 1, 2, 2, 1, 1, 1,−2,−2,−2) ,

s14 = (2, 1, 2, 1, 2, 1, 1,−2,−2,−2) , s15 = (2, 1, 2, 1, 1, 2, 1,−2,−2,−2) ,

s16 = (2, 1, 2, 1, 1, 1, 2,−2,−2,−2) , s17 = (2, 1, 1, 2, 2, 1, 1,−2,−2,−2) ,

s18 = (2, 1, 1, 2, 1, 2, 1,−2,−2,−2) , s19 = (2, 1, 1, 2, 1, 1, 2,−2,−2,−2) ,

s20 = (2, 1, 1, 1, 2, 2, 1,−2,−2,−2) , s21 = (2, 1, 1, 1, 2, 1, 2,−2,−2,−2) ,

s22 = (2, 1, 1, 1, 1, 2, 2,−2,−2,−2) .

Все эти наборы нуждаются в проверке.

Шаг 3. Начнем с проверки набора s1. По формуле (3.12) сформируем

функцию θ. Поскольку коэффициенты при всех конечных полюсах x = xi,

i = 1, 2, . . . , 6 одинаковы, и коэффициенты при всех полюсах x = xi, i = 7, 8, 9
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одинаковы, то нам удается записать функцию θ в явном виде. Для набора s1

она равна

θ =
3x5 − 8hx3 + 4

(
h2 − 1

)
x

x6 − 4hx4 + 4 (h2 − 1)x2 + 4k2
1

− 3d1x
2

d1x3 − k1
.

Искомый полином P имеет вид:

P = x+B.

Чтобы определить коэффициент B многочлена P воспользуемся уравнени-

ем (3.13). После подстановки многочлена P и функции θ в левую часть уравне-

ния (3.13), мы получаем в левой части этого уравнения рациональное выраже-

ние. В числителе этого выражения стоит многочлен девятой степени, старший

коэффициент которого имеет вид:

P9 = −Bd2
1

(
1 + 4d2

1

)
x9 + · · ·

Положим коэффициент B равным нулю. Тогда многочлен в числителе ра-

ционального выражения в левой части (3.13) примет вид

P7 = −12xk1d1

(
d1x

3 − k1

)2
+ · · ·

Таким образом, на основе проверки набора s1 можно сделать следующий

вывод о существовании лиувиллевых решений вида (2.6) в случае Гесса.

Теорема 19.1. Лиувиллевы решения вида (2.6), то есть решения, соответ-

ствующие Случаю 2 Теоремы 2.1, в задаче о движении тяжелого твердого

тела с неподвижной точкой в случае Гесса существуют, если выполнено од-

но из двух условий

d1 = 0 или k1 = 0.

Другими словами, лиувиллевы решения вида (2.6) могут существовать ли-

бо в случае Лагранжа, либо в случае Гесса, если проекция кинетического мо-
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мента тела на вертикаль равна нулю. �

Заметим, что факт разрешимости дифференциального уравнения (16.11) в

эллиптических функциях (являющихся лиувиллевыми функциями) при выпол-

нении условия k1 = 0 был отмечен впервые в работах П.А. Некрасова [51,52].

Для доказательства Теоремы 19.1 нам следует проверить все наборы s2, . . .,

s22, а также рассмотреть различные критические случаи, о которых речь пойдет

далее, в пунктах 22 – 25. Начнем с проверки наборов s2, . . . , s7. Для набора s2

функция θ, вычисляемая по формуле (3.12), имеет вид:

θ=
1

2

(
3

x−y1
+

1

x+y1
+

1

x−y2
+

1

x+y2
+

1

x−iy3
+

1

x+iy3

)
− 3d1x

2

d1x3 − k1
.

Преобразуем выражение для функции θ. Его можно переписать следующим

образом:

θ =
1

2

[
1

x− y1
+

1

x+ y1
+

1

x− y2
+

1

x+ y2
+

1

x− iy3
+

1

x+ iy3

]
+

+
1

x− y1
− 3d1x

2

d1x3 − k1
.

Выражение в квадратных скобках может быть представлено в виде:

1

x− y1
+

1

x+ y1
+

1

x− y2
+

1

x+ y2
+

1

x− iy3
+

1

x+ iy3
=

=
2x
(
3x4 − 8hx2 + 4

(
h2 − 1

))
x6 − 4hx4 + 4 (h2 − 1)x2 + 4k2

1

.

Окончательно, мы можем записать функцию θ следующим образом:

θ =
3x5 − 8hx3 + 4

(
h2 − 1

)
x

x6 − 4hx4 + 4 (h2 − 1)x2 + 4k2
1

+
1

x− y1
− 3d1x

2

d1x3 − k1
.
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Многочлен P степени d = 0 имеет вид P ≡ 1. Подстановка данного много-

члена P и функции θ в уравнение (3.13) дает в левой части этого уравнения

рациональное выражение, в числителе которого стоит многочлен девятой сте-

пени относительно x, старший коэффициент которого равен

P9 = y1d
2
1

(
1 + 4d2

1

)
x9 + · · ·

Если положить y1 = 0 и, следовательно, k1 = 0 (так как условие y1 = 0

означает, что у многочлена (17.3) имеется нулевой корень), то многочлен P9

обратится в ноль. Таким образом, набор s2 дает те же условия, что и набор

s1. Эти условия сформулированы в Теореме 19.1. Аналогично проверяются все

остальные наборы s3, . . . , s7.

Проверим теперь набор s8. Для набора s8 функция θ, вычисляемая по фор-

муле (3.12), имеет вид:

θ=
1

x−y1
+

1

x+y1
+

1

2

(
1

x−y2
+

1

x+y2
+

1

x−iy3
+

1

x+iy3

)
− 3d1x

2

d1x3 − k1
.

Перепишем эту функцию в виде

θ =
1

2

(
1

x− y1
+

1

x+ y1
+

1

x− y2
+

1

x+ y2
+

1

x− iy3
+

1

x+ iy3

)
+

+
1

2 (x− y1)
+

1

2 (x+ y1)
− 3d1x

2

d1x3 − k1
.

Последнее выражение может быть переписано следующим образом:

θ =
3x5 − 8hx3 + 4

(
h2 − 1

)
x

x6 − 4hx4 + 4 (h2 − 1)x2 + 4k2
1

− 3d1x
2

d1x3 − k1
+

x

x2 − y2
1

.

Многочлен P степени d = 0 имеет вид P ≡ 1. Подстановка данного много-

члена P и функции θ в уравнение (3.13) дает в левой части этого уравнения

рациональное выражение, в числителе которого стоит многочлен тринадцатой
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степени относительно x, и его старший коэффициент равен

P13 = 4y2
1d

2
1

(
1 + d2

1

)
x13 + · · ·

Полагая y1 = 0 и k1 = 0 убеждаемся, что данный многочлен обращается в

ноль. Таким образом, набор s8 дает те же условия, что и набор s1. Эти усло-

вия сформулированы в Теореме 19.1. Аналогично проверяются все остальные

наборы s9, . . . , s22.

Окончательно можно сделать вывод, что необходимые условия существова-

ния лиувиллевых решений вида (2.6) уравнения (17.1), сформулированные в

Теореме 19.1, являются также и достаточными. Для подтверждения получен-

ных результатов ниже алгоритм Ковачича применяется в случае, когда k1 = 0.

20 Существование лиувиллевых решений при нулевой

постоянной интеграла площадей

В случае k1 = 0, функция R (x), определяемая по формуле (17.2), принимает

вид:

R (x) =
U (x)

V (x)
,

U (x) = −
(
1 + 4d2

1

)
x8 + 8h

(
2d2

1 − 1
)
x6 + 8

(
7− 2d2

1

) (
h2 − 1

)
x4−

−96h
(
h2 − 1

)
x2 + 48

(
h2 − 1

)2
,

V (x) = 4x2
(
x2 − 2h− 2

)2 (
x2 − 2h+ 2

)2
.

Таким образом, функцияR (x) имеет полюс второго порядка в точке x0 = 0, а

также четыре полюса второго порядка x1, x2, x3, x4, которые являются корнями

двух квадратных трехчленов:

x2 − 2h− 2 = 0
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(его корни обозначим x1, x2) и

x2 − 2h+ 2 = 0

(его корни обозначим x3, x4). Разложение функции R (x) в сумму простейших

дробей имеет вид:

R (x) =
3

4x2
−

4∑
i=1

3

16 (x− xi)2−

−
2∑
i=1

(
4d2

1 (h+ 1)− 2h+ 1
)
xi

32 (h+ 1) (x− xi)
+

4∑
i=3

(
4d2

1 (h− 1)− 2h− 1
)
xi

32 (h− 1) (x− xi)
.

На основе этого разложения можно сделать следующие выводы.

1. Коэффициент b0 при
b0

x2
равен

b0 =
3

4
.

2. Для других конечных полюсов коэффициенты b1, . . . , b4 все одинаковы и

равны

bi = − 3

16
, i = 1, 2, 3, 4.

3. Разложение функции R (x) в ряд в окрестности точки x =∞ имеет вид:

R (x) = −
(
1 + 4d2

1

)
4x2

+O

(
1

x4

)
.

Попытаемся найти у дифференциального уравнения (17.1) в случае k1 = 0

решение вида (2.6), то есть решение, соответствующее Случаю 2 Теоремы 2.1.

Будем по шагам применять алгоритм Ковачича для Случая 2 так, как он описан

в пункте 3.4.
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Шаг 1. Сначала определим множества Exi, соответствующие конечным по-

люсам. Для полюса x = 0 соответствующее множество имеет вид

E0 = {−2, 2, 6}.

Для полюсов xi, i = 1, 2, 3, 4 множества Exi имеют вид

Exi = {1, 2, 3}, i = 1, 2, 3, 4.

Множество E∞ состоит только из одного элемента и равно

E∞ = {2}.

Шаг 2. Теперь мы должны рассмотреть все возможные наборы

s = (e∞, e0, ex1, ex2, ex3, ex4)

элементов множеств E∞, E0, Ex1, Ex2, Ex3, Ex4, причем в каждом наборе хотя

бы одно из чисел обязательно должно быть нечетным. Вычислим величину для

каждого набора s по формуле (3.11):

d =
1

2
(e∞ − e0 − ex1 − ex2 − ex3 − ex4) .

В соответствии с алгоритмом число d должно быть неотрицательным целым

числом. Анализируя все возможные наборы элементов множеств E∞, E0, Ex1,

Ex2, Ex3, Ex4 убеждаемся, что единственным набором, для которого d будет

неотрицательным целым числом, является набор

s1 = {2,−2, 1, 1, 1, 1},

для которого d = 0.
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Шаг 3. По формуле (3.12) составим функцию θ, используя набор чисел s1,

найденный на предыдущем шаге. Получаем:

θ = −1

x
+

2
(
x2 − 2h

)
x

(x2 − 2h− 2) (x2 − 2h+ 2)
.

Многочлен P степени d = 0 имеет вид P ≡ 1. Подставляя функцию R (x),

функцию θ и многочлен P в уравнение (3.13), убеждаемся, что оно выполняется

тождественно. Таким образом, окончательный результат может быть сформу-

лирован в виде следующей теоремы.

Теорема 20.1. В случае движения волчка Гесса (d1 6= 0), при условии, что

k1 = 0 дифференциальное уравнение (16.11) интегрируется в лиувиллевых

функциях. �

Действительно, в случае k1 = 0 дифференциальное уравнение (16.11) при-

нимает вид

d2u

dx2
+

x4 − 4
(
h2 − 1

)
x (x2 − 2h− 2) (x2 − 2h+ 2)

du

dx
+

d2
1x

2

(x2 − 2h− 2) (x2 − 2h+ 2)
u = 0. (20.1)

Общее решение уравнения (20.1) имеет вид:

u (x) = C1 exp

(
id1

∫
xdx√

x4 − 4hx2 + 4h2 − 4

)
+

+C2 exp

(
−id1

∫
xdx√

x4 − 4hx2 + 4h2 − 4

)
.

Видно, что данная функция относится к классу лиувиллевых функций ви-

да (2.6). Общее решение уравнения (20.1) может быть представлено также в
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виде:

u (x) = K1 sin

(
d1

2
ln
(
x2 − 2h+

√
x4 − 4hx2 + 4h2 − 4

))
+

+K2 cos

(
d1

2
ln
(
x2 − 2h+

√
x4 − 4hx2 + 4h2 − 4

))
,

где K1 и K2 – произвольные постоянные.

Итак, окончательно, можно сделать вывод, что существование лиувиллевых

решений вида (2.6) в задаче о движении тяжелого твердого тела с неподвижной

точкой в случае Гесса определяется условиями Теоремы 19.1. При выполнении

каждого из этих условий лиувиллевы решения вида (2.6) существуют незави-

симо от того, какие значения принимают другие параметры задачи.

Подведем итоги. Лиувиллевых решений, соответствующих Случаю 1 и Слу-

чаю 3 Теоремы 2.1, в задаче о движении волчка Гесса не существует. Лиувилле-

вы решения, соответствующие Случаю 2 Теоремы 2.1 существуют, если d1 = 0

или если k1 = 0.

Указанные выводы были сделаны для общего случая, когда предполагалось,

что все полюсы функции R (x), определяемой соотношением (17.2), различны.

Перейдем теперь к рассмотрению особых случаев, когда эти полюсы могут сов-

падать друг с другом.

21 Описание особых случаев

Заметим, что в знаменателе функции R (x), определяемой выражением (17.2),

стоит произведение двух многочленов: многочлена шестой степени (17.3) и ку-

бического многочлена (17.4). Исследуем детально многочлен шестой степени

(17.3). Как уже было замечено, в данный многочлен входят только четные сте-

пени независимой переменной, вследствие чего заменой x2 = z он приводится
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к многочлену третьей степени относительно z:

P3z = z3 − 4hz2 + 4
(
h2 − 1

)
z + 4k2

1 = 0. (21.1)

Исследуем вопрос о характере корней многочлена (21.1). При помощи замены

z = y +
4h

3

многочлен (21.1) приводится к виду

y3 − 4

(
1 +

h2

3

)
y + 4

(
k2

1 +
4h3

27
− 4h

3

)
= 0. (21.2)

Таким образом, многочлен (21.2) имеет вид

p = −4

3

(
1 +

h2

3

)
, q = 2

(
k2

1 +
4h3

27
− 4h

3

)
.

Характер корней многочлена (21.2) определяется знаком выражения

D = q2 + p3.

Если D > 0, то многочлен (21.2) имеет один действительный и два

комплексно-сопряженных корня. Если D < 0, то многочлен (21.2) имеет три

действительных различных корня. Если же D = 0, то многочлен (21.2) имеет

три действительных корня, два из которых совпали.

В явном виде выражение D записывается следующим образом:

D = 4

(
k4

1 +
8

27

(
h2 − 9

)
k2

1h−
16

27

(
h2 − 1

)2
)
. (21.3)

Таким образом, при D = 0 многочлен (17.3) может иметь кратные корни.
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Теперь рассмотрим многочлен третьей степени (17.4). На коэффициент d1

мы имеем условие d1 ∈ (−1, 0]. Положим

k1 = c3d1,

где c — новый параметр. Тогда многочлен (17.4) переписывается в виде

d1

(
x3 − c3

)
= 0. (21.4)

Корнями многочлена (21.4) являются числа

x1 = c, x2 =

(
−1

2
+
i
√

3

2

)
c, x3 =

(
−1

2
− i
√

3

2

)
c. (21.5)

Легко видеть, что при c 6= 0 корни x1, x2, x3 многочлена (21.4) все различны.

Таким образом, случай совпадения корней у многочлена (21.4) возможен лишь

при k1 = 0, который нами не рассматривается.

Однако возможен случай, когда один из корней (21.5) многочлена (21.4) яв-

ляется корнем многочлена шестой степени (17.3). Рассмотрим далее все воз-

можные критические случаи, описанные в данном разделе.

22 Критический случай кратных корней

Рассмотрим первый критический случай, когда многочлен шестой степе-

ни (17.3) имеет кратные корни. Предположим сначала, что d1 = 0, то есть рас-

смотрим движение волчка Лагранжа. При d1 = 0 кубический многочлен (17.4)

вырождается и становится постоянной величиной, поэтому общих корней у мно-

гочленов (17.3) и (17.4) при d1 = 0 быть не может. Всюду в дальнейшем будем

считать, что k1 6= 0.

Многочлен (17.3) имеет кратные корни, если обращается в ноль выражение

D, представленное формулой (21.3). Рассматривая соответствующее условие
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как биквадратное уравнение относительно k1

k4
1 +

8

27

(
h2 − 9

)
k2

1h−
16

27

(
h2 − 1

)2
= 0, (22.1)

убеждаемся, что единственное значение k2
1, удовлетворяющее данному уравне-

нию, имеет вид:

k2
1 =

4

27

((
h2 + 3

)√
h2 + 3− h

(
h2 − 9

))
.

При этом многочлен третьей степени (21.1) имеет три действительных корня

z1 =
4h

3
− 4

3

√
h2 + 3,

z2 = z3 =
4h

3
+

2

3

√
h2 + 3.

Видно, что величины z2 и z3 являются положительными. Это говорит о том,

что многочлен шестой степени (17.3) имеет один действительный положитель-

ный корень кратности 2 и один действительный отрицательный корень крат-

ности 2. Кроме того, многочлен шестой степени (17.3) имеет два чисто мнимых

корня, различающихся знаком, которые образуются при извлечении корня из

выражения z1, являющегося отрицательным.

Итак, окончательно, в рассматриваемом критическом случае многочлен

(17.3) может быть представлен в виде

(
x2 − z1

) (
x2 − z2

)2
.

При этом выражения z1 и z2 связаны соотношением

z2 =
z1

4
− 4

z1
,

позволяющим существенно упростить процедуру преобразования функции

R (x), стоящей в правой части уравнения (17.1). Действительно, в качестве па-
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раметра, через который выражаются h и k1, примем z1. Параметры h и k1

выражаются через z1 по формулам

h =
3

8
z1 −

2

z1
, k1 =

(
2

z1
− z1

8

)√
−z1. (22.2)

Подстановка выражений (22.2) и условия d1 = 0 в коэффициенты a (x) и

b (x) уравнения (16.11) дает следующие выражения для этих коэффициентов

a (x) =
16z1x

4 + 2
(
16− 7z2

1

)
x2 + z1

(
z2

1 − 16
)

(x2 − z1) (4z1x2 + 16− z2
1)x

,

b (x) =
z1 (z1 − 4)2 (z1 + 4)2

4 (x2 − z1) (4z1x2 + 16− z2
1)

2
x2
.

По формуле (1.3) вычислим функцию R (x). Она представляет собой рацио-

нальную функцию, знаменатель которой имеет вид:

V (x) =
(
x2 − z1

)2 (
4z1x

2 − z2
1 + 16

)2
.

Таким образом, функция R (x) имеет четыре конечных полюса второго по-

рядка. Ее разложение в сумму простейших дробей имеет довольно громоздкий

вид и не приводится здесь полностью. Однако можно отметить следующие осо-

бенности этого разложения.

1. Коэффициенты bi при выражениях
bi

(x− xi)2 , где xi, i = 1, 2 – корни мно-

гочлена

x2 − z1 = 0,

все одинаковы и равны

bi = − 3

16
, i = 1, 2.
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2. Коэффициенты bi при выражениях
bi

(x− xi)2 , где xi, i = 3, 4 – корни мно-

гочлена

4z1x
2 − z2

1 + 16 = 0, (22.3)

все одинаковы и равны

bi = − z2
1 + 8

2 (3z2
1 + 16)

, i = 3, 4.

3. Разложение функции R (x) в ряд в окрестности точки x =∞ имеет вид:

R (x) =
2

x2
+O

(
1

x4

)
.

Выясним, могут ли у дифференциального уравнения (17.1) в рассматривае-

мом критическом случае существовать лиувиллевы решения вида (2.1) то есть

решения, соответствующие Случаю 1 Теоремы 2.1 (существование лиувиллевых

решений вида (2.6) при всех значениях параметров h и k1 было установлено в

пунктах 19 и 20). В соответствии с алгоритмом Ковачича для поиска лиувил-

левых решений вида (2.1), вычислим сначала постоянные α±c . Для конечных

полюсов x = xi, i = 1, 2 они равны

α+
xi

=
3

4
, α−xi =

1

4
, i = 1, 2.

Значения α±∞ оказываются равными

α+
∞ = 2, α−∞ = −1.

Легко видеть, что коэффициенты bi при полюсах x = xi, i = 3, 4, являющих-

ся корнями многочлена (22.3), зависят от z1. Оценим эти выражения. Отметим,

прежде всего, что bi < 0, i = 3, 4. Покажем теперь, что для этих коэффициентов
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справедливо неравенство

bi < −
3

16
, i = 3, 4.

Действительно, неравенство

− z2
1 + 8

2 (3z2
1 + 16)

< − 3

16

может быть переписано в виде:

z2
1 + 8

3z2
1 + 16

− 3

8
> 0.

Последнее неравенство эквивалентно неравенству

16− z2
1

8 (3z2
1 + 16)

> 0,

справедливому при всех значениях z1 таких, что k1 6= 0.

Кроме того, анализ выражений bi, i = 3, 4 показывает, что при z1 = 0 данные

выражения принимают минимальное значение, равное

bi = −1

4
.

Окончательно, для коэффициентов bi, i = 3, 4 справедлива оценка

−1

4
< bi < −

3

16
.

Тогда для величины

α+
xi

=
1

2
+

1

2

√
1 + 4bi =

1

2
− z1

2
√

3z2
1 + 16

, i = 3, 4

справедлива оценка
1

2
< α+

xi
<

3

4
,
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а для величины

α−xi =
1

2
− 1

2

√
1 + 4bi =

1

2
+

z1

2
√

3z2
1 + 16

, i = 3, 4

справедлива оценка
1

4
< α−xi <

1

2
,

Следовательно, в рассматриваемом случае постоянная d, вычисляемая по

формуле (3.2), может быть только равной нулю. Значение d = 0 достигается для

наборов s = (s (∞) , s (x1) , s (x2) , s (x3) , s (x4)) знаков "плюс" или "минус"

s1 = (+, +, −, +, −) , s2 = (+, −, +, +, −) ,

s3 = (+, +, −, −, +) , s4 = (+, −, +, −, +) .

Все эти наборы подлежат проверке. Начнем с проверки набора s1. Для набора

s1 по формуле (3.3) определим функцию θ. Она имеет вид

θ =
3

4 (x− x1)
+

1

4 (x− x2)
+

α+
x3

(x− x3)
+

α−x3
(x− x4)

.

Многочлен P степени d = 0 имеет вид P ≡ 1. Подстановка многочлена P

и функции θ в дифференциальное уравнение (3.4) приводит его к виду (18.4).

В левой части полученного уравнения стоит рациональное выражение, которое

обращается в ноль только при z1 = 0. Но мы считаем, что z1 6= 0. Поэтому мож-

но утверждать, что выражение в левой части уравнения (18.4) в ноль не обра-

щается. Таким образом, в рассматриваемом критическом случае для набора s1

не существует лиувиллевых решений вида (2.1) в задаче о движении тяжелого

твердого тела с неподвижной точкой в случае Лагранжа. Аналогично устанав-

ливается факт отсутствия лиувиллевых решений вида (2.1) в рассматриваемом

критическом случае для наборов s2, s3, s4. Окончательно, можно утверждать,

что лиувиллевых решений вида (2.1) (то есть решений, соответствующих Слу-
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чаю 1 Теоремы 2.1) в задаче о движении тяжелого твердого тела с неподвижной

точкой в случае Лагранжа не существует.

Теперь рассмотрим случай d1 6= 0. В качестве параметров, входящих в со-

ответствующие коэффициенты a (x) и b (x) уравнения (16.11), примем d1 и z1.

Подстановка выражений (22.2) в коэффициенты a (x) и b (x) уравнения (16.11)

дает следующие выражения для этих коэффициентов

a (x) =
U1 (x)

V1 (x)
,

U1 (x) = 32d1z
2
1x

7 +
(
z2

1 − 16
) [

8d1z1x
5 + 16z1

√
−z1x

4−

− 16d1z
2
1x

3 − 2
(
7z2

1 − 16
)√
−z1x

2 + z1

(
z2

1 − 16
)√
−z1

]
,

V1 (x) = x
(
x2 − z1

) (
4z1x

2 − z2
1 + 16

) (
8d1z1x

3 +
(
z2

1 − 16
)√
−z1

)
,

b (x) =

(
8d1z1x

3 + 16
√
−z1 − z2

1

√
−z1

) (
8d1z1x

3 − 16
√
−z1 + z2

1

√
−z1

)
4x2 (x2 − z1) (4z1x2 + 16− z2

1)
2 .

По формуле (1.3) вычислим функцию R (x). Она представляет собой рацио-

нальную функцию, знаменатель которой имеет вид:

V (x) =
(
x2 − z1

)2 (
4z1x

2 − z2
1 + 16

)2 (
8d1z1x

3 − 16
√
−z1 + z2

1

√
−z1

)2
.

Таким образом, функция R (x) имеет семь конечных полюсов второго поряд-

ка. Ее разложение в сумму простейших дробей имеет довольно громоздкий вид

и не приводится здесь полностью. Однако можно отметить следующие особен-

ности этого разложения.

1. Коэффициенты bi при выражениях
bi

(x− xi)2 , где xi, i = 1, 2, 3 – корни

многочлена

8d1z1x
3 − 16

√
−z1 + z2

1

√
−z1 = 0,
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все одинаковы и равны

bi =
3

4
, i = 1, 2, 3.

2. Коэффициенты bi при выражениях
bi

(x− xi)2 , где xi, i = 4, 5 – корни мно-

гочлена

x2 − z1 = 0,

все одинаковы и равны

bi = − 3

16
, i = 4, 5.

3. Коэффициенты bi при выражениях
bi

(x− xi)2 , где xi, i = 6, 7 – корни мно-

гочлена (22.3), все одинаковы и равны

bi =
1

4

(
z2

1

(
d2

1 − 2
)
− 16

(
d2

1 + 1
)

16 + 3z2
1

)
, i = 6, 7.

4. Разложение функции R (x) в ряд в окрестности точки x =∞ имеет вид:

R (x) = −
(
1 + 4d2

1

)
4x2

+O

(
1

x4

)
.

Особенности разложения в ряд функции R (x) в окрестности точки x = ∞
позволяют утверждать, что у дифференциального уравнения (16.11) в рассмат-

риваемом случае могут существовать лиувиллевы решения только вида (2.6),

то есть решения, соответствующие Случаю 2 Теоремы 2.1. Кроме того, легко

видеть, что коэффициенты bi при полюсах x = xi, i = 6, 7, являющихся корня-

ми многочлена (22.3), не являются постоянными, а зависят от параметров d1 и

z1. Оценим эти выражения. Заметим, прежде всего, что в силу ограничений на

параметр d1 можно сделать вывод, что коэффициенты bi < 0, i = 6, 7. Покажем
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теперь, что для этих коэффициентов справедливо неравенство

bi < −
3

16
, i = 6, 7.

Для этого докажем справедливость неравенства

16
(
d2

1 + 1
)

+
(
2− d2

1

)
z2

1

16 + 3z2
1

>
3

4
. (22.4)

Знаменатель левой части неравенства (22.4) является положительным, сле-

довательно, мы можем домножить на него обе части неравенства и знак нера-

венства при этом не изменится. Получаем

16d2
1 + 16 + 2z2

1 − d2
1z

2
1 > 12 +

9

4
z2

1.

Перенося вправо все выражения, содержащие z2
1 , а влево – все выражения,

не содержащие z2
1 , получаем:

16

(
d2

1 +
1

4

)
> z2

1

(
d2

1 +
1

4

)
.

Таким образом, неравенство (22.4) приводится к неравенству

16 > z2
1,

которое справедливо при всех значениях z1 таких, что k1 6= 0.

Итак, попытаемся найти у уравнения (16.11) в рассматриваемом критиче-

ском случае решение вида (2.6), то есть решение, соответствующее Случаю 2

Теоремы 2.1. Будем по шагам применять алгоритм Ковачича для Случая 2 так,

как он описан в пункте 3.4.

Шаг 1. Сначала определим множества Exi, соответствующие конечным по-

люсам. Для полюсов x = xi, i = 1, 2, 3 соответствующие множества имеют вид

Exi = {−2, 2, 6}, i = 1, 2, 3.
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Для полюсов xi, i = 4, 5 множества Exi имеют вид

Exi = {1, 2, 3}, i = 4, 5.

Наконец, с учетом оценок, сделанных для коэффициентов bi, i = 6, 7, можно

утверждать, что множества Exi, соответствующие этим полюсам, состоят из

одного элемента и равны

Exi = {2}, i = 6, 7.

Множество E∞, соответствующее полюсу в точке x = ∞, также состоит

только из одного элемента и равно

E∞ = {2}.

Шаг 2. Теперь мы должны рассмотреть все возможные работы

s = (e∞, ex1, ex2, ex3, ex4, ex5, ex6, ex7)

элементов множеств E∞, Ex1, Ex2, Ex3, Ex4, Ex5, Ex6, Ex7, причем в каждом

наборе хотя бы одно из чисел обязательно должно быть нечетным. Вычислим

величину d для каждого набора s по формуле (3.11):

d =
1

2
(e∞ − ex1 − ex2 − ex3 − ex4 − ex5 − ex6 − ex7) .

В соответствии с алгоритмом число d должно быть неотрицательным целым

числом. Анализируя все возможные наборы элементов множеств E∞, Ex1, Ex2,

Ex3, Ex4, Ex5, Ex6, Ex7, легко видеть, что постоянная d является неотрицатель-

ным целым числом всего для трех наборов. Для набора

s1 = (2,−2,−2,−2, 1, 1, 2, 2)
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имеем d = 1, а для наборов

s2 = (2,−2,−2,−2, 3, 1, 2, 2) , s3 = (2,−2,−2,−2, 1, 3, 2, 2) ,

имеем d = 0.

Шаг 3. Рассмотрим сначала набор s1. По коэффициентам этого набора, ис-

пользуя формулу (3.12), вычислим функцию θ. Она оказывается равной

θ = − 24d1z1x
2

8d1z1x3 − 16
√
−z1 + z2

1

√
−z1

+
x

x2 − z1
+

8z1x

4z1x2 − z2
1 + 16

.

Многочлен P степени d = 1 имеет вид P ≡ x + B, где B – коэффициент,

подлежащий определению. Подставляя функцию R, функцию θ и многочлен

P в уравнение (3.13), получаем в левой части этого уравнения рациональное

выражение, в числителе которого стоит многочлен 12-ой степени

P12 = −8192d3
1z

5
1

(
1 + 4d2

1

)
Bx12 + · · ·

Чтобы старший коэффициент этого многочлена обратился в ноль, положим

B = 0. Тогда в числителе рационального выражения останется многочлен де-

сятой степени, старший коэффициент которого имеет вид

P10 = 12288z4
1d

4
1

√
−z1 (z1 − 4) (z1 + 4)x10 + · · ·

Поскольку z1 < 0, то z1 − 4 < 0. Случаи z1 = 0 и d1 = 0 здесь не рассматри-

ваются, так как уже были рассмотрены выше. Также следует отбросить случай

z1 = −4, так как в этом случае мы получаем z2 = 0. Таким образом, если не

принимать во внимание случаи, рассмотренные выше, то старший коэффициент

этого многочлена в ноль не обращается. Это означает, что для набора s1 не су-

ществует лиувиллевых решений вида (2.6), то есть решений, соответствующих

Случаю 2 Теоремы 2.1.
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Аналогично показывается, что для наборов s2 и s3 не существует лиувилле-

вых решений вида (2.6). Окончательно можно сделать следующий вывод.

Теорема 22.1. В критическом случае кратных корней у многочлена (17.3)

линейное уравнение (16.11) не имеет лиувиллевых решений. �

Таким образом, в первом из рассмотренных нами критических случаев, когда

многочлен (17.3) имеет кратные корни, лиувиллевых решений не существует.

23 Критический случай совпадающих действительных

корней

Рассмотрим теперь случай, когда корень x1 = c – действительный корень много-

члена (17.4) из числа корней (21.5), является также корнем многочлена шестой

степени (17.3). Ранее мы уже указали связь между корнем x1 = c и параметра-

ми k1 и d1:

k1 = c3d1.

Условие того, что x1 = c является корнем многочлена (17.3), записывается в

виде: (
1 + 4d2

1

)
c4 − 4hc2 + 4h2 − 4 = 0. (23.1)

Из условия (23.1) легко выразить d1. Действительно, имеем:

d2
1 =

4−
(
c2 − 2h

)2

4c4
. (23.2)

Воспользуемся равенством (23.2) для упрощения коэффициентов a (x) и b (x)

уравнения (16.11). Параметрами, входящими в эти коэффициенты, будем счи-

тать c и h. С учетом равенства (23.2), коэффициенты a (x) и b (x) выражаются
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следующим образом:

a (x) =
x2
(
x3 − 3c3

)
(x− c) (x+ c) (x4 + (c2 − 4h)x2 + c4 − 4c2h+ 4h2 − 4)

−

−
4
(
h2 − 1

)
x3 +

(
2h− c2 + 2

) (
2h2 − c2 − 2

)
c3

x (x− c) (x2 + xc+ c2) (x4 + (c2 − 4h)x2 + c4 − 4c2h+ 4h2 − 4)
+

+
c2x
(
12chx+ 4h2 − 4− c4 + 4c2h

)
(x− c) (x+ c) (x2 + xc+ c2) (x4+(c2−4h)x2+c4−4c2h+4h2−4)

,

b (x) = −
(
x2 − xc+ c2

) (
x2 + xc+ c2

) (
2h− c2 + 2

) (
2h− c2 − 2

)
4c4x2 (x4 + (c2 − 4h)x2 + c4 − 4c2h+ 4h2 − 4)

.

По формуле (1.3) вычислим функцию R (x) для данного критического слу-

чая. Она представляет собой рациональную функцию, знаменатель которой

имеет вид:

V (x) = (x− c)2 (x2 + xc+ c2
)2

(x+ c)2×

×
(
x4 +

(
c2 − 4h

)
x2 + c4 − 4c2h+ 4h2 − 4

)2
c4.

Таким образом, функция R (x) имеет восемь конечных полюсов второго по-

рядка. Полюсам функции R (x) соответствуют значения x = c и x = −c, а
также корни x1, x2, x3, x4 многочлена четвертой степени

x4 +
(
c2 − 4h

)
x2 + c4 − 4c2h+ 4h2 − 4 = 0, (23.3)

и корни x5 и x6 многочлена

x2 + xc+ c2 = 0. (23.4)

Разложение функции R (x) в сумму простейших дробей имеет довольно гро-

моздкий вид, но можно отметить следующие его свойства.
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1. Коэффициент bc при выражении
bc

(x− c)2 равен

bc =
5

16
.

2. Коэффициент b−c при выражении
b−c

(x+ c)2 равен

b−c = − 3

16
.

3. Коэффициенты bi при выражениях
bi

(x− xi)2 , где xi, i = 1, 2, 3, 4 – корни

многочлена (23.3) все одинаковы и равны

bi = − 3

16
, i = 1, 2, 3, 4.

4. Коэффициенты bi при выражениях
bi

(x− xi)2 , где xi, i = 5, 6 – корни мно-

гочлена (23.4) все одинаковы и равны

bi =
3

4
, i = 5, 6.

5. Разложение функции R (x) в ряд в окрестности точки x =∞ имеет вид:

R (x) = −
(
1 + 4d2

1

)
4x2

+O

(
1

x4

)
.

Указанные особенности функции R (x) позволяют утверждать, что у диф-

ференциального уравнения (16.11) (или (17.1)) в рассматриваемом критическом

случае могут существовать лиувиллевы решения только вида (2.6), то есть ре-

шения, соответствующие Случаю 2 Теоремы 2.1. Для нахождения этих лиувил-

левых решений будем по шагам применять алгоритм Ковачича для Случая 2

так, как он описан в пункте 3.4.
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Шаг 1. Определим сначала множества Exi, соответствующие конечным по-

люсам. Для полюса x = c соответствующее множество имеет вид:

Ec = {−1, 2, 5}.

Для полюса x = −c соответствующее множество имеет вид:

E−c = {1, 2, 3}.

Для конечных полюсов x = xi, i = 1, 2, 3, 4 соответствующие множества Exi

одинаковы и равны

Exi = {1, 2, 3}, i = 1, 2, 3, 4.

Наконец, для конечных полюсов x = xi, i = 5, 6 множества Exi равны

Exi = {−2, 2, 6}, i = 5, 6.

Множество E∞, соответствующее полюсу в точке x =∞, состоит из одного

элемента и равно

E∞ = {2}.

Шаг 2. Теперь из элементов этих множеств нам следует составить наборы

s = (e∞, ec, e−c, ex1, ex2, ex3, ex4, ex5, ex6)

и выяснить, для каких наборов число d, вычисляемое по формуле (3.11), яв-

ляется неотрицательным целым числом. Анализируя все возможные наборы

элементов множеств E∞, Ec, E−c, Ex1, Ex2, Ex3, Ex4, Ex5, Ex6, легко видеть, что

минимальное значение суммы элементов множеств, соответствующих конечным

полюсам, равно нулю. Следовательно, для набора

s1 = (2,−1, 1, 1, 1, 1, 1,−2,−2)
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постоянная d = 1, а для наборов

s2 = (2,−1, 3, 1, 1, 1, 1,−2,−2) , s3 = (2,−1, 1, 3, 1, 1, 1,−2,−2) ,

s4 = (2,−1, 1, 1, 3, 1, 1,−2,−2) , s5 = (2,−1, 1, 1, 1, 3, 1,−2,−2) ,

s6 = (2,−1, 1, 1, 1, 1, 3,−2,−2) , s7 = (2,−1, 2, 2, 1, 1, 1,−2,−2) ,

s8 = (2,−1, 2, 1, 2, 1, 1,−2,−2) , s9 = (2,−1, 2, 1, 1, 2, 1,−2,−2) ,

s10 = (2,−1, 2, 1, 1, 1, 2,−2,−2) , s11 = (2,−1, 1, 2, 2, 1, 1,−2,−2) ,

s12 = (2,−1, 1, 2, 1, 2, 1,−2,−2) , s13 = (2,−1, 1, 2, 1, 1, 2,−2,−2) ,

s14 = (2,−1, 1, 1, 2, 2, 1,−2,−2) , s15 = (2,−1, 1, 1, 2, 1, 2,−2,−2) ,

s16 = (2,−1, 1, 1, 1, 2, 2,−2,−2) .

постоянная d = 0. Все эти наборы нуждаются в проверке.

Шаг 3. Начнем с проверки набора s1. Используя элементы этого набора, по

формуле (3.12) определим функцию θ:

θ =
2x3 +

(
c2 − 4h

)
x

x4 + (c2 − 4h)x2 + c4 − 4c2h+ 4h2 − 4
− 2x+ c

x2 + xc+ c2
− c

x2 − c2
.

Многочлен P степени d = 1 равен P ≡ x + B, где B – коэффициент, под-

лежащий определению. Подставляя функцию R, функцию θ и многочлен P в

уравнение (3.13), получаем в левой части этого уравнения рациональное выра-

жение, в числителе которого стоит многочлен восьмой степени вида

P8 = 4
(
h2 − c2h− 1

)
Bx8 + · · · .
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Если положим B = 0, то многочлен P8 станет многочленом шестой степени

вида

P6 = 3c3
(
2h− c2 + 2

) (
2h− c2 − 2

)
x6 + · · ·

Коэффициент при x6 у многочлена P6 обращается в ноль только если c = 0

или d1 = 0. Ни одна из этих возможностей нами не рассматривается, поэтому

многочлен P6 тождественно в ноль не обращается. Аналогично проверяется, что

тождественно не обращается в ноль многочлен шестой степени, получаемый из

P8 если предположить, что

h2 − c2h− 1 = 0. (23.5)

Окончательно это означает, что для набора s1 не существует лиувиллевых

решений вида (2.6) у дифференциального уравнения (16.11) (или (17.1)) в рас-

сматриваемом нами критическом случае.

Теперь поочередно рассмотрим наборы s2, . . . , s6. Для набора s2 функция θ,

определяемая по формуле (3.12):

θ =
2x3 +

(
c2 − 4h

)
x

x4 + (c2 − 4h)x2 + c4 − 4c2h+ 4h2 − 4
− 2x+ c

x2 + xc+ c2
+
x− 2c

x2 − c2
.

Многочлен P степени d = 0 имеет вид P ≡ 1. Подставляя функцию R,

функцию θ и многочлен P в уравнение (3.13), получаем в левой части это-

го уравнения рациональное выражение, в числителе которого стоит многочлен

восьмой степени вида

P8 = 4
(
h2 − c2h− 1

)
x8 + · · ·

Если предположить, что выполняется условие (23.5), то подстановка этого

условия в многочлен P8 приведет его к многочлену шестой степени, не обраща-

ющемуся в ноль ни при каких значениях параметров таких, что c 6= 0 и d1 6= 0.

Таким образом, для набора s2 также не существует лиувиллевых решений ви-
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да (2.6) у дифференциального уравнения (16.11).

Аналогично проверяются наборы s3, . . . , s6. Ни для одного из этих наборов

уравнение (16.11) не имеет лиувиллевых решений вида (2.6).

Проверка наборов s7, . . . , s16 также приводит к результату, что дифференци-

альное уравнение (16.11) не имеет лиувиллевых решений вида (2.6) в рассмат-

риваемом нами критическом случае.

Итак, окончательно, можно утверждать, что если у многочленов (17.3)

и (17.4) есть общий действительный корень, не являющийся кратным корнем

многочлена (17.3), то уравнение (16.11) не имеет лиувиллевых решений.

24 Особенный случай совпадающих действительных кор-

ней многочленов

Теперь рассмотрим случай, когда действительный корень x1 = c многочлена

третьей степени (17.4) является кратным корнем многочлена (17.3). В этом

случае многочлен третьей степени (21.1), получаемый из многочлена (17.3),

допускает разложение на множители вида

P3z = z3 − 4hz2 + 4
(
h2 − 1

)
z + 4d2

1c
6 =

(
z − c2

)2
(z + z1) .

Сравнивая коэффициенты при одинаковых степенях z у двух различных

представлений многочлена P3z, получаем следующую систему уравнений на па-

раметры задачи:

2c2 − z1 − 4h = 0, 2c2z1 − c4 + 4h2 − 4 = 0,

4d2
1c

6 − c4z1 = 0.

(24.1)
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Решая систему (24.1), находим следующие выражения параметров h, z1 и d1

через параметр c:

d2
1 =

√
c4 + 4

2c2
− 1

2
, z1 = 2

√
c4 + 4− 2c2, h = c2 −

√
c4 + 4

2
. (24.2)

Подстановка выражений (24.2) в функции a (x) и b (x), являющиеся коэф-

фициентами уравнения (16.11), дает следующие выражения для этих коэффи-

циентов:

a (x) =
x5 + 2cx4 + 4c2x3 + 2c3x2 + 2c2 (2x+ c)

(√
c4 + 4− c2

)
x (x+ c) (x2 + xc+ c2)

(
x2 + 2

√
c4 + 4− 2c2

) ,

b (x) =

(
x2 + xc+ c2

) (
x2 − xc+ c2

) (√
c4 + 4− c2

)
2c2x2 (x− c) (x+ c)

(
x2 + 2

√
c4 + 4− 2c2

) .
По формуле (1.3) вычислим функцию R (x) для данного критического слу-

чая. Она представляет собой рациональную функцию, знаменатель которой

имеет вид

V (x) = 4c2 (x+ c)2 (x2 + xc+ c2
)2
(
x2 + 2

√
c4 + 4− 2c2

)2

(x− c) .

Таким образом, функцияR (x) имеет шесть конечных полюсов. В точке x = c

функция R (x) имеет полюс первого порядка, а в точке x = −c – полюс второго

порядка. Также функция R (x) имеет полюсы второго порядка в точках x = x1

и x = x2, являющихся корнями многочлена второй степени:

x2 + xc+ c2 = 0, (24.3)

и в точках x = x3 и x = x4, являющихся корнями многочлена второй степени:

x2 + 2
√
c4 + 4− 2c2 = 0. (24.4)
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Разложение функции R (x) в сумму простейших дробей имеет довольно гро-

моздкий вид, и не представлено здесь явно. Однако можно отметить следующие

его особенности.

1. Коэффициенты bi при выражениях
bi

(x− xi)2 , где xi, i = 1, 2 – корни мно-

гочлена (24.3), все одинаковы и равны

bi =
3

4
, i = 1, 2.

2. Коэффициенты bi при выражениях
bi

(x− xi)2 , где xi, i = 3, 4 – корни мно-

гочлена (24.4), все одинаковы и равны

bi = − 3

16
, i = 3, 4.

3. Коэффициент b−c при выражении
b−c

(x+ c)2 равен

b−c = −1

4
.

4. Разложение функции R (x) в ряд в окрестности точки x =∞ имеет вид:

R (x) = −
(
1 + 4d2

1

)
4x2

+O

(
1

x4

)
,

где параметр d1 выражается через параметр c по формулам (24.2).

Указанные особенности функции R (x) позволяют утверждать, что у диф-

ференциального уравнения (16.11) (или (17.1)) в рассматриваемом критическом

случае могут существовать лиувиллевы решения только вида (2.6), то есть ре-

шения, соответствующие Случаю 2 Теоремы 2.1. Для нахождения этих лиувил-

левых решений будем по шагам применять алгоритм Ковачича для Случая 2

так, как он описан в пункте 3.4.
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Шаг 1. Определим сначала множества Exi, соответствующие конечным по-

люсам. Для полюса первого порядка x = c соответствующее множество имеет

вид:

Ec = {4}.

Для полюса второго порядка x = −c соответствующее множество имеет вид:

E−c = {2}.

Для конечных полюсов второго порядка x = xi, i = 1, 2 множества Exi

одинаковы и равны

Exi = {−2, 2, 6}, i = 1, 2.

Для конечных полюсов второго порядка x = xi, i = 3, 4 соответствующие

множества Exi одинаковы и равны

Exi = {1, 2, 3}, i = 3, 4.

Наконец, множество E∞, соответствующее полюсу в точке x = ∞, состоит

из одного элемента и равно

E∞ = {2}.

Шаг 2. Теперь из элементов этих множеств нам следует составить наборы

s = (e∞, ec, e−c, ex1, ex2, ex3, ex4, ex5, ex6) ,

элементов множеств E∞, Ec, E−c, Exi, i = 1, . . . , 6 и выяснить, для каких набо-

ров постоянная d, вычисляемая по формуле (3.11), является неотрицательным

целым числом. Анализируя все возможные наборы элементов множеств E∞, Ec,

E−c, Exi, i = 1, . . . , 6, легко видеть, что минимальное значение суммы элементов

множеств, соответствующих конечным полюсам, равно четырем. Это означает,

что не найдется ни одного набора s, для которого постоянная d, вычисляемая
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по формуле (3.11), была бы неотрицательным целым числом. Следовательно, в

рассматриваемом критическом случае уравнение (16.11) не имеет лиувиллевых

решений.

25 Критический случай совпадающих комплексных кор-

ней

Теперь рассмотрим случай, когда корнем многочлена (17.3) является комплекс-

ный корень x2 или x3 из числа корней (21.5) многочлена (17.4). Подставляя лю-

бой из этих корней в многочлен (17.3) и учитывая, что k1 = c3d1, найдем, при-

равнивая нулю действительную и мнимую части получившегося выражения,

что параметры задачи в этом случае должны удовлетворять двум условиям:

h2 + hc2 − 1 = 0,
(
1 + 4d2

1

)
c4 + 2hc2 − 2

(
h2 − 1

)
= 0. (25.1)

Рассмотрим первое из уравнений (25.1). Это квадратное уравнение относи-

тельно h, имеющее корни

h1 =
1

2

√
c4 + 4− c2

2
, h2 = −1

2

√
c4 + 4− c2

2
.

Легко видеть, что для значения h2 справедливо условие

−1

2

√
c4 + 4− c2

2
≤ −1,

причем равенство достигается лишь в случае c = 0, который нами не рассмат-

ривается. Поэтому, принимая во внимание диапазон изменения параметра h,

получаем, что h может принимать только значение h = h1. Таким образом, па-

раметры h и c связаны в рассматриваемом критическом случае соотношением

h =

√
c4 + 4

2
− c2

2
.



254

Если мы подставим теперь полученное значение h во второе уравнение си-

стемы (25.1) и разрешим это уравнение относительно d2
1, то мы получаем, что

d2
1 = −2

√
c4 + 4− c2

4c2
. (25.2)

Легко видеть, что выражение, стоящее в правой части равенства (25.2), яв-

ляется отрицательным при любом c 6= 0. Следовательно, равенство (25.2) не

может выполняться ни при каких значениях параметров. Это, в свою очередь,

означает, что комплексные корни (21.5) многочлена (17.4) не могут быть кор-

нями многочлена шестой степени (17.3). Следовательно, рассматриваемый кри-

тический случай не имеет места.

Таким образом, нами была рассмотрена задача о движении тяжелого твер-

дого тела с неподвижной точкой при условиях Гесса. Мы показали, что решение

задачи сводится к интегрированию линейного дифференциального уравнения

второго порядка (16.11) с рациональными коэффициентами. Применение к дан-

ному дифференциальному уравнению алгоритма Ковачича позволило устано-

вить, что это уравнение допускает лиувиллевы решения только вида (2.6) и

только если движущееся твердое тело является волчком Лагранжа d1 = 0, или

если проекция кинетического момента тела на вертикаль равна нулю k1 = 0.

Таким образом, вопрос о существовании лиувиллевых решений у дифференци-

ального уравнения (16.11), к интегрированию которого сводится задача о дви-

жении тяжелого твердого тела с неподвижной точкой в случае Гесса, полностью

исследован.
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26 Приложение. Движения твердого тела в случае

Лагранжа при нулевой постоянной интеграла площа-

дей

Выясним, какие движения совершает тяжелое твердое тело в случае Гесса, ес-

ли кроме условий (13.3) выполняются также условия (16.10). Условие d1 = 0

равносильно условию

(A1 − A2)x1x2 = 0. (26.1)

Будем считать, что A1 6= A2, поскольку случай равенства двух этих момен-

тов инерции при x1 6= 0, x2 6= 0 соответствует случаю полной кинетической

симметрии. Тогда условие (26.1) выполняется, если x1 = 0 или x2 = 0. Будем

считать, что x1 = 0 (случай x2 = 0 рассматривается аналогично). Это условие,

учитываемое совместно с условиями Гесса (13.3), соответствует случаю Лагран-

жа

x1 = 0, x3 = 0, A1 = A3, x2 = a 6= 0. (26.2)

Интеграл Гесса (13.4) принимает вид

ω2 = 0, (26.3)

а интеграл площадей переписывается следующим образом:

ω1γ1 + ω3γ3 = 0, (26.4)

с учетом того, что постоянная интеграла площадей равна нулю.

Уравнения Эйлера (13.1) при условиях (26.2) принимают вид:

A1ω̇1 = −Mgaγ3, A1ω̇3 = Mgaγ1.
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Вводя углы Эйлера по формулам

γ1 = sin θ cosϕ, γ2 = cos θ, γ3 = sin θ sinϕ,

ω1 = ψ̇ sin θ cosϕ− θ̇ sinϕ, ω2 = ψ̇ cos θ + ϕ̇, ω3 = ψ̇ sin θ sinϕ+ θ̇ cosϕ ,

убеждаемся, что условие (26.3) переписывается в виде

ψ̇ cos θ + ϕ̇ = 0, (26.5)

а условие (26.4) принимает вид

ψ̇ sin2 θ = 0. (26.6)

Будем считать, что sin θ 6= 0 (иначе все компоненты угловой скорости –

нулевые). Тогда из условия (26.6) следует, что ψ̇ = 0. Условие (26.5) немедленно

дает ϕ̇ = 0 и, значит, на рассматриваемых движениях волчка Лагранжа углы

прецессии и собственного вращения оказываются постоянными:

ψ = ψ0 = const, ϕ = ϕ0 = const.

С учетом этого, выражения для компонент ω1 и ω3 угловой скорости тела

принимают вид:

ω1 = −θ̇ sinϕ0, ω3 = θ̇ cosϕ0.

Уравнения Эйлера (13.1) приводятся к одному уравнению:

θ̈ − Mga

A1
sin θ = 0,

описывающему маятниковые нутационные колебания твердого тела в окрест-

ности значения θ = π. Следовательно, движениям волчка Гесса, на которых

d1 = 0 и k1 = 0, отвечают маятниковые нутационные колебания волчка.
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ГЛАВА 4. ЗАДАЧА О ДВИЖЕНИИ ТЯЖЕЛОГО
ОДНОРОДНОГО ШАРА ПО АБСОЛЮТНО ШЕРОХОВАТОЙ

ПОВЕРХНОСТИ ВРАЩЕНИЯ

27 Введение

Задача о качении без скольжения однородного шара по неподвижной поверх-

ности под действием силы тяжести является одной из классических задач ме-

ханики неголономных систем [74–76, 83, 87, 88, 143, 149, 152]. Обычно при рас-

смотрении этой задачи, следуя подходу, предложенному в трактате Э. Дж. Ра-

уса [152], принято задавать в явном виде поверхность, по которой движется

центр шара, а не опорную поверхность, по которой катится шар. Поверхность,

по которой движется центр шара, является эквидистантной к поверхности, по

которой движется точка контакта. Еще из работ Э. Дж. Рауса [152] и Ф. Нете-

ра [143] было известно, что если при качении шара по поверхности под дей-

ствием силы тяжести его центр движется по заданной поверхности вращения,

то задача сводится к интегрированию одного линейного дифференциального

уравнения второго порядка относительно компоненты скорости центра шара

в проекции на направление касательной к параллели поверхности вращения.

Если для некоторой поверхности вращения удается найти в явном виде общее

решение соответствующего уравнения, то задача о движении шара может быть

проинтегрирована в квадратурах. Поэтому представляет интерес вопрос — для

каких поверхностей вращения соответствующее линейное дифференциальное

уравнение второго порядка допускает общее решение, которое можно записать

в явном виде, например, с помощью лиувиллевых функций. Ответ на этот во-

прос также дает алгоритм Ковачича [105].

В этой главе мы приводим наш собственный способ получения линейного

дифференциального уравнения второго порядка, к интегрированию которого

сводится задача о качении тяжелого шара по неподвижной поверхности такой,



258

что центр шара при качении движется по заданной поверхности вращения. При-

меняя затем к полученному линейному дифференциальному уравнению второго

порядка алгоритм Ковачича, мы показываем, что в случае, когда центр шара

принадлежит невырожденной поверхности вращения второго порядка, общее

решение данного уравнения может быть найдено в явном виде. Это означает,

что задача о качении шара по поверхности такой, что при качении шара его

центр принадлежит невырожденной поверхности вращения второго порядка,

интегрируется в лиувиллевых функциях. Также интегрируемой в лиувиллевых

функциях будет задача о качении шара по поверхности вращения, такой, что

при качении центр шара принадлежит поверхности, полученной вращением ар-

ки циклоиды вокруг своей оси симметрии. В случае, когда при качении шара его

центр принадлежит тору, решение соответствующей задачи выражается через

функции Хейна. В случае, когда при качении шара по поверхности его центр

принадлежит поверхности Бельтрами (псевдосфере), задача о качении шара яв-

ляется интегрируемой в лиувиллевых функциях, а если при качении шара его

центр принадлежит поверхности катеноида, то задача о качении шара решается

в полиномах Лежандра.

28 Постановка задачи о качении тяжелого однородного

шара по абсолютно шероховатой поверхности враще-

ния

28.1 Общая постановка задачи о качении шара по абсолютно шеро-

ховатой поверхности вращения

Рассмотрим задачу о качении однородного шара по произвольной выпуклой

абсолютно шероховатой поверхности под действием сил, результирующая ко-

торых проходит через центр масс G шара, совпадающий с его геометрическим

центром [74–76,83,87,88,143,149,152,183,184,204]. Для описания движения шара
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введем подвижную систему координат Gx1x2x3, ось Gx3 которой направлена по

нормали к опорной поверхности. Направления осей Gx1 и Gx2 определим позд-

нее. Обозначим через e1, e2, e3 единичные базисные векторы осей Gx1, Gx2 и

Gx3 соответственно. Пусть Ω = θ1e1+θ2e2+θ3e3 — угловая скорость выбранной

подвижной системы координат; vG = ue1 +ve2 +we3 — вектор скорости центра

G шара (причем очевидно, что w = 0, поскольку шар не отрывается от опорной

поверхности во все время движения); ω = ω1e1+ω2e2+ω3e3 — угловая скорость

шара в проекции на оси рассматриваемой системы координат. Обозначим через

N = F1e1+F2e2+Ne3 силу реакции, действующую на шар со стороны опорной

поверхности. Через P = Xe1 + Y e2 + Pe3 обозначим результирующую силу,

приложенную к центру масс шара. Пусть M — масса шара, R — его радиус, J

— момент инерции шара относительно любой оси, проходящей через его центр

масс. Предполагая, что положительное направление оси Gx3 направлено нару-

жу в сторону выпуклости опорной поверхности, запишем уравнения движения

шара в векторном виде:

M v̇G +M [Ω× vG] = P +N , (28.1)

Jω̇ + [Ω× Jω] =
[−−→
GK ×N

]
. (28.2)

Уравнения (28.1) и (28.2) выражают, соответственно, законы изменения им-

пульса и кинетического момента шара относительно выбранной подвижной си-

стемы координат. Здесь
−−→
GK = −Re3 — радиус–вектор из центра масс G шара в

точку K касания шара с опорной поверхностью. Поскольку скорость точки ша-

ра, находящейся в соприкосновении с опорной поверхностью, в каждый момент

времени равна нулю, следовательно:

vG +
[
ω ×
−−→
GK

]
= 0. (28.3)
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В скалярной форме уравнения (28.1)–(28.3) записываются следующим обра-

зом:

Mu̇−Mθ3v = X+F1, Mv̇+Mθ3u = Y +F2, Mθ1v−Mθ2u = P +N ; (28.4)

Jω̇1 + Jθ2ω3 − Jθ3ω2 = F2R, Jω̇2 + Jθ3ω1 − Jθ1ω3 = −F1R,

ω̇3 + θ1ω2 − θ2ω1 = 0;
(28.5)

u−Rω2 = 0, v +Rω1 = 0. (28.6)

Исключая F1, F2, ω1, ω2 из уравнений (28.4)–(28.6), получаем:

u̇− θ3v =
R2X

J +MR2
+

JRθ1ω3

J +MR2
, v̇ + θ3u =

R2Y

J +MR2
+

JRθ2ω3

J +MR2
. (28.7)

Уравнения (28.7) можно рассматривать как уравнения такого движения цен-

тра масс шара, которое получается в предположении, что центр масс G дви-

жется по гладкой поверхности, в точке G приложены дополнительные силы

JRθ1ω3

J +MR2
и

JRθ2ω3

J +MR2

по осям Gx1 и Gx2, а ранее приложенные силы уменьшены в отношении

R2

J +MR2
.

Система уравнений (28.4)–(28.6) не является замкнутой. Для того, чтобы за-

мкнуть эту систему, мы должны указать явные выражения для компонент X,

Y , P силы, действующей на шар, а также задать в явном виде поверхность,

по которой катится шар. Заметим, что центр масс шара G шара движется по

поверхности, полученной из опорной поверхности, по которой катится шар, сме-

щением по нормали на расстояние, равное радиусу R шара. Данная поверхность

является эквидистантной к исходной, опорной поверхности. Следуя подходу,

предложенному в работах Э. Дж. Рауса [152] и Ф. Нетера [143] будем задавать
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в явном виде именно поверхность, по которой движется центр масс G шара. На-

правим оси Gx1 и Gx2 по касательным к линиям кривизны этой поверхности.

Найдем выражение для угловой скорости Ω выбранной подвижной системы

координат Gx1x2x3 в зависимости от компонент u и v скорости центра масс

G шара. Будем считать, что поверхность, по которой движется центр шара,

задается относительно некоторой неподвижной системы координат уравнением

r = r (q1, q2) , (28.8)

где q1 и q2 — гауссовы координаты на поверхности. Предположим, что коорди-

натная сеть на поверхности (28.8) составлена из линий кривизны. Направления

этих линий в каждой точке указываются ортогональными единичными векто-

рами

e1 =
1

h1

∂r

∂q1
, e2 =

1

h2

∂r

∂q2
, (ei · ej) = δi j. (28.9)

Здесь через h1, h2 обозначены коэффициенты Ламе данной поверхности

hi (q1, q2) =

∣∣∣∣ ∂r∂qi
∣∣∣∣ , i = 1, 2.

Вектор e3 = [e1 × e2] является вектором нормали к поверхности (28.8) в

точке (q1, q2). С другой стороны, скорость центра масс vG шара может быть

определена по формуле:

vG =
dr

dt
=
∂r

∂q1
q̇1 +

∂r

∂q2
q̇2 = ue1 + ve2.

Отсюда следует, что компоненты скорости u и v связаны с координатами q1,

q2 и их производными формулами:

u = h1q̇1, v = h2q̇2. (28.10)
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Обозначая через ki = ki (q1, q2), i = 1, 2 главные кривизны поверхно-

сти (28.8), имеем:
∂e3

∂q1
= −h1k1e1,

∂e3

∂q2
= −h2k2e2. (28.11)

Формулы (28.11) являются следствием известной в дифференциальной гео-

метрии теоремы (формулы) Родрига [54], в которой дополнительно нужно

учесть, что выбранная нами координатная сеть на поверхности (28.8) является

ортогональной и составленной из линий кривизны.

Утверждение 28.1. Справедливы следующие формулы

∂e1

∂q1
= − 1

h2

∂h1

∂q2
e2 + h1k1e3,

∂e1

∂q2
=

1

h1

∂h2

∂q1
e2,

∂e2

∂q1
=

1

h2

∂h1

∂q2
e1,

∂e2

∂q2
= − 1

h1

∂h2

∂q1
e1 + h2k2e3.

(28.12)

Доказательство. Докажем только первую из формул (28.12), а остальные до-

казываются аналогично. Производная вектора e1 по q1 выражается через еди-

ничные базисные векторы e1, e2, e3 следующим образом:

∂e1

∂q1
= c1e1 + c2e2 + c3e3.

Здесь c1, c2, c3 — коэффициенты, подлежащие определению. Дифференцируя

очевидное равенство

(e1 · e1) = 1

по q1, находим, что (
e1 ·

∂e1

∂q1

)
= 0

и, следовательно, c1 = 0.
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Учитывая, что функция r (q1, q2) — гладкая, и выражение смешанной про-

изводной не зависит от порядка дифференцирования, имеем по формуле (28.9)

∂

∂q2

(
∂r

∂q1

)
=

∂

∂q1

(
∂r

∂q2

)
, то есть

∂

∂q2
(h1e1) =

∂

∂q1
(h2e2) .

Отсюда следует, что

∂h1

∂q2
e1 + h1

∂e1

∂q2
=
∂h2

∂q1
e2 + h2

∂e2

∂q1
. (28.13)

Умножая обе части соотношения (28.13) скалярно на e1, получаем:

∂h1

∂q2
= h2

(
∂e2

∂q1
· e1

)
, то есть

(
∂e2

∂q1
· e1

)
=

1

h2

∂h1

∂q2
.

Дифференцируя теперь по q1 очевидное равенство

(e1 · e2) = 0,

получаем: (
∂e1

∂q1
· e2

)
+

(
e1 ·

∂e2

∂q1

)
= 0.

Таким образом:

c2 =

(
∂e1

∂q1
· e2

)
= −

(
e1 ·

∂e2

∂q1

)
= − 1

h2

∂h1

∂q2
.

Аналогично, дифференцируя по q1 очевидное равенство

(e1 · e3) = 0,

получаем: (
∂e1

∂q1
· e3

)
+

(
e1 ·

∂e3

∂q1

)
= 0.
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Используя первую из формул (28.11), находим, что

c3 =

(
∂e1

∂q1
· e3

)
= −

(
e1 ·

∂e3

∂q1

)
= h1k1.

Получив в явном виде коэффициенты c2 и c3, записываем первую из фор-

мул (28.12):
∂e1

∂q1
= − 1

h2

∂h1

∂q2
e2 + h1k1e3.

Рассуждая аналогично, получим оставшиеся формулы (28.12). �

Угловая скорость системы координат Gx1x2x3 находится по стандартной

формуле:

Ω = (ė2 · e3) e1 + (ė3 · e1) e2 + (ė1 · e2) e3,

где обозначено

ėi =
dei
dt

=
∂ei
∂q1

q̇1 +
∂ei
∂q2

q̇2, i = 1, 2, 3.

Принимая во внимание формулы (28.11)–(28.12), для угловой скорости Ω

подвижной системы координат Gx1x2x3 получим следующее выражение:

Ω = h2k2q̇2e1 − h1k1q̇1e2 +

(
q̇2

h1

∂h2

∂q1
− q̇1

h2

∂h1

∂q2

)
e3.

Учитывая формулы (28.10), перепишем выражение для угловой скорости Ω

в виде:

Ω = k2ve1 − k1ue2 +
1

h1h2

(
∂h2

∂q1
v − ∂h1

∂q2
u

)
e3.

Таким образом, для компонент θ1, θ2, θ3 угловой скорости Ω подвижной

системы координат Gx1x2x3 мы имеем следующие выражения:

θ1 = h2k2q̇2 = k2v, θ2 = −h1k1q̇1 = −k1u,

θ3 =

(
q̇2

h1

∂h2

∂q1
− q̇1

h2

∂h1

∂q2

)
=

1

h1h2

(
∂h2

∂q1
v − ∂h1

∂q2
u

)
.

(28.14)
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Теперь предположим, что поверхность, по которой движется центр масс

G шара, является поверхностью вращения, заданной относительно некоторой

неподвижной системы координат уравнением

r =


ρ (q1) cos q2

ρ (q1) sin q2

ζ (q1)

 . (28.15)

В этом случае коэффициенты Ламе h1 и h2 имеют вид:

h1 = h1 (q1) =

√(
dρ

dq1

)2

+

(
dζ

dq1

)2

, h2 = h2 (q1) = ρ (q1) , (28.16)

а главные кривизны k1 и k2 поверхности вычисляются по формулам:

k1 = k1 (q1) =

(
d2ζ

dq2
1

dρ

dq1
− dζ

dq1

d2ρ

dq2
1

)
((

dρ

dq1

)2

+

(
dζ

dq1

)2
) 3

2

, k2 = k2 (q1) =

dζ

dq1

ρ

√(
dρ

dq1

)2

+

(
dζ

dq1

)2
.

(28.17)

Формулы (28.9), связывающие единичные базисные векторы e1, e2, e3 по-

движной системы координат Gx1x2x3 с единичными базисными векторами ex,

ey, ez неподвижной системы координат, примут вид:

e1 =
1

h1

dρ

dq1
cos q2 ex +

1

h1

dρ

dq1
sin q2 ey +

1

h1

dζ

dq1
ez,

e2 = − sin q2 ex + cos q2 ey,

e3 = [e1 × e2] = − 1

h1

dζ

dq1
cos q2 ex −

1

h1

dζ

dq1
sin q2 ey +

1

h1

dρ

dq1
ez.

Соответственно, единичные базисные векторы неподвижной системы коор-

динат ex, ey, ez выражаются через единичные базисные векторы e1, e2, e3
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подвижной системы координат Gx1x2x3 по формулам:

ex =
1

h1

dρ

dq1
cos q2 e1 − sin q2 e2 −

1

h1

dζ

dq1
cos q2 e3,

ey =
1

h1

dρ

dq1
sin q2 e1 + cos q2 e2 −

1

h1

dζ

dq1
sin q2 e3,

ez = [ex × ey] =
1

h1

dζ

dq1
e1 +

1

h1

dρ

dq1
e3.

Линиями кривизны на поверхности вращения являются ее меридианы и па-

раллели. Пусть вертикальная ось Z является осью симметрии рассматриваемой

поверхности вращения. Принимая во внимание формулы (28.10), (28.14), а так-

же уравнения неголономных связей (28.6), из третьего уравнения системы (28.5)

получаем:

ω̇3 = θ2ω1 − θ1ω2 = −θ2v

R
− uθ1

R
=
k1uv

R
− k2uv

R
=

(k1 − k2) vh1q̇1

R
.

Переходя в полученном уравнении к новой независимой переменной — коор-

динате q1, запишем данное уравнение в виде

dω3

dq1
=

(k1 − k2)h1

R
v. (28.18)

Поскольку движение шара происходит под действием силы тяжести, которая

имеет вид

P = −Mgez = −Mg
1

h1

dζ

dq1
e1 −Mg

1

h1

dρ

dq1
e3,

следовательно, получаем:

X = −Mg
1

h1

dζ

dq1
, Y = 0, P = −Mg

1

h1

dρ

dq1
. (28.19)
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С учетом этих выражений и формул (28.10), (28.14), из второго уравнения

системы (28.7) находим, что

v̇ +
v

h2

dh2

dq1
q̇1 = −JRh1k1q̇1

J +MR2
ω3.

В полученном уравнении мы также перейдем к новой независимой перемен-

ной — координате q1, в результате чего данное дифференциальное уравнение

примет вид:
dv

dq1
+

v

h2

dh2

dq1
= − JRh1k1

J +MR2
ω3. (28.20)

Система уравнений (28.18), (28.20) представляет собой систему двух линей-

ных уравнений первого порядка относительно неизвестных v и ω3. Ниже будет

показано, что решение задачи о качении шара по поверхности такой, что центр

масс шара принадлежит заданной поверхности вращения, сводится к интегри-

рованию системы уравнений (28.18), (28.20).

Немного преобразуем данную систему. Введем новые переменные V и Ω по

формулам

V = h2v = ρ (q1) v, Ω = Rω3,

а также обозначим
J

J +MR2
= n2 < 1.

Тогда система уравнений (28.18), (28.20) перепишется в виде

dΩ

dq1
=
h1

h2
(k1 − k2)V,

dV

dq1
= −n2h1h2k1Ω. (28.21)

Систему уравнений (28.21) легко привести к одному линейному дифферен-

циальному уравнению второго порядка относительно V

d2V

dq2
1

− 1

h1h2k1

d

dq1

[
h1h2k1

]
dV

dq1
+ n2 (k1 − k2)h

2
1k1V = 0. (28.22)
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Таким образом, задача о качении однородного шара по неподвижной выпук-

лой поверхности под действием силы тяжести, в предположении, что центр масс

G шара движется по заданной поверхности вращения, сводится к интегрирова-

нию линейного дифференциального уравнения второго порядка (28.22).

Покажем, как записывается закон сохранения энергии в рассматриваемой

задаче. Умножая первое уравнение системы уравнений (28.7) на u, а второе —

на v, и складывая их, находим:

uu̇+ vv̇ =
R2 (Xu+ Y v)

J +MR2
+
JRω3 (θ1u+ θ2v)

J +MR2
. (28.23)

С учетом уравнений неголономных связей (28.6) и третьего уравнения систе-

мы (28.5), имеем:

θ1u+ θ2v = R (θ1ω2 − θ2ω1) = −Rω̇3.

Поэтому соотношение (28.23) переписывается следующим образом:

d

dt

(
u2

2
+
v2

2
+

JR2ω2
3

2 (J +MR2)

)
=
R2 (Xu+ Y v)

J +MR2
. (28.24)

Учитывая явные выражения (28.19) для компонент силы тяжести, перепи-

шем равенство (28.24) в виде

d

dt

(
u2

2
+
v2

2
+

JR2ω2
3

2 (J +MR2)

)
= − MgR2

(J +MR2)

dζ

dq1
q̇1.

Следовательно, закон сохранения энергии, имеющий место в данной задаче,

записывается следующим образом:

H =

(
J +MR2

)
2

(
u2 + v2

)
+
JR2

2
ω2

3 +MgR2ζ = E = const . (28.25)

Таким образом, дальнейший способ исследования задачи о качении шара по

абсолютно шероховатой поверхности такой, что при качении центр масс G ша-
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ра принадлежит заданной поверхности вращения, представляется следующим.

Если удается найти общее решение линейного дифференциального уравнения

второго порядка (28.22), то оно записывается в виде

V = V (q1) = K1V1 (q1) +K2V2 (q1) ,

где K1 и K2 — произвольные постоянные. Из системы уравнений (28.21) сразу

получается явное выражение для функции Ω:

Ω = Ω (q1) .

Располагая явными выражениями для функций V = V (q1) и Ω = Ω (q1),

находим, используя эти функции

v (q1) =
V (q1)

ρ (q1)
, ω3 (q1) =

Ω (q1)

R
.

Учитывая теперь, что

u = h1q̇1,

и подставляя все найденные функции в интеграл энергии (28.25), приведем его

к виду

H (q1, q̇1) = E.

Дальнейшее решение задачи может быть осуществлено путем исследования

поведения фазовых траекторий на плоскости (q1, q̇1).

Полученные выше результаты (в частности, линейное дифференциальное

уравнение второго порядка (28.22)) были найдены в предположении, что шар

катится по выпуклой стороне неподвижной поверхности, и что положитель-

ное направление оси GC направлено наружу в сторону выпуклости. Выясним,

как будет записываться линейное дифференциальное уравнение второго поряд-

ка (28.22), если шар катится по внутренней (вогнутой) стороне неподвижной

поверхности, и положительное направление оси Gx3 направлено внутрь, в сто-
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рону вогнутости. В этом случае вместо единичных базисных векторов e1, e2, e3

системы координат Gx1x2x3 удобнее рассматривать векторы

e′1 = e1, e′2 = −e2, e′3 = −e3,

то есть соответствующая система координат получается из системы Gx1x2x3

поворотом вокруг оси с направляющим вектором e1 на 180 градусов. Легко ви-

деть, что уравнения (28.1)–(28.7) при этом не поменяются, поскольку в этих

уравнениях нигде не учитывалось, что положительное направление оси Gx3

направлено в сторону выпуклости поверхности. Изменения начнутся с фор-

мул (28.9). Эти формулы примут вид:

e′1 =
1

h1

∂r

∂q1
, e′2 = − 1

h2

∂r

∂q2
,
(
e′i · e′j

)
= δi j. (28.26)

Вектор e′3 = [e′1 × e′2] будет вектором внутренней нормали к поверхно-

сти (28.8), по которой движется центр шара, в точке (q1, q2). С другой стороны,

скорость центра масс vG шара может быть определена по формуле:

vG =
dr

dt
=
∂r

∂q1
q̇1 +

∂r

∂q2
q̇2 = ue′1 + ve′2.

Отсюда следует, что в случае, когда нормаль к опорной поверхности на-

правлена внутрь, компоненты скорости u и v центра масс G шара связаны с

координатами q1, q2 и их производными формулами:

u = h1q̇1, v = −h2q̇2. (28.27)

С учетом того, как связаны единичные векторы e1, e2, e3 с единичными век-

торами e′1, e′2, e′3, для производных единичного вектора e′3 будут справедливы

формулы, аналогичные (28.11)

∂e′3
∂q1

= h1k1e
′
1,

∂e′3
∂q2

= −h2k2e
′
2.



271

Соответственно, для производных единичных векторов e′1 и e′2 будут выпол-

няться формулы, аналогичные (28.12)

∂e′1
∂q1

=
1

h2

∂h1

∂q2
e′2 − h1k1e

′
3,

∂e′1
∂q2

= − 1

h1

∂h2

∂q1
e′2,

∂e′2
∂q1

= − 1

h2

∂h1

∂q2
e′1,

∂e′2
∂q2

=
1

h1

∂h2

∂q1
e′1 + h2k2e

′
3.

Тогда определяя угловую скорость системы координат Ge′1e′2e′3 по стандарт-

ной формуле

Ω = (ė′2 · e′3) e′1 + (ė′3 · e′1) e′2 + (ė′1 · e′2) e′3,

получим следующее выражение:

Ω = h2k2q̇2e
′
1 + h1k1q̇1e

′
2 +

(
q̇1

h2

∂h1

∂q2
− q̇2

h1

∂h2

∂q1

)
e′3.

или, принимая во внимание формулы (28.27)

Ω = −k2ve
′
1 + k1ue

′
2 +

1

h1h2

(
∂h1

∂q2
u+

∂h2

∂q1
v

)
e′3.

Таким образом, для компонент θ1, θ2, θ3 угловой скорости Ω подвижной

системы координат Ge′1e′2e′3 мы имеем следующие выражения:

θ1 = h2k2q̇2 = −k2v, θ2 = h1k1q̇1 = k1u,

θ3 =
q̇1

h2

∂h1

∂q2
− q̇2

h1

∂h2

∂q1
=

1

h1h2

(
∂h1

∂q2
u+

∂h2

∂q1
v

)
.

(28.28)

Как и в рассуждениях, представленных выше, предположим теперь, что по-

верхность, по которой движется центр масс G шара, является поверхностью

вращения, заданной относительно некоторой неподвижной системы координат

уравнением (28.15). В этом случае коэффициенты Ламе h1 и h2 все равно будут

определяться формулами (28.16), а главные кривизны k1 и k2 поверхности бу-
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дут вычисляться по формулам (28.17). Снова предположим, что вертикальная

ось Z совпадает с осью симметрии неподвижной поверхности вращения. При-

нимая во внимание формулы (28.27), (28.28), а также уравнения неголономных

связей (28.6), из третьего уравнения системы (28.5) получаем:

ω̇3 = θ2ω1 − θ1ω2 = −θ2v

R
− uθ1

R
= −k1uv

R
+
k2uv

R
=

(k2 − k1) vh1q̇1

R
.

Переходя в полученном уравнении к новой независимой переменной — коор-

динате q1, запишем данное уравнение в виде

dω3

dq1
=

(k2 − k1)h1

R
v. (28.29)

Поскольку движение шара происходит под действием силы тяжести, следо-

вательно имеем Y = 0. С учетом этого факта и формул (28.27), (28.28), из

второго уравнения системы (28.7) находим, что

v̇ +
v

h2

dh2

dq1
q̇1 =

JRh1k1q̇1

J +MR2
ω3.

В полученном уравнении мы также перейдем к новой независимой перемен-

ной — координате q1, в результате чего данное дифференциальное уравнение

примет вид:
dv

dq1
+

v

h2

dh2

dq1
=

JRh1k1

J +MR2
ω3. (28.30)

Преобразуем систему уравнений (28.29), (28.30). Снова введем переменные

V = h2v = ρ (q1) v, Ω = Rω3,

и обозначение
J

J +MR2
= n2 < 1.
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Тогда система уравнений (28.29), (28.30) перепишется в виде

dΩ

dq1
=
h1

h2
(k2 − k1)V,

dV

dq1
= n2h1h2k1Ω. (28.31)

Линейное дифференциальное уравнение второго порядка относительно пере-

менной V , которое получается из системы уравнений (28.31), имеет вид (28.22).

Это означает, что при качении однородного шара по внутренней (вогнутой)

стороне неподвижной поверхности, когда положительное направление оси Gx3

направлено внутрь в сторону вогнутости, решение задачи все равно приводит-

ся к интегрированию линейного дифференциального уравнения (28.22). Коэф-

фициенты линейного дифференциального уравнения второго порядка (28.22)

определяются формой поверхности вращения, по которой движется центр масс

шара. Можно поставить вопрос о том, для каких поверхностей вращения урав-

нение (28.22) интегрируется в явном виде. Например, в каких случаях общее

решение соответствующего уравнения выражается с помощью лиувиллевых

функций. Для ответа на вопрос о существовании лиувиллевых решений у ли-

нейного дифференциального уравнения второго порядка обычно используется

алгоритм Ковачича [105]. Ниже показано, что задача о качении тяжелого од-

нородного шара по поверхности вращения такой, что центр шара движется по

внутренней поверхности параболоида вращения, интегрируется в лиувиллевых

функциях.

28.2 Качение шара по параболоиду вращения

Пусть абсолютно шероховатая поверхность, по которой катится шар, такова,

что геометрическое место центров шара представляет собой параболоид враще-

ния с вершиной, занимающей наинизшее положение. Будем считать, что когда

центр шара движется по параболоиду, шар катится, находясь внутри некоторой
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поверхности. Уравнение параболоида запишем в виде (28.15):

r =


pq1 cos q2

pq1 sin q2

pq2
1

2

 .

В рассматриваемом случае

ρ (q1) = pq1, ζ (q1) =
pq2

1

2
.

Здесь p — некоторый параметр, имеющий размерность длины. Коэффици-

енты Ламе h1 и h2, вычисляемые по формуле (28.16), имеют вид

h1 = p
√

1 + q2
1, h2 = pq1,

а главные кривизны k1 и k2 параболоида, вычисляемые по формулам (28.17),

имеют вид:

k1 =
1

p (1 + q2
1)

3
2

, k2 =
1

p
√

1 + q2
1

.

Линейное дифференциальное уравнение второго порядка (28.22) может быть

представлено в виде:

d2V

dq2
1

+
q2

1 − 1

(1 + q2
1) q1

dV

dq1
− n2q2

1

(1 + q2
1)

2V = 0. (28.32)

Таким образом, задача о качении шара по абсолютно шероховатой поверх-

ности такой, что геометрическое место центров шара является параболоидом

вращения, сводится к интегрированию линейного дифференциального уравне-

ния второго порядка (28.32). Уравнение (28.32) имеет вид уравнения с раци-

ональными коэффициентами. Тем не менее, немного упростим его. Сделаем в
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уравнении (28.32) замену независимой переменной по формуле

x = q2
1 + 1.

Тогда уравнение (28.32) перепишется в виде:

d2V

dx2
+

1

x

dV

dx
− n2

4x2
V = 0. (28.33)

Для того, чтобы привести дифференциальное уравнение (28.33) к более про-

стому виду, сделаем замену

y = V
√
x.

Тогда линейное дифференциальное уравнение второго порядка (28.33) пере-

пишется следующим образом:

d2y

dx2
=
n2 − 1

4x2
y. (28.34)

Уравнение (28.34) имеет в точности вид, необходимый для того, чтобы при-

менить к этому уравнению алгоритм Ковачича [105]. Функция r (x) в данном

случае равна

r (x) =
n2 − 1

4x2
.

Очевидно, что в функция r (x) имеет один конечный полюс второго порядка

в точке x = 0, а порядок полюса этой функции в точке x = ∞ равен двум.

Следовательно, в соответствии с необходимыми условиями существования ли-

увиллевых решений (см. Теорему 2.4) у дифференциального уравнения (28.34)

могут существовать лиувиллевы решения всех трех типов. Сначала попытаемся

найти у дифференциального уравнения (28.34) лиувиллевы решения вида (2.1),

то есть решения, соответствующие Случаю 1 Теоремы 2.1. Будем по шагам при-

менять алгоритм Ковачича для поиска решения вида (2.1) уравнения (28.34)

так, как он описан в пункте 3.1.
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Шаг 1. Вычислим следующие величины:

[√
r
]

0
= 0, α+

0 =
1

2
+
n

2
, α−0 =

1

2
− n

2
,

[√
r
]
∞ = 0, α+

∞ =
1

2
+
n

2
, α−∞ =

1

2
− n

2
.

Шаг 2. Таким образом, мы имеем всего четыре набора знаков

s = (s (∞) , s (0)) ,

где s (∞) и s (0) равны, соответственно, + или −.
Для каждого из этих наборов по формуле (3.2) вычислим величину d:

d = αs(∞)
∞ − αs(0)

0 .

В соответствии с алгоритмом, d должно быть неотрицательным целым чис-

лом. Анализируя все возможные наборы знаков s и соответствующие им наборы

значений α, убеждаемся, что поскольку n < 1, следовательно, возможны только

два случая

α1 =
(
α+
∞, α

+
0

)
и α2 =

(
α−∞, α

−
0

)
,

для которых d = 0. Рассмотрим набор α1. Соответствующая функция θ = θ (x),

построенная по формуле (3.3) для указанного набора значений α1, имеет вид:

θ (x) =
1
2 + n

2

x
=

1 + n

2x
.

Шаг 3. Для найденного на предыдущем шаге набора значений α1 мы долж-

ны найти многочлен P степени d = 0, удовлетворяющий дифференциальному

уравнению

P ′′ + 2θP ′ +
(
θ(x)′ + θ(x)2 − r(x)

)
P = 0.

Данное уравнение, после подстановки в него функции θ = θ (x) и многочлена

P ≡ 1, будет выполняться тождественно. Тот же результат получается и для
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набора значений α2. Таким образом, общее решение линейного дифференциаль-

ного уравнения (28.34) представляется в виде:

y = C1x
1+n
2 + C2x

1−n
2 ,

где C1 и C2 — произвольные постоянные. Соответственно, общее решение ли-

нейного дифференциального уравнения (28.33) имеет вид

V (x) = C1x
n
2 + C2x

−n2 ,

а общее решение исходного линейного уравнения (28.32) записывается следую-

щим образом:

V (q1) = C1

(
1 + q2

1

)n
2 + C2

(
1 + q2

1

)−n2 . (28.35)

Тем самым, при помощи алгоритма Ковачича установлено, что задача о ка-

чении тяжелого однородного шара по поверхности вращения такой, что при ка-

чении центр масс шара принадлежит параболоиду вращения, интегрируется в

лиувиллевых функциях. Ранее данный факт был установлен в работах [143,152]

другим способом.

Покажем теперь как, зная в явном виде общее решение (28.35) линейного

дифференциального уравнения второго порядка (28.32), привести задачу о ка-

чении тяжелого однородного шара по поверхности вращения такой, что при

качении центр шара лежит на параболоиде вращения, к квадратурам.

Используя общее решение (28.35) и зная явные выражения для h1, h2, k1 и

k2 в зависимости от q1, перепишем первое уравнение системы (28.31) в виде:

dΩ

dq1
=

q1

p (1 + q2
1)

(
C1

(
1 + q2

1

)n
2 + C2

(
1 + q2

1

)−n2) .
Интегрирование этого уравнения дает следующее выражение для Ω:

Ω =
C1

(
1 + q2

1

)n
2 − C2

(
1 + q2

1

)−n2
pn

.
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Учитывая, как связаны между собой переменные v, ω3, V и Ω, находим явные

выражения для v и ω3:

v =
V

h2
=
V

ρ
=
C1

(
1 + q2

1

)n
2 + C2

(
1 + q2

1

)−n2
pq1

,

ω3 =
Ω

R
=
C1

(
1 + q2

1

)n
2 − C2

(
1 + q2

1

)−n2
Rpn

.

Кроме того, из первого уравнения системы (28.27) получаем:

u = pq̇1

√
1 + q2

1.

Воспользуемся теперь законом сохранения энергии (28.25), который перепи-

шем в виде:

u2 + v2 + n2R2ω2
3 +

2MgR2

J +MR2
ζ = h, (28.36)

и подставим в него найденные выражения для u, v, ω3 и ζ. Тогда закон сохра-

нения энергии (28.36) запишется следующим образом:

p2q̇2
1

(
1 + q2

1

)
+

(
C1

(
1 + q2

1

)n
2 + C2

(
1 + q2

1

)−n2)2

p2q2
1

+

+

(
C1

(
1 + q2

1

)n
2 − C2

(
1 + q2

1

)−n2)2

p2
+

MgR2p

J +MR2
q2

1 = h.

(28.37)

Представим полученное уравнение (28.37) в виде:

p2q̇2
1

(
1 + q2

1

)
+

(
1 + q2

1

)
p2q2

1

(
C1

(
1 + q2

1

)n
2 + C2

(
1 + q2

1

)−n2)2

−

−4C1C2

p2
+

MgR2p

J +MR2
q2

1 = h.

(28.38)
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Теперь в уравнении (28.38) сделаем замену переменных. Вместо независи-

мой переменной q1 введем новую независимую переменную θ, связанную с q1

соотношением

q1 = tg θ, θ ∈
(
−π

2
,
π

2

)
.

Помимо этого, вместо произвольных постоянных C1 и C2 введем новые про-

извольные постоянные K1 и K2, которые связаны с C1 и C2 соотношениями

K1 =
C2

p
, K2 =

C1

p
.

Тогда уравнение (28.38) перепишется в виде:

θ̇2p2

cos6 θ
+

1

sin2 θ

(
K1 (cos θ)n +

K2

(cos θ)n

)2

−4K1K2 +
MgR2p

J +MR2

sin2 θ

cos2 θ
= h. (28.39)

Из уравнения (28.39) следует, что

θ̇2 = R1 (θ) ,

где функция R1 (θ) выражается равенством

R1 (θ) =
cos6 θ

p2
Q (θ) .

Здесь обозначено

Q (θ) = h1−
MgR2p

J +MR2

sin2 θ

cos2 θ
− 1

sin2 θ

(
K1 (cos θ)n +

K2

(cos θ)n

)2

, h1 = h+ 4K1K2.

Итак, мы показали, как задача о качении шара по поверхности такой, что

при качении центр шара принадлежит параболоиду вращения, приводится к

квадратурам. Подобное приведение возможно, если удается найти в явном ви-

де общее решение линейного однородного дифференциального уравнения вто-

рого порядка (28.22). Перечислим еще ряд случаев, когда удается в явном виде

указать общее решение соответствующего уравнения.
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28.3 Качение шара по невырожденной поверхности второго порядка

Рассмотрим задачу о качении шара по поверхности такой, что при качении

центр масс шара движется по заданной поверхности вращения второго поряд-

ка, причем будем считать, что для данной поверхности выполняется условие

k1 6= 0, то есть она не является цилиндром или конусом (тот факт, что задача

о качении шара по цилиндру и по конусу интегрируется в квадратурах, был

доказан еще Раусом [152]). В этом случае кривую, определяющую меридиан со-

ответствующей поверхности вращения, можно задать ее полярным уравнением

r (q1) =
p

1− e cos q1
,

и следовательно, для функций ρ (q1) и ζ (q1), определяющих меридиан заданной

поверхности вращения, мы будем иметь следующие выражения

ρ (q1) = r (q1) sin q1 =
p sin q1

1− e cos q1
, ζ (q1) = r (q1) cos q1 =

p cos q1

1− e cos q1
.

Тогда коэффициенты Ламе h1, h2 и главные кривизны k1, k2 поверхности,

вычисляемые по формулам (28.16), (28.17) будут равны

h1 =
p

(1− e cos q1)
2

√
1 + e2 − 2e cos q1, h2 =

p sin q1

1− e cos q1
,

k1 = − (1− e cos q1)
3

p (1 + e2 − 2e cos q1)
3
2

, k2 = − 1− e cos q1

p
√

1 + e2 − 2e cos q1

.

Линейное дифференциальное уравнение второго порядка (28.22) запишется

следующим образом

d2V

dq2
1

+
2e−

(
1 + e2

)
cos q1

(1 + e2 − 2e cos q1) sin q1

dV

dq1
− n2e2 sin2 q1

(1 + e2 − 2e cos q1)
2V = 0. (28.40)

В дифференциальном уравнении (28.40) сделаем замену независимой пере-

менной по формуле cos q1 = x. Тогда уравнение (28.40) примет вид уравнения
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с рациональными коэффициентами

d2V

dx2
+

2e

(2ex− e2 − 1)

dV

dx
− n2e2

(2ex− e2 − 1)2V = 0. (28.41)

Для того, чтобы привести дифференциальное уравнение (28.41) к более про-

стому виду, сделаем замену

y = V
√

2ex− e2 − 1.

Тогда линейное дифференциальное уравнение второго порядка (28.41) пере-

пишется следующим образом:

d2y

dx2
= −

(
1− n2

)
e2

(2ex− e2 − 1)2 y. (28.42)

Уравнение (28.42) имеет в точности вид, необходимый для того, чтобы при-

менить к этому уравнению алгоритм Ковачича [105]. Функция r (x) в данном

случае равна

r (x) =

(
n2 − 1

)
e2

(2ex− e2 − 1)2 =

(
n2 − 1

)
4 (x− x∗)2 , x∗ =

1 + e2

2e
.

Очевидно, что в данном случае функция r (x) имеет один конечный полюс

второго порядка в точке x = x∗, а порядок полюса этой функции в точке x =∞
равен двум. Следовательно, в соответствии с необходимыми условиями суще-

ствования лиувиллевых решений (см. Теорему 2.4), у дифференциального урав-

нения (28.42) могут существовать лиувиллевы решения всех трех типов. Сна-

чала попытаемся найти у дифференциального уравнения (28.42) лиувиллевы

решения вида (2.1), то есть решения, соответствующие Случаю 1 Теоремы 2.1.

Будем по шагам применять алгоритм Ковачича для поиска решения вида (2.1)

уравнения (28.42) так, как он описан в пункте 3.1.
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Шаг 1. Вычислим следующие величины:

[√
r
]
x∗

= 0, α+
x∗

=
1

2
+
n

2
, α−x∗ =

1

2
− n

2
,

[√
r
]
∞ = 0, α+

∞ =
1

2
+
n

2
, α−∞ =

1

2
− n

2
.

Шаг 2. Таким образом, мы имеем всего четыре набора знаков

s = (s (∞) , s (0)) ,

где s (∞) и s (0) равны, соответственно, + или −.
Для каждого из этих наборов вычислим величину d по формуле (3.2):

d = αs(∞)
∞ − αs(0)

0 .

В соответствии с алгоритмом, d должно быть неотрицательным целым чис-

лом. Анализируя все возможные наборы знаков s и соответствующие им наборы

значений α, убеждаемся, что поскольку n < 1, следовательно, возможны только

два случая

α1 =
(
α+
∞, α

+
x∗

)
и α2 =

(
α−∞, α

−
x∗

)
,

для которых d = 0. Рассмотрим набор α1. Соответствующая функция θ = θ (x),

построенная по формуле (3.3) для указанного набора значений α1, имеет вид:

θ (x) =
1
2 + n

2

x− x∗
=

1 + n

2 (x− x∗)
.

Шаг 3. Для найденного на предыдущем шаге набора значений α1 мы долж-

ны найти многочлен P степени d = 0, удовлетворяющий дифференциальному

уравнению

P ′′ + 2θP ′ +
(
θ(x)′ + θ(x)2 − r(x)

)
P = 0.
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Данное уравнение, после подстановки в него функции θ = θ (x) и многочлена

P ≡ 1, будет выполняться тождественно. Тот же результат получается и для

набора значений α2. Таким образом, общее решение линейного дифференциаль-

ного уравнения (28.42) представляется в виде:

y = C1

(
2ex− e2 − 1

) 1+n
2 + C2

(
2ex− e2 − 1

) 1−n
2 ,

где C1 и C2 — произвольные постоянные. Для исходного линейного дифферен-

циального уравнения (28.40) общее решение записывается следующим образом:

V = K1

(
1 + e2 − 2e cos q1

)n
2 +K2

(
1 + e2 − 2e cos q1

)−n2 .
Таким образом, нами установлено, что при любых значениях параметров n, p

и e линейное дифференциальное уравнение второго порядка (28.40) интегриру-

ется в явном виде. Следовательно, задача о качении шара по поверхности такой,

что центр шара движется по заданной невырожденной поверхности вращения

второго порядка, может быть проинтегрирована в лиувиллевых функциях.

28.4 Качение шара по циклоидальной поверхности

Пусть теперь поверхность, по которой катится шар, такова, что при качении

шара по этой поверхности его центр принадлежит поверхности, полученной

вращением арки циклоиды вокруг ее оси симметрии. Функции ρ = ρ (q1) и

ζ = ζ (q1), параметрически задающие соответствующую поверхность вращения,

имеют вид:

ρ (q1) = a (1− q1) , ζ (q1) = −a
√

1− q2
1 − a arcsin q1 +

aπ

2
. (28.43)

Коэффициенты Ламе h1, h2 и главные кривизны k1 и k2 поверхности (28.43)

будут равны

h1 =

√
2a√

1 + q1
, h2 = a (1− q1) ,
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k1 = −
√

2

4a
√

1− q1
, k2 = −

√
2

2a
√

1− q1
.

Тогда линейное дифференциальное уравнение второго порядка (28.22) запи-

шется в виде:
d2V

dq2
1

+
1

1− q2
1

dV

dq1
− n2

4 (1− q2
1)
V = 0. (28.44)

Уравнение (28.44) уже имеет вид линейного уравнения второго порядка с ра-

циональными коэффициентами. Для единообразия изложения обозначим неза-

висимую переменную q1 в уравнении (28.44) через x. Тогда уравнение (28.44)

перепишется следующим образом:

d2V

dx2
+

1

1− x2

dV

dx
− n2

4 (1− x2)
V = 0. (28.45)

Для того, чтобы привести дифференциальное уравнение (28.45) к более про-

стому виду, сделаем замену

y (x) = V (x)
(1 + x)

1
4

(1− x)
1
4

.

В результате уравнение (28.45) примет вид:

d2y

dx2
= −

(
n2x2 − 4x− n2 − 1

)
4 (x2 − 1)2 y. (28.46)

Уравнение (28.46) имеет в точности вид, необходимый для того, чтобы при-

менить к этому уравнению алгоритм Ковачича [105]. Функция r (x) в данном

случае равна

r (x) = −
(
n2x2 − 4x− n2 − 1

)
4 (x2 − 1)2 .

Легко видеть, что функция r (x) имеет два конечных полюса в точках x = 1

и x = −1, и оба эти полюса являются полюсами второго порядка. Разложим
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функцию r (x) в сумму простых дробей. Это разложение имеет вид:

r (x) =
2n2 + 1

16 (x+ 1)
− 2n2 + 1

16 (x− 1)
− 3

16 (x+ 1)2 +
5

16 (x+ 1)2 .

Разложение функции r (x) в ряд в окрестности точки x =∞ имеет вид:

r (x) = − n2

4x2
+O

(
1

x3

)
.

Таким образом, порядок полюса функции r (x) в точке x = ∞ равен двум.

Следовательно, в соответствии с необходимыми условиями существования ли-

увиллевых решений (см. Теорему 2.4), у дифференциального уравнения (28.46)

могут существовать лиувиллевы решения всех трех типов.

Сначала попытаемся найти у дифференциального уравнения (28.46) лиувил-

левы решения вида (2.1), то есть решения, соответствующие Случаю 1 Теоре-

мы 2.1. Будем по шагам применять алгоритм Ковачича для поиска решения

вида (2.1) уравнения (28.46) так, как он описан в пункте 3.1.

Шаг 1. В соответствии с алгоритмом Ковачича вычислим соответствующие

конечным полюсам постоянные [
√
r]c и постоянные α±c . Для полюса x = 1 име-

ем: [√
r
]

1
= 0, α+

1 =
5

4
, α−1 = −1

4
.

Аналогично, для полюса x = −1 имеем:

[√
r
]
−1

= 0, α+
−1 =

3

4
, α−−1 =

1

4
.

Значения [
√
r]∞ и α±∞ оказываются равными

[√
r
]
∞ = 0, α+

∞ =
1

2
+

1

2

√
1− n2, α−∞ =

1

2
− 1

2

√
1− n2.
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Шаг 2. Поскольку число ρ конечных полюсов функции r (x) равно 2, то мы

имеем 2ρ+1 = 23 = 8 наборов знаков

s = (s (∞) , s (1) , s (−1)) ,

где s (∞), s (1) и s (−1) равны, соответственно, + или −.
Для каждого из этих наборов по формуле (3.2) вычислим величину d:

d = αs(∞)
∞ − αs(1)

1 − αs(−1)
−1 .

В соответствии с алгоритмом, d должно быть неотрицательным целым чис-

лом. Однако, принимая во внимание условие

0 < n2 < 1,

убеждаемся, что постоянная d не будет равна неотрицательному целому чис-

лу ни для одного набора значений αs(∞)
∞ , αs(1)

1 , αs(−1)
−1 . Следовательно, в данной

задаче у линейного дифференциального уравнения (28.46) не существует ли-

увиллевых решений вида (2.1).

Попытаемся теперь найти у линейного дифференциального уравне-

ния (28.46) лиувиллевы решения вида (2.6), то есть решения, соответствующее

Случаю 2 Теоремы 2.1. Необходимые условия существования такого решения у

уравнения (28.46) являются выполненными (см. Теорему 2.4). Будем по шагам

применять алгоритм Ковачича для поиска лиувиллевых решений вида (2.6),

как он описан в пункте 3.4.

Шаг 1. Найдем сначала множества чисел E1 и E−1, соответствующие ко-

нечным полюсам, и множество E∞, соответствующее полюсу в точке x = ∞.

Для конечного полюса x = 1 множество E1 будет иметь вид:

E1 = {−1, 2, 5}.
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Аналогично, для конечного полюса x = −1 множество E−1 будет равно:

E−1 = {1, 2, 3}.

Поскольку n является произвольным действительным числом, поэтому бу-

дем считать, что множество E∞ имеет в данном случае вид:

E∞ = {2}.

Шаг 2. Теперь мы должны рассмотреть все возможные наборы

s = (e∞, e1, e−1)

элементов множеств E∞, E1, E−1, причем в каждом наборе хотя бы одно из

чисел обязательно должно быть нечетным. Вычислим величину d для каждого

набора s по формуле (3.11):

d =
1

2
(e∞ − e1 − e−1) .

В соответствии с алгоритмом число d должно быть неотрицательным целым

числом. Заметим, что минимальное значение суммы элементов множеств, соот-

ветствующих конечным полюсам, равно нулю. Поэтому максимальное значение

постоянной d, вычисляемой по формуле (3.11), оказывается равным d = 1. Зна-

чению d = 1 соответствует набор, элементы которого равны

s1 = (2,−1, 1) .

Кроме того, у нас имеется набор, для которого постоянная d, вычисляемая

по формуле (3.11), оказывается равной нулю. Этот набор имеет вид:

s2 = (2,−1, 3) .
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Для того, чтобы доказать существование или отсутствие лиувиллевых реше-

ний вида (2.6) у дифференциального уравнения (28.46), мы должны проверить

оба набора s1 и s2, применив к ним алгоритм Ковачича.

Шаг 3. Начнем с проверки набора s1. По формуле (3.12) сформируем функ-

цию θ. Для набора s1 она будет равна:

θ =
1

2

(
1

x+ 1
− 1

x− 1

)
.

Искомый многочлен P первой степени будет иметь вид:

P = x+B,

где B — постоянный коэффициент, подлежащий определению. Для поиска ко-

эффициента B многочлена P воспользуемся уравнением (3.13). После подста-

новки многочлена P и функции θ в левую часть уравнения (3.13), мы получаем

в левой части этого уравнения рациональное выражение вида:

2− n2 − n2B

(1− x) (1− x2)
.

Данное выражение обращается в ноль, если B равно

B =
2− n2

n2
.

Таким образом, искомый многочлен P имеет вид:

P = x+
2− n2

n2
.

Таким образом, общее решение линейного дифференциального уравне-

ния (28.46) выражается через лиувиллевы функции вида (2.6). Возвращаясь

к линейному дифференциальному уравнению (28.45), можно сделать вывод,

что общее решение уравнения (28.45) в явном виде записывается следующим
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образом:

V (x) = C1

√
2− n2 + n2x sin

(∫
n2
√

(1− n2) (1− x2)

2 (2− n2 + n2x) (1 + x)
dx

)
+

+C2

√
2− n2 + n2x cos

(∫
n2
√

(1− n2) (1− x2)

2 (2− n2 + n2x) (1 + x)
dx

)
.

Проверка другого набора s2 дает те же выводы относительно существования

лиувиллевых решений у линейного дифференциального уравнения (28.45).

Окончательно, можно сформулировать следующий результат. Задача о каче-

нии тяжелого однородного шара по поверхности такой, что при качении центр

шара принадлежит поверхности, полученной вращением арки циклоиды вокруг

ее оси симметрии, является интегрируемой в лиувиллевых функциях.

28.5 Качение шара по абсолютно шероховатому тору

Пусть абсолютно шероховатая поверхность, по которой катится шар, такова,

что геометрическое место центров шара представляет собой тор. Ранее задача

о качении шара по внешней или по внутренней поверхности тора рассматрива-

лась в работах А. А. Афонина [3,4] и С. Деневой [18,19]. Однако в этих работах

рассматривалась задача о качении шара по тору в предположении, что тором

является именно опорная поверхность, по которой катится шар. В рассматри-

ваемой нами задаче по тору движется центр шара. Уравнение тора запишем в

виде (28.15)

r =


(a+ b cos q1) cos q2

(a+ b cos q1) sin q2

b sin q1

 .

Таким образом, в рассматриваемой нами задаче

ρ (q1) = a+ b cos q1, ζ (q1) = b sin q1.
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Здесь a и b — параметры, имеющие размерность длины, и такие, что a > b.

Тогда коэффициенты Ламе, вычисляемые по формулам (28.16), имеют вид:

h1 = b, h2 = a+ b cos q1,

а главные кривизны k1 и k2 тора, вычисляемые по формулам (28.17), равны

k1 =
1

b
, k2 =

cos q1

a+ b cos q1
.

Линейное дифференциальное уравнение второго порядка (28.22) в рассмат-

риваемом случае принимает вид:

d2V

dq2
1

+
b sin q1

a+ b cos q1

dV

dq1
+

n2a

a+ b cos q1
V = 0. (28.47)

В дифференциальном уравнении (28.47) сделаем замену независимой пере-

менной по формуле cos q1 = x. Тогда уравнение (28.47) примет вид:

d2V

dx2
+

b+ ax

(a+ bx) (x2 − 1)

dV

dx
− n2a

(a+ bx) (x2 − 1)
V = 0. (28.48)

Введем теперь параметр x0, положив

a = −bx0.

Тогда уравнение (28.48) представится в окончательной форме

d2V

dx2
− (xx0 − 1)

(x− x0) (x2 − 1)

dV

dx
+

n2x0

(x− x0) (x2 − 1)
V = 0. (28.49)

Для того, чтобы привести линейное дифференциальное уравнение второго

порядка (28.49) к более простому виду, сделаем замену

y (x) = V (x)

(
x2 − 1

) 1
4

√
x− x0

.
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Тогда уравнение (28.49) примет вид:

d2y

dx2
= r (x) y, (28.50)

r (x) =
4x0

(
1− n2

)
x3 +

(
4n2x2

0 − x2
0 − 6

)
x2

4 (x− x0)
2 (x2 − 1)2 +

+
2
(
1 + 2n2

)
x0x+ 3− 2x2

0 − 4n2x2
0

4 (x− x0)
2 (x2 − 1)2 .

Легко видеть, что функция r (x) имеет три конечных полюса в точках x = 1,

x = −1 и x = x0, и все эти полюсы являются полюсами второго порядка.

Разложение функции r (x) в ряд в окрестности точки x =∞ имеет вид:

r (x) =

(
1− n2

)
x0

x3
+O

(
1

x4

)
,

то есть порядок полюса этой функции в точке x =∞ равен 3. Следовательно, в

соответствии с необходимыми условиями существования лиувиллевых решений

(см. Теорему 2.4), у линейного дифференциального уравнения второго поряд-

ка (28.50) могут существовать лиувиллевы решения всех трех типов. Разложе-

ние функции r (x) на простые дроби имеет вид:

r (x) =
x0 + 8n2x0 + 3

16 (x0 − 1) (x− 1)
− 3

16 (x− 1)2 −
x0 + 8n2x0 − 3

16 (x0 + 1) (x+ 1)
−

− 3

16 (x+ 1)2 −
x0

(
1 + 2n2

)
2 (x2

0 − 1) (x− x0)
+

3

4 (x− x0)
2 .

Сначала попытаемся найти у дифференциального уравнения (28.50) лиувил-

левы решения вида (2.1), то есть решения, соответствующие Случаю 1 Теоре-

мы 2.1. Будем по шагам применять алгоритм Ковачича для поиска решения

вида (2.1) уравнения (28.50) так, как он описан в пункте 3.1.
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Шаг 1. Вычислим следующие величины:

[
√
r]1 = 0, α+

1 =
3

4
, α−1 =

1

4
,

[
√
r]−1 = 0, α+

−1 =
3

4
, α−−1 =

1

4
,

[
√
r]x0 = 0, α+

x0
=

3

2
, α−x0 = −1

2
,

[
√
r]∞ = 0, α+

∞ = 1, α−∞ = 0.

Шаг 2. Поскольку число ρ конечных полюсов функции r(x) равно 3, то мы

имеем 2ρ+1 = 24 = 16 наборов знаков:

s = (s (∞) , s (1) , s (−1) , s (x0)) .

Для каждого из этих наборов вычислим величину d по формуле (3.2):

d = αs(∞)
∞ − αs(1)

1 − αs(−1)
−1 − αs(x0)

x0
.

В соответствии с алгоритмом, число d должно быть неотрицательным целым

числом. Анализируя все возможные наборы знаков s и соответствующие им

наборы значений α, убеждаемся, что для двух наборов

p1 =
(
α+
∞, α

+
1 , α

+
−1, α

−
x0

)
=

(
1,

3

4
,

3

4
, −1

2

)
,

p2 =
(
α−∞, α

−
1 , α

−
−1, α

−
x0

)
=

(
0,

1

4
,

1

4
, −1

2

)
,

получается d = 0, а еще для одного набора

p3 =
(
α+
∞, α

−
1 , α

−
−1, α

−
x0

)
=

(
1,

1

4
,

1

4
, −1

2

)
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получается d = 1. Все соответствующие наборы нуждаются в проверке.

Рассмотрим набор значений p1. Соответствующая функция θ = θ (x), вычис-

ляемая по формуле (3.3), для указанного набора значений α имеет вид

θ =
3

4 (x− 1)
+

3

4 (x+ 1)
− 1

2 (x− x0)
.

Шаг 3. Для найденного на предыдущем шаге набора значений p1 мы долж-

ны найти многочлен P степени d = 0, удовлетворяющий дифференциальному

уравнению (3.4). Уравнение (3.4) после подстановки в него функции θ = θ (x)

и многочлена нулевой степени P ≡ 1, примет вид

(n2 − 1)x0

(x2 − 1) (x− x0)
= 0. (28.51)

Поскольку по физическому смыслу задачи n2 < 1, а кроме того, x0 6= 0 (в

противном случае имеем a = 0, что невозможно), следовательно, условие (28.51)

не выполняется ни при каких значениях параметров. Таким образом, для набо-

ра p1 уравнение (28.50) не имеет лиувиллевых решений вида (2.1). Аналогичные

выводы получаются и при проверке наборов p2 и p3. Таким образом, установ-

лено, что линейное дифференциальное уравнение второго порядка (28.50) не

имеет лиувиллевых решений вида (2.1).

Теперь попытаемся найти у линейного дифференциального уравне-

ния (28.50) лиувиллевы решения вида (2.6), то есть решения, соответствующее

Случаю 2 Теоремы 2.1. Необходимые условия существования такого решения у

уравнения (28.50) являются выполненными (см. Теорему 2.4). Будем по шагам

применять алгоритм Ковачича для поиска лиувиллевых решений вида (2.6),

как он описан в пункте 3.4.

Шаг 1. Найдем сначала множества чисел Ec, соответствующие конечным

полюсам, и множество E∞, соответствующее полюсу в точке x = ∞. Для ко-
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нечных полюсов x = 1 и x = −1 множества E1 и E−1 оказываются равными:

E1 = {1, 2, 3} , E−1 = {1, 2, 3} .

Множество Ex0 равно

Ex0 = {−2, 2, 6} .

Наконец, множество E∞ имеет в данном случае вид:

E∞ = {0, 2, 4} .

Шаг 2. Теперь мы должны рассмотреть все возможные наборы

s = (e∞, e1, e−1, ex0)

элементов множеств E∞, E1, E−1, Ex0, причем в каждом наборе хотя бы одно из

чисел обязательно должно быть нечетным. Вычислим величину d для каждого

набора s по формуле (3.11):

d =
1

2
(e∞ − e1 − e−1 − ex0) .

В соответствии с алгоритмом d должно быть неотрицательным целым чис-

лом. Заметим, что минимальное значение суммы элементов множеств, соответ-

ствующих конечным полюсам, равно нулю. Поэтому максимальное значение

постоянной d, вычисляемой по формуле (3.11), оказывается равным d = 2. Зна-

чению d = 2 соответствует набор, элементы которого равны

s1 = (4, 1, 1, −2) .

Кроме того, у нас имеется некоторое число наборов, для которых постоян-

ная d, вычисляемая по формуле (3.11), оказывается равной единице или нулю.
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Такими, в частности, являются наборы:

s2 = (2, 1, 1, −2) , d = 1; s3 = (4, 1, 3, −2) , d = 1;

s4 = (4, 3, 1, −2) , d = 1; s5 = (0, 1, 1, −2) , d = 0;

s6 = (2, 1, 3, −2) , d = 0; s7 = (2, 3, 1, −2) , d = 0;

s8 = (4, 3, 3, −2) , d = 0; s9 = (4, 1, 1, 2) , d = 0.

Все эти наборы нуждаются в проверке.

Шаг 3. Начнем с проверки набора s1. По формуле (3.12) составим функцию

θ = θ (x). Для набора s1 она имеет вид:

θ =
1

2

(
1

(x+ 1)
+

1

(x− 1)
− 2

(x− x0)

)
.

Искомый многочлен P имеет вид:

P = x2 +B1x+B2,

где B1 и B2 — коэффициенты, подлежащие определению. Для поиска коэффи-

циентов B1 и B2 многочлена P воспользуемся уравнением (3.13). После подста-

новки многочлена P и функции θ = θ (x) в левую часть уравнения (3.13), мы

получаем в левой части этого уравнения рациональное выражение. В числителе

этого выражения стоит многочлен второй степени следующего вида:

P2 = 2x0

(
n2 − 1

)
x2 + · · · .

Поскольку по физическому смыслу задачи n2 < 1, а кроме того, x0 6= 0, сле-

довательно полученное выражение не может быть тождественно равным нулю

ни при каких значениях параметров. Таким образом, для набора s1 уравне-
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ние (28.50) не имеет лиувиллевых решений вида (2.6). Аналогичные выводы

получаются и при проверке наборов s2 — s9: для существования лиувиллевых

решений должно выполняться одно из условий: либо n2−1 = 0, либо x0 = 0, что

невозможно. Таким образом, уравнение (28.50) не имеет лиувиллевых решений

вида (2.6).

Аналогичные выводы получаются и при применении алгоритма для поиска

лиувиллевых решений вида (2.10) у линейного дифференциального уравнения

второго порядка (28.50). Итак, окончательно можно сделать вывод, что линей-

ное дифференциальное уравнение второго порядка (28.50) не имеет лиувил-

левых решений. Попытаемся, однако, определить, с помощью каких функций

выражается общее решение линейного дифференциального уравнения второ-

го порядка (28.47). Для этого снова обратимся к уравнению (28.47) и сделаем в

нем замену независимой переменной по формуле 1+cos q1 = 2x. Тогда линейное

дифференциальное уравнение (28.47) примет вид:

d2V

dx2
+

2ax− a+ b

2x (x− 1) (2bx− b+ a)

dV

dx
− n2a

x (x− 1) (2bx− b+ a)
V = 0. (28.52)

Вводя обозначение a = b (1− 2x0), перепишем полученное линейное диффе-

ренциальное уравнение второго порядка в виде:

d2V

dx2
+

(
1

2x
+

1

2 (x− 1)
− 1

x− x0

)
dV

dx
+

(2x0 − 1)n2

2x (x− 1) (x− x0)
V = 0. (28.53)

Уравнение (28.53) является линейным дифференциальным уравнением Хей-

на [24, 151]. Таким образом, рассматриваемая задача о качении шара по по-

верхности вращения такой, что при качении центр шара принадлежит тору,

интегрируется в функциях Хейна [24, 151]. Функции Хейна, также как и ги-

пергеометрические функции, не являются лиувиллевыми функциями. Поэтому

применение алгоритма Ковачича к данному дифференциальному уравнению не

позволило найти его общее решение.



297

28.6 Качение шара по поверхности псевдосферы

Пусть теперь поверхность, по которой катится шар, такова, что при качении ша-

ра по этой поверхности его центр принадлежит поверхности псевдосферы, на-

зываемой также поверхностью Бельтрами. Функции ρ = ρ (q1) и ζ = ζ (q1), па-

раметрически задающие соответствующую поверхность вращения, имеют вид:

ρ (q1) = a sin q1, ζ (q1) = a
(

ln tg
q1

2
+ cos q1

)
, (28.54)

где a — некоторая положительная постоянная. Коэффициенты Ламе h1, h2 и

главные кривизны k1 и k2 поверхности (28.54) будут равны

h1 =
a cos q1

sin q1
, h2 = a sin q1, k1 = − sin q1

a cos q1
, k2 =

cos q1

a sin q1
.

Тогда линейное дифференциальное уравнение второго порядка (28.22) запи-

шется в виде:
d2V

dq2
1

− cos q1

sin q1

dV

dq1
+

n2

sin2 q1

V = 0. (28.55)

В дифференциальном уравнении (28.55) сделаем замену независимой пере-

менной по формуле

sin2 q1 = x.

Тогда уравнение (28.55) примет вид уравнения с рациональными коэффици-

ентами
d2V

dx2
+

1

2 (x− 1)

dV

dx
− n2

4x2 (x− 1)
V = 0. (28.56)

Для того, чтобы привести дифференциальное уравнение (28.56) к более про-

стому виду, сделаем замену

y (x) = V (x) (1− x)
1
4 .
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Тогда линейное дифференциальное уравнение второго порядка (28.56) пере-

пишется следующим образом:

d2y

dx2
= −

(
3x2 − 4n2x+ 4n2

)
16x2 (x− 1)2 y. (28.57)

Уравнение (28.57) имеет в точности вид, необходимый для того, чтобы при-

менить к этому уравнению алгоритм Ковачича [105]. Функция r (x) в данном

случае равна

r (x) = −
(
3x2 − 4n2x+ 4n2

)
16x2 (x− 1)2 .

Легко видеть, что функция r (x) имеет два конечных полюса в точках x = 0

и x = 1, и оба эти полюса являются полюсами второго порядка. Разложим

функцию r (x) в сумму простых дробей. Это разложение имеет вид:

r (x) = −n
2

4x
− n2

4x2
+

n2

4 (x− 1)
− 3

16 (x− 1)2 .

Разложение функции r (x) в ряд в окрестности точки x =∞ имеет вид:

r (x) = − 3

16x2
+O

(
1

x3

)
.

Таким образом, порядок полюса функции r (x) в точке x = ∞ равен двум.

Следовательно, в соответствии с необходимыми условиями существования ли-

увиллевых решений (см. Теорему 2.4), у дифференциального уравнения (28.57)

могут существовать лиувиллевы решения всех трех типов.

Сначала попытаемся найти у дифференциального уравнения (28.57) лиувил-

левы решения вида (2.1), то есть решения, соответствующие Случаю 1 Теоре-

мы 2.1. Будем по шагам применять алгоритм Ковачича для поиска решения

вида (2.1) уравнения (28.57) так, как он описан в пункте 3.1.

Шаг 1. В соответствии с алгоритмом Ковачича вычислим соответствующие

конечным полюсам постоянные [
√
r]c и постоянные α±c . Для полюса x = 1 име-
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ем: [√
r
]

1
= 0, α+

1 =
3

4
, α−1 =

1

4
.

Аналогично, для полюса x = 0 имеем:

[√
r
]

0
= 0, α+

0 =
1

2
+

1

2

√
1− n2, α+

0 =
1

2
− 1

2

√
1− n2.

Значения [
√
r]∞ и α±∞ оказываются равными

[√
r
]
∞ = 0, α+

∞ =
3

4
, α−∞ =

1

4
.

Шаг 2. Поскольку число ρ конечных полюсов функции r (x) равно 2, то мы

имеем 2ρ+1 = 23 = 8 наборов знаков

s = (s (∞) , s (0) , s (1)) ,

где s (∞), s (0) и s (1) равны, соответственно, + или −.
Для каждого из этих наборов по формуле (3.2) вычислим величину d:

d = αs(∞)
∞ − αs(0)

0 − αs(1)
1 .

В соответствии с алгоритмом, d должно быть неотрицательным целым чис-

лом. Однако, принимая во внимание условие

0 < n2 < 1,

убеждаемся, что постоянная d не будет равна неотрицательному целому чис-

лу ни для одного набора значений αs(∞)
∞ , αs(0)

0 , αs(1)
1 . Следовательно, в данной

задаче у линейного дифференциального уравнения (28.57) не существует ли-

увиллевых решений вида (2.1).

Попытаемся теперь найти у линейного дифференциального уравне-

ния (28.57) лиувиллевы решения вида (2.6), то есть решения, соответствующее
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Случаю 2 Теоремы 2.1. Необходимые условия существования такого решения у

уравнения (28.57) являются выполненными (см. Теорему 2.4). Будем по шагам

применять алгоритм Ковачича для поиска лиувиллевых решений вида (2.6),

как он описан в пункте 3.4.

Шаг 1. Найдем сначала множества чисел E0 и E1, соответствующие конеч-

ным полюсам, и множество E∞, соответствующее полюсу в точке x = ∞. В

силу того, что 0 < n2 < 1, для конечного полюса x = 0 получаем:

E0 = {2}.

Для конечного полюса x = 1 множество E1 будет иметь вид:

E1 = {1, 2, 3}.

Аналогично, множество E∞ в данном случае равно:

E∞ = {1, 2, 3}.

Шаг 2. Теперь мы должны рассмотреть все возможные наборы

s = (e∞, e0, e1)

элементов множеств E∞, E0, E1, причем в каждом наборе хотя бы одно из чисел

обязательно должно быть нечетным. Вычислим величину d для каждого набора

s по формуле (3.11):

d =
1

2
(e∞ − e0 − e1) .

В соответствии с алгоритмом число d должно быть неотрицательным це-

лым числом. Следовательно, существует всего лишь один набор, для которого

d будет неотрицательным целым числом. Этот набор имеет вид

s1 = (3, 2, 1) ,
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и для него постоянная d = 0. Для того, чтобы доказать существование или от-

сутствие лиувиллевых решений типа 2 у дифференциального уравнения (28.57),

мы должны проверить применить к набору s1 алгоритм Ковачича.

Шаг 3. По формуле (3.12) сформируем функцию θ = θ (x). Для набора s1

она будет равна:

θ =
1

2

(
2

x
+

1

x− 1

)
.

Искомый многочлен P нулевой степени будет равен P ≡ 1. После подста-

новки многочлена P и функции θ = θ (x) в левую часть уравнения (3.13), мы

убеждаемся, что оно выполняется тождественно. Следовательно, при любом

значении параметра n общее решение линейного дифференциального уравне-

ния второго порядка (28.57) выражается через лиувиллевы функции вида (2.6).

Возвращаясь к линейному дифференциальному уравнению (28.55), можно сде-

лать вывод, что общее решение уравнения (28.55) в явном виде записывается

следующим образом:

V (q1) = sin q1

C1

(
1 + cos q1

1− cos q1

)√1−n2
2

+ C2

(
1 + cos q1

1− cos q1

)−√1−n2
2

 .

Окончательно, можно сформулировать следующий результат. Задача о каче-

нии тяжелого однородного шара по поверхности такой, что при качении центр

шара принадлежит поверхности псевдосферы, является интегрируемой в ли-

увиллевых функциях.

Замечание 28.1. Впервые утверждение, что если тяжелый однородный шар

катится по поверхности вращения такой, что при качении центр шара при-

надлежит поверхности псевдосферы, то все первые интегралы задачи могут

быть записаны в явном виде, было получено в работе А. В. Борисова, И. С. Ма-

маева и И. А. Бизяева [75]. Это утверждение равносильно нашему выводу о

том, что данная задача интегрируется в лиувиллевых функциях. �
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28.7 Качение шара по поверхности катеноида

Пусть поверхность, по которой катится шар, такова, что при качении шара по

этой поверхности его центр принадлежит поверхности катеноида. Функции ρ =

ρ (q1) и ζ = ζ (q1), параметрически задающие поверхность катеноида вращения,

имеют вид:

ρ (q1) = a ch q1, ζ = aq1, (28.58)

где a — некоторая положительная постоянная. В этом случае коэффициенты

Ламе h1, h2 и главные кривизны k1, k2 поверхности (28.58) будут равны

h1 = h2 = a ch q1, k1 = − 1

a ch2 q1

, k2 =
1

a ch2 q1

.

С учетом явных выражений для h1, h2, k1 и k2 линейное дифференциальное

уравнение второго порядка (28.22) запишется в виде:

d2V

dq2
1

+
2n2

ch2 q1

V = 0. (28.59)

В дифференциальном уравнении (28.59) сделаем замену независимой пере-

менной по формуле

ch2 q1 = x.

Тогда уравнение (28.59) примет вид уравнения с рациональными коэффици-

ентами:
d2V

dx2
+

2x− 1

2 (x− 1)

dV

dx
+

n2

2x2 (x− 1)
V = 0. (28.60)

Для того, чтобы привести линейное дифференциальное уравнение (28.60) к

более простому виду, сделаем замену

y (x) = V (x) (x (x− 1))
1
4 .
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Тогда уравнение линейное дифференциальное уравнение второго поряд-

ка (28.60) перепишется следующим образом:

d2y

dx2
= −4x2 − 4x+ 3 + 8n2x− 8n2

16x2 (x− 1)2 y. (28.61)

Уравнение (28.61) имеет в точности вид, необходимый для того, чтобы при-

менить к этому уравнению алгоритм Ковачича [105]. Функция r (x) в данном

случае равна

r (x) = −4x2 − 4x+ 3 + 8n2x− 8n2

16x2 (x− 1)2 .

Легко видеть, что функция r (x) имеет два конечных полюса в точках x = 0

и x = 1, и оба эти полюса являются полюсами второго порядка. Разложим

функцию r (x) в сумму простых дробей. Это разложение имеет вид:

r (x) = − 3

16 (x− 1)2 +
1− 4n2

8 (x− 1)
− 1− 4n2

8x
+

8n2 − 3

16x2
.

Разложение функции r (x) в ряд в окрестности точки x =∞ имеет вид:

r (x) = − 1

4x2
+O

(
1

x3

)
.

Таким образом, порядок полюса функции r (x) в точке x = ∞ равен двум.

Следовательно, в соответствии с необходимыми условиями существования ли-

увиллевых решений (см. Теорему 2.4), у линейного дифференциального урав-

нения второго порядка (28.61) могут существовать лиувиллевы решения всех

трех типов.

Заметим, что в случае, когда 8n2 − 3 = 0, то есть когда

n =

√
3

8
,

точка x = 0 становится полюсом первого порядка функции r (x). Этот случай

нуждается в отдельном рассмотрении. Начнем с изучения общего случая, когда
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0 < n < 1 и 8n2 − 3 6= 0, и попытаемся найти у дифференциального уравне-

ния (28.61) лиувиллевы решения вида (2.1), то есть решения, соответствующие

Случаю 1 Теоремы 2.1. Будем по шагам применять алгоритм Ковачича для

поиска решения вида (2.1) уравнения (28.50) так, как он описан в пункте 3.1.

Шаг 1. В соответствии с алгоритмом Ковачича вычислим соответствующие

конечным полюсам постоянные [
√
r]c и постоянные α±c . Для полюса x = 1 име-

ем: [√
r
]

1
= 0, α+

1 =
3

4
, α−1 =

1

4
.

Аналогично, для полюса x = 0 имеем:

[√
r
]

0
= 0, α+

0 =
1

2
+

1

2

√
1

4
+ 2n2, α+

0 =
1

2
− 1

2

√
1

4
+ 2n2.

Значения [
√
r]∞ и α±∞ оказываются равными

[√
r
]
∞ = 0, α+

∞ =
1

2
, α−∞ =

1

2
.

Шаг 2. Поскольку число ρ конечных полюсов функции r (x) равно 2, то мы

имеем 2ρ+1 = 23 = 8 наборов знаков

s = (s (∞) , s (0) , s (1)) ,

где s (∞), s (0) и s (1) равны, соответственно, + или −.
Для каждого из этих наборов по формуле (3.2) вычислим величину d:

d = αs(∞)
∞ − αs(0)

0 − αs(1)
1 .

В соответствии с алгоритмом, d должно быть неотрицательным целым чис-

лом. Однако, принимая во внимание условие

0 < n2 < 1,
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убеждаемся, что постоянная d не будет равна неотрицательному целому чис-

лу ни для одного набора значений αs(∞)
∞ , αs(0)

0 , αs(1)
1 . Следовательно, в данной

задаче у линейного дифференциального уравнения (28.61) не существует ли-

увиллевых решений вида (2.1).

Попытаемся теперь найти у линейного дифференциального уравне-

ния (28.61) лиувиллевы решения вида (2.6), то есть решения, соответствующее

Случаю 2 Теоремы 2.1. Необходимые условия существования такого решения у

уравнения (28.61) являются выполненными (см. Теорему 2.4). Будем по шагам

применять алгоритм Ковачича для поиска лиувиллевых решений вида (2.6),

как он описан в пункте 3.4.

Шаг 1. Найдем сначала множества чисел E0 и E1, соответствующие конеч-

ным полюсам, и множество E∞, соответствующее полюсу в точке x = ∞. В

силу того, что 0 < n2 < 1 и 8n2− 3 6= 0, для конечного полюса x = 0 получаем:

E0 = {2}.

Для конечного полюса x = 1 множество E1 будет иметь вид:

E1 = {1, 2, 3}.

Аналогично, множество E∞ в данном случае равно:

E∞ = {2}.

Шаг 2. Теперь мы должны рассмотреть все возможные наборы

s = (e∞, e0, e1)

элементов множеств E∞, E0, E1, причем в каждом наборе хотя бы одно из чисел

обязательно должно быть нечетным. Вычислим величину d для каждого набора
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s по формуле (3.11):

d =
1

2
(e∞ − e0 − e1) .

В соответствии с алгоритмом число d должно быть неотрицательным це-

лым числом. Однако легко видеть, что не существует ни одного набора s, для

которого число d было бы неотрицательным целым числом. Следовательно,

уравнение (28.61) не имеет лиувиллевых решений вида (2.6).

Аналогичные выводы получаются и при применении алгоритма для поиска

лиувиллевых решений вида (2.10) у линейного дифференциального уравнения

второго порядка (28.61). Вывод об отсутствии лиувиллевых решений у диффе-

ренциального уравнения (28.61) имеет место также и в частном случае, когда

n =

√
3

8
.

Итак, окончательно можно сделать вывод, что линейное дифференциальное

уравнение второго порядка (28.61) не имеет лиувиллевых решений. Попытаем-

ся, однако, определить, с помощью каких функций выражается общее решение

линейного дифференциального уравнения второго порядка (28.61). Для этого

снова обратимся к уравнению (28.60) и сделаем в нем замену переменных по

формуле

V (x) = x
1
4W (x) .

Тогда дифференциальное уравнение, которому удовлетворяет функция

W (x), будет иметь вид:

x2d
2W

dx2
+

(3x− 2)x

2 (x− 1)

dW

dx
+
x+ 1 + 8n2

16 (x− 1)
W = 0. (28.62)

Теперь в уравнении (28.62) сделаем замену независимой переменной по фор-

муле

z =
√

1− x,
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тогда это уравнение примет вид:

(
1− z2

) d2W

dz2
− 2z

dW

dz
+
z2 − 2− 8n2

4 (1− z2)
W = 0. (28.63)

Уравнение (28.63) представляет собой линейное дифференциальное уравне-

ние второго порядка, называемое уравнением Лежандра [17, 24]. Его общее ре-

шение выражается через функции Лежандра [17, 24]. Функциями Лежандра

P µ
ν (z) и Qµ

ν (z) называют два линейно независимых решения уравнения Ле-

жандра

(
1− z2

) d2W

dz2
− 2z

dW

dz
+

[
ν (ν + 1)− µ2

(1− z2)

]
W = 0. (28.64)

Для уравнения (28.63) соответствующие значения параметров µ и ν равны

µ =

√
1 + 8n2

2
, ν = −1

2
.

Таким образом, можно сделать вывод, что задача о качении шара по поверх-

ности такой, что при качении шара его центр принадлежит катеноиду враще-

ния, решается в функциях Лежандра. Функции Лежандра представляют собой

частный случай гипергеометрических функций и не являются лиувиллевыми

функциями. Поэтому применение алгоритма Ковачича к данному дифферен-

циальному уравнению не позволило найти его общее решение.

В следующей главе диссертации рассматривается задача о качении динами-

чески симметричного тела, ограниченного поверхностью вращения (тела вра-

щения), по поверхности сферы в поле сил, потенциал которых зависит от рас-

стояния между центром сферы и центром тяжести тела. Показано, что решение

данной задачи также приводится к интегрированию одного линейного диффе-

ренциального уравнения второго порядка.
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ГЛАВА 5. ЗАДАЧА О КАЧЕНИИ ТЕЛА ВРАЩЕНИЯ ПО
ПОВЕРХНОСТИ СФЕРЫ

29 Введение

В 1897 году С. А. Чаплыгин в своей работе [59] установил, что в случае качения

тяжелого тела вращения по горизонтальной плоскости решение соответствую-

щей задачи сводится к интегрированию одного линейного дифференциального

уравнения второго порядка относительно компоненты угловой скорости тела

в проекции на его ось динамической симметрии. Эта задача рассматривалась

нами во второй главе работы. В 1910 году П. В. Воронец в работе [15] показал,

что рассуждения С. А. Чаплыгина без изменений переносятся на случай каче-

ния тела вращения по поверхности сферы, если приложенные к твердому телу

силы имеют равнодействующую, приложенную к центру масс O тела, направ-

ленную к центру O1 опорной сферы, и зависящую только от расстояния между

точками O и O1. В этом случае решение задачи сводится к интегрированию од-

ного линейного дифференциального уравнения второго порядка или системы

двух линейных дифференциальных уравнений первого порядка относительно

компонент угловой скорости в проекции на ось динамической симметрии тела

и на нормаль к поверхности сферы. Позднее тот же результат был получен в

работах Ю. П. Бычкова [13,14].

В данной главе изучается задача о качении тела вращения по поверхности

сферы при условиях П. В. Воронца [15]. Получена система двух линейных диф-

ференциальных уравнений первого порядка, к интегрированию которой сводит-

ся решение задачи. Рассмотрена задача о качении неоднородного динамически

симметричного шара по поверхности сферы при условиях П. В. Воронца [15].

Получено линейное дифференциальное уравнение второго порядка относитель-

но компоненты угловой скорости шара в проекции на его ось динамической

симметрии. При помощи алгоритма Ковачича исследован вопрос о существова-
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нии лиувиллевых решений в данной задаче. Показано, что при всех значениях

параметров общее решение соответствующего линейного дифференциального

уравнения второго порядка выражается через лиувиллевы функции.

30 Постановка задачи

Рассмотрим общую задачу о качении тела, ограниченного выпуклой поверх-

ностью S, по неподвижной опорной поверхности S1. Следуя работе П. В. Во-

ронца [15], для описания движения тела введем четыре системы координат (в

скобках указаны обозначения для единичные базисных векторов осей):

Ox1y1z1 (ex, ey, ez) — неподвижная система координат с началом в некоторой

точке неподвижной опорной поверхности;

Oxyz (e1, e2, e3) — система координат, жестко связанная с движущимся твер-

дым телом; ее начало выбрано в центре масс O движущегося тела, а оси на-

правлены по главным осям инерции;

Puvn (eu, ev, en) — подвижная система координат с началом в точке контак-

та P тела с опорной поверхностью и осями, направленными по касательным к

координатным линиям и по нормали к поверхности S тела;

Pu1v1n1 (eu1, ev1, en1) — подвижная система координат, оси которой направ-

лены по касательным к координатным линиям и по нормали к неподвижной

опорной поверхности S1.

Пусть поверхность S, ограничивающая твердое тело, задается в системе ко-

ординат Oxyz координатами точки контакта P поверхности S тела с неподвиж-

ной поверхностью S1:

ρ =
−→
GP = x (u, v) e1 + y (u, v) e2 + z (u, v) e3,

где u и v — гауссовы криволинейные координаты точки P на поверхности S.

Будем считать, что координатные линии u (v = const) и v (u = const) являются
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линиями кривизны на поверхности S. Пусть E, F , G — коэффициенты первой

квадратичной формы поверхности S, тогда по формулам из дифференциальной

геометрии

E =

(
∂x

∂u

)2

+

(
∂y

∂u

)2

+

(
∂z

∂u

)2

, G =

(
∂x

∂v

)2

+

(
∂y

∂v

)2

+

(
∂z

∂v

)2

,

F =

(
∂x

∂u

)(
∂x

∂v

)
+

(
∂y

∂u

)(
∂y

∂v

)
+

(
∂z

∂u

)(
∂z

∂v

)
= 0.

В таком случае единичные базисные векторы eu, ev, en системы координат

Puvn связаны с единичными базисными векторами e1, e2, e3 системы коорди-

нат Oxyz соотношениями

eu =
1√
E

((
∂x

∂u

)
e1 +

(
∂y

∂u

)
e2 +

(
∂z

∂u

)
e3

)
,

ev =
1√
G

((
∂x

∂v

)
e1 +

(
∂y

∂v

)
e2 +

(
∂z

∂v

)
e3

)
,

en = [eu × ev] .

Взаимную ориентацию систем координат Oxyz и Puvn определим при по-

мощи матрицы направляющих косинусов таблицей

x y z

u c11 c12 c13

v c21 c22 c23

n c31 c32 c33

Тогда для коэффициентов ci j справедливы следующие формулы:

c11 =
1√
E

∂x

∂u
, c12 =

1√
E

∂y

∂u
, c13 =

1√
E

∂z

∂u
;

c21 =
1√
G

∂x

∂v
, c22 =

1√
G

∂y

∂v
, c23 =

1√
G

∂z

∂v
;
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c31 =
1√
EG

(
∂y

∂u

∂z

∂v
− ∂z

∂u

∂y

∂v

)
, c32 =

1√
EG

(
∂z

∂u

∂x

∂v
− ∂x

∂u

∂z

∂v

)
,

c33 =
1√
EG

(
∂x

∂u

∂y

∂v
− ∂y

∂u

∂x

∂v

)
.

Коэффициенты L, M , N второй квадратичной формы поверхности S катя-

щегося тела в явном виде записываются следующим образом:

L =
∂2x

∂u2
c31 +

∂2y

∂u2
c32 +

∂2z

∂u2
c33, N =

∂2x

∂v2
c31 +

∂2y

∂v2
c32 +

∂2z

∂v2
c33,

M =
∂2x

∂u∂v
c31 +

∂2y

∂u∂v
c32 +

∂2z

∂u∂v
c33 = 0.

Будем считать, что в системе координат O1x1y1z1 опорная поверхность за-

дается уравнениями

x1 = x1 (u1, v1) , y1 = y1 (u1, v1) , z1 = z1 (u1, v1) ,

где u1 и v1 — гауссовы криволинейные координаты точки P на опорной по-

верхности S1. Коэффициенты первой и второй квадратичной формы опорной

поверхности обозначим соответственно E1, F1, G1 и L1, M1, N1. С учетом того,

как выбраны оси системы координат Pu1v1n1 имеем:

F1 = 0, M1 = 0.

Следуя работе П. В. Воронца [15], в качестве обобщенных координат в зада-

че о качении твердого тела по неподвижной поверхности, выберем следующие

пять переменных: две гауссовы координаты u, v, определяющие положение точ-

ки касания P тела и опорной поверхности на участке поверхности катящегося

тела S; две гауссовы координаты u1, v1, определяющие положение точки P на

участке опорной поверхности S1, и угол θ между осями Pu1 и Pv (Рис. 13).
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Рис. 13. Подвижные системы координат Puvn и Pu1v1n1.

Поскольку качение тела происходит без скольжения, то координаты u, v,

u1, v1 и θ в каждый момент времени должны удовлетворять двум неголоном-

ным связям. Получим соответствующие уравнения связей. Условие отсутствия

скольжения означает, что вектор скорости геометрической точки P при её пере-

мещении по поверхности S равен вектору скорости точки P при её перемещении

по S1. Пусть a, b — проекции на оси Pu и Pv скорости геометрической точки P

при её перемещении по S, а a1, b1 — проекции на оси Pu1 и Pv1 её скорости при

перемещении по S1. Учитывая, что скорость перемещения точки P по S равна

v1 = aeu + bev =
√
Eu̇eu +

√
Gv̇ev,

а скорость перемещения точки P по S1 равна

v2 = a1eu1 + b1ev1 =
√
E1u̇1eu1 +

√
G1v̇1ev1.

Имеем:

v1 = v2.

Из того, как определен угол θ следует, что

eu1 = − sin θeu + cos θev, ev1 = cos θeu + sin θev.

Поэтому

aeu + bev = a1 (− sin θeu + cos θev) + b1 (cos θeu + sin θev) .
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Из последнего равенства следуют два условия

a = b1 cos θ − a1 sin θ, b = b1 sin θ + a1 cos θ.

Разрешая данные соотношения относительно a1 и b1, находим:

a1 = −a sin θ + b cos θ, b1 = a cos θ + b sin θ.

Таким образом, условия отсутствия скольжения могут быть записаны в виде:√
E1u̇1 = −

√
Eu̇ sin θ +

√
Gv̇ cos θ,

√
G1v̇1 =

√
Eu̇ cos θ +

√
Gv̇ sin θ. (30.1)

Пусть вектор скорости v центра масс O тела и его абсолютной угловой ско-

рости ω задаются в системе координат Oxyz компонентами w1, w2, w3 и ω1,

ω2, ω3 соответственно. Из условия того, что точка касания P тела находится в

мгновенном покое, получим формулы, связывающие компоненты векторов v и

ω:
w1 + ω2z − ω3y = 0, w2 + ω3x− ω1z = 0,

w3 + ω1y − ω2x = 0.
(30.2)

Следующий параграф посвящен нахождению явного выражения для вектора

ω абсолютной угловой скорости катящегося тела.

31 Угловая скорость катящегося тела

Для нахождения абсолютной угловой скорости ω катящегося твердого тела вос-

пользуемся формулой сложения угловых скоростей [10]. Разложим угловую ско-

рость ω твердого тела на три составляющих:

ω = Ω1 + Ω2 + Ω3,
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где Ω1 — угловая скорость системы координат Oxyz относительно системы

координат Puvn, Ω2 — угловая скорость системы координат Puvn относитель-

но системы координат Pu1v1n1 и Ω3 — угловая скорость системы координат

Pu1v1n1 относительно неподвижной системы координат O1x1y1z1.

Пусть в системе координат Puvn угловая скорость Ω1 записывается в виде:

Ω1 = Ω11eu + Ω12ev + Ω13en.

Тогда компоненты Ω11, Ω12, Ω13 угловой скорости Ω1 могут быть определены

из следующего кинематического соотношения

ĊC−1 =


0 −Ω13 Ω12

Ω13 0 −Ω11

−Ω12 Ω11 0

 ,

где C = (ci j) — матрица перехода от системы координат Oxyz к системе коор-

динат Puvn, компоненты которой были выписаны нами выше. Производя необ-

ходимые вычисления, получим следующие выражения для компонент угловой

скорости Ω1:

Ω11 = − N√
G
v̇, Ω12 =

L√
E
u̇, Ω13 =

1√
EG

(
∂E

∂v
u̇− ∂G

∂u
v̇

)
. (31.1)

Угловую скорость Ω3 представим в виде:

Ω3 = Ω31eu1 + Ω32ev1 + Ω33en1.

Компоненты Ω31, Ω32, Ω33 вектора угловой скорости Ω3 на оси системы ко-

ординат Pu1v1n1 можно найти аналогично тому, как выше были найдены ве-

личины Ω11, Ω12, Ω13 — проекции вектора Ω1 на оси системы координат Puvn;

нужно только изменить знак каждой из правых частей равенств (31.1) на про-

тивоположный и приписать индекс "1" всем величинам, входящим в эти правые
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части. В результате получим:

Ω31 =
N1√
G1

v̇1, Ω32 = − L1√
E1

u̇1, Ω33 = − 1√
E1G1

(
∂E1

∂v1
u̇1 −

∂G1

∂u1
v̇1

)
. (31.2)

Угловая скорость Ω2 направлена по оси Pn1 и равна

Ω2 = θ̇en1.

Воспользуемся соотношениями, связывающими единичные векторы eu, ev с

единичными векторами eu1, ev1, а также заметим, что en1 = −en. Если записать

абсолютную угловую скорость ω катящегося тела в виде

ω = peu + qev + nen,

то для компонент p, q, n получим следующие выражения:

p = − N√
G
v̇ − N1√

G1

v̇1 sin θ − L1√
E1

u̇1 cos θ;

q =
L√
E
u̇+

N1√
G1

v̇1 cos θ − L1√
E1

u̇1 sin θ;

n = −θ̇ +
1√
EG

(
∂E

∂v
u̇− ∂G

∂u
v̇

)
+

1√
E1G1

(
∂E1

∂v1
u̇1 −

∂G1

∂u1
v̇1

)
.

(31.3)

Воспользовавшись уравнениями связей (30.1), исключим u̇1 и v̇1 из компо-

нент p и q угловой скорости тела, определяемых формулами (31.2). В результате

компоненты p и q перепишутся в виде:

p = −
(
N

G
+
N1

G1

)√
Gv̇ +

(L1G1 −N1E1)

E1G1

(√
Eu̇ sin θ −

√
Gv̇ cos θ

)
cos θ;

q =

(
L

E
+
L1

E1

)√
Eu̇− (L1G1 −N1E1)

E1G1

(√
Eu̇ cos θ +

√
Gv̇ sin θ

)
cos θ.

(31.4)
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Предположим теперь, что опорная поверхность S1 представляет собой сфе-

ру радиуса R1. Начало неподвижной системы координат O1x1y1z1 выберем в

центре сферы. Тогда справедливы следующие соотношения

L1

E1
=
N1

G1
= − 1

R1
,

и, следовательно,

L1G1 −N1E1 = 0.

В результате компоненты p и q угловой скорости твердого тела существенно

упрощаются. Вводя обозначения

σ =

(
L

E
− 1

R1

)√
E, τ = −

(
N

G
− 1

R1

)√
G,

представим эти компоненты в виде:

p = τ v̇, q = σu̇. (31.5)

Выражение для компоненты n угловой скорости оставим без изменений. За-

метим, что если в проекции на оси системы координат Puvn угловая скорость

ω имеет вид:

ω = peu + qev + nen,

то в проекции на оси системы координат Oxyz, жестко связанной с твердым

телом, ее компоненты равны

ω1 = c11p+ c21q + c31n, ω2 = c12p+ c22q + c32n,

ω3 = c13p+ c23q + c33n.

Перейдем теперь к выводу уравнений движения твердого тела, катящегося

по абсолютно шероховатой сфере.



317

32 Уравнения движения

При выводе уравнений движения твердого тела, катящегося без скольжения

по неподвижной опорной сфере, будем предполагать, что силы, действующие

на тело, имеют потенциал, который зависит только от координат u и v точ-

ки касания P . В частности, такой случай имеет место, когда приложенные к

твердому телу силы имеют равнодействующую, приложенную к центру масс O

твердого тела, направленную к центру O1 опорной сферы и зависящую только

от расстояния между точками O и O1. Таким образом, будем считать, что

V = V (u, v) . (32.1)

Кинетическая энергия катящегося тела имеет вид:

T =
m

2

(
w2

1 + w2
2 + w2

3

)
+

1

2

(
A1ω

2
1 + A2ω

2
2 + A3ω

2
3

)
, (32.2)

гдеm — масса тела и A1, A2, A3 — моменты инерции тела относительно главных

центральных осей инерции. Выражения, определяющие компоненты w1, w2, w3,

ω1, ω2, ω3 запишем следующим образом:

ω1 = c11τ v̇ + c21σu̇+ c31n, ω2 = c12τ v̇ + c22σu̇+ c32n,

ω3 = c13τ v̇ + c23σu̇+ c33n;
(32.3)

w1 = (c33y − c32z)n+ (c13y − c12z) τ v̇ + (c23y − c22z)σu̇,

w2 = (c31z − c33x)n+ (c11z − c13x) τ v̇ + (c21z − c23x)σu̇,

w3 = (c32x− c31y)n+ (c12x− c11y) τ v̇ + (c22x− c21y)σu̇.

(32.4)

Зная выражения для абсолютной угловой скорости тела и скорости его цен-

тра масс через переменные u, v, u̇, v̇, n можно получить уравнения движения

тела по неподвижной сфере. Для этого воспользуемся тем же способом, кото-

рый использовал П. В. Воронец [15] для вывода уравнений движения твердого

тела, катящегося без проскальзывания по неподвижной сфере. Запишем проек-
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ции вектора импульса системыQ = Q1e1+Q2e2+Q3e3 и вектора кинетического

момента относительно центра масс K = K1e1 +K2e2 +K3e3, а также теоремы

об изменении импульса и кинетического момента. Имеем:

Q1 =
∂T

∂w1
, Q2 =

∂T

∂w2
, Q3 =

∂T

∂w3
;

K1 =
∂T

∂ω1
, K2 =

∂T

∂ω2
, K3 =

∂T

∂ω3
.

Уравнения, которые следуют из закона изменения импульса, имеют вид:

d

dt

(
∂T

∂w1

)
= ω3

∂T

∂w2
− ω2

∂T

∂w3
+ F1 +N1,

d

dt

(
∂T

∂w2

)
= ω1

∂T

∂w3
− ω3

∂T

∂w1
+ F2 +N2,

d

dt

(
∂T

∂w3

)
= ω2

∂T

∂w1
− ω1

∂T

∂w2
+ F3 +N3.

Теорема об изменении кинетического момента относительно центра масс, да-

ет следующие уравнения

d

dt

(
∂T

∂ω1

)
= ω3

∂T

∂ω2
− ω2

∂T

∂ω3
+ yN3 − zN2,

d

dt

(
∂T

∂ω2

)
= ω1

∂T

∂ω3
− ω3

∂T

∂ω1
+ zN1 − xN3,

d

dt

(
∂T

∂ω3

)
= ω2

∂T

∂ω1
− ω1

∂T

∂ω2
+ xN2 − yN1.

Здесь F1, F2, F3 — компоненты равнодействующей силы, приложенной к

центру масс, а N1, N2, N3 — компоненты реакции поверхности в проекции на

соответствующие оси.
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Обозначим через Θ кинетическую энергию T , выраженную через координа-

ты u, v, u̇, v̇, n. Тогда

∂Θ

∂n
=
∂T

∂ω1

∂ω1

∂n
+
∂T

∂ω2

∂ω2

∂n
+
∂T

∂ω3

∂ω3

∂n
+
∂T

∂w1

∂w1

∂n
+

+
∂T

∂w2

∂w2

∂n
+
∂T

∂w3

∂w3

∂n
= c31

∂T

∂ω1
+ c32

∂T

∂ω2
+ c33

∂T

∂ω3
+

+ (c33y − c32z)
∂T

∂w1
+ (c31z − c33x)

∂T

∂w2
+ (c32x− c31y)

∂T

∂w3
.

(32.5)

Продифференцируем обе части выражения (32.5) по времени и в правой ча-

сти полученного уравнения заменим производные

d

dt

(
∂T

∂ω1

)
,
d

dt

(
∂T

∂ω2

)
,
d

dt

(
∂T

∂ω3

)
,
d

dt

(
∂T

∂w1

)
,
d

dt

(
∂T

∂w2

)
,
d

dt

(
∂T

∂w3

)
на выражения, которые получаются из теорем об изменении импульса и кине-

тического момента тела. В результате получим:

d

dt

(
∂Θ

∂n

)
= (ċ31 − c32ω3 + c33ω2)

∂T

∂ω1
+ (ċ32 − c31ω3 + c33ω1)

∂T

∂ω2
+

+ (ċ33 − c31ω2 + c32ω1)
∂T

∂ω3
+

+

[
d

dt
(c33y − c32z) + (c32x− c31y)ω2 − (c31z − c33x)ω3

]
∂T

∂w1
+

+

[
d

dt
(c31z − c33x) + (c33y − c23z)ω3 − (c32x− c31y)ω1

]
∂T

∂w2
+

+

[
d

dt
(c32x− c31y) + (c31z − c33x)ω1 − (c33y − c32z)ω2

]
∂T

∂w3
.
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Производя необходимые вычисления в правой части данного уравнения, по-

лучим первое из динамических уравнений движения твердого тела по поверх-

ности сферы
d

dt

(
∂Θ

∂n

)
= −
√
G

R1

1

σ

∂Θ

∂u̇
v̇ −
√
E

R1

1

τ

∂Θ

∂v̇
u̇+

+mρ

(
∂ρ

∂u
u̇+

∂ρ

∂v
v̇

)
n−mεLG−NE√

EG
u̇v̇.

(32.6)

Здесь через ρ обозначено расстояние от центра масс O тела до точки касания

P :

ρ2 = x2 + y2 + z2,

а через ε обозначено расстояние от центра масс O тела до касательной плоско-

сти к поверхности S в точке P :

ε = xc31 + yc32 + zc33.

Действуя аналогично, получаем ещё два динамических уравнения движения

тела по неподвижной сфере:

d

dt

(
∂Θ

∂u̇

)
− ∂Θ

∂u
=
√
EG

(
LN

EG
− 1

R2
1

)
∂Θ

∂n
v̇ +

√
E

R1

1

τ

∂Θ

∂v̇
n−mρ∂ρ

∂u
n2−

−mε
√
EG

(
N

G
− 1

R1

)
nv̇ − ∂V

∂u
,

(32.7)

d

dt

(
∂Θ

∂v̇

)
− ∂Θ

∂v
= −
√
EG

(
LN

EG
− 1

R2
1

)
∂Θ

∂n
u̇+

√
G

R1

1

σ

∂Θ

∂u̇
n−mρ∂ρ

∂v
n2+

+mε
√
EG

(
L

E
− 1

R1

)
nu̇− ∂V

∂v
.

(32.8)
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Присоединяя к уравнениям (32.6)–(32.8) последнее из соотношений (31.2), а

также уравнения неголономных связей (30.1), получим систему шести уравне-

ний, из которой определяются все неизвестные u, v, n, θ, u1, v1 как функции

времени.

33 Движение тела вращения

Предположим теперь, что твердое тело, катящееся без проскальзывания по

неподвижной сфере, является динамически симметричным (A1 = A2). Пусть

поверхность S, ограничивающая твердое тело, является поверхностью враще-

ния с осью симметрии Oz, то есть задается соотношениями

x = f (u) cos v, y = f (u) sin v, z = g (u) . (33.1)

Тогда потенциальная энергия системы будет зависеть только от переменной

u, то есть

V = V (u) .

Коэффициенты ci j принимают вид:

c11 =
f ′ cos v√
f ′2 + g′2

, c12 =
f ′ sin v√
f ′2 + g′2

, c13 =
g′√

f ′2 + g′2
,

c21 = − sin v, c22 = cos v, c23 = 0,

c31 = − g′ cos v√
f ′2 + g′2

, c32 = − g′ sin v√
f ′2 + g′2

, c33 =
f ′√

f ′2 + g′2
.

Здесь штрихом обозначена производная по переменной u. В этом случае ки-

нетическая энергия тела Θ (u̇, v̇, u, v, n) запишется следующим образом:

2Θ (u̇, v̇, u, v, n) = K11u̇
2 +K22v̇

2 +K33n
2 + 2K23v̇n,
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K11 =
(
A1 +mf 2 +mg2

) (
f ′2 + g′2

)(g′′f ′ − f ′′g′
(f ′2 + g′2)

3
2

− 1

R1

)2

,

K22 =
A1f

′2 + A3g
′2 +m (gf ′ − fg′)2

f ′2 + g′2

(
g′√

f ′2 + g′2
− f

R1

)2

,

K33 =
A1g

′2 + A3f
′2 +m (ff ′ + gg′)2

f ′2 + g′2
,

K23 =
m (gf ′ − fg′) (ff ′ + gg′)− (A3 − A1) f

′g′

f ′2 + g′2

(
g′√

f ′2 + g′2
− f

R1

)
.

Легко видеть, что в этом случае имеют место формулы

∂Θ

∂v
= 0,

∂ρ

∂v
= 0.

Тогда можно переписать уравнения (32.6) и (32.8) следующим образом:

d

dt
(K23n+K22v̇) = (c1n+ c2v̇) u̇,

d

dt
(K33n+K23v̇) = (k1n+ k2v̇) u̇.

(33.2)

Коэффициенты K22, K23, K33, c1, c2, k1, k2 являются функциями только

переменной u. В силу того, что коэффициент c23 = 0, из выражений (31.2) для

компонент угловой скорости ω1, ω2, ω3 получаем, что

v̇ =
1

c13τ
ω3 −

c33

c13τ
n, (33.3)

причем коэффициенты при переменных ω3 и n также будут функциями толь-

ко переменной u. Переходя в системе уравнений (33.2) к новой независимой
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переменной u, и используя уравнение (33.3), приведем уравнения (32.8) к виду

K22

c13τ

dω3

du
+

(
K23 −

K22c33

c13τ

)
dn

du
= d1n+ s1ω3,

K23

c13τ

dω3

du
+

(
K33 −

K23c33

c13τ

)
dn

du
= d2n+ s2ω3,

(33.4)

где d1, s1, d2, s2 — функции, зависящие от u. Таким образом, решение задачи

описания движения тела вращения по поверхности сферы в поле сил с потен-

циалом специального вида сводится к интегрированию системы двух линейных

уравнений первого порядка (33.4) относительно компонент угловой скорости n

и ω3.

Разрешим систему уравнений (33.4) относительно производных, и приведем

её к виду:
dn

du
= a1n+ a2ω3,

dω3

du
= b1n+ b2ω3, (33.5)

Если найти общее решение этой системы уравнений или общее решение ли-

нейного дифференциального уравнения второго порядка, которое может быть

получено из системы линейных дифференциальных уравнений (33.5), то задача

о качении тела, ограниченного поверхностью вращения, может быть проинте-

грирована в квадратурах.

34 Движение динамически симметричного шара

Проиллюстрируем все сказанное на примере задачи о качении по сфере неодно-

родного динамически симметричного шара, центр масс которого не совпадает

с геометрическим центром. Пусть R — радиус шара, a — расстояние от центра

масс шара до геометрического центра вдоль оси симметрии. Тогда формулы

поверхность шара задается следующими формулами:

x = R sinu cos v, y = R sinu sin v, z = R cosu+ a.
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Система двух линейных уравнений (33.4) относительно компонент угловой

скорости n и ω3 имеет вид:

dn

du
= a1n+ a2ω3,

dω3

du
= b1n+ b2ω3, (34.1)

a1 = − mR2 ((A3 − A1)R cosu+ A3a) sinu(
A1A3 + A1mR2 sin2 u+ A3m (R cosu+ a)2

)
R1

,

a2 =
(R1 +R)

((
A3 +mR2

)
(A3 − A1)− A3ma

2
)

sinu(
A1A3 + A1mR2 sin2 u+ A3m (R cosu+ a)2

)
R1

,

b1 =
mR3A1 sinu(

A1A3 + A1mR2 sin2 u+ A3m (R cosu+ a)2
)
R1

,

b2 =
mR (R1 +R) ((A3 − A1)R cosu+ A3a) sinu(
A1A3 + A1mR2 sin2 u+ A3m (R cosu+ a)2

)
R1

.

Из системы уравнений (34.1) можно получить для ω3 одно линейное диффе-

ренциальное уравнение второго порядка:

d2ω3

du2
+ d1

dω3

du
+ d2ω3 = 0, (34.2)

d1 = −
2mR2 (A3 − A1) sin2 u cosu+

(
3− cos2 u

)
mRaA3(

A1A3 + A1mR2 sin2 u+ A3m (R cosu+ a)2
)

sinu
+

+
A3

(
A1 +mR2 +ma2

)
cosu(

A1A3 + A1mR2 sin2 u+ A3m (R cosu+ a)2
)

sinu
,

d2 =
mR2

(
R2

1 −R2
)

(A3 − A1) sin2 u(
A1A3 + A1mR2 sin2 u+ A3m (R cosu+ a)2

)
R2

1

.
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Заметим, что при выполнении условия R1 = R (то есть когда радиус шара

равен радиусу опорной сферы), уравнение (34.2) допускает частное решение

ω3 = ω0
3 = const.

Сделаем в уравнении (34.2) замену независимой переменной по формуле

cosu = x. Тогда уравнение (34.2) перепишется в виде:

d2ω3

dx2
+ d1

dω3

dx
+ d2ω3 = 0, (34.3)

d1 =
3 (2x− x1 − x2)

2 (x− x1) (x− x2)
, d2 =

(
R2

1 −R2
)

(x− x1) (x− x2)R2
1

.

Здесь d1, d2 — рациональные функции переменной x, а x1 and x2 — корни

уравнения

A1A3 + A1mR
2
(
1− x2

)
+mA3 (Rx+ a)2 = 0.

При помощи замены переменных

y = ω3 exp

(
1

2

∫
d1 (x) dx

)
,

уравнение (34.3) приводится к виду

d2y

dx2
= r (x) y. (34.4)

Уравнение (34.4) имеет в точности вид, необходимый для того, чтобы приме-

нить к данному уравнению алгоритм Ковачича [105]. Функция r (x) в данном

случае равна

r (x) = −
4
(
R2

1 − 4R2
)

(x− x1) (x− x2) + 3R2
1 (x1 − x2)

2

16R2
1 (x− x1)

2 (x− x2)
2 .

Легко видеть, что функция r (x) имеет два конечных полюса в точках x = x1

и x = x2, и оба эти полюса являются полюсами второго порядка. Разложим
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функцию r (x) в сумму простых дробей. Это разложение имеет вид:

r (x) =
R2

1 + 8R2

8R2
1 (x1 − x2) (x− x1)

− 3

16 (x− x1)
2−

− R2
1 + 8R2

8R2
1 (x1 − x2) (x− x2)

− 3

16 (x− x2)
2 .

В окрестности точки x =∞ функция r (x) представляется в виде:

r (x) =

(
−1

4
+
R2

R2
1

)
1

x2
+O

(
1

x3

)
.

Таким образом, порядок полюса функции r (x) в точке x = ∞ равен двум.

Следовательно, в соответствии с необходимыми условиями существования ли-

увиллевых решений (см. Теорему 2.4) у дифференциального уравнения (34.4)

могут существовать лиувиллевы решения всех трех типов.

Сначала попытаемся найти у дифференциального уравнения (34.4) лиувил-

левы решения вида (2.1), то есть решения, соответствующие Случаю 1 Теоре-

мы 2.1. Будем по шагам применять алгоритм Ковачича для поиска решения

вида (2.1) уравнения (34.4) так, как он описан в пункте 3.1.

Шаг 1. В соответствии с алгоритмом Ковачича вычислим соответствующие

конечным полюсам постоянные [
√
r]c и постоянные α±c . Для полюса x = x1

имеем: [√
r
]
x1

= 0, α+
x1

=
3

4
, α−x1 =

1

4
.

Аналогично, для полюса x = x2 имеем:

[√
r
]
x2

= 0, α+
x2

=
3

4
, α−x2 =

1

4
.

Значения [
√
r]∞ и α±∞ оказываются равными

[√
r
]
∞ = 0, α+

∞ =
1

2
+
R

R1
, α−∞ =

1

2
− R

R1
.
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Шаг 2. Поскольку число ρ конечных полюсов функции r (x) равно 2, то мы

имеем 2ρ+1 = 23 = 8 наборов знаков

s = (s (∞) , s (x1) , s (x2)) .

Для каждого из этих наборов по формуле (3.2) вычислим величину d:

d = αs(∞)
∞ − αs(x1)

x1
− αs(x2)

x2
.

В соответствии с алгоритмом, d должно быть неотрицательным целым чис-

лом. Проверка всех возможных наборов
(
α
s(∞)
∞ , α

s(x1)
x1 , α

s(x2)
x2

)
показывает, что

для того, чтобы число d было неотрицательным целым числом, должно выпол-

няться равенство
R

R1
=
N

2
, (34.5)

где N — натуральное число.

Шаг 3. Покажем, что при выполнении условия (34.5) у линейного диффе-

ренциального уравнения второго порядка (34.4) существует лиувиллево реше-

ние типа 1. Непосредственной проверкой можно установить, что при выпол-

нении условия (34.5) линейное дифференциальное уравнение второго поряд-

ка (34.4) допускает лиувиллево решение типа 1:

y (x) = (x− x1)
1
4 (x− x2)

1
4

[
C1 (
√
x− x1 +

√
x− x2)

N
+

+ C2 (
√
x− x1 +

√
x− x2)

−N
]
,

выражающееся через элементарные функции.

Попытаемся теперь найти у линейного дифференциального уравнения (34.3)

лиувиллевы решения вида (2.6), то есть решения, соответствующее Случаю 2

Теоремы 2.1. Необходимые условия существования такого решения у уравне-

ния (28.46) являются выполненными (см. Теорему 2.4). Будем по шагам приме-
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нять алгоритм Ковачича для поиска лиувиллевых решений вида (2.6), как он

описан в пункте 3.4.

Шаг 1. Найдем сначала множества чисел Ex1 и Ex2, соответствующие ко-

нечным полюсам, и множество E∞, соответствующее полюсу в точке x = ∞.

Для конечного полюса x = x1 множество E1 будет иметь вид:

Ex1 = {1, 2, 3}.

Аналогично, для конечного полюса x = x2 множество Ex2 будет равно:

Ex2 = {1, 2, 3}.

Будем считать, что условие (34.5) не выполняется. Тогда множество E∞ име-

ет вид:

E∞ = {2}.

Шаг 2. Теперь мы должны рассмотреть все возможные наборы

s = (e∞, ex1, ex2)

элементов множеств E∞, Ex1, Ex2, причем в каждом наборе хотя бы одно из

чисел обязательно должно быть нечетным. Вычислим величину d для каждого

набора s по формуле (3.11):

d =
1

2
(e∞ − ex1 − ex2) .

В соответствии с алгоритмом число d должно быть неотрицательным целым

числом. Поэтому существует всего один набор, для которого число d является

неотрицательным целым числом. Это набор

s1 = (2, 1, 1) ,
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для которого величина d оказывается равной нулю. Применим к этому набору

алгоритм Ковачича.

Шаг 3. По формуле (3.12) для набора s1 сформируем функцию θ = θ (x).

Она будет равна:

θ =
1

2

(
1

x− x1
+

1

x− x2

)
.

Искомый многочлен P нулевой степени будет иметь вид P ≡ 1. Подста-

новка функции θ = θ (x) и многочлена P в уравнение (3.13) показывает, что

данное уравнение будет выполняться тождественно. Следовательно, можно сде-

лать вывод, что при любом соотношении на параметры R, R1 общее решение

уравнения (34.4) записывается в виде:

y (x) = (x− x1)
1
4 (x− x2)

1
4

[
C1 (
√
x− x1 +

√
x− x2)

2R
R1 +

+ C2 (
√
x− x1 +

√
x− x2)

− 2R
R1

]
.

Таким образом, мы доказали, что общее решение уравнения (34.3) выража-

ется через лиувиллевы функции. Тем самым установлено, что задача о качении

динамически симметричного шара по сфере под действием сил с потенциалом

V = V (u) интегрируется в лиувиллевых функциях при всех значениях пара-

метров задачи.
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ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Кратко сформулируем основные результаты диссертации.

1. В задаче о движении тяжелого тела вращения по абсолютно шероховатой

горизонтальной плоскости найдены в явном виде два дополнительных к

интегралу энергии первых интеграла в случае, когда поверхность катя-

щегося тела удовлетворяет условию Х. М. Муштари [49]. Получен общий

вид поверхности, ограничивающей катящееся твердое тело, для которого

справедливо условие Х. М. Муштари.

2. При помощи алгоритма Ковачича полностью исследован вопрос о суще-

ствовании лиувиллевых решений в задаче о качении тяжелого тела враще-

ния по абсолютно шероховатой горизонтальной плоскости в случаях, когда

катящееся тело представляет собой круглый диск, диск со смещенным цен-

тром масс, динамически симметричный тор, динамически симметричный

параболоид вращения, динамически симметричный эллипсоид вращения,

а также веретенообразное тело. Доказано, что задачи о качении по абсо-

лютно шероховатой горизонтальной плоскости круглого диска, диска со

смещенным центром масс и динамически симметричного тора не интегри-

руются в лиувиллевых функциях. Доказано, что решение задачи о качении

по абсолютно шероховатой горизонтальной плоскости тяжелого динамиче-

ски симметричного параболоида, центр масс которого расположен в фо-

кусе образующей параболы, при любых значениях параметров задачи вы-

ражается через лиувиллевы функции. Доказано, что задача о качении по

абсолютно шероховатой горизонтальной плоскости веретенообразного тела

может быть проинтегрирована в лиувиллевых функциях только в случае,

указанном ранее в работе Х. М. Муштари [49]. Доказано, что для почти

всех значений параметров задача о качении по абсолютно шероховатой

горизонтальной плоскости динамически симметричного эллипсоида не ин-

тегрируется в лиувиллевых функциях. Получены условия на параметры,
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при выполнении которых задача о качении эллипсоида может быть проин-

тегрирована в лиувиллевых функциях.

3. Полностью исследован вопрос о существовании лиувиллевых решений в

случае Гесса задачи о движении тяжелого твердого тела с неподвижной

точкой. Доказано, что задача о движении тяжелого твердого тела с непо-

движной точкой в случае Гесса интегрируется в лиувиллевых функциях

только в двух случаях: если распределение масс в твердом теле соответ-

ствует случаю Лагранжа, или если постоянная интеграла площадей равна

нулю.

4. При помощи алгоритма Ковачича доказано, что задачи о качении тяжело-

го однородного шара по поверхности вращения второго порядка, а также

по циклоидальной поверхности вращения и по поверхности Бельтрами мо-

гут быть проинтегрированы в лиувиллевых функциях. Установлено, что

в случае качения шара по тору решение задачи выражается с помощью

функций Хейна (Гойна), а в случае качения шара по катеноиду решение

задачи выражается в функциях Лежандра.

5. Полностью исследован вопрос о существовании лиувиллевых решений в

задаче о качении без проскальзывания тела вращения по поверхности сфе-

ры, в случае, когда катящееся тело представляет собой неоднородный ди-

намически симметричный шар. Доказано, что данная задача может быть

проинтегрирована в лиувиллевых функциях.
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[144] Pepin P. Th. Sur les équations linéaires du second ordre // Comptes Rendus
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