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Рассмотрена задача о естественной конвекции газа в замкнутой квадратной области. 
Для двух различных постановок выяснены условия перехода задачи о конвекции газа в за‑
дачу о конвекции в приближении Буссинеска. Проведено сравнение полученных результа‑
тов с пределом Буссинеска, установлены условия, при которых приближение Буссинеска 
дает малую относительную погрешность в определении основных характеристик течения 
и теп лообмена.
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Введение

Для описания переноса тепла в текучих сре‑
дах часто используются модели, предполагаю‑
щие несжимаемость среды, что позволяет зна‑
чительно упростить постановку задачи. Однако 
использование таких моделей может приводить 
к заметным погрешностям при описании тепло‑
обмена в сжимаемых средах даже при небольших 
скоростях течения, когда неоднородности плотно‑
сти порождаются в первую очередь неоднород‑
ностями температуры. Поэтому естественным 
образом возникает вопрос о реальных границах 
применимости предположения о несжимаемости 
в случаях, когда пространственные неоднородно‑
сти плотности не являются пренебрежимо малы‑
ми. Для одномерного нестационарного переноса 
тепла при отсутствии массовых сил этот вопрос 
изучался в [1–4]. В работах [1–3] в качестве сжи‑
маемой среды рассматривался идеальный (в тер‑
модинамическом смысле) газ, в работе [4] рас‑
сматривалась среда с произвольным уравнением 
состояния. Для описания процессов использова‑
лись уравнения энергии и неразрывности, при 
этом предполагалась справедливость приближе‑
ния гомобаричности [5, 6], в рамках которого дав‑

ление полагается однородным по пространству 
в уравнениях энергии и состояния.

При наличии массовых сил в неоднородно про‑
гретой среде возникает естественная конвекция. 
При этом перепады температуры и, следователь‑
но, плотности могут быть весьма велики, как, на‑
пример, в газовой «подушке» баков с жидким 
водородом [7]. Одним из наиболее распространен‑
ных подходов при решении задач естественной 
конвекции является приближение Буссинеска [8], 
в рамках которого пренебрегают сжимаемос тью 
среды везде, кроме члена, выражающего массо‑
вую силу в уравнениях движения. На основе дан‑
ного подхода было получено большое количество 
важных результатов и разработаны эффективные 
методы численного моделирования конвекции 
[9]. Асимптотический анализ границ применимо‑
сти данной модели проводился в [5, 10]. В работе 
[11] было показано, что сжимаемость привносит 
сильные качественные отличия в картину тече‑
ния в случае нестационарной конвекции, которые 
принципиально не разрешаются в рамках прибли‑
жения Буссинеска. В работе [12] численным моде‑
лированием решалась задача о конвекции воздуха 
в прямоугольной облас ти при наличии значитель‑
ного перепада температур между вертикальными 
стенками. В работе приведен подробный анализ 
зависимости характеристик течения и теплооб‑
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мена от характерного температурного перепада, 
интенсивности конвекции и соотношения сторон 
области. В работе [13] решена задача о свобод‑
но‑конвективном пограничном слое на вертикаль‑
ной пластине, полученные результаты позволили 
точно оценить погрешность решений в приближе‑
нии Буссинеска для данной постановки.

В рамках настоящей работы рассматривается 
задача о стационарной конвекции газа в плоской 
квадратной области с изотермическими верти‑
кальными и теплоизолированными горизонталь‑
ными стенками. В этой постановке, аналогично 
[13], изучается вопрос о погрешности результа‑
тов, связанных с применением приближения Бус‑
синеска.

Постановка задачи

Рассмотрим стационарную ламинарную 
естест венную конвекцию в плоской квадратной 
области между изотермическими вертикальными 
и теплоизолированными горизонтальными стен‑
ками (рис. 1). Область заполнена идеальным газом 
с линейной зависимостью коэффициентов тепло‑
проводности и вязкости от температуры (это со‑
ответствует важному для практики случаю паро‑
вой «подушки» в баках с жидким водородом [14]).

Для описания конвекции будем использовать 
модель, основанную на уравнениях Навье–Сток‑
са в приближении гомобаричности [15]. Основ‑
ной особенностью приближения гомобаричности 
является представление давления в виде суммы 
однородной по пространству составляющей P 
(термодинамическое давление) и учитывающей 
пространственные неоднородности динамической 
составляющей pD, причем предполагается, что 

, и по этой причине в уравнение состоя‑
ния и уравнение энергии подставляются значения 
не полного, а термодинамического давления. Так‑
же пренебрегают вязкой диссипацией в уравнении 
энергии [16]. Тогда основные уравнения и гранич‑
ные условия к ним можно записать в виде:
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Значения реперных параметров в (6) и (7) берут‑
ся следующими: TP= 80 К, λP= 0.0568 Вт/(м∙К), 
μP= 0.37∙10–5 Н∙с/м 2.

 , ,
 

; (8)

 ;  (9)
 . 
Система (1)–(9) описывает стационарную естест‑
венную конвекцию в сжимаемой среде, одна‑
ко в представленном виде данные уравнения 
не очень удобны для дальнейшего анализа.

Асимптотический анализ задачи

Целесообразно привести общую систему 
(1)–(9) к виду, характерному для естественной 
конвекции. Для этого рассмотрим покоящийся газ 

Рис. 1. Схема рассматриваемой задачи
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с некоторой произвольной однородной температу‑
рой T0, плотностью ρ0, термодинамическим дав‑
лением P и динамическим давлением pD0. Тогда:

 ; (10)

 
,
 

. (11)

Вернемся теперь к задаче конвекции. Предста‑
вим динамическое давление в виде:

   (12)

В качестве масштабов давления и плотности вы‑
берем некоторые величины P* и ρ*, такие что:

   (13)

Введем следующие безразмерные переменные:

 

  

(14)

   
(15)

Введем также безразмерную избыточную тем‑
пературу θ по формуле:

   
(16)

Тогда:

   
(17)

Как отмечалось выше, температура T0 выби‑
рается произвольно. Чтобы охарактеризовать от‑
носительное расположение точки T0 на отрезке 
от TC до TH, удобно ввести координату ξ по фор‑
муле:

  
 (18)

Легко убедиться, что ξ = 0, если в качестве 
температуры T0 берется температура холодной 
стенки TC; ξ = 1 при T0 = TH и ξ = 1/2, если в каче‑
стве температуры T0 берется средняя температу‑
ра (TC + TH)/2.

Обозначим через V и M объем области и массу 
газа в ней. Введем среднюю плотность:

   (19)
В безразмерном виде:

   
(20)

Используя введенные переменные и линей‑
ную зависимость коэффициентов вязкости и теп‑
лопроводности от температуры, можно привести 
задачу к следующему безразмерному виду:

  
 (21)

  

  

(22)
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   (26)
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(28)

 
  

(29)

Здесь числа Рэлея, Прандтля и коэффициент 
теплового расширения определены следующим 
образом:

 
  (30)

Систему (21)–(30) будем называть системой 
уравнений конвекции в приближении гомоба‑
ричности. Легко убедиться, что для замыкания 
задачи необходимо задать еще одно дополни‑
тельное условие. В качестве такого условия мож‑
но, например, задать термодинамическое давле‑
ние P (первая постановка задачи) или среднюю 
плотность ρV (вторая постановка задачи). В пер‑
вой постановке в качестве масштаба давления P* 
 естественно принять это же давление P. Тогда 
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P = 1, а реперная плотность однозначно определя‑
ется из уравнения (5).

В случае второй постановки за реперную 
плотность ρ* естественно принять величину ρV. 
При этом давление P должно каким‑то образом 
вычисляться из условия:

  
(31)

Рассмотрим последовательность стационар‑
ных режимов конвекции для случая, когда тем‑
пературный перепад на стенках стягивается 
к температуре T0 таким образом, что параметр ξ 
остается постоянным. Очевидно, что данный слу‑
чай означает переход к пределу .

Легко убедиться, что при  задача 
(21)–(30) в обоих случаях асимптотически пере‑
ходит в следующую задачу Буссинеска:

   

  

  
(32)

 

   

  
(33)

 
 

 (34)

Здесь

  
(35)

Наибольший интерес представляет задача 
с заданной средней плотностью, так как в дан‑
ном случае возникает дополнительная трудность 
определения давления из условия (31).

Численное моделирование задачи 
с заданной плотностью

Решение стационарной задачи искалось мето‑
дом установления, причем дискретизация прово‑

дилась методом конечных объемов на шахматной 
прямоугольной сетке. Более подробное описание 
алгоритма итерационного процесса, применяемо‑
го для решения нестационарных уравнений, дано 
в работе [16]. Приведем его краткое описание:

1. Задаются начальные условия для решения 
нестационарной системы.

2. Начало итерационного цикла для опреде‑
ления n+1 значений искомых величин. Задаются 
значения всех величин на m итерации с предыду‑
щего временного шага.

3. Находятся значения температуры на m+1 
итерации из разностного аналога уравнения энер‑
гии, записанного в следующей форме:

 

 
 (36)

 

 
4. Находится новое значение термодинамичес‑

кой составляющей давления из модифицирован‑
ного аналога уравнения (31):

 

 (37)

5. Далее находится плотность из уравнения 
состояния, динамическое давление из разностно‑
го уравнения Пуассона для давления, составлен‑
ного из дискретных форм уравнений для компо‑
нент скорости и уравнения неразрывности.

6. Находятся компоненты вектора скорости 
из уравнения движения.

7. Проверяется условие сходимости итераций:

  
 (38)

8. При выполнении условия (38) переходим 
к расчету следующего временного шага, в про‑
тивном случае переходим к п. 2, обновив зна‑
чения величин найденными в ходе проделанно‑
го цикла.
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В табл. 1 приведена демонст‑
рация сходимости значения 
среднего числа Нуссельта при 
измельчении сетки и сравне‑
ние этого значения с получен‑
ным в [17], где анализировалась 
подобная задача с обобщением 
данных многих других решате‑

лей на сетках различной степени детализации. 
Как видно из таблицы, уже на сетке размером 
200×200 ячеек отклонение по числу Нуссельта 
от полученного в [17] не превышает 0.2%, по‑
этому именно данный размер сетки использует‑
ся в дальнейших расчетах.

Решения для сжимаемой среды сравнивались 
с результатами, полученными в пределе A→0, 
который в дальнейшем будем называть преде‑
лом Буссинеска. Данное сравнение позволит вы‑
яснить, к каким отличиям в основных характе‑
ристиках течения и теплообмена приводит учет 
сжимаемости. Рассмотрим влияние выбора ре‑
перной температуры T0 на относительную по‑
грешность определенного в пределе Буссинеска 
среднего числа Нуссельта по сравнению с дан‑
ными, полученными для конвекции при больших 
температурных перепадах (рис. 2).

Отличия динамических характеристик тече‑
ния рассматривались на примере максимальной 
скорости в области. На рис. 3 представлена от‑
носительная погрешность определения макси‑

Основной особенностью данного алгоритма 
является последовательное приближение дис‑
кретного аналога уравнения энергии к неявной 
форме, что позволяет удовлетворить массовому 
балансу и балансу энергии с заданной точ ностью. 
Уравнения аппроксимировались со вторым по‑
рядком точности по пространству и первым 
по времени, причем для аппроксимации конвек‑
тивных потоков через грани контрольного объема 
использовалась схема второго порядка QUICK, 
а для аппроксимации диффузионных потоков 
применялась левосторонняя трехточечная схема 
второго порядка. Используемые аппроксимации 
сохраняют порядок точности при применении не‑
равномерных сеток. Одной из важнейших харак‑
теристик для подобных задач является тепловой 
поток на изотермических стенках, который харак‑
теризуется средним числом Нуссельта:

 
 (39)

Рис. 2.Относительная погрешность определения  в преде‑
ле Буссинеска по сравнению с расчетами в приближении го‑
мобаричности в зависимости от ξ при различных значениях A 
и фиксированном Ra=10 6

Рис. 3.Относительная погрешность определения максиму‑
ма скорости в пределе Буссинеска по сравнению с расчетами 
в приближении гомобаричности в зависимости от ξ при раз‑
личных значениях A и фиксированном Ra=10 6

Таблица 1. Значения среднего числа Нуссельта для случая Ra=10 6, A=1.2 
и постоянных свойств среды, рассчитанные на равномерных сетках 
с различным числом расчетных узлов, по сравнению с данными [17]

Среднее  
число  

Нуссельта,  
Nu

Настоящая работа Bench‑
mark  
[17]

Число расчетных ячеек сетки N∙10–2

16 64 100 256 400 625 1600
9.513 9.02 8.965 8.906 8.872 8.860 8.860 8.860
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мума скорости в пределе Буссинеска по сравне‑
нию с расчетами в приближении гомобаричности 
в зависимости от ξ.

Как видно из рис. 2 и 3, при значении ξ ~ 0.5 
разница между решениями, полученными для 
значительных A и в пределе Буссинеска, мини‑
мальна и слабо зависит от A. Данному значению 
ξ соответствует некоторая температура T*:

 
  (40)

Логично предположить, что данная температу‑
ра слабо отличается от среднемассовой. На рис. 4 
представлены значения избыточной среднемассо‑
вой температуры, рассчитанные при задаваемой 
соотношением (40) реперной температуре для 
различных значений числа Релея и параметра A.

Как видно из графика, среднемассовая темпе‑
ратура действительно очень близка к температуре 
T* даже при больших температурных перепадах.

В табл. 2 и 3 представлены среднее число Нус‑
сельта и величины максимума скорости, рассчи‑
танные для газа при различных значениях пара‑
метра A и числа Рэлея Ra, причем за характерную 
абсолютную температура выбиралась величи‑
на T*. Как можно заметить из табл. 2 и 3, среднее 
число Нуссельта и максимум скорости в газе сла‑
бо зависят от A и хорошо согласуются с решени‑
ями, полученными для предела Буссинеска с па‑
раметрами, взятыми при температуре T*, причем 
это отличие составляет не более нескольких про‑
центов.
Таблица 2. Среднее число Нуссельта на горизон-
тальных стенках при различных значениях Ra и A

Ra
A

0.01 0.4 0.6 0.8 1.2
104 2.239 2.238 2.238 2.235 2.227
105 4.529 4.532 4.533 4.531 4.524
106 8.902 8.918 8.91 8.895 8.82

Таблица 3. Значения максимума модуля скорости 
Umax в области при различных значениях Ra и A

Ra
A

0.01 0.4 0.6 0.8 1.2
104 20.32 20.844 21.14 21.441 22.024
105 74.411 75.063 75.566 75.9 75.925
106 251.52 251.424 251.41 248.003 247.216

На рис. 5 и 6 показаны изотермы и линии 
тока при различных значениях числа Рэлея и A, 

причем характерная абсолютная температура 
T0=T*.

Как видно из этих рисунков, в случае значи‑
тельных температурных перепадов наблюдается 
деформация течения, приводящая к сжатию по‑
граничного слоя у холодной стенки и утолщению 
у горячей. В работе [12] также наблюдалась по‑
добная картина течения.

На рис. 7–9 представлены профили вертикаль‑
ной компоненты скорости при различных значе‑
ниях числа Рэлея и параметра A в центральном 
горизонтальном сечении области. Наблюдает‑
ся деформация профилей скорости, приводящая 
к смещению влево положения максимума у хо‑
лодной стенки и смещению другого максиму‑
ма от горячей стенки при увеличении темпера‑
турного перепада. Для среды с зависимостью 
коэффициентов переноса по закону Сазерленда 
в [12] было получено, что положение максиму‑
мов скорости линейно смещается при изменении 
A и фиксированном числе Рэлея. В работе [18] да‑
ется следующее соотношение, полученное в при‑
ближении Буссинеска для положения максимума 
скорости у стенки, под которым понимается рас‑
стояние от ближайшей стенки до положения мак‑
симума скорости по оси x:

 
 (41)

Поэтому для линейной зависимости коэффи‑
циентов переноса будем искать положение мак‑
симумов скорости у горячей и холодной стенок 
c той же, что и в (41), зависимостью от числа Рэ‑
лея в следующем виде:

Рис. 4. Величина избыточной среднемассовой температуры при 
различных значениях Ra и A
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Рис. 5. Изолинии температуры: Ra=10 4, a – A=0.01, б – A=1.2; 
Ra=10 5, в – A=0.01, г – A=1.2; Ra=10 6, д – A=0.01, е – A=1.2

Рис. 6. Линии тока: Ra=10 4, a – A=0.01, б – A=1.2; Ra=10 5,  
в – A=0.01, г – A=1.2; Ra=10 6, д – A=0.01, е – A=1.2

Рис. 7. Профили вертикальной составляющей скорости в цен‑
тральном горизонтальном сечении, отнесенной к максимуму 
скорости по профилю, при различных A, Ra=10 4

Рис. 8. Профили вертикальной составляющей скорости в цен‑
тральном горизонтальном сечении, отнесенной к максимуму 
скорости по профилю, при различных A, Ra=10 5
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 (42)

 
 (43)

Здесь a1, b1, a2 и b2 – неизвестные коэффици‑
енты. Обобщение расчетных данных приводит 
к выражениям:

 
 (44)

 
 (45)

Из (44) и (45) можно заключить, что при 
A ≤ 0.5 погрешность полученных в пределе Бус‑
синеска положений максимумов не превышает 
30% по сравнению результатами, полученными 
для сжимаемого газа.

Заключение

Проведен асимптотический анализ стационар‑
ной задачи о конвекции сжимаемой среды в замк‑
нутой области. Задача была рассмотрена в двух 
различных постановках, когда известно либо дав‑
ление, либо средняя плотность в установившемся 
режиме. Получена форма уравнений конвекции, 
очевидным образом переходящая в уравнения 
Буссинеска при . Показано, что наилучшим 
является случай, когда теплофизические харак‑

теристики заданы при характерной температуре 
T* = 0.5(TH + TC), отличие которой от среднемассо‑
вой мало даже при больших температурных пе‑
репадах. При таком выборе реперной температу‑
ры при малых значениях A задача о конвекции 
в газе очень слабо отличается от задачи о конвек‑
ции в приближении Буссинеска, а погрешность 
в определении максимума скорости и среднего 
числа Нуссельта при различных значениях харак‑
терного температурного перепада не превышала 
нескольких процентов по сравнению с результа‑
тами, полученными в пределе малых относитель‑
ных температурных перепадов. Приведены кар‑
тины течения и обобщающие расчетные данные 
зависимости для положения максимумов скоро‑
сти у горячей и холодной стенок в центральном 
горизонтальном сечении области. Установлено, 
что при значениях характерного относительно‑
го температурного перепада A ≤ 0.5 приближение 
Буссинеска описывает положение максимумов 
скорости с погрешностью, меньшей 30% по срав‑
нению с приближением гомобаричности.

СПИСОК ОБОЗНАЧЕНИЙ

A – безразмерный характерный температурный перепад;
a – коэффициент температуропроводности;
сP – удельная теплоемкость при постоянном давлении;
g – ускорение силы тяжести;
i, j – индексы узлов расчетной сетки;
L – характерный размер области;
m – номер итерации в расчетном цикле;
n – номер шага по времени;
pD – динамическое давление;
P – термодинамическое давление;
V – объем рассматриваемой полости;
X – горизонтальная координата;
Y – вертикальная координата;
T – абсолютная температура;
U – X‑компонента скорости;
W – Y‑компонента скорости;
Nu – число Нуссельта;
Pr – число Прандтля;
Ra – число Рэлея;
β – коэффициент теплового расширения;
δ – расстояние от максимума скорости в центральном го‑

ризонтальном сечении до ближайшей вертикальной 
стенки;

ε – абсолютная величина относительной ошибки сходи‑
мости поля температуры в итерационном процессе;

λ – коэффициент теплопроводности;
μ – коэффициент динамической вязкости;
ρ – плотность;
θ – безразмерный относительный температурный перепад;
Δxi

U, Δxi
V – шаги сетки по оси x между узлами для гори‑

зонтальной и вертикальной составляющих скорости;
Δyj

U, Δyj
V – шаги сетки по оси y между узлами для гори‑

зонтальной и вертикальной составляющих скорости.

Рис. 9. Профили вертикальной составляющей скорости в цент‑
ральном горизонтальном сечении, отнесенной к максимуму 
скорости по профилю, при различных A, Ra=106
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Laminar natural convection of gas in closed square cavity

S. G. Cherkasov, I. V. Laptev, A. V. Anan’ev, A. O. Gorodnov

Keldysh Research Centre, Moscow
e‑mail: anatoly. v.ananyev@gmail.com

The article considers the steady state problem of laminar natural convection of ideal gas with 
linear dependence between thermal conductivity and viscosity coefficients and temperature in 
closed square cavity between two vertical walls with large temperature difference and two ther‑
mally isolated horizontal walls using homobaricity approximation. It presents the dimensionless 
form of equations, and analyzes limiting transition of these equations in case of smallness of the 
characteristic temperature drops. The control volume method was applied for the obtained equa‑
tions approximation in case of small Mach numbers conditions. Analysis of mesh convergence of 
the applied numerical method was performed. Comparison of numerical modeling results for such 
problem with constant gas properties with the well‑known data obtained by generalizing the great 
number of calculations made by various authors on the similar meshes, demonstrated good match‑
ing of the results. As a result of numerical modeling the problem was solved in a wide range of the 
key parameters, such Rayleigh number and characteristic temperature drop. Temperature fields and 
flow lines for various Rayleigh number values and temperature parameter are shown. The obtained 
results were compared with Boussinesq limit when temperature drops in the area were small. Con‑
ditions of transition to Boussinesq limit and effect of characteristic temperature selecting on this 



ТЕПЛОВЫЕ ПРОЦЕССЫ В ТЕХНИКЕ. 2018. Т. 10. №5-6

191THERMAL PROCESSES IN ENGINEERING

limiting transition were clarified. The best option for the characteristic temperature selection for de‑
scribing the heat and mass exchange processes was substantiated. The dependence between thick‑
nesses of near‑wall boundary layer and temperature parameter were obtained. Criteria of Bous‑
sinesq limit applicability for heat and mass exchange description in case of the above said type of 
the problems was substantiated.

Keywords: laminar natural convection, homobaricity, ideal gas, Boussinesq approach, low 
Mach number approach
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