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Аннотация 

В работе приводятся результаты численного моделирования гидродинамики и 

тепломассопереноса и обсуждаются нелинейные особенности ламинарных течений. 
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Введение 

Одной из особенностей проявления нелинейности ламинарных течений 

является закономерность нелинейной зависимости расслоения (температурного или 

концентрационного) от интенсивности перемешивания жидкости или газа, то есть 

существование максимума неоднородности в зависимости от безразмерных чисел, 

характеризующих интенсивность перемешивания той или иной задачи, например, от 
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числа Рэлея, Марангони, Рейнольдса (вибрационного или вращательного), Росби, 

Гартмана и т.д.). Эффект максимума расслоения рассмотрен в работах [1-4] и в 

данной работе рассматриваться не будет. В данной работе рассмотрены результаты 

численного моделирования гидродинамики и тепломассопереноса и обсуждаются 

особенности ламинарных течений при умеренных числах Рэлея и Рейнольдса 

следующих задач:  

1. О влиянии естественно-конвективного течения на образование 

различных стационарных структур конвективного течения и появление 

противотоков основному течению в длинных горизонтальных слоях.  

2. Задача о нарушении симметрии стационарного течения в плоском 

диффузоре.  

3. Влияние вибраций на форму фронта кристаллизации 

4. Влияние управляемых вибраций на тепломассоперенос в расплаве, 

форму фронта кристаллизации и на толщины пограничных слоев. 

5. Изменение границы раздела при термокапиллярной конвекции. 

 

1. Особенности течений при тепловой конвекции в горизонтальном слое, 

подогреваемом сбоку 

Рассматривается задача о тепловой конвекции несжимаемой жидкости в 

вытянутом по горизонтали слое в поле cилы тяжести при боковом подводе тепла. 

Данная задача характеризуется тремя безразмерными числами Рэлея (Ra), Прандтля 

(Pr) и отношением сторон слоя (L/H>>1), а также граничными условиями и 

отличается от задачи Рэлея-Бенара тем, что конвективное течение начинается 



(теряет устойчивость) при сколь угодно малом значении числа Рэлея. В данной 

работе будут рассмотрены установившиеся ламинарные течения. Схема геометрии, 

граничные условия и структура течения при малых числах Рэлея показана на 

рис.1,2. На рис.2 показаны результаты моделирования в виде изолиний функции 

тока и изотерм для случая Ra=2 10
5
, Pr= 5,8, L/H=12.71, где структура течения еще 

имеет одновихревой характер, хотя изотермы поля температуры уже искривлены 

течением, профиль скорости отличен от параболического и величина градиента 

температуры по длине слоя переменна. 

Во многих процессах и явлениях природы конвективные течения не 

описываются линейными приближениями и вследствие чего имеют свои 

особенности, которые нельзя экстраполировать из аналитических решений. В 

данной работе рассматриваются особенности конвективных течений в длинных 

горизонтальных слоях, связанные с изменением конвективной устойчивости 

течений, то есть с образованием той или иной устойчивой (или неустойчивой) 

температурной стратификации, которая получается (наводится естественно-

конвективным течением) при определенных значениях чисел Рэлея, Прандтля и 

граничных условий. Особенности стационарных течений могут заключаться, 

например, в образовании крупномасштабной многоячейковой структуры с 

определенным волновым числом и периодом [5], например, таких как на рис.3, либо 

в образовании различных стационарных горизонтальных слоистых структур течения 

с противотоками внутри слоя (циркуляционные течения направленные навстречу 

основному), как на рис.4. Причинами особенностей течений с противотоками 

являются, во-первых, нелинейный характер зависимости скорости течения от 



температуры, во-вторых, образование устойчивой стратификации температуры по 

вертикали слоя и в-третьих, влияние торцевых стенок. Следует отметить сложный 

характер данных течений в тонких пограничных слоях около вертикальных стенок с 

наличием стационарных вторичных вихрей, которые также входят в структуру 

формирования горизонтальных противотоков. Наводимая конвекцией устойчивая 

температурная стратификация по вертикали слоя с увеличением чисел Рэлея 

увеличивается и это способствует затягиванию ламинарного стационарного режима 

данных течений вплоть до значений числа Рэлея равного Ra=10
9
, вычисленному по 

малому размеру H. 

В данной работе получены результаты для различных значений чисел Рэлея 

(0<Ra <10
10

), Прандтля (10
-2

<Pr <16), удлинений (1<L/H <20) и типов граничных 

условий. На боковых стенках были заданы постоянные значения температуры T1 и 

T2 (T1 <T2), для скорости - условие прилипания. На горизонтальных стенках были 

рассмотрены случаи следующих граничных условий: для скорости – условие 

прилипания или условие проскальзывания (свободная поверхность), для 

температуры –условие теплоизоляции (рис.2,4), либо задана температура (рис.3). 

Численное решение уравнений Навье-Стокса осуществлялось двумя 

независимыми численными методами: конечноразностным (МКР) и методом 

контрольных объемов (МКО). Результаты расчетов, полученные разными методами, 

сравнивались между собой, а также сравнивались с экспериментальными данными 

[6, 7], расхождение экспериментальных и расчетных локальных значений скорости и 

температуры не превосходило 2-3% (рис.5). 



 

Рис.1. Схема расчетной области, граничные условия и изолинии функции тока 

одно вихревого течения при малом числе Рэлея. 

 

Рис. 2. Изотермы (вверху) и изолинии функции тока (внизу)  

при Ra=2 10
5
, Pr= 5.8, L/H=12.71, (∂T/∂y|y=0, H=0 =0) 

 

Рис. 3. Изотермы (вверху) и изолинии функции тока (внизу)  

при Ra=2 10
5
, Pr= 0.01, L/H=12.71 (T|y=0, y=H=T1+x (T2-T1) H/L). 

При числах Прандтля меньше единицы толщина температурного слоя 

становится больше динамического, а при фиксированном профиле температуры на 

горизонтальных границах структура течения приобретает многоячейковый характер, 

как изображено на рис.3. Показано, что изменение структуры течения влияет на 

тепломассоперенос вдоль слоя. 

Влияние числа Рэлея на структуру течения при одинаковых параметрах можно 

увидеть, сравнив результаты моделирования для воды при Ra=2 10
5
 (рис.2) и при 



Ra=5.8 10
8
(рис.4, 5). При Ra=2 10

5
 течение имеет одновихревую структуру, которая 

начинает меняться при Ra>10
6
 с образованием противотоков внутри слоя. При 

увеличении числа Рэлея интенсивность и количество вторичных течений в центре 

слоя (противотоков) увеличивается.  

 

 

Рис. 4. Изотермы (вверху) и изолинии функции тока (внизу)  

при Ra=5.8 10
8
, Pr= 5.8, L/H=12.71, (∂T/∂y|y=0, H=0 =0) 

 

Рис.5. Профили скорости и температуры в среднем вертикальном сечении, 

полученные методами МКР и МКО в сравнении с экспериментальными данными [6] 

(Ra=1.2 10
8
, Pr= 5.8, L/H=12.71) , (∂T/∂y|y=0, H=0 =0). 

 



 

Рис.6. Профили модуля скорости в среднем вертикальном сечении при 

свободной и твердой верхней поверхности слоя, (Ra=1.7 10
7
, Pr= 0.1, L/H=12.71), 

(∂T/∂y|y=0, H=0 =0). 

Если горизонтальная граница свободная, это сказывается на симметричности 

течения в слое, но не оказывает влияния на появление вторичных течений. На рис. 6 

представлены профили безразмерных модулей скоростей в среднем вертикальном 

сечении для случаев свободной (сплошная черная линия) и твердой верхней 

границы (красная линия с маркером), (Ra=10
8
, Pr= 0.1, L/H=12.71) при 

теплоизолированных горизонтальных границах. Противотоки существуют и при 

наличии свободной границы и в жидкостях с малыми числами Прандтля. 

 

 

 

 

 



2. Влияние вибраций на ширину пограничного слоя 

  

Рис. 7. Изотермы в 

расплаве NaNO3 (Pr=5.43) 

(справа – без вибраций, слева - 

с вибрациями Revibr=200) 

Рис. 8.  Вертикальные профили 

температуры (r=0.75) в расплаве NaNO3 

(Pr=5.43) (линия 1 – без вибраций, 2 - с 

вибрациями Revibr=200) 

 

 

а) 

 

 б) 

Рис. 9 . Метод Чохральского (А=0.4мм, f=20Гц) 

a) - треки течения расплава на момент 400Т=20сек. б) - вертикальные 

профили температуры между кристаллом и вибратором (1 - без вибраций, 

2 - с вибрациями) 
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а) б) 

Рис. 10 . Метод зонной плавки кремния (A=0.01mm, f= 3000Hz) 

a) – схема модели. б) – вертикальные профили температуры (r=0.5 R) (1 - 

без вибраций, 2 - с вибрациями) 

Изучение воздействия вибраций на жидкие среды проводится около 200 лет и 

из-за важности и многообразия гидродинамических явлений, возникающих при 

вибрационных воздействиях, данные исследования актуальны до настоящего 

времени.  

В данной работе обобщаются результаты математического моделирования 

конвективного тепломассопереноса, и анализ влияния вибраций на динамические и 

тепловые пограничные слои в расплавах и на форму фронта кристаллизации при 

выращивании монокристаллов методами Бриджмена, Чохральского и плавающей 

зоны. Рассмотрены управляемые гармонические вибрационные воздействия на 

расплав, создаваемые либо частью границы этого жидкого объёма или погруженным 

в расплав вибратором, с учетом и без учета следующих факторов: излучения, 

вращения, гравитационной и термокапиллярной конвекции. Подробные постановки 

задач описаны в работах [8-10]. Показано, что вибрации могут интенсифицировать 

x=A sin(2 f t) 

T 

2 

1 



перемешивание, тепломассоперенос в расплаве, а также выполаживать фронт 

кристаллизации, и уменьшать толщины пограничных слоев. 

На рис. 7 и рис.8 показаны изотермы и профили температуры в расплаве 

NaNO3 (Pr=5.43 – число Прандтля) (в правых частях рисунков – без вибраций, в 

левых - с вибрациями Revibr=200, где Revibr=AR/  - число Рейнольдса 

вибрационное, A – амплитуда, f  и f -частоты,  - кинематическая вязкость, R –

радиус кристалла). На рис. 9 и рис.10 показаны вертикальные профили температуры 

для метода Чохральского и зонной плавки с воздействием и без воздействия 

вибраций на расплав. Результаты для метода Бриджмена (рис. 7,8), Чохральского 

(рис.9) и зонной плавки рис.10) показано уменьшение толщин пограничных слоев 

для разных вариантов вибрационного воздействия, разных конфигураций 

расположения вибратора, свойств жидкостей [8], что подтверждает общую 

закономерность данного факта.  

 

3. Влияние вибраций на форму фронта кристаллизации 

На рис. 11 для NaNO3 (а,б) и для воды (в, г) показано влияние на форму 

фронта кристаллизации вибраций. Результаты математического моделирования 

показали, что вибрационным воздействием возможно получать более плоский фронт 

кристаллизации при выращивании кристаллов методом Бриджмена с погруженным 

вибратором. 



 

а)                      б)                          в)               г) 

Рис 11 Метод Бриджмена с погруженным вибратором (задача Стефана) 

а), б) – функция тока (NaNO3),  а) - f=0, б) - с вибрациями (A=0.1mm, f=50Hz),  

в), г) – граница раздела фаз вода-лёд, в) –f=0, г) – с вибрациями, (A=0.1mm, f=30Hz) 

 

4. Нарушение симметрии стационарного течения в плоском диффузоре 

в невесомости 

Рассматривается ламинарное течение вязкой несжимаемой жидкости течение 

между в плоском диффузоре (рис. 12). Целью данного численного моделирования 

является определение диапазонов существования несимметричных стационарных 

течений. Другие режимы течения в более широком диапазоне чисел Рейнольдса 

рассмотрен в работах [11, 12]. 

 

Рис. 12. Схема расчетной области и сетка для плоского диффузора с углом 

раствора 4    и длиной 0.495 метра 
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Геометрическая модель диффузора следующая: угол раствора диффузора равен 

4   , входная граница имеет форму дуги inl , выходная граница имеет форму в виде 

дуги outl . Длина диффузора составляет 0.495out inL r r   м. 

Моделирование задачи осуществляется на основе численного решения 

системы нестационарных уравнений Навье ‒ Стокса для несжимаемой вязкой 

жидкости. В качестве граничных условий, на входе в диффузор inl  (на расстоянии от 

начала координат 0.005inr  м), задан постоянный положительный расход Q , на 

выходе outl  (на расстоянии от начала координат 0.5outr  м) задано давление 0P  , на 

верхней и нижней границах для скорости ставится условие прилипания: 0V  . 

Начальные значения скорости и давления были нулевые. Численные решения 

анализировались на стационарном или на установившемся колебательном режиме 

течения. Число Рейнольдса на входе в диффузор определено, как Re in inU l   где inl  

– длина дуги, а inU  – скорость на входе в диффузор, направленная по нормали к 

границе, соответствующая расходу Q . Дискретизация двумерных уравнений 

Навье ‒ Стокса осуществлялась методом контрольных объёмов, второго и третьего 

порядка точности. На рис. 12 показана схема расчетной области и одна из 

используемых в данных расчетах, неравномерная, расчетная сетка с числом узлов не 

менее 10
5
, со сгущением около входной границы и продольных стенок диффузора. 

Результаты расчетов, установившихся стационарных несимметричных 

течений представлены на рис. 13 и рис. 14. Эти результаты подтверждают то, что 

при Re Re  происходит нарушение симметрии в структуре течения, кроме этого у 

стенок образуются вихревые структуры с возвратными течениями, как это известно 



из литературы. Численные расчеты показали, что при увеличении значения числа 

Рейнольдса выше критического Re > 269 происходит срыв пограничного слоя и на 

определенном расстоянии от входа в диффузор, вблизи продольных стенок 

диффузора формируются слабые вторичные возвратные течения. В данных областях 

вектор скорости меняет направление, возникают дополнительные составляющие у 

азимутальных компонент скорости, нарушающие симметрию потока, заданную на 

входе в диффузор (во всех расчетах на входе в диффузор задавался постоянный 

поток по нормали к дуге inl ). По длине диффузора структура течения изменяется, 

перестраиваясь от одно-модового к много-модовому несимметричному течению 

(рис. 14), о наличии которых говорилось в работах [13, 14]. Данное течение может 

оставаться стационарным до определенного критического значения числа 

Рейнольдса, зависящего от угла раствора диффузора. Численные расчеты показали, 

что течение в диффузоре для 4  перестает быть симметричным, оставаясь 

стационарным в узком диапазоне чисел Рейнольдса 349 > Re > 279. В данном 

диапазоне чисел Рейнольдса результаты расчетов согласуются с аналитическими 

решениями работы [14]. На рис. 13 представлены стационарные изолинии 

горизонтальной компоненты для числа Рейнольдса Re = 279 из которого видно 

нарушение симметрии течения и остаются неизменными во времени, при этом 

сохраняется несимметричность потока. 

 

Рис. 13. Изолинии горизонтальной компоненты скорости   Re = 279 



На стенках диффузора существуют участки с очень слабыми вторичными 

возвратными вихрями (рис. 13). Об асимметрии течения нагляднее говорят профили 

компонент вектора скорости, изображенные на рис. 14 для различных поперечных 

сечений ( 0.1r  , 0.2, 0.3 и 0.4 м) для числа Рейнольдса Re = 279. Следует отметить, 

что изменение направления вектора скорости от радиального происходит в 

основном только в пристеночных областях и вдали от входа в диффузор (рис. 13). 

  

а)      б) 

Рис. 14. Безразмерные профили горизонтальных (а) и вертикальных (б) 

компонент вектора скорости для Re = 279 (в сечениях: 0.1r  , 0.2, 0.3, 0.4 м). 

На рис. 14 показаны безразмерные профили компонент вектора скорости для 

воздуха Re = 279 и для воды Re = 299 в четырех вертикальных сечениях: 0.1r  , 0.2, 

0.3, 0.4 м. Данные профили не изменяются во времени, хотя не являются 

симметричными. Данные результаты говорят о существовании стационарных 

несимметричных течений в диффузоре при указанных числах Рейнольдса.  

 

5. Изменение границы раздела при термокапиллярной конвекции 

В работе на основе численного моделирования показано влияние 

термокапиллярной, гравитационной конвекций на деформацию границы раздела в 



двухслойной системе "воздух-вода" при внезапном нагреве. Математическая модель 

основана на системе уравнений Навье-Стокса для двухфазной системы «газ- 

жидкость» (рис.15а). Моделирование изменения формы границы раздела «газ-

жидкость» выполнялось, используя модель жидких объемов (VOF – Volume Of Fluid 

метод) с использованием подробных динамических сеток.  

При мгновенном изменении разницы температур между вертикальными 

стенками, на поверхности раздела возникает термокапиллярная конвекция. На рис. 

15а показаны положение границы «воздух - вода» в момент времени t=5 сек 

( 6Ma 10 , Ra=0). Вследствие этого поверхность раздела искривляется и осциллирует 

во времени. Воздух и вода прогреваются. Следует отметить тот факт, что данный 

режим является неустойчивым, и поскольку отсутствуют сила тяжести и сила 

напряжения на всех боковых стенках области, то при малейших возмущениях 

поверхность раздела может изменить положение (от горизонтального до 

вертикального). На рис. 15б,в показаны изменения поверхности на 

квазистационарном режиме в моменты времени:  б) t=13сек, в) t=15.9сек.  

а) б) в) г) д) 

Рис. 15. а) Схема расчетной области  и форма интерфейса «воздух-вода» в 

разные моменты времени ( 6Ma 10 , Ra=0): а) t=5 сек  б) t=13сек, в) t=15.9сек; г-д) - 

изолинии осреднённых по времени максимумов среднеквадратичных отклонений от 

среднего положения интерфейса: (г) Ra 0 , t=15сек, д) 7Ra 10 , t=5сек). 



Следует отметить, что гравитационная конвекция ( 7Ra 10 ) при наличии 

термокапиллярной конвекции ( 6Ma 10 обладает стабилизирующим фактором для 

положения свободной границы. На рис. 15г,д показаны статистические данные в 

виде изолиний максимальных по пространству среднеквадратичных отклонений 

изменения поверхности раздела от среднего для двух случаев: г) - Ra 0 и д) -

7Ra 10 (осреднённые по времени за первые 15сек (а) и 5 сек (б), соответственно). На 

рис.15г,д видны диапазоны отклонений поверхности от среднестатистических 

положений поверхности раздела. 

 

Заключение 

На примерах пяти различных гидродинамических задач показано 

существование стационарных (или квазистационарных) режимов ламинарных 

течений, у которых структуры и характеристики нелинейно зависят от величин 

определяющих параметров и существенно отличаются от аналитических решений, 

не учитывающих нелинейные особенности течений. Аналогов нет. 

 

Данная работа выполнена по теме государственного задания № госрегистрации 

АААА-А17-117021310375-7. 
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