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Аннотация. Статья описывает преобразование потоков Пальма в простейшие 

(пуассоновские) потоки с целью применения математического аппарата 

марковских случайных процессов для анализа систем надежности. Поток Пальма 

представляет собой ординарный поток событий, где интервалы времени между 

последовательными событиями являются независимыми, одинаково 

распределенными случайными величинами с произвольным законом 

распределения. Основная проблема заключается в том, что многие реальные 

потоки событий в технических системах являются рекуррентными (потоками 

Пальма), что затрудняет их аналитическое описание. В статье предложен метод 

марковизации процесса путем введения дополнительных переменных и 

преобразования параметров потоков методом моментов. Это позволяет свести не-

марковский процесс к марковскому и использовать дифференциальные 

https://trudymai.ru/published.php?ID=187463
https://www.elibrary.ru/GZJBLK
mailto:garanin@spbstu.ru
https://trudymai.ru/published.php?ID=187463


2 
 

уравнения Колмогорова для описания процесса. В работе рассматривается система 

с двумя состояниями – исправным и неисправным. Для преобразования потоков с 

нормальным и равномерным распределениями интервалов между событиями в 

эквивалентные пуассоновские потоки используются формулы, полученные из 

равенства вторых начальных моментов. Предложенный подход позволяет 

рассчитывать, как стационарные, так и нестационарные вероятности состояний 

системы. В аэрокосмической сфере данный метод может быть применен для 

моделирования надежности сложных систем, таких как бортовое оборудование 

космических аппаратов или авиационные системы управления. Это позволяет 

обоснованно назначать периодичность технического обслуживания, оценивать 

гамма-процентные ресурсы и сроки службы оборудования, а также 

оптимизировать стратегии восстановления и резервирования систем. 

Ключевые слова: поток Пальма, марковские процессы, надежность систем, 

стационарные и нестационарные вероятности состояния системы, пуассоновские 

потоки событий 
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Abstract. The article focuses on transforming Palm flows into simple (Poisson) flows to 

apply the mathematical apparatus of Markov random processes for reliability system 

analysis. A Palm flow is an ordinary flow of events where time intervals between 

consecutive events are independent, identically distributed random variables with an 

arbitrary distribution law. The main problem is that many real event flows in technical 
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systems are recurrent (Palm flows), which complicates their analytical description. The 

article proposes a method for Markovizing the process by introducing additional 

variables and transforming the flow parameters using the moment method. This makes 

it possible to reduce a non-Markov process to a Markov one and use Kolmogorov 

differential equations to describe the process. The work considers a system with two 

states – operational and faulty. To transform flows with normal and uniform 

distributions of time between events into equivalent Poisson flows, formulas derived 

from the equality of the second initial moments are used. The proposed approach allows 

calculating both stationary and non-stationary probabilities of system states. In the 

aerospace field, this method can be applied to model the reliability of complex systems 

such as spacecraft onboard equipment or aviation control systems. This makes it possible 

to reasonably schedule maintenance periods, estimate gamma-percent resources and 

equipment service life, and optimize system recovery and redundancy strategies. 

Keywords: Palm flow, Markov processes, system reliability, stationary and non-

stationary system state probabilities, and Poisson event streams 

 

Введение 

Для математического описания многих явлений, представляемых в виде 

случайного процесса, часто и успешно применяется математический аппарат, 

разработанный в теории вероятностей для так называемых марковских 

случайных процессов [1]. При рассмотрении случайных процессов, протекающих в 

системах с дискретными состояниями и непрерывным временем, используется 

понятие потока событий, под которым понимается последовательность 

однородных событий, следующих одно за другим в случайные моменты времени. 

Ординарный поток событий называется потоком Пальма, если интервалы 

времени между последовательными событиями представляют собой 

независимые, одинаково распределенные случайные величины [1]. Простейший 

(пуассоновский) поток является частным случаем потока Пальма: в нем 

интервалы времени между событиями распределены по показательному закону. 

Для описания состояний системы в этом случае разработан аппарат 

дифференциальных уравнений Колмогорова. В статье предлагается с помощью 
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марковизации процесса путем введения дополнительных переменных [2] 

преобразовать параметры потока Пальма в параметры простейшего потока с 

целью использования дифференциальных уравнений Колмогорова для описания 

процесса. 

Рассмотрим случайный процесс с дискретными состояниями и 

непрерывным временем. Если все потоки пуассоновские, то процесс, 

протекающий в системе, будет марковским случайным процессом [1-2]. Для 

наглядности будем исследовать процесс, когда система имеет два состояния: 

𝑆0 − исправное состояние; 

𝑆1 − неисправное состояние. 

На рисунке 1 приведен граф состояний системы. 

 

 

                                                               

 

Рисунок 1 – Граф состояний системы 

 

Переходы из состояния в состояние осуществляются с постоянными 

интенсивностями λ и µ.  Уравнения для финальных вероятностей состояний системы 

запишутся следующим образом [1] 

𝜆𝑝0 = 𝜇𝑝1;                                                                                                                                               (1) 

𝑝0 + 𝑝1 = 1,                                                                                                                                           (2) 

где 𝑝𝑘  − вероятность пребывания системы в состоянии 𝑆𝑘. 

Решая совместно уравнения (1) и (2), получим стационарные значения 

вероятностей 

𝑝0 =
𝜇

𝜆 + 𝜇
;                                                                                                                                           (3) 

𝑝1 =
𝜆

𝜆 + 𝜇
.                                                                                                                                             (4) 

В реальных условиях потоки событий рассмотренного процесса часто 

являются рекуррентными (потоки Пальма). Это означает, что они стационарны и 

ординарны, а интервалы времени между событиями представляют собой 

независимые случайные величины с одинаковым произвольным распределением. 

𝑆0 𝑆1 

 
µ 

λ 
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Аналитическое описание такого процесса возможно с помощью различных 

преобразований. В частности, для стационарного режима предлагается вводить 

коэффициенты пересчёта интенсивностей рекуррентных потоков [3]. Однако, 

допущение об известности стационарных вероятностей состояний с требуемой 

точностью и достоверностью сомнительно для начальной стадии разработки 

такой модели. А в случае, когда все потоки рекуррентны, сложность описания 

такого процесса становится сравнимой с построением имитационной модели, 

адекватность которой может оказаться выше. 

В случае, если потоки событий представляют собой потоки Эрланга, то, вводя 

в схему возможных состояний системы псевдосостояния, представляется 

возможным свести не-марковский процесс к марковскому и описать его с 

помощью обыкновенных дифференциальных уравнений, которые при 𝑡 → ∞ 

переходят в алгебраические уравнения для предельных вероятностей состояний 

[4]. Однако с помощью потоков Эрланга удается описать ограниченный класс 

систем. Поэтому для более широкого класса распределений представляется 

целесообразным воспользоваться марковизацией процесса путем введения 

дополнительных переменных [5] с преобразованием параметров потоков методом 

моментов для использования их в явных решениях. 

Пусть переход системы из состояния 𝑆0 в состояние 𝑆1 происходит под 

воздействием потока, время между соседними событиями которого распределено 

по нормальному закону с математическим ожиданием 𝑚 и среднеквадратическим 

отклонением 𝜎. Обратный переход происходит под воздействием потока, время 

между соседними событиями которого распределено по равномерному в 

интервале [𝑎 − 𝑏, 𝑎 + 𝑏] закону. 

В общем случае интенсивность потока событий [1] 

𝜆(𝑡) =
𝑓(𝑡)

1 − 𝐹(𝑡)
,                                                                                                                                    (5) 

где 𝑓(𝑡) и 𝐹(𝑡) ‒ плотность и функция распределения случайной величины 𝑡. 

На рисунке 2 приведены диаграммы интенсивностей для нормального и 

равномерного законов распределения случайной величины 𝑡 в одном и том же 

диапазоне. 
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Нетрудно заметить, что интенсивности непостоянны. Такие объекты 

называются стареющими, которые заменяются фиктивным аналогом, поток отказов 

которого стационарен [5-6]. Для таких объектов речь может идти лишь о 

квазистационарном определении вероятностей состояний системы. Оно 

заключается в определенным образом изменении интенсивностей, входящих в 

стационарные вероятности состояний системы. 

 

 
 

Рисунок 2 ‒ Интенсивности потоков 

 

В отличие от коэффициентов пересчета интенсивностей [5] предлагается в 

качестве дополнительных переменных в явных решениях использовать 

интенсивности переходов, определенные методом моментов [7], т.к. для 

нормального и равномерного законов распределения для интенсивности (5) 

lim
𝑡→∞

𝜆(𝑡) = ∞. 

Для равномерного закона распределения с плотностью 

𝑓(𝑡) =
1

2𝑏
,          𝑎 − 𝑏 < 𝑡 < 𝑎 + 𝑏                                                                                                  (6) 

второй начальный момент запишется следующим образом 

𝛼2 = 𝑎2 +
𝑏2

3
,                                                                                                                                         (7) 

где 𝑎 и 𝑏 ‒ параметры равномерного закона распределения. 

Для нормального закона распределения с плотностью 

0,0

1,0

2,0

3,0

4,0

5,0

𝜆(𝑡), 

𝜇(𝑡) 

 

𝑡 0 1,44 4,32 2,88 5,76 7,20 

      ‒ нормальный закон распределения; 

      ‒ равномерный закон распределения. 

0 1,44 4,32 2,88 5,76 7,20 
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𝑓(𝑡) =
1

𝜎√2𝜋
𝑒

−
1

2
(

𝑡−𝑚

𝜎
)

2

,                − ∞ < 𝑡 < ∞                                                                             (8) 

второй начальный момент запишется следующим образом 

𝛼2 = 𝑚2 + 𝜎2,                                                                                                                                        (9) 

где 𝑚 и 𝜎 ‒ параметры нормального закона распределения. 

Для экспоненциального закона распределения с плотностью 

𝑓(𝑡) = 𝜆𝑒−𝜆𝑡 ,           0 ≤ 𝑡                                                                                                                            

второй начальный момент запишется следующим образом 

𝛼2 =
2

𝜆2
,                                                                                                                                                 (10) 

где 𝜆 ‒ параметр экспоненциального закона распределения. 

Тогда для постулированных выше законов распределений случайных 

величин: 

 из равенства моментов (9) и (10) интенсивность 

𝜆 = √
2

𝑚2 + 𝜎2
;                                                                                                                                   (11) 

 из равенства моментов (7) и (10) интенсивность 

𝜇 = √
6

3𝑎2 + 𝑏2
.                                                                                                                                  (12) 

 

С учетом интенсивностей (11) и (12) квазистационарные вероятности (3) и 

(4) нахождения системы в состояниях 𝑆0 и 𝑆1 примут следующий вид 

𝑝0 =
𝜇

𝜆 + 𝜇
=

1

1 + √
3𝑎2+𝑏2

3(𝑚2+𝜎2)

,                                                                                                          (13) 

𝑝1 =
𝜆

𝜆 + 𝜇
=

1

1 + √
3(𝑚2+𝜎2)

3𝑎2+𝑏2

.                                                                                                          (14) 

 

Можно показать, что нормировка (2) соблюдается. Кроме того, при 𝜎 = 𝑏 = 0 

(исключается по одному параметру), 𝑚 = 𝜆−1 и 𝑎 = µ−1 и формулы (13) и (14) 

принимают первоначальный вид (3) и (4). 
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Проверка данного способа расчета вероятностей состояний проведена с 

помощью имитационной модели при числе испытаний 106. Относительная ошибка 

не превышает 5%. Причем, параметры распределений могут варьироваться в 

достаточно широких пределах без ущерба для точности. В частности, при m=5, σ=3, 

a=6 и b=4 вероятность (13) 𝑝0 = 0,476. С помощью имитационной модели получена 

оценка  𝑝̂0 = 0,453. 

Данный подход позволяет получать и нестационарные решения. Так, для 

графа состояний, изображенного на рисунке 1, дифференциальные уравнения 

Колмогорова имеют вид: 

𝑑𝑝0

𝑑𝑡
= −𝜆𝑝0 + 𝜇𝑝1;                                                                                                                             (15) 

𝑑𝑝1

𝑑𝑡
= 𝜆𝑝0 − 𝜇𝑝1.                                                                                                                                (16) 

Решая систему (15, 16) при условии (2), получим нестационарное решение в 

явном виде [8-9] 

𝑝0(𝑡) =
𝜇

𝜆 + 𝜇
[1 +

𝜆

𝜇
𝑒−(𝜆+𝜇)𝑡] ;                                                                                                     (17) 

𝑝1(𝑡) =
𝜆

𝜆 + 𝜇
[1 − 𝑒−(𝜆+𝜇)𝑡].                                                                                                          (18) 

На рисунке 3 приведены графики функций (17) и (18) при следующих 

исходных данных: 𝑚 = 5,  𝜎 = 3, 𝑎 = 6 и 𝑏 = 4, которые преобразованы в 

интенсивности по формулам (11) и (12). 

 
 

Рисунок 3 ‒ Графики зависимостей 𝑝0(𝑡) и 𝑝1(𝑡) 

0

0,2

0,4

0,6

0,8

1

0 

𝑝(𝑡) 

𝑡 

 𝑝0(𝑡) 

 𝑝1(𝑡) 
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Из рисунка видно, что преобразования потоков позволяют получать и 

нестационарные решения, для которых сохраняются все условия размеченного 

графа состояний. 

На рисунке 4 приведены графики тех же функций (15) и (16) при 𝑚 = 5, 𝜎 = 0, 

𝑎 = 5 и 𝑏 = 0. То есть, потоки характеризуются только средними значениями 

времени между соседними событиями. Иначе говоря, становятся простейшими 

(экспоненциальный закон распределения времени между ними). Из рисунка 

видно, что вероятности 𝑝0(𝑡) и 𝑝1(𝑡) при 𝑡 → ∞ стремятся к своим стационарным 

значениям, равным 0,5 при 𝑚 = 𝑎 = 5. 

 
 

Рисунок 4 ‒ Графики зависимостей 𝑝0(𝑡) и 𝑝1(𝑡) 

 

Предложенный метод преобразования произвольного рекуррентного 

потока (Пальма) в простейший (пуассоновский) находит прямое применение в 

задачах построения долгосрочных прогнозов надежности необслуживаемых 

систем в безлюдных технологиях [10-12]. Также, метод особенно актуален имеет в 

сфере проектирования надежности космических аппаратов и долговременных 

спутниковых группировок. В системах такого типа потоки отказов часто не 

являются пуассоновскими, а описываются более сложными распределениями 

(нормальным, равномерным и др.), что делает невозможным прямое 

использование аппарата уравнений Колмогорова. Преобразование реального 

потока в эквивалентный простейший с интенсивностью, рассчитанной методом 

0

0,2

0,4

0,6

0,8

1

0 

𝑝(𝑡) 

𝑡 

 𝑝0(𝑡) 

 𝑝1(𝑡) 
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моментов (11, 12), позволяет использовать хорошо разработанный 

математический аппарат для марковских процессов. 

В связи с вышесказанным, представляется целесообразным рассмотреть 

преобразование потоков для нестационарного решения путем дополнения 

системы дифференциальных уравнений (15, 16) уравнениями, описывающими 

изменения интенсивностей во времени. 

Для равномерного закона распределения с плотностью (6) интенсивность 

(5) примет следующий вид 

𝜆(𝑡) =
1

𝑎 + 𝑏 − 𝑡
,       0 ≤ 𝑡 ≤ 𝑎 + 𝑏.                                                                                             (19) 

Для нормального закона распределения с плотностью (8) интенсивность (5) 

примет следующий вид 

𝜇(𝑡) =
𝜑(𝑡)

1 − 𝛷(𝑡)
,                                                                                                                                (20) 

где   𝛷(𝑡) =
1

𝜎√2𝜋
∫ 𝜑(𝑡)𝑑𝑡

𝑡

−∞

 −  функция нормального закона 

распределения. 

Дополненная система дифференциальных уравнений (15, 16) выглядит 

следующим образом 

𝑑𝑝0

𝑑𝑡
= −𝜆𝑝0 + 𝜇𝑝1;                                                                                                                             (21) 

𝑑𝑝1

𝑑𝑡
= 𝜆𝑝0 − 𝜇𝑝1.                                                                                                                                (22) 

𝑑𝜆(𝑡)

𝑑𝑡
= (𝑎 + 𝑏 − 𝑡)2;                                                                                                                        (23) 

𝑑𝜇(𝑡)

𝑑𝑡
=

𝑑

𝑑𝑥

𝜑(𝑡)

[1 − 𝛷(𝑡)]
.                                                                                                                    (24) 

Её решение для исходных данных 𝑚 = 5 , 𝜎 = 1, 𝑎 = 5 и 𝑏 = 3 и начальных 

условий 𝑝0 = 1 и 𝑝1 = 0 на интервале времени [0; 𝑎 + 𝑏] представлено графиками 

вероятностей 𝑝0(𝑡) и 𝑝1(𝑡) на рисунке 5. 

Можно показать, что точки пересечения интенсивностей 𝜆(𝑡) и µ(𝑡) на 

графиках рисунка 2 по времени совпадают с колебанием вероятностей на рисунке 

5 вследствие изменения доминирования интенсивностей потоков. 
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Такую модель можно использовать для обоснования системы технического 

обслуживания [13]. Например, по требуемой вероятности пребывания системы в 

исправном состоянии назначить периодичность проведения регламентных работ. 

Если под состояниями 𝑆0 и 𝑆1 подразумевать работоспособное и 

неработоспособное состояния, то можно обосновать гамма-процентные ресурсы и 

сроки службы [14-15]. 

 
 

Рисунок 5 ‒ Графики зависимостей 𝑝0(𝑡) и 𝑝1(𝑡) 

 

Преобразование потоков описанным способом и его проверка с помощью 

имитационной модели при числе испытаний 106 показали, что относительная 

ошибка не превышает 5%. Таким образом, предложенный подход позволяет с 

достаточной для практики точностью моделировать процессы, протекающие в 

системах, потоки которых могут существенно отличаться от простейших. 

 

Заключение 

Предложенный метод преобразования произвольного рекуррентного 

потока (Пальма) в простейший (пуассоновский) находит прямое применение в 

задачах прогнозирования и проектирования надежности космических аппаратов, 

долговременных спутниковых группировок, а также необслуживаемых систем в 

безлюдных технологиях [16-18]. В таких системах потоки отказов часто не 

являются пуассоновскими, когда прямое использование аппарата уравнений 

Колмогорова становится невозможным. Преобразование реального потока в 

эквивалентный простейший с интенсивностью, рассчитанной методом моментов, 

0,00

0,25

0,50

0,75

1,00

1,25

𝑝0(𝑡) 

𝑝1(𝑡) 

0 1,44 4,32 2,88 5,76 7,20 
t 

𝑝(𝑡) 
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позволяет использовать хорошо разработанный математический аппарат для 

марковских процессов. 

Полученные квазистационарные (13, 14) и нестационарные (17, 18) решения 

для вероятностей состояний системы являются аналитической основой для 

построения функций надежности. В частности, вероятность безотказной работы 

p₀(t) напрямую связана с непараметрической оценкой функции выживаемости S(t) 

в модели Каплана-Мейера, широко используемой для анализа цензурированных 

данных о наработке на отказ в космической технике [19-20]. Если в модели 

Каплана-Мейера S(t) строится эмпирически по данным наблюдений, то 

предложенный метод позволяет получить ее аналитический аналог p₀(t) на основе 

априорных данных о распределении наработки между отказами, что особенно 

ценно на этапе проектирования, когда статистика отказов отсутствует или крайне 

мала [21-26]. 

Таким образом, преобразование потока Пальма в простейший служит 

связующим звеном между теоретическим вероятностным моделированием и 

практическими статистическими методами оценки надежности космических 

систем, такими как модель Каплана-Мейера и Марковские процессы. 
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