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Аннотация. В данной работе рассматривается задача о растяжении плоской 

жесткопластической полосы с непрерывным полем скоростей перемещений в 

условиях плоской деформации с учётом сжимаемости материала, из которого 

изготовлен образец. Сжимаемость материала приводит к изменению плотности в 

процессе нагружения, в соответствии с которым в систему уравнений, 

определяющих поле скоростей перемещений добавляется логарифм от 

материальной производной плотности по времени. Данная система преобразуется к 

системе волновых уравнений. Для решения полученной системы рассматривается 
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задача Коши с начальными условиями применительно к каждому из уравнений 

системы в отдельности, используются метод усреднения и метод спуска. В 

результате получается решение системы, состоящее из двух уравнений, содержащих 

двойные интегралы по поверхности круга. Также приводится вид решения системы, 

полученный в результате взятия двойных интегралов. 

Ключевые слова: плоская деформация, жесткопластическое тело, сжимаемость 

материала, плотность, система волновых уравнений 
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Abstract. The subject of the study of the presented article consists in determining 

conditions of the moment of a crack nucleation at the stretching of the plane sample from 

the compressible material under conditions of the plane deformation. 

The purpose of this study is studying the process of stretching a flat sample made 

from compressible material with a continuous displacement velocities field under the plain 

strain conditions. The material compressibility associated with the mass conservation law, 

which is formulated in the form of the equation of continuity, leads to a density change 

while loading process, in accordance with which the logarithm of the material derivative 

of density in time is being added to the system of equations defining the displacement 

velocity field. This system is being converted to a system of inhomogeneous wave 

equations. 

The following methods were applied while this research conducting. They are: 

- Analytical method for the velocity and deformations field determining; 

- Averaging method for obtaining the mean value of the auxiliary function on the 

sphere; 

- Method of descent for transition from the sphere surface integration to the circle 

integration. 

In the course of the studies, an intermediate result, namely the general solution of 

the system of wave equations for the velocities field determining, was obtained. 

The results of the study can be applied while mathematical models developing of the 

behavior of real structures’ elements in the problems of modern mechanical engineering 

and construction, as well as in assessing their strength. 



Keywords: plane deformation, rigid-plastic body, material compressibility, density, 

system of wave equations 
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Постановка задачи 

Рассмотрим задачу о растяжении полосы в условиях плоской деформации. 

Поле скоростей перемещений предполагается непрерывным, и на полосу 

накладывается дополнительное ограничение, в виде условия сжимаемости 

материала из которого изготовлена полоса [1-2].  

Растягивающие усилия прикладываются к верхней и нижней граням образца, 

на боковой поверхности напряжения отсутствуют. Из этого следуют граничные 

условия для напряжений: 

при 𝑥2 = 1 𝜎22 = 2𝑘, при 𝑥2 = −1 𝜎22 = 2𝑘. 

С учётом предположения о том, что весь образец находится в пластическом 

состоянии, получаем однородное напряжённое состояние: 

 𝝈𝟐𝟐 = 𝟐𝒌, 𝝈𝟏𝟏 = 𝝈𝟏𝟐 = 𝟎 (

1) 

и прямолинейное поле линий скольжения, составляющих с горизонтальной осью x1 

угол φ = π/4. 

Алгоритм решения задачи 
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Поле скоростей в условиях плоской деформации определяется 

интегрированием системы уравнений: 

 

{
 

 
𝛛𝐕𝟏
𝛛𝐱𝟏

+
𝛛𝐕𝟐
𝛛𝐱𝟐

= −
𝒅

𝒅𝒕
[𝐥𝐧𝝆],

𝛛𝐕𝟏
𝛛𝐱𝟐

+
𝛛𝐕𝟐
𝛛𝐱𝟏

= (
𝛛𝐕𝟏
𝛛𝐱𝟏

−
𝛛𝐕𝟐
𝛛𝐱𝟐

) (−𝒄𝒕𝒈𝟐𝝋),

 

 

 

(

2) 

где в правую часть первого уравнения добавляется логарифм материальной 

производной по времени от плотности материала, что обусловлено условием 

сжимаемости и связано с формулировкой закона сохранения массы: 

 
𝐕𝐤,𝐤 = −

𝒅

𝒅𝒕
[𝐥𝐧𝝆], 

(

3) 

Подставив во второе уравнение системы значение угла наклона линий 

скольжения φ = π/4 преобразуем систему (2) к виду [3]: 

 

{
 

 (𝐈)
𝛛𝐕𝟏
𝛛𝐱𝟏

+
𝛛𝐕𝟐
𝛛𝐱𝟐

= −
𝒅

𝒅𝒕
[𝐥𝐧 𝝆]

(𝐈𝐈)
𝛛𝐕𝟏
𝛛𝐱𝟐

+
𝛛𝐕𝟐
𝛛𝐱𝟏

= 𝟎.

 

 

 

(

4) 

Преобразовав (4) по закону 
∂

∂x1
(I) −

∂

∂x2
(II) и 

∂

∂x2
(I) −

∂

∂x1
(II), получаем 

систему волновых уравнений: 

 

{
 
 

 
 
𝛛𝟐𝐕𝟏

𝛛𝐱𝟏
𝟐 −

𝛛𝟐𝐕𝟏

𝛛𝐱𝟐
𝟐 = 𝒈𝟏(𝐱𝟏, 𝐱𝟐, 𝐭)

𝛛𝟐𝐕𝟐

𝛛𝐱𝟐
𝟐 −

𝛛𝟐𝐕𝟐

𝛛𝐱𝟏
𝟐 = 𝒈𝟐(𝐱𝟏, 𝐱𝟐, 𝐭)

 

 

 

(



5) 

где 𝑔1(x1, x2, t) =
𝜕

𝜕𝑥1
(−

d

dt
[ln ρ]) , 𝑔2(x1, x2, t) =

𝜕

𝜕𝑥2
(−

d

dt
[ln ρ]) – функции 

координат и времени. 

Рассмотрим отдельно решение первого уравнения системы. Пусть 

 ∂2V1
∂𝑡2

− 𝑓1(x1, x2, t) = g1(x1, x2, t) 
 

тогда 

 ∂2V1
∂𝑡2

=
∂2V1

∂x1
2 −

∂2V1

∂x2
2 + 𝑓1(x1, x2, t) 

(

6) 

Будем искать частные решения однородного уравнения 

 ∂2𝑢

∂𝑡2
=
∂2u

∂x1
2 −

∂2u

∂x2
2 

(

7) 

с начальными условиями: 

 
𝑢|𝑡=𝜏 = 0,

𝜕𝑢

𝜕𝑡
|𝑡=𝜏 = f1(x1, x2, 𝜏) 

(

8) 

обладающие центральной симметрией относительно некоторой точки М0(𝑥1
0, 𝑥2

0), то 

есть решения вида 

𝑢(x1, x2, 𝑡) = 𝑢(𝑟, 𝑡), 

где r – расстояние между точками M(x1, x2) и М0(𝑥1
0, 𝑥2

0),. 

Тогда для сферической системы координат [4-5] с центром в точке M0, 

оператор Лапласа u = 
∂2u

∂x1
2 −

∂2u

∂x2
2 преобразуется к виду: 

∆𝑢 =
1

𝑟2
𝜕

𝜕𝑟
(𝑟2

𝜕𝑢

𝜕𝑟
) =

1

𝑟

𝜕2

𝜕𝑟2
(𝑟𝑢) 



и уравнение (7) будет иметь вид 

 ∂2𝑢

∂𝑡2
=
1

𝑟

𝜕2

𝜕𝑟2
(𝑟𝑢) 

(

9) 

С помощью введения вспомогательной функции 𝜐 = 𝑟𝑢 уравнение (9) 

преобразуется к виду: 

 ∂2𝜐

∂𝑡2
=

∂2𝜐

∂(𝑡 − 𝜏)2
 

(

10) 

с условиями: 

 
𝜐(𝑟, 𝜏) = 0,

𝜕𝜐

𝜕𝑡
(𝑟, 𝜏) = 𝑟f1(x1, x2, 𝜏), 𝜐(0, 𝑡 − 𝜏) = 0 

(

11) 

Общее решение уравнения (10) имеет вид: 

 𝜐(𝑟, 𝑡; 𝜏) = 𝜓1(𝑡 − 𝜏 + 𝑟) + 𝜓2(𝑡 − 𝜏 − 𝑟), (

12) 

следовательно, функция u из уравнения (9) примет вид: 

 
𝑢(𝑟, 𝑡; 𝜏) =

1

𝑟
𝜓1(𝑡 − 𝜏 + 𝑟) +

1

𝑟
𝜓2(𝑡 − 𝜏 − 𝑟). 

(

13) 

С учётом условия 𝜐(0, 𝑡 − 𝜏) = 0 получим: 

 𝜓1(𝑡 − 𝜏) = −𝜓2(𝑡 − 𝜏) = 𝜓(𝑡 − 𝜏),  

тогда (13) преобразуется к виду: 

 
𝑢(𝑟, 𝑡; 𝜏) =

1

𝑟
𝜓(𝑡 − 𝜏 + 𝑟) −

1

𝑟
𝜓(𝑡 − 𝜏 − 𝑟), 

  

(14) 

 𝑢(0, 𝑡; 𝜏) = 2𝜓′(𝑡 − 𝜏).   



(15) 

Введём сферическую систему [6] координат (r, , ) с началом в точке 

М0(𝑥1
0, 𝑥2

0, 𝑥3
0). Рассмотрим функцию 

 
�̅�(𝑟, 𝑡) = 𝑀𝑟[𝑢] =

1

4𝜋𝑟2
∬ 𝑢𝑑𝑆 =

1

2𝜋𝑆𝑟

∬ 𝑢𝑑Ω
𝑆𝑟

, 
 

(

16) 

где 𝑑𝑆 = 𝑟2𝑑Ω. Функция �̅� является средним значением функции u на сфере 𝑆𝑟 

радиуса r с центром в точке М0, 𝑑Ω sin θ𝑑θdφ. 

Из (16) с учётом (15) следует: 

 𝑢(М0, 𝑡0) = �̅�(0, 𝑡0) = 2𝜓′(𝑡),   

(17) 

После дифференцирования (14) по r и t имеем [7]: 

𝜕

𝜕𝑟
(𝑟�̅�) +

𝜕

𝜕𝑡
(𝑟�̅�) = 2𝜓′(𝑡 − 𝜏 + 𝑟) = 2𝜓′(𝑡0) 

при 𝑡 = 𝜏 и 𝑟 = 𝑡0. Отсюда, учитывая (17) и (16) получим: 

 
𝑢(М0, 𝑡0) =

1

4𝜋
[
𝜕

𝜕𝑟
∬ 𝑟𝑢𝑑Ω
𝑆𝑟

+∬ 𝑟
𝜕𝑢

𝜕𝑡
𝑑Ω

𝑆𝑟

]

𝑟=𝑡0,𝑡=𝜏

. 
 

(

18) 

Учитывая начальные условия (8) и опуская индекс 0 при М0 и 𝑡0 получим из 

(18) формулу Пуассона 

 
𝑢(𝑀, 𝑡) =

1

4𝜋
[
𝜕

𝜕𝑡
𝑡∬ 𝜑1(𝑃)𝑑Ω𝑃

𝑆𝑎𝑡

+ 𝑡∬ 𝜑2(𝑃)𝑑Ω𝑃
𝑆𝑎𝑡

]

𝑟=𝑡0,𝑡=𝜏

, 
 

(



19) 

где 𝑑𝑆𝑃 = (𝑎𝑡)2𝑑Ω𝑃, которая, с учётом (16) может быть записана в виде 

 
𝑢(𝑀, 𝑡) =

𝜕

𝜕𝑡
𝑡𝑀𝑎𝑡[𝜑1] + 𝑡𝑀𝑎𝑡[𝜑2], 

 

(

20) 

где 

 
𝑀𝑎𝑡[𝜑1] =

1

4𝜋
∬ 𝜑1𝑑Ω
𝑆𝑎𝑡
𝑀

=
1

4𝜋𝑎2𝑡2
∬ 𝜑1𝑑𝑆
𝑆𝑎𝑡
𝑀

, 
 

(

21) 

а 𝑆𝑎𝑡
𝑀  – сфера радиуса at с центром в точке M. 

В силу независимости начальных данных от координаты x3 интегрирование по 

верхней полусфере может быть заменено интегрированием по кругу Σ𝑎𝑡
𝑀 , 

образующемуся при пересечении сферы 𝑆𝑎𝑡
𝑀  с плоскостью (x1, x2). 

Элемент поверхности dS связан с элементом плоскости [8]  d соотношением 

𝑑𝜎 = 𝑑𝑆 cos 𝛾, 

где  

cos 𝛾 =
√(𝑎𝑡)2 − (𝑥1 − 𝜉)

2 − (𝑥2 − 𝜂)
2

𝑎𝑡
. 

Так же интегрированием по кругу Σ𝑎𝑡
𝑀  может быть заменено и интегрирование 

по нижней полусфере, поэтому интеграл [9-12] по кругу следует взять дважды. В 

результате получим формулу: 



 

𝑉1(x1, x2, t; τ) =
1

2𝜋

[
 
 
 
 
𝜕

𝜕𝑡
∬

0𝑑𝜉𝑑𝜂

√(𝑡 − 𝜏)2 − (𝑥1 − 𝜉)
2 − (𝑥2 − 𝜂)

2
+

Σ𝑡−𝜏
𝑀

+∬
𝑓1(𝜉, 𝜂, 𝜏)𝑑𝜉𝑑𝜂

√(𝑡 − 𝜏)2 − (𝑥1 − 𝜉)2 − (𝑥2 − 𝜂)2Σ𝑡−𝜏
𝑀 ]

 
 
 
 

, 

 

 

  

(22) 

Аналогично получается решение второго уравнения системы (5) – функция 

𝑉2(x1, x2, t; τ): 

 

𝑉2(x1, x2, t; τ) =
1

2𝜋

[
 
 
 
 
𝜕

𝜕𝑡
∬

0𝑑𝜉𝑑𝜂

√(𝑡 − 𝜏)2 − (𝑥1 − 𝜉)
2 − (𝑥2 − 𝜂)

2
+

Σ𝑡−𝜏
𝑀

+∬
𝑓2(𝜉, 𝜂, 𝜏)𝑑𝜉𝑑𝜂

√(𝑡 − 𝜏)2 − (𝑥1 − 𝜉)
2 − (𝑥2 − 𝜂)

2Σ𝑡−𝜏
𝑀 ]

 
 
 
 

. 

 

   

  

(23) 

Таким образом, общее решение системы (5) имеет вид: 

 

{
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 

𝑉1(x1, x2, t; τ) =
1

2𝜋

[
 
 
 
 𝜕

𝜕𝑡
∬

0𝑑𝜉𝑑𝜂

√(𝑡 − 𝜏)2 − (𝑥1 − 𝜉)
2 − (𝑥2 − 𝜂)

2
+

Σ𝑡−𝜏
𝑀

+∬
𝑓1(𝜉, 𝜂, 𝜏)𝑑𝜉𝑑𝜂

√(𝑡 − 𝜏)2 − (𝑥1 − 𝜉)
2 − (𝑥2 − 𝜂)

2
Σ𝑡−𝜏
𝑀 ]

 
 
 
 

,

𝑉2(x1, x2, t; τ) =
1

2𝜋

[
 
 
 
 𝜕

𝜕𝑡
∬

0𝑑𝜉𝑑𝜂

√(𝑡 − 𝜏)2 − (𝑥1 − 𝜉)
2 − (𝑥2 − 𝜂)

2
+

Σ𝑡−𝜏
𝑀

+∬
𝑓2(𝜉, 𝜂, 𝜏)𝑑𝜉𝑑𝜂

√(𝑡 − 𝜏)2 − (𝑥1 − 𝜉)
2 − (𝑥2 − 𝜂)

2
Σ𝑡−𝜏
𝑀 ]

 
 
 
 

 

 

 

 

 

 

(

24) 

Так как интегрирование производится по кругу с центром в точке M(x1, x2) и 

радиусом (𝑡 − 𝜏), то область интегрирования определяется неравенствами [13]: 

𝑥1 − 𝑡 + 𝜏 ≤ 𝑥1 ≤ 𝑥1 + 𝑡 − 𝜏, 

−√(𝑡 − 𝜏)2 − 𝑥1
2 ≤ 𝑥2 ≤ √(𝑡 − 𝜏)

2 − 𝑥1
2. 



Координаты точек круга Σ𝑎𝑡
𝑀  выражаются формулами: 

 𝜉 = x1 + 𝛼(𝑡 − 𝜏), 𝜂 = x2 + 𝛽(𝑡 − 𝜏),   

(25) 

где 𝛼 = sin 𝜃 cos 𝜓 , 𝛽 = sin 𝜃 sin 𝜓. 

Отсюда 

x1 = 𝜉 − 𝛼(𝑡 − 𝜏), x2 = 𝜂 − 𝛽(𝑡 − 𝜏), 

и область интегрирования принимает вид: 

 𝜉 − (𝑡 − 𝜏)(𝛼 + 1) ≤ 𝜉 ≤ 𝜉 − (𝑡 − 𝜏)(𝛼 − 1), 

−√(𝑡 − 𝜏)2 − (𝜉 − 𝛼(𝑡 − 𝜏))
2
≤ 𝜂 ≤ √(𝑡 − 𝜏)2 − (𝜉 − 𝛼(𝑡 − 𝜏))

2
, 

   

  

(26) 

Возьмём по отдельности интегралы для функции 𝑉1(x1, x2, t; τ): 

 
∬

0𝑑𝜉𝑑𝜂

√(𝑡 − 𝜏)2 − (𝑥1 − 𝜉)
2 − (𝑥2 − 𝜂)

2
=

Σ𝑡−𝜏
𝑀

 

= ∫ 𝑑𝜉
𝜉−(𝑡−𝜏)(𝛼−1)

𝜉−(𝑡−𝜏)(𝛼+1)

∫ 0𝑑𝜂

√(𝑡−𝜏)2−(𝜉−𝛼(𝑡−𝜏))
2

−√(𝑡−𝜏)2−(𝜉−𝛼(𝑡−𝜏))
2

= 2(𝑡 − 𝜏)С. 

   

 

  

(27) 

 
∬

𝑓1(𝜉, 𝜂, 𝜏)𝑑𝜉𝑑𝜂

√(𝑡 − 𝜏)2 − (𝑥1 − 𝜉)
2 − (𝑥2 − 𝜂)

2
=

Σ𝑡−𝜏
𝑀

 

=∬

∂2V1
∂𝑡2

𝑑𝜉𝑑𝜂

√(𝑡 − 𝜏)2 − (𝑥1 − 𝜉)
2 − (𝑥2 − 𝜂)

2Σ𝑡−𝜏
𝑀

− 

−∬
𝑔1(𝜉, 𝜂, 𝜏)𝑑𝜉𝑑𝜂

√(𝑡 − 𝜏)2 − (𝑥1 − 𝜉)
2 − (𝑥2 − 𝜂)

2
Σ𝑡−𝜏
𝑀

. 

   

 

   

 

 

  

(28) 



 

∬

∂2V1
∂𝑡2

𝑑𝜉𝑑𝜂

√(𝑡 − 𝜏)2 − (𝑥1 − 𝜉)
2 − (𝑥2 − 𝜂)

2
=

Σ𝑡−𝜏
𝑀

�̅�(x1, x2, t; τ)

(𝑡 − 𝜏)√1 − (𝛼2 + 𝛽2)
. 

   

  

(29) 

 
∬

𝑔1(𝜉, 𝜂, 𝜏)𝑑𝜉𝑑𝜂

√(𝑡 − 𝜏)2 − (𝑥1 − 𝜉)
2 − (𝑥2 − 𝜂)

2
=

Σ𝑡−𝜏
𝑀

g1̅̅ ̅(x1, x2, t; τ)

(𝑡 − 𝜏)√1 − (𝛼2 + 𝛽2)
. 

   

  

(30) 

Подставляя в (24) 
𝜕

𝜕𝑡
 от (27) и (29)-(30) получим: 

𝑉1(x1, x2, t; τ) =
1

2𝜋
[2С +

�̅�(x1, x2, t; τ) + g1̅̅ ̅(x1, x2, t; τ)

(𝑡 − 𝜏)√1 − (𝛼2 + 𝛽2)
] 

Взяв аналогично интегралы для функции 𝑉2(x1, x2, t; τ) получим: 

𝑉2(x1, x2, t; τ) =
1

2𝜋
[2С +

�̅�(x1, x2, t; τ) + g2̅̅ ̅(x1, x2, t; τ)

(𝑡 − 𝜏)√1 − (𝛼2 + 𝛽2)
] 

Таким образом, после взятия интегралов система (6) преобразуется к виду [14-

16]: 

 

{
 
 

 
 𝑉1(x1, x2, t; τ) =

1

2𝜋
[2С +

�̅�(x1, x2, t; τ) + g1̅̅ ̅(x1, x2, t; τ)

(𝑡 − 𝜏)√1 − (𝛼2 + 𝛽2)
] ,

𝑉2(x1, x2, t; τ) =
1

2𝜋
[2С +

�̅�(x1, x2, t; τ) + g2̅̅ ̅(x1, x2, t; τ)

(𝑡 − 𝜏)√1 − (𝛼2 + 𝛽2)
] .

 

 

 

  

(31) 

Выводы 

В настоящее время ведётся дальнейшее решение задачи, оно направлено на 

получение, с помощью выведенных функций 𝑉1(x1, x2, t; τ) и 𝑉2(x1, x2, t; τ), главных 

значений тензора деформаций Альманси [17] (E1, E2), выраженных через 

относительное удлинение образца ε̅. Также полученные функции  [18] планируется 



использовать для выражения изменения ширины (a) растягиваемой полосы с 

течением времени и необходимого для её растяжения усилия (P). В практической 

области данные исследования будут применяться при изучении и исследовании 

деформации оболочечных конструкций, в том числе летательных аппаратов [19-20]. 
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