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Аннотация. Сформулирована и решена задача об определении температурного поля си-
стемы, имитируемой разделительной изотропной стенкой двух различных сред. Одна из по-
верхностей стенки обладает ортотропной термоактивной прокладкой, функционирующей по 
принципу обратной связи с запаздыванием, с анизотропным покрытием, подверженным ло-
кальному тепловому воздействию в условиях теплоообмена с внешней средой. Показано, что 
искомое температурное поле представляет собой композицию двух независимых аддитивных 
составляющих, первая из которых ассоциируется отличием температур разделяемых сред от 
начальной температуры разделительной системы, а вторая зависит лишь от плотности мощ-
ности теплового потока, воздействующего на разделительную систему в условиях охлажде-
ния разделенными средами с температурами, совпадающими с начальной температурой  
системы. С применением методов интегральных преобразований в аналитически замкнутом 
виде найдены решения соответствующих задач нестационарной теплопроводности. Получен-
ные результаты использованы для анализа эффектов инерции обратной связи термоактивной 
прокладки на формируемое температурное поле изучаемой системы. 
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Abstract. The problem of the temperature field determining of the system, imitated by the 
splitter isotropic wall of the two different media, was stated and solved. One of the wall surfaces 
has an orthotropic thermally active layer that functions according to the retarded feedback prin-
ciple with an anisotropic coating subjected to local heating while undergoing heat exchange with 
the environment. The article demonstrates that the sought-for temperature field represents com-
position of the two independent additive components, the first of which is being associated by 
the difference of the temperatures of the media being separated from the initial temperature of 
the separating system. The second one depends only on the power density of the heat flow af-
fecting the separating system under conditions of cooling by the separated media with the tem-
peratures coinciding with the initial temperature of the system. Solutions to the respective prob-
lems of the non-stationary heat conductivity were found with the methods of integral transforms 
in the analytically closed form application. The obtained results were employed for analyzing the 
effects of feedback inertia of thermally active layer on the formed temperature field of the sys-
tem under study. 

Keywords: isotropic wall separating two different media, thermally active gasket with retarded 
feedback, anisotropic coating, local heat impact, temperature field, integral transforms 
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Введение 
В математической теории теплопроводности 

[1–6] специфическое положение занимает мо-
дель процесса теплопереноса в системе с ак-
тивной теплозащитой, имитируемой изотроп-
ным полупространством (реже – изотропной 
пластиной) с покрытием при наличии термоак-
тивного промежуточного слоя (термоактивной 
прокладки) в анализируемой системе, функцио-
нирующей по принципу обратной связи [7–9]. 
Отмеченная специфика обусловлена относи-
тельной простотой рассматриваемой математи-
ческой модели и трудностями, возникающими 
при нахождении аналитического решения соот-
ветствующей задачи нестационарной теплопро-
водности даже в простейшей ситуации изо-
тропного покрытия активной теплозащиты [10]. 
Указанные трудности усугубляются при необ-
ходимости учета анизотропии свойств покры-
тия [11–14]. При этом актуальным, представля-
ющим и теоретический, и значимый практиче-
ский интерес, остается вопрос о влиянии 
эффектов инерции обратной связи термоактив-
ной прокладки на формируемое температурное 
поле системы с активной теплозащитой. Об-
суждению этого вопроса посвящены проводи-
мые в данной работе исследования. 

Исходные допущения 
и математическая модель 

Для достижения поставленной цели  
при построении математической модели 
процесса формирования температурного по-
ля ( )1 2 3, , ,T x x x t  объекта исследований в фик-
сированной декартовой системе координат 

1 2 3Ox x x  евклидова пространства 3
  предпола-

галось, что: 
1) объект исследований представляет собой 

систему, образованную изотропной стенкой 
( )2 ст0 x h< < , ограничивающая поверхность 
которой 2 0x =  обладает анизотропным покры-
тием ( )( )п тп 2 тпh h x h− + < <  с термоактивной 
прокладкой [7–9] ( )тп 2 0h x− < < , где значения 
геометрических характеристик стh , тпh  и пh  
элементов объекта исследований являются ве-
личинами постоянными; 

2) термоактивная прокладка является орто-
тропной и функционирует по принципу обрат-
ной связи [11–16], настроенной по начальной 
температуре 0 constT =  объекта исследований, 
то есть в системах «анизотропное покрытие – 
термоактивная прокладка» и «термоактивная 
прокладка – изотропная стенка» для искомого 
температурного поля реализуются следующие 
условия сопряжения: 
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( ) ( )1 тп 3 1 тп 3, 0, , , 0, ,T x h x t T x h x t− − = − + , 
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2
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п п п
12 22 23

1 2 3 0

тп
2

2 0

п
тп 1 2 3 * 0 0

λ λ λ
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, , , ;

x h

x h

x h

T T T
x x x

T
x

q T x x x t t T

=

=

=

− −

− +

− +

 ∂ ∂ ∂
+ + − ∂ ∂ ∂ 

∂
− =

∂

 = − − − 

 

( ) ( )1 3 1 3,0 0, , ,0 0, , ;T x x t T x x t− = +  

( )
2 2

2

тп ст
2

2 20 0 0 0

ст
тп 1 2 3 * 0 0 0

λ λ

, , , ,

x x

x

T T
x x

q T x x x t t T

= =

=

− +

+

∂ ∂
− =

∂ ∂

 = − − − 

 

где { }пλij ,{ }тпλk  и стλ  – компоненты тензоров 
теплопроводности анизотропного материала по-
крытия, ортотропного материала термоактивной 
прокладки при тп тп

1 3λ λ=  и изотропного матери-
ала стенки соответственно; п

тпq  и ст
тпq  – опреде-

ляющие параметры обратной связи термоактив-
ной прокладки со стороны анизотропного по-
крытия и со стороны изотропной стенки; 0T  – 
температура внешней среды с незащищенной 
стороны стенки, которая равна начальной тем-
пературе объекта исследований и 0 constT = ;  

*t  – лаг запаздывания обратной связи, где * 0t ≥ , 
и если *t t< , то ( )1 2 3 * 0, , ,T x x x t t T− ≡ ; 

3) термоактивная прокладка является «тер-
мически тонкой», то есть допустима реализация 
идеи «сосредоточенная емкость» [4], суть кото-
рой определена совокупностью следующих ра-
венств: 

( )
( ) ( )

1 тп 3

1 3 1 3

, 0, ,

, , ,0 0, , ;

T x h x t

T x x t T x x t

− − =

= = +
 

( ) ( )
тп

0

1 3 1 2 3 2
тп

1, , , , ,
h

T x x t T x x x t dx
h

−
∫ ; 

4) обратная связь термоактивной прокладки 
настроена по начальной температуре объекта 
исследований, которая отлична от температуры 
среды со стороны анизотропного покрытия; 

5) теплообмен в системах «внешняя поверх-
ность анизотропного покрытия – внешняя сре-
да» и «внешняя поверхность стенки – внешняя 
среда» реализуется по закону Ньютона с коэф-
фициентами теплоотдачи пα  и стα  соответ-
ственно [2, 3]; 

6) внешняя поверхность анизотропного по-
крытия находится под воздействием не только 
внешней среды, температура которой сT  отлич-
на от начальной температуры 0T  объекта ис-
следований, но и внешнего теплового потока, 
который ориентирован в направлении ее внут-
ренней нормали и обладает плотностью мощно-
сти ( )1 3, ,q x x t ; 

7) при любых фиксированных значениях 
пространственных переменных, представлен-
ных вектором [ ]т 2

1 3,x x ∈ , функционал 
( )1 3, ,q x x t  интегрируем с квадратом по времен-

ному переменному [ )0,t∈ +∞ , и при любых 
фиксированных значениях временного пере-
менного [ )0,t∈ +∞  он интегрируем с квадратом 
по совокупности пространственных перемен-
ных, представленных вектором [ ]т 2

1 3,x x ∈ , то 
есть [17] 

( ) [ ] [ )т 2
1 3

2
1 3 ,
, , 0,

x x
q x x t L

∈
∈ +∞



, 

( ) [ ] ( )2 2
1 3 0,
, ,

t
q x x t L

∈ +∞
∈  . 

Для удобства дальнейших рассуждений вос-
пользуемся следующими обозначениями: 

0 31 2

0 * * *
п

ст22 п тп
1 2 32

* * *п п *

θ ; ; ; ;

λFo = ; ; ; ;
ρ

c

T T xx xx y z
T T l l l

ht h hH H H
l l lc l

−
= = = =

−

= = =
 

п тп ст
*1 22 *

*п п п 2
22 22 22 п п *

0ст сттп тп

п п п п 0

λ λ λλμ ; μ ; μ ; Fo ;
λ λ λ ρ

ρρ ; ; θ ;
ρ ρ

ij
ij

c

t
c l

T Tcca b
c c T T

= = = =

−
= = =

−

 

( )
( )

( ) ( )

п ст
тп тп **

0 *п п
с 0 22 22

1 3 ст *п *
п ст
22

; ;
λ λ

ααBi ; Bi ,
λ λ

q q lqlQ Q
T T

ll

−
= =

−

= =

 

где *l  – используемая единица масштаба про-
странственных переменных. В этом случае, со-
гласно исходным допущениям, представленным 
выше, функционалы ( )θ , , ,Fox y z  и ( )θ , ,Fox z , 
определяющие искомое температурное поле 
объекта исследований, должны удовлетворять 
системе трех линейных дифференциальных 
уравнений в частных производных второго по-
рядка параболического типа [2–6, 17]: 
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2 2 2 2 2 2

11 12 13 23 332 2 2
θ θ θ θ θ θ θ=μ 2μ 2μ 2μ μ ,

Fo x y x z y zx y z
∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

+ + + + +
∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂∂ ∂ ∂

 

 
x
z
 
 
 

2∈ ,  ( )1 2 2 , Fo>0H H y H− + < < − ; (1) 

( ) }
2

2 2
*

* 12 23 *2 2
2 0 0 0

θ θ θ 1 θ θ θ θ=μ μ μ μ θ , ,Fo Fo ,
Fo y y H

a Q x z
H y x y zx z = + =− −

 ∂ ∂ ∂  ∂ ∂ ∂ ∂  + + − + + − −    ∂ ∂ ∂ ∂ ∂∂ ∂      
 

2 , 0, Fo>0;
x

H y
z
 

∈ − < < 
 

   
2 2 2

* 2 2 2
θ θ θ θ=μ ,

Fo
b

x y z
 ∂ ∂ ∂ ∂

+ + ∂ ∂ ∂ ∂ 
  2

3, 0 , Fo>0
x

y H
z
 

∈ < < 
 

 , 

однородным начальным условиям: 
 ( ) ( )Fo=0 Fo=0

θ , , ,Fo 0 θ , ,Fox y z x z= = , (2) 

условиям сопряжения: 
 ( ) ( ) ( )2θ , 0, ,Fo θ , ,Fo =θ ,0 0, ,Fox H z x z x z− − = +  (3) 

и краевым условиям [2–6]: 

 ( ) ( )
( )

( ) ( )

1 2 3

1 3
12 23 0

θ θ θ θμ μ Bi 1 θ , ,Fo ; Bi θ 0.
y Н H y H

Q x z
x y z y

=− + =

   ∂ ∂ ∂ ∂
+ + + − = − + =   ∂ ∂ ∂ ∂   

 (4) 

При этом должны удовлетворяться следующие требования [17]: 

( ) [ ] [ )т 2
2

0 ,
, ,Fo 0,

x z
Q x z L

∈
∈ +∞



;  ( ) [ ) ( )2 2
0 Fo 0,

, ,FoQ x z L
∈ +∞

∈  ; 

( ) [ ]( ) ( )( ) [ )( )( ) [ )т 2 *
1 2 2

2
, , 0,

θ , , ,Fo 0,
x z y H H H y

x y z L
∈ ∧ ∈ − + − ∨ ∈ +∞  

∈ +∞


, 

 ( ) [ ] [ )т 2
2

,
θ , ,Fo 0,

x z
x z L

∈
∈ +∞



; (5) 

( ) ( )( ) [ )( )( ) [ )( ) ( )*
1 2 2

2 2
, 0, Fo 0,

θ , , ,Fo
y H H H y

x y z L
∈ − + − ∨ ∈ +∞ ∧ ∈ +∞  

∈  ; 

( ) [ ) ( )2 2
Fo 0,

θ , ,Fox z L
∈ +∞

∈  ; 

( ) [ ]( ) [ )( ) ( ) [ )( )т 2
2

1 2 2, Fo 0,
θ , , ,Fo , 0,

x z
x y z L H H H

∈ ∧ ∈ +∞
∈ − + − ∪ +∞  



. 

Исходная математическая модель (1)–(5) процесса формирования искомого температурного по-
ля объекта исследований представляет собой смешанную задачу для системы уравнений в частных 
производных второго порядка параболического типа со специфическими условиями сопряжения, 
представленными не только равенствами (3), но и вторым уравнением системы (1). 

Температурное поле 
Проанализировав математическую модель (1)–(5) с учетом известных результатов [18–20], при-

ходим к выводу, что процесс формирования температурного поля объекта исследований в рас-
сматриваемой ситуации имеет аддитивную структуру с двумя независимыми составляющими: 
 ( ) ( ) ( )1 2θ , , ,Fo θ ,Fo θ , , ,Fox y z y x y z= + , (6) 
где функционал ( )1θ ,Foy  – решение смешанной задачи (1)–(5) при ( )0 , ,Fo 0Q x z ≡ , а функционал 

( )2θ , , ,Fox y z  – решение смешанной задачи (1)–(5), где в краевом условии (4) при ( )1 2y H H= − +  
комплекс ( ) ( )1Bi 1 θ−  заменен комплексом ( )1

2Bi θ . 
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Для идентификации функционала ( )1θ ,Foy , определяющего процесс формирования температу-
ры поля объекта исследований лишь в результате воздействия температуры внешней среды, то 
есть при ( )0 , ,Fo 0Q x z ≡ , переходим в пространство изображений интегрального преобразования 
Лапласа, определенного парой линейных операторов [2]: 

 ( ) ( )
σ

1

0 σ

1[ ] exp Fo Fo; [ ] exp Fo
2π

i

i

L s d L s ds
i

∞ + ∞
−

− ∞

• ≡ • − • ≡ •∫ ∫ . (7) 

В этом случае, согласно исходной математической модели (1)–(5) и известным свойствам ли-
нейного интегрального оператора [ ]L •  [2], изображения 

 ( ) ( )1 1 1 1( , ) θ ,Fo , ( )  θ FoU y s L y U s L         (8) 

должны удовлетворять следующей краевой задаче: 

( )
2

1
1 1 2 22 0,d U sU H H y H

dy
− = − + < < − ;  

2
1

1 32
*

0
μ

, 0d U bs U y H
dy

− = < < ; 

( ) ( )
2

*1 1
* 2 * 1

0 0 0

exp Fo
y y H

dU dU aH s Q s U s
dy dy= + =− −

 µ − = + −  ;  ( ) ( ) ( )1 2 1 10, 0 0,U H s U s U s− − = = + ; 

( )

( )1 2

11
1

1Bi 0
y H H

dU U
dy s

=− +

  + − =    
;  ( )

3

31
1Bi 0

y H

dU U
dy

=

 
+ = 

 
, 

решение которой может быть найдено с использованием стандартных методов [21] и представлено 
в следующем виде: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1 2 2

1 1 2 2 2,
, exp exp

y H H H
U y s C s y H s C s y H s

∈ − + −  
   = + + − +    ; 

( ) [ ] ( ) ( )
3

1 1
1 3 * 4 *0,

, exp μ exp μ
y H

U y s C s y b s C s y b s− −
∈

   = + −      
; 

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )
1 1 2

1 2
2 2

, ;
1 1

U s s U s s s
C s C s

s s
−β α +β

= =
+ α +α

 

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

( )
1 1 1

3 4
1 1

, ;
1 1

U s s U s
C s C s

s s
α

= =
+ α +α

 

 ( )
( )

( )

3 1
* 1

1 3 *3 1
*

Bi μ
α exp 2 μ

Bi μ

s b
s H b s

s b

−
−

−

−  = −  +
; (9) 

( )
( )

( )

1

2 11
Biα exp 2
Bi

ss H s
s
−  = − +

;  ( )
( )

( )( )
1

11

Biβ exp
Bi

s H s
s s

 = − +
; 

( ) ( )
( )

( )
( )

( )
( ) ( )

1
1 2 *

1 *
2 1 2

2β 1 α 1 α 1μ γ ,Fo
1 1 α 1 α

s s s
U s b s

s s s s

−
 − − = + + + α + +  

; 

( ) ( )* *
2 *γ ,Fo exp Fos aH s Q s= + − . 

Даже поверхностный анализ изображения ( )1 ,U y s  интегрального преобразования Лапласа (7) 
оригинала ( )1θ ,Foy , представленного равенствами (9), убеждает в том, что: 1) в рассматриваемой 
ситуации переход в пространство оригиналов с использованием известных теорем и таблиц «изоб-
ражение – оригинал» [2, 22–24] вряд ли целесообразен; 2) определяющим элементом изображения 
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( )1 ,U y s  в представлении (9) является функционал ( )1U s , оригинал которого описывает темпе-
ратурное поле термоактивной прокладки, обладающей инерционной обратной связью. 

С учетом сказанного выше далее ограничимся анализом первого приближения для изображения 
( )1U s : 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )0 0*
1 1 1,FoU s U s E s U s≈ − , (10) 

где согласно (9) 

 

( ) ( ) ( )
( )

( )
( )

( )
( )

( ) ( ) ( )
( )

( )
( )

1
0 1 2

*1
2 1 2

1*
1 2*

*
1 2

2β 1 α 1 α
μ ;

1 α 1 α 1 α

γ ,Fo 1 α 1 α
,Fo μ .

1 α 1 α

s s s
U s b

s s s

s s s
E s b

s ss

−

−

 − − = + + + +  

 − − = + + +  

 (11) 

Таким образом, ( )0
1 ( )U s  – изображение оригинала ( )1θ Fo , определяющего температурное 

поле ( )1θ ,Foy  термоактивной прокладки при нулевой мощности ее инерционной обратной связи и 
без учета временной зависимости условия сопряжения, которое имитируется аналогом стационар-
ного варианта второго уравнения системы (1). В свою очередь комплекс изображений 
( )*,FoE s ( ) ( )0

1U s  реализует коррекцию этого температурного поля, обусловленную нестацио-
нарностью условия сопряжения и ненулевой мощностью инерционной обратной связи. 

Далее в соответствии с основной целью настоящих исследований и с учетом равенств (10), (11) 
и (9) полагаем: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 0 11 12* * *
1 1 1 1,Fo ,Fo ,FoU s E s U s U s U s≡ + ; 

( ) ( ) ( ) ( )11 2
1

aHU s A s s B s
s

 ;  ( ) ( ) ( )
( )

( )
*

*12 *
1

exp Fo
,Fo

Q s
U s A s s B s

s s

−
 ; 

 ( ) ( )
( )

( )

( )( ) ( ) ( )( ) ( )
1

1 1
2 1 1

2 β 2Bi ;
1 α Bi exp Bi exp

s s
A s s

s s H s s H s
≡

+ + + − −
  (12) 

( ) ( )
( )

( )
( )

( )( ) ( ) ( )( ) ( )
( )( ) ( ) ( )( ) ( )

( )( ) ( ) ( )( ) ( )
( )( ) ( ) ( )( ) ( )

2
1 2

*
1 2

3 31 1 1 1
* 3 * * 3 *

*3 31 1 1 1
* 3 * * 3 *

2
1 1

1 1

1 1
1 1

1 α 1 α
μ

1 α 1 α

Bi μ exp μ Bi μ exp μ
μ

Bi μ exp μ Bi μ exp μ

Bi exp Bi exp
.

Bi exp Bi exp

s s
B s b

s s

s b H b s s b H b s
b

s b H b s s b H b s

s H s s H s

s H s s H s

−

− − − −

− − − −

−

 − − + ≡ + +  
 + − − −

≡ +
 + + − −


+ − − − + 
+ + − − 



 

Таким образом, согласно (12) изображение ( ) ( )1 *
1 ,FoU s  имеет единственную точку ветвления 

0s = . Реализовав процедуру обращения интегрального преобразования Лапласа (7) посредством 
вычисления соответствующих интегралов Римана – Меллина с использованием стандартного кон-
тура [2], представленного на рис. 1, теоремы о свертках и таблиц «изображение – оригинал» [2], 
завершаем процедуру идентификации искомого оригинала: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1 11 12* 1 * 1 1 *
1 1 1 1θ Fo,Fo ,Fo ,FoL U s L U s L U s− − −     = +          

 ; 
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( ) ( ) ( ) ( )
Fo

111
11

0

Fo τ τ τL U s a b d−   = −   ∫ ; 

( ) ( )
( ) ( )

( ) ( ) ( )
1

1
1

1 10

exp FoBiFo
π cos Bi sin

u
a L A s s du

u H u H u

∞
− −

=  
+∫ ; 

( )
( )

( )
Fo

2
1

0

Fo
Fo

aHb b dτ τ
π − τ∫ ; 

 ( ) ( )
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )
1

1 11
1

1 10

Bi cos sin1Fo
π cos Bi sin

H u u H u
b L B s

u H u H u

∞
−

 −= +   
+

∫  (13) 

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

2
3 1 1 1

* 3 * 3 *
*31 1 1

3 * * 3 *

Bi μ cos μ sin μ
μ exp Fo ;

cos μ Bi μ sin μ

b H bu u H bu
b u du

u H bu b H bu

−
− − −

− − −

− 
+ −

+


 

( ) ( )
*Fo Fo *

*
2 *

0

Fo FoFo,Fo 2b Q b d
−

− − τ
τ τ

π∫ ;   

( ) ( ) ( ) ( )
Fo

121 *
21

0

,Fo Fo τ τ,Fo τL U s a b d−   = −   ∫ . 

Для достижения основной цели настоящих исследо-
ваний необходимо идентифицировать еще и вторую не-
зависимую аддитивную составляющую процесса фор-
мирования искомого температурного поля, представ-
ленную функционалом ( )2θ , , ,Fox y z , который 
удовлетворяет смешанной задаче (1)–(5), где в краевом 
условии (4) при ( )1 2y H H= − +  комплекс ( ) ( )1Bi 1 θ−  
заменен комплексом ( )(1)

2Bi θ− . С учетом сказанного, к 
смешанной задаче (1)–(5) последовательно применяем 
сначала двумерное экспоненциальное интегральное 
преобразование Фурье по совокупности простран-
ственных переменных x  и z , задаваемое парой линей-
ных интегральных операторов [25]:  

 ( )
( )

( )1
2

1[ ] exp ; [ ] exp ,
2

i px rz dxdz i px rz dpdr
∞ ∞ ∞ ∞

−

−∞ −∞ −∞ −∞

Φ • ≡ • − + Φ • ≡ • +      
π∫ ∫ ∫ ∫  (14) 

а затем интегральное преобразование Лапласа (7) по временному переменному Fo.  В этом случае 
в пространстве изображений композиции интегральных преобразований (14), (7) с использованием 
следующих обозначений: 

( ) ( )2A , , ,Fo θ , , ,Fo ;p y r x y zΦ     ( ) ( ), , , , , ,Fo ;B p y r s L A p y r    

 ( ) ( )2A , ,Fo θ , ,Fo ;p r x z Φ     ( ) ( ), , , ,Fo ;B p r s L A p r    (15) 

( ) ( )0, ,Fo , ,Fo ;f p r Q x zΦ      ( ) ( ), , , ,FoF p r s L f p r    

 
Рис. 1. Контур для вычисления интегралов Римана – 
Меллина при определении искомой оценки для пер-
вой независимой аддитивной составляющей темпе-
ратурного поля объекта исследований 
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и стандартных свойств линейных интегральных операторов [ ]Φ •  и [ ]L •  [25, 2, 3] модифицирован-
ная смешанная задача (1)–(5) может быть представлена в виде краевой задачи для системы обык-
новенных линейных дифференциальных уравнений второго порядка со специфическими условия-
ми сопряжения: 

( ) ( ) ( )
2

2 2
12 23 11 13 33 1 2 22 2 μ μ μ 2μ μ 0, ;d B dBi p r p pr r s B H H y H

dydy
 + + − + + + = − + < < −   

( )
2

2 2 1
* 32 μ 0, 0d B p r b s B y H

dy
− − + + = < <  ; 

 
( ) ( )

( )
( )

( ) ( ) ( )
1 2

1
12 23

2

μ μ Bi , , ;

, 0, , , , ,0 0, , ;

y H H

dB i p r B B F p r s
dy

B p H r s B p r s B p r s
=− +

 
+ + − = 

 

− − = = +

 (16) 

( ) ( ) ( ){ }
2

2 2 *
* 12 23 2 *

0 0 0

μ μ μ +μ exp Fo ;
y y H

dB dB i p r B as p r H Q s B
dy dy= + =− −

   − + + = + + −    
 

( )

3

3Bi 0.
y H

dB B
dy

=

 
+ = 

 
 

Решение краевой задачи (16) может быть определено с использованием стандартных методов 
[21] и представлено в следующем виде: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }
( ) ( ) ( ) ( ){ }

1 2 2
1 12 23 1 2,

2 12 23 1 2

, , , , , exp μ μ γ ,

, , exp μ μ γ , ;

y H H H
B p y r s C p r s i p r s p r y H

C p r s i p r s p r y H

∈ − + −  
 = − + + + + + 

 + − + − + + 

 

( ) [ ] ( ) ( ) ( ){ }
( ) ( ) ( ){ }

3

1 21
3 * 20,

1 21
4 * 2

, , , , , exp μ γ ,

, , exp μ γ , ;

y H
B p y r s C p r s y b s p r

C p r s y b s p r

−
∈

−

= − + +

+ +
 

( ) ( ) ( ) ( )
( )

2
1

2

, , , , , ,
, , ;

1 , ,
p r s B p r s p r s

C p r s
p r s

α −β
=

+ α
  ( ) ( ) ( )

( )2
2

, , , ,
, , ;

1 , ,
B p r s p r s

C p r s
p r s
+β

=
+ α

 

 ( ) ( )
( )3

1

, ,
, , ;

1 , ,
B p r s

C p r s
p r s

=
+ α

 ( ) ( ) ( )
( )

1
4

1

, , , ,
, , ;

1 , ,
p r s B p r s

C p r s
p r s

α
=

+α
 (17) 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )
1

1
2 1 11

1

γ , Bi
, , exp 2 γ , ;

γ , Bi

s p r
p r s H s p r

s p r

+ −  α = − + + +
 

( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )12 23 1 1 11

1

, ,
, , exp μ μ γ , ;

γ , Bi

F p r s
p r s i p r H H s p r

s p r
 β = − + − + + +

 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )
3 1 1 22 * 1

1 3 * 23 1
2 *

γ , Bi μ
, , exp 2 μ γ , ;

γ , Bi μ

s p r b
p r s H b s p r

s p r b

−
−

−

+ −  α = − +  + +
 

( ) ( ) ( ) ( )2 2 2 2
1 11 12 13 12 23 33 32γ , μ μ 2 μ μ μ μ μ ;p r p pr r= − + − + −    ( ) ( )1 2 2

2 *γ , μ ;p r b p r−= +  
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( ) ( ) ( )
( ) ( ){

( )
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

1 *
2 *

2

1
1 2 2 2

* 2 1 2
1 2

2 , , γ ,
, , exp Fo

1 , ,

1 , , 1 , ,
μ γ , γ , μ ,

1 , , 1 , ,

p r s s p r
B p r s aH s Q s

p r s

p r s p r s
b s p r s p r p r H

p r s p r s

−

β +
= + − +

+ α

−α −α + + + + + +       + α + α 

 

где квадратичные формы ( )1γ ,p r  и ( )2γ ,p r  положительно определены [3, 6]. 
 

Сопоставление результатов, представленных 
равенствами (9) и (17), несмотря на внешние 
значимые различия математических моделей 
для определения независимых аддитивных со-
ставляющих процесса формирования искомого 
температурного поля, позволяет утверждать, 
что «технология» получения оценки влияния 
инерционной обратной связи термоактивной 
прокладки на этот процесс и в рассматриваемом 
случае в основном остается неизменной. Но при 
этом в рассматриваемой ситуации эта «техно-
логия» обладает и вполне определенной специ-
фикой.  

1. Согласно (17) изображение ( ), ,B p r s , 
являющееся основой искомой оценки влияния 
инерционной обратной связи термоактивной 
прокладки на температурное поле объекта ис-
следований (вторая независимая аддитивная 
составляющая), в качестве множителя содер-
жит изображение ( ), ,F p r s  плотности мощно-
сти ( )0 , ,FoQ x z  внешнего теплового потока.  
А про функционал ( )0 , ,FoQ x z  известно лишь, 
что он интегрируем с квадратом как по сово-
купности пространственных переменных в 2

 , 
так и по временному переменному на полуин-
тервале [ )0,+∞ . Поэтому согласно (15) при пе-
реходе в пространство оригиналов неизбежно 
использование теоремы о свертках для реа-
лизованных интегральных преобразований (14) 
и (7) [2, 3, 22, 25]. 

2. Согласно равенствам (17) изображение 
( ), ,B p r s  имеет весьма сложную структуру и 

переход из пространства изображений в про-
странство оригиналов для оценки, определяю-
щей влияние инерционной обратной связи 
термоактивной прокладки разделительной си-
стемы двух различных сред, обладающей ани-
зотропным покрытием, на ее температурное 
поле с использованием стандартных свойств 
интегрального преобразования Лапласа и таб-
лиц «изображение – оригинал» [2, 22–25] 
представляется маловероятным. Поскольку 

изображение ( ), ,B p r s  имеет две точки ветв-
ления 

( ), , 1;2k ks p r k= −γ = , 
то при вычислении соответствующих интегра-
лов Римана – Меллина целесообразно исполь-
зовать стандартный контур [2], представленный 
на рис. 2.  

 
Рис. 2. Контур для вычисления интегралов Римана – Мелли-
на при определении искомой оценки для второй независимой 
аддитивной составляющей температурного поля объекта ис-
следований 

Заметим, что корректность неравенства 

( ) ( ) [ ]т 2
1 2, , , ,p r p r p rγ < γ ∀ ∈  

непосредственно следует из исходных допуще-
ний и равенств (17), определяющих положи-
тельно определенные квадратичные формы 
( )1 ,p rγ  и ( )2 ,p rγ . 
3. Согласно равенствам (17) изображение 
( ), ,B p r s , а следовательно, и оценка, опреде-

ляющая влияние инерционной обратной связи 
термоактивной прокладки на температурное 
поле объекта исследований, фактически зависит 
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не от параметров p  и r  использованного дву-
мерного экспоненциального интегрального 
преобразования Фурье (14) как таковых, а от 
двух положительно определенных квадратич-
ных форм ( )1 ,p rγ  и ( )2 ,p rγ , представленных 
равенствами (17). Данное обстоятельство поз-
воляет при проведении вычислительных экспе-
риментов использовать известный подход [12], 
суть которого состоит в последовательной реа-
лизации двух этапов. На первом этапе в соот-
ветствии с известной теоремой [25] идентифи-
цируем матрицу ( )2 2M ×Γ∈   невырожденного 
преобразования, одновременно приводящего к 
диагональному виду положительно определен-
ные квадратичные формы ( )1 ,p rγ  и ( )2 ,p rγ . 
На втором этапе в двойном несобственном ин-
теграле (14), реализующем оператор 1[ ]−Φ • , 
производим замену переменных с невырожден-
ной матрицей Γ  и далее используем существу-
ющую связь между двумерным экспоненциаль-
ным интегральным преобразованием Фурье и 
двумерным интегральным косинус-преобразо-
ванием Фурье [25]. 

Заключение 
1. Процесс формирования искомого темпе-

ратурного поля полностью определен двумя 
независимыми аддитивными составляющими, 
первая из которых представлена функциона-
лом ( )1θ ,Foy , описывающим процесс форми-
рования температурного поля вследствие от-
личия температур разделяемых сред от 
начальной температуры разделительной си-
стемы, а вторая – функционалом ( )2θ , , ,Fox y z , 
описывающим процесс формирования темпе-
ратурного поля за счет воздействия теплового 
потока на анизотропное покрытие анализируе-
мой системы в условиях ее охлаждения разде-
ленными средами. 

2. Специфика структуры функционала 
( )2θ , , ,Fox y z  в пространстве изображений ком-

позиции используемых интегральных преобра-
зований, согласно равенствам (17), явно указы-
вает на проявление известного эффекта «сноса» 
температурного поля в анизотропном покрытии 
разделительной системы. 

3. Механизм функционирования «термиче-
ски тонкой» термоактивной прокладки, не учи-
тывающей возможность протекания в ней теп-
лодиффузионных процессов, качественно не 
искажает формируемое температурное поле 
разделительной системы, но требует количе-
ственных оценок. 
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