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Общая характеристика работы

Актуальность темы. Периодические решения автономных гамильто­
новых систем обычно неизолированы. Как правило, они образуют семейство,
зависящее от одного или нескольких параметров. В общем случае период этих
решений непрерывно зависит от этих параметров. Последнее обстоятельство
приводит к тому, что периодические решения автономных гамильтоновых
систем являются неустойчивыми по Ляпунову. Вместе с тем, неустойчивые
по Ляпунову периодические решения могут быть орбитально устойчивыми.
Задача об орбитальной устойчивости представляет интерес как с общетеоре­
тической точки зрения, так и для приложений в динамике твёрдого тела,
небесной механике и динамике спутников.

Гамильтоновы системы относится к классу систем, для которых в задаче
об орбитальной устойчивости, как правило, недостаточно проведения линей­
ного анализа. Здесь приходится иметь дело так называемыми критическими
случаями, когда для строгого решения задачи об орбитальной устойчивости
требуется, проводить анализ с учетом членов выше второго порядка в раз­
ложении функции Гамильтона в окрестности невозмущённой периодической
орбиты. По этой причине данная задача является довольно сложной и в об­
щем случае еще далека от своего полного решения. Особенно интересными и
трудными для исследования являются случаи резонансов, каждый из кото­
рых требует отдельного изучения.

Наиболее общим подходом к исследованию орбитальной устойчивости
является введение в окрестности рассматриваемого периодического движе­
ния специально выбранных (локальных) координат и построение канониче­
ского преобразования, приводящего гамильтониан уравнений возмущенного
движения к наиболее простой для дальнейшего исследования (нормальной)
форме Пуанкаре. Исследование нормализованной системы можно выполнить
на основе методов, разработанных в теории КАМ. К настоящему времени
наиболее строгие и полные результаты получены для гамильтоновых систем
с двумя степенями свободы. В частности, в работах Арнольда В.И., Мозера
Ю., Маркеева А.П. сформулированы и доказаны достаточные условия, поз­
воляющие получать выводы об орбитальной устойчивости на основе анализа
членов до четвертого порядка включительно в разложении гамильтониана в
окрестности периодического решения.

Применение указанного подхода позволило решить ряд задач об орби­
тальной устойчивости периодических движений в классической и небесной
механике. В частности, было получено строгое решение задачи об орбиталь­
ной устойчивости маятниковых периодических движений тяжелого твердого
тела с одной неподвижной точкой в случае С.В. Ковалевской, в случае Д.Н.
Горячева-С.А. Чаплыгина, в случае В. Гесса, в случае Д.К. Бобылева-В.А.
Стеклова, а также в случае динамически симметричного тела. Вместе с тем
оказалось, что при определенных значениях параметров в упомянутых выше
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случаях возможно вырождение, когда известные достаточные условия устой­
чивости неприменимы и для строгого решения задачи требуется нелинейный
анализ с учетом членов выше четвертого порядка в функции Гамильтона
уравнений возмущенного движения. Таким образом, для решения задачи об
орбитальной устойчивости при наличии вырождения требуется дальнейшее
развитие общей методики исследования орбитальной устойчивости периоди­
ческих движений гамильтоновых систем, и в частности, получение соответ­
ствующих достаточных условий орбитальной устойчивости и неустойчивости
на основе анализа членов выше четвертого порядка в разложении функции
Гамильтона уравнений возмущенного движения. Исследованию этой пробле­
мы посвящена данная диссертационная работа.

Цель работы. Целью данной диссертационной работы является иссле­
дование орбитальной устойчивости периодических решений автономной га­
мильтоновой системы с двумя степенями свободы в случаях вырождения
при наличии резонансов, а также полное и строгое решение задачи об ор­
битальной устойчивости маятниковых колебаний и вращений тяжёлого твёр­
дого тела, главные моменты инерции 𝐴, 𝐵, 𝐶 которого, вычисленные для
неподвижной точки, связаны соотношением 𝐴 = 𝐶 = 4𝐵.

Методы исследования. К основным методам исследования в диссер­
тационной работе относятся методы общей теории устойчивости А.М. Ляпу­
нова, методы теории нормальных форм и теории КАМ, метод малого па­
раметра, метод симплектических отображений. В работе также применяют­
ся методы численного интегрирования систем дифференциальных уравнений
и используются компьютерные алгоритмы численно-аналитических вычисле­
ний, которые были реализованы в системе компьютерной математики Maple.

Достоверность результатов. Достоверность полученных в диссерта­
ции результатов обеспечивается применением строгих математических мето­
дов исследования, высокой точностью проведенных численных расчётов, а
также тем, что выводы, полученные аналитически, полностью согласуются с
результатами, полученными численно. Также достоверность подтверждается
совпадением результатов, полученных в данной диссертационной работе, с ре­
зультатами более ранних исследований, полученных для некоторых частных
случаев.

Научная новизна. В диссертации получены следующие новые научные
результаты:

1. Выполнено исследование орбитальной устойчивости периодического дви­
жения гамильтоновой системы в случаях вырождения при наличии ре­
зонансов. В частности, доказаны теоремы об орбитальной устойчивости
периодического решения автономной гамильтоновой системы с двумя
степенями свободы в случае вырождения при наличии резонансов пер­
вого, второго, третьего, четвертого и шестого порядков.
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2. Обосновано применение методики исследования орбитальной устойчи­
вости периодического решения в случае вырождения при наличии резо­
нансов, состоящей в сведении исходной задачи к более простой задаче об
устойчивости по Ляпунову положения равновесия редуцированной си­
стемы на уровне энергии, отвечающем невозмущенной периодической
орбите.

3. Проведено исследование орбитальной устойчивости маятниковых вра­
щений тяжёлого твёрдого тела одной с неподвижной точкой, главные
моменты инерции которого связаны соотношением 𝐴 = 𝐶 = 4𝐵. До­
казано, что при всех допустимых значениях параметров имеет место
орбитальная неустойчивость маятниковых вращений.

4. На основе нелинейного анализа получено полное (для всех значений
параметров) и строгое решение задачи об орбитальной устойчивости и
неустойчивости маятниковых колебаний тяжёлого твёрдого тела с непо­
движной точкой, главные моменты инерции которого связаны соотно­
шением 𝐴 = 𝐶 = 4𝐵. В пространстве параметров построены области
орбитальной устойчивости и неустойчивости. При малых значениях ам­
плитуд колебаний исследование выполнено аналитически на основе ме­
тода малого параметра.

Положения и результаты, выносимые на защиту.

I. Выполнено исследование орбитальной устойчивости периодического
движения автономной гамильтоновой системы с двумя степенями свободы в
случаях вырождения при наличии резонансов.

� Получены достаточные условия орбитальной устойчивости и неустой­
чивости периодических решений автономной гамильтоновой системы с
двумя степенями свободы в особых случаях вырождения при наличии
резонансов третьего и шестого порядков, когда для решения вопроса об
орбитальной устойчивости необходимо учитывать члены не ниже ше­
стого порядка в разложении функции Гамильтона в окрестности невоз­
мущённой периодической орбиты.

� Получены достаточные условия орбитальной устойчивости и неустой­
чивости периодических решений автономной гамильтоновой системы с
двумя степенями свободы при наличии резонанса четвертого порядка в
случае вырождения.

� Получены достаточные условия орбитальной устойчивости и неустой­
чивости периодических решений автономной гамильтоновой системы с
двумя степенями свободы в особых случаях вырождения при наличии
резонансов первого и второго порядков.
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� Предложена методика исследования орбитальной устойчивости перио­
дического решения в случаях вырождения при наличии резонансов.

II. В строгой нелинейной постановке решена задача об орбитальной устойчи­
вости маятниковых периодических движений тяжёлого твёрдого тела с непо­
движной точкой, моменты инерции которого удовлетворяют соотношению
𝐴 = 𝐶 = 4𝐵. В частности, получены следующие результаты:

� На основе линейного анализа установлено, что маятниковые вращения
орбитально неустойчивы. Маятниковые колебания могут быть как и
орбитально устойчивыми в линейном приближении, так и орбитально
неустойчивыми.

� Исследована задача об орбитальной устойчивости маятниковых колеба­
ний в случае малых амплитуд. Найдены области параметрического ре­
зонанса, где имеет место орбитальная неустойчивость. Также аналити­
чески получены уравнения границ областей орбитальной устойчивости
и неустойчивости. Результаты аналитического исследования и числен­
ного анализа полностью согласуются.

� Для всех значений параметров, отвечающим областям орбитальной устой­
чивости маятниковых колебаний в линейном приближении, а также на
их границах были получены строгие выводы об орбитальной устойчиво­
сти или неустойчивости. Установлено, что орбитальная неустойчивость
может иметь место в случае резонанса четвертого порядка, либо на
границах областей устойчивости и неустойчивости, где реализуются ре­
зонансы первого и второго порядков. Во всех других случаях имеет
место орбитальная устойчивость. Установлено, что в задаче возникают
случаи вырождения, для которых требуется дополнительный анализ с
учётом членов до шестой степени включительно в разложении функции
Гамильтона. Показано, что в случаях вырождения:

– при резонансах третьего и шестого порядков имеет место орбиталь­
ная устойчивость,

– при резонансах четвертого порядка может иметь место как орби­
тальная устойчивость, так и неустойчивость,

– при резонансе первого порядка имеет место орбитальная устойчи­
вость,

– при резонансе второго порядка имеет место орбитальная неустой­
чивость.

Теоретическая и практическая значимость. Результаты диссерта­
ционной работы позволяют проводить строгий нелинейный анализ в задаче
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об орбитальной устойчивости периодического движения автономной гамиль­
тоновой системы с двумя степенями свободы при наличии резонансов в вы­
рожденных случаях, когда необходимо учитывать члены до шестого порядка
включительно в разложении функции Гамильтона в окрестности периодиче­
ской орбиты. Эти результаты могут быть использованы для решения широ­
кого круга задач динамики твёрдого тела, динамики спутников и для задач
небесной механики. Кроме того, эти результаты также могут найти приме­
нение при разработке математических моделей новых инженерных систем,
при разработке систем управления движением, а также при решении задач
ориентации и стабилизации движения мобильных технических систем.

Апробация результатов.

� на LVII Всероссийской конференции по проблемам динамики, физики
частиц, физики плазмы и оптоэлектроники (Москва, 17-21 мая, 2021 г.).

� на 20-ой Международной конференции «Авиация и космонавтика» (Москва,
22-26 ноября 2021 г.).

� на Международной конференции по дифференциальным уравнениям и
динамическим системам 2022 (Суздаль, 30 июня – 5 июля 2022 г.).

� на конференции «Динамические системы классической и небесной ме­
ханики» (Сириус, 19-23 сентября 2022 г.).

� на 21-ой Международной конференции «Авиация и космонавтика» (Москва,
21-25 ноября 2022 г.).

� на XIII всероссийском съезде по теоретической и прикладной механике
(Санкт-Петербург, 21-25 августа 2023 г.).

� на 22-ой Международной конференции «Авиация и космонавтика» (Москва,
20-24 ноября 2023 г.).

� на Международной конференции по дифференциальным уравнениям и
динамическим системам 2024 (Суздаль, 28 июня – 4 июля 2024 г.).

� на 52 Школе-конференции: Актуальные проблемы механики (Санкт­
Петербург, 23-27 июня 2025 г.).

Публикации.Основные результаты диссертационного исследования опуб­
ликованы в 5 статьях [1-5] в журналах, входящих в перечень ВАК РФ, либо
индексируемых в Web of Science и Scopus, а также в сборниках и материалах
конференций [6-12].

Личный вклад автора. Содержание диссертационной работы и основ­
ные положения, выносимые на защиту, отражают персональный вклад авто­
ра в опубликованные работы и получены лично автором. Постановки задач,
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исследованных в рамках подготовки диссертационной работы, задавались на­
учным руководителем. Соискателем, в частности, получены следующие кон­
кретные результаты:

� Получены достаточные условия орбитальной устойчивости и неустой­
чивости периодических решений автономной гамильтоновой системы с
двумя степенями свободы в случаях вырождения при наличии резонан­
сов первого, второго, третьего, четвертого и шестого порядков, когда
для решения вопроса об орбитальной устойчивости необходимо учиты­
вать члены не ниже шестого порядка в разложении функции Гамиль­
тона в окрестности невозмущенной периодической орбиты. Результаты
представлены в виде теорем [3,4].

� Получены строгие выводы об орбитальной устойчивости и неустойчи­
вости периодических маятниковых движений тяжёлого твёрдого тела с
неподвижной точкой, главные моменты инерции которого связаны со­
отношением 𝐴 = 𝐶 = 4𝐵 [1-2,5-12]. Показана орбитальная неустойчи­
вость маятниковых вращений. Для маятниковых колебаний на основе
нелинейного анализа построена диаграмма устойчивости в плоскости
параметров задачи. Проведено аналитическое исследование орбиталь­
ной устойчивости маятниковых колебаний в случае малых амплитуд.

Структура и объем работы. Диссертационная работа состоит из вве­
дения, трёх глав, заключения, приложения и списка литературы, включаю­
щего 98 наименований. Общий объем диссертации составляет 100 страниц и
содержит 4 рисунка.

Содержание работы

Во введении обосновывается актуальность диссертационного исследо­
вания, дан обзор исследований, выполненных ранее по тематике диссертаци­
онной работы, кратко сформулирована цель работы, сформулирована науч­
ная новизна и практическая значимость, а также дано описание содержания
работы по главам.

В первой главе излагается методика исследования орбитальной устой­
чивости периодических движений автономной гамильтоновой системы с дву­
мя степенями свободы и полученные к настоящему времени достаточные
условия орбитальной устойчивости и неустойчивости периодических реше­
ний. Кратко изложим основное содержание этой главы.

Рассмотрим автономную гамильтонову систему с двумя степенями сво­
боды

dq 𝑖
dt

=
𝜕𝐻

𝜕𝑝𝑖
,

dp𝑖
dt

= −𝜕𝐻
𝜕𝑞𝑖

, 𝑖 = 1, 2. (1)
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Предположим, что система (1) обладает семейством периодических ре­
шений. Обозначим через

𝑞𝑖 = 𝑓𝑖(𝑡), 𝑝𝑖 = 𝑔𝑖(𝑡), 𝑖 = 1, 2. (2)

некоторое решение данного семейства, где 𝑓𝑖(𝑡), 𝑔𝑖(𝑡) – функции времени (неза­
висимой переменной 𝑡), заданные аналитически или численно. Будем также
считать, что вблизи замкнутой траектории, отвечающей данному периоди­
ческому решению, функция Гамильтона 𝐻(𝑞1, 𝑞2, 𝑝1, 𝑝2) системы (1) анали­
тична. Кроме того, без ограничения общности, период решения (2) можно
принять равным 2𝜋.

В окрестности периодического решения при помощи канонического пре­
образования

𝑞𝑖 = 𝜑𝑖(𝜉1, 𝜉2, 𝜂1, 𝜂2), 𝑝𝑖 = 𝜓𝑖(𝜉1, 𝜉2, 𝜂1, 𝜂2), 𝑖 = 1, 2 (3)

можно ввести так называемые локальные переменные: координаты 𝜉1, 𝜉2 и
импульсы 𝜂1, 𝜂2. В новых переменных периодическое решение (2) примет вид

𝜉1(𝑡) = 𝑡+ 𝜉1(0), 𝜂1 = 𝜉2 = 𝜂2 = 0. (4)

Задача об орбитальной устойчивости периодического решения (3) сво­
дится к задаче об устойчивости по Ляпунову решения (4) системы уравнений
возмущенного движения с гамильтонианом Γ(𝜉1, 𝜉2, 𝜂1, 𝜂2) = 𝐻(𝜑1(𝜉1, 𝜉2, 𝜂1, 𝜂2),
𝜑2(𝜉1, 𝜉2, 𝜂1, 𝜂2), 𝜓1(𝜉1, 𝜉2, 𝜂1, 𝜂2), 𝜓2(𝜉1, 𝜉2, 𝜂1, 𝜂2)) по отношению к переменным
𝜂1, 𝜉2, 𝜂2.

Далее рассмотрим важный для приложений случай, когда после введе­
ния локальных координат разложение нового гамильтониана Γ задачи в ряд
по степеням переменных 𝜂1, 𝜉2, 𝜂2 не содержит членов нечётного порядка. В
этом случае указанное разложение имеет следующую структуру

Γ = Γ2 + Γ4 + Γ6 + ..., (5)

где

Γ2 = 𝜂1 +Ψ
(0)
2 (𝜉2, 𝜂2, 𝜉1),

Γ4 = 𝜒2(𝜉1)𝜂1
2 +Ψ

(1)
2 (𝜉2, 𝜂2, 𝜉1)𝜂1 +Ψ

(0)
4 (𝜉2, 𝜂2, 𝜉1),

Γ6 = 𝜒3(𝜉1)𝜂1
3 +Ψ

(2)
2 (𝜉2, 𝜂2, 𝜉1)𝜂1

2 +Ψ
(1)
4 (𝜉2, 𝜂2, 𝜉1)𝜂1 +Ψ

(0)
6 (𝜉2, 𝜂2, 𝜉1).

(6)

Функции 𝜒2(𝜉1), 𝜒3(𝜉1) являются 2𝜋-периодическими функциями, аΨ
(𝑚)
𝑘 , (𝑚 =

0, 1, 2) – формы 𝑘-ой степени относительно переменных 𝜉2, 𝜂2 с 2𝜋-периодическими
по 𝜉1 коэффициентами.

В линейном приближении задача об орбитальной устойчивости сводится
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к исследованию положения равновесия линейной системы с гамильтонианом
Γ2. В этой системе переменная 𝜂1 сохраняет постоянное значение, а эволюция
переменных 𝜉2, 𝜂2 описывается следующей системой уравнений Гамильтона

𝑑𝜉2
𝑑𝑡

=
𝜕Ψ

(0)
2

𝜕𝜂2
,

𝑑𝜂2
𝑑𝑡

= −𝜕Ψ
(0)
2

𝜕𝜉2
. (7)

Выводы об устойчивости данного решения можно сделать на основании
анализа корней ее характеристического уравнения

𝜌2 − 2𝜅𝜌+ 1 = 0, (8)

где коэффициент 2𝜅 – сумма диагональных элементов матрицы монодромии
системы (7).

Если |𝜅| > 1, то имеет место неустойчивость тривиального решения 𝜉2 =
𝜂2 = 0 линейной системы (7). Отсюда следует и неустойчивость решения
(4) по отношению к переменным 𝜂1, 𝜉2, 𝜂2 , т.е. орбитальная неустойчивость
периодического решения (2) исходной системы.

Если же |𝜅| < 1, то корни характеристического уравнения (8) различны,
имеют модули равные единице и представимы в виде 𝜌 = 𝑒±2𝜋𝑖𝜆, где 𝜆 – дей­
ствительное число. В этом случае, тривиальное решение 𝜉2 = 𝜂2 = 0 линейной
системы (7) устойчиво, т.е. имеет место орбитальная устойчивость периодиче­
ского решения (2) в линейном приближении. Из орбитальной устойчивости в
линейном приближении не следует, однако, орбитальной устойчивости пери­
одического решения (2) в исходной нелинейной системе. Таким образом, при
выполнении неравенства |𝜅| ≤ 1 требуется провести нелинейный анализ.

В настоящее время наиболее общим подходом, применяемым для нели­
нейного исследования орбитальной устойчивости периодических движений
гамильтоновых систем, является подход, основанный на методе нормальных
форм и теории КАМ. Суть данного метода состоит в построении каноническо­
го преобразования, приводящего систему уравнений возмущенного движения
к некоторой наиболее простой (нормальной) форме. Задача об орбитальной
устойчивости в нормализованной таким образом системе эквивалентна задаче
об орбитальной устойчивости в исходной системе.

Нормальная форма системы канонических уравнений и соответствую­
щая ей функция Гамильтона в нерезонансном и резонансных случаях имеют
различный вид. Поэтому необходимо отдельно рассматривать нерезонансный
случай и случаи резонансов, когда корень характеристического уравнения
(8) удовлетворяет равенству 𝜌𝑚 = 1, где 𝑚 – целое число, которое называ­
ют порядком резонанса. Часто нелинейный анализ устойчивости достаточно
провести на основе членов не выше четвертого порядка включительно в раз­
ложении функции Гамильтона в ряд в окрестности периодического движения.
В этом случае отдельно необходимо рассматривать лишь случаи резонансов
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до четвертого порядка включительно. Это связано с тем, что резонансы более
высокого порядка не вносят вклад в вид нормальной формы, вычисленной до
членов четвертого порядка.

Приведем кратко результаты работ Арнольда В.И., Мозера Ю., Марке­
ева А.П., в которых были сформулированы и доказаны достаточные условия
орбитальной устойчивости и неустойчивости при отсутствии вырождения.

Для начала приведем вид нормальных форм в каждом отдельном
случае:

� Нерезонансный случай.

Канонической заменой переменных 𝜉1, 𝜉2, 𝜂1, 𝜂2 → 𝜙1, 𝜙2, 𝑟1, 𝑟2 функция
Гамильтона может быть приведена к следующей нормальной форме

Γ = 𝑟1 + 𝜆𝑟2 + 𝑐20𝑟
2
1 + 𝑐11𝑟1𝑟2 + 𝑐02𝑟

2
2 + Γ(3)(𝜙1, 𝜙2, 𝑟1, 𝑟2), (9)

где Γ(3) – степенной ряд по переменным 𝑟1, 𝑟2, начинающийся с членов
третьей степени, коэффициенты которого 2𝜋-периодически зависят от
𝜙1, 𝜙2.

� Резонанс третьего порядка. Функция Гамильтона на содержит членов
нечетных степеней, поэтому при резонансе третьего порядка нормаль­
ная форма, вычисленная до членов второй степени по 𝑟1, 𝑟2, не содержит
резонансных слагаемых и имеет вид (9).

� Резонанс четвертого порядка.

Канонической заменой переменных 𝜉1, 𝜉2, 𝜂1, 𝜂2 → 𝜙1, 𝜙2, 𝑟1, 𝑟2 функция
Гамильтона может быть приведена к следующей нормальной форме

Γ(𝜙1, 𝜙2, 𝑟1, 𝑟2) = 𝑟1 + 𝜆𝑟2 + 𝑐20𝑟1
2 + 𝑐11𝑟1𝑟2 + 𝑐02𝑟2

2+

+ 𝑐
(1)
02 𝑟2

2 sin 4(𝜙2 − 𝜆𝜙1) + 𝑐
(2)
02 𝑟2

2 cos 4(𝜙2 − 𝜆𝜙1) + Γ(3)(𝜙1, 𝜙2, 𝑟1, 𝑟2) .
(10)

� Резонансы первого и второго порядков.

Канонической заменой переменных 𝜉1, 𝜉2, 𝜂1, 𝜂2 → 𝜙1, 𝑞2, 𝑟1, 𝑝2 функция
Гамильтона может быть приведена к следующей нормальной форме

Γ = 𝑟1 +
1

2
𝛿𝑝2

2 + 𝛾40𝑞2
4 + 𝛾20𝑟1𝑞2

2 + 𝛾00𝑟
2
1 + Γ6(𝜙1, 𝑞2, 𝑟1, 𝑝2), (11)

где 𝛿 определяется в процессе нормализации и принимает значение 1
или −1, а через Γ(6) обозначен ряд по степеням 𝑞2, 𝑟1, 𝑝2, коэффициенты
которого периодически зависят от 𝜙1.
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Приведем достаточные условия орбитальной устойчивости в каж­
дом из указанных выше случаях. Эти условия записываются в виде следую­
щих неравенств относительно коэффициентов нормальных форм.

� Нерезонансный случай.

𝑐20𝜆
2 − 𝑐11𝜆+ 𝑐02 ̸= 0. (12)

� Резонанс четвертого порядка.

(𝑐20𝜆
2 − 𝑐11𝜆+ 𝑐02)

2 > (𝑐
(1)
02 )

2 + (𝑐
(2)
02 )

2 . (13)

� Резонансы первого и второго порядков.

𝛿𝛾40 > 0, (14)

Достаточные условия орбитальной неустойчивости в случае резонансов мож­
но получить, поменяв знак неравенства на противоположный. Если же какое
либо из неравенств (12-14) обращается в равенство, то говорят, что в задаче
об орбитальной устойчивости имеет место вырождение четвертого порядка.
В этом вырожденном случае для строгих выводов об орбитальной устойчи­
вости и неустойчивости необходим анализ с учетом членов не ниже шестого
порядка в разложении функции Гамильтона (9) в окрестности периодическо­
го решения.

В работах Маркеева А.П. и Бардина Б.С. было показано, что при от­
сутствии вырождения, т.е. когда вопрос об орбитальной устойчивости реша­
ется членами до четвертой степени включительно в разложении гамильтони­
ана в окрестности периодического решения, достаточные условия орбиталь­
ной устойчивости и неустойчивости эквивалентны достаточным условиям ор­
битальной устойчивости и неустойчивости на уровне энергии, отвечающем
невозмущенной периодической орбите. Таким образом, чтобы получить стро­
гие выводы в задаче орбитальной устойчивости достаточно рассмотреть более
простую (ограниченную) задачу о движении системы на уровне энергии, отве­
чающем невозмущенной периодической орбите. С этой целью целесообразно с
самого начала выполнить изоэнергетическую редукцию на указанном уровне
энергии и свести задачу об орбитальной устойчивости к задаче об устойчи­
вости тривиального положения равновесия редуцированной гамильтоновой
системы с одной степенью свободы.

Во второй главе выполнено исследование орбитальной устойчивости
периодического движения автономной гамильтоновой системы с двумя степе­
нями свободы в случае вырождения при наличии резонансов.

Основные результаты Главы 2 опубликованы в работах [3,4]. Кратко при­
ведем содержание Главы 2.
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Рассмотрим сначала наиболее общую ситуацию. Пусть в системе с га­
мильтонианом (5) отсутствуют резонансы первого, второго и четвертого по­
рядка. Тогда канонической заменой переменных гамильтониан может быть
приведен к виду (9), а вырождение четвертого порядка имеет место при вы­
полнении равенства

𝑐20𝜆
2 − 𝑐11𝜆+ 𝑐02 = 0. (15)

Для строгого решения задачи об орбитальной устойчивости необходимо про­
вести нормализацию функции Гамильтона до членов шестого порядка. В этом
случае нормальная форма имеет следующий вид

Γ(𝜙1, 𝜙2, 𝑟1, 𝑟2) =𝑟1 + 𝜆𝑟2 + 𝑐20𝑟1
2 + 𝑐11𝑟1𝑟2 + 𝑐02𝑟2

2+

+ 𝑐30𝑟1
3 + 𝑐21𝑟1

2𝑟2 + 𝑐12𝑟1𝑟2
2 + 𝑐03𝑟2

3+

+ Γ(8)(𝜙1, 𝜙2, 𝑟1, 𝑟2),

(16)

где Γ(8)(𝜙1, 𝜙2, 𝑟1, 𝑟2)– члены не ниже восьмого порядка (т.е. не ниже четвер­
той степени относительно переменных 𝑟1, 𝑟2, которые имеют второй порядок
малости). В работах В.И. Арнольда и Ю.Мозера было показано, что в рас­
сматриваемом случае достаточное условие орбитальной устойчивости имеет
вид

𝑐3 = 𝑐30𝜆
3 − 𝑐21𝜆

2 + 𝑐12𝜆− 𝑐03 ̸= 0. (17)

В данной диссертационной работе показано, что это условие полностью
совпадает с условием орбитальной устойчивости на уровне энергии Γ = 0,
отвечающем невозмущенному периодическому решению.

Пусть теперь имеет место случай вырождения, когда выполнено условие
(15) и в системе с гамильтонианом (9) имеет место резонанс третьего или ше­
стого порядка, т.е. корни характеристического уравнения (8) удовлетворяют
соотношениям 𝜌3 = 1 или 𝜌3 = −1 соответственно. В этих случаях величина
𝜆 определяется равенством

𝜆 =
𝑁

6
, 𝑁 = 𝛿1 + 6𝑛, 𝑛 ∈ 𝑍, (18)

где при резонансе третьего порядка 𝛿1 = ±2, а при резонансе шестого порядка
𝛿1 = ±1.

При помощи канонической заменой переменных 𝜙1, 𝜙2, 𝑟1, 𝑟2 → 𝜃1, 𝜃2, 𝜌1, 𝜌2
гамильтониан (5) можно привести к виду

Γ(𝜃1, 𝜃2, 𝜌1, 𝜌2) =𝜌1 + 𝑎20𝜌1
2 + 𝑎11𝜌1𝜌2 + 𝑎30𝜌1

3 + 𝑎21𝜌1
2𝜌2+

+ 𝑎12𝜌1𝜌2
2 + (𝑎+ 𝑏 sin 6𝜃2)𝜌2

3+

+ Γ(8)(𝜃1, 𝜃2, 𝜌1, 𝜌2).

(19)

В диссертационной работе доказана следующая теорема.
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Теорема 1. Если коэффициенты нормализованного гамильтониана (19) удо­
влетворяют неравенству |𝑏| > |𝑎|, то периодическое решение (2) орбиталь­
но неустойчиво. Если же выполняется неравенство |𝑏| < |𝑎| , то периоди­
ческое решение (2) орбитально устойчиво.

В диссертационной работе также показано, что достаточные условия ор­
битальной устойчивости и неустойчивости полностью совпадают с достаточ­
ными условиями устойчивости и неустойчивости положения равновесия реду­
цированной периодической гамильтоновой системы с одной степенью свобо­
ды, описывающей движение системы на уровне энергии, отвечающем невоз­
мущенной периодической орбите.

Рассмотрим теперь случай вырождения при наличии резонанса четвер­
того порядка. В этом случае неравенство, задающее условие орбитальной
устойчивости (13) обращается в равенство, то есть коэффициенты нормаль­
ной формы (10) гамильтониана задачи связаны соотношением

(𝑐20𝜆
2 − 𝑐11𝜆+ 𝑐02)

2 = (𝑐
(1)
02 )

2 + (𝑐
(2)
02 )

2. (20)

Величина 𝜆 определяется равенством

𝜆 =
𝑁

4
, 𝑁 = 𝛿1 + 4𝑛, 𝑛 ∈ 𝑍, (21)

где 𝛿1 ∈ {1, 3}.
При помощи канонической замены переменных 𝜙1, 𝜙2, 𝑟1, 𝑟2 → 𝜃1, 𝜃2, 𝜌1, 𝜌2

гамильтониан (10) можно привести к виду

Γ(𝜃1, 𝜃2, 𝜌1, 𝜌2) =𝜌1 + 𝑎20𝜌1
2 + 𝑎11𝜌1𝜌2+

+ 𝑎02𝜌2
2(1 + cos 4𝜃2) + 𝑎30𝜌1

3 + 𝑎21𝜌1
2𝜌2+

+ (𝑎12 + 𝑎
(1)
12 sin 4𝜃2 + 𝑎

(2)
12 cos 4𝜃2)𝜌1𝜌2

2+

+ (𝑎03 + 𝑎
(1)
03 sin 4𝜃2 + 𝑎

(2)
03 cos 4𝜃2)𝜌2

3+

+ Γ(8)(𝜃1, 𝜃2, 𝜌1, 𝜌2),

(22)

В диссертационной работе доказаны следующие теоремы

Теорема 2. Если коэффициент нормализованного гамильтониана (22) 𝑎02 =
0, то периодическое решение (2) орбитально неустойчиво при выполнении

неравенства 𝑎203 < (𝑎
(1)
03 )

2+(𝑎
(2)
03 )

2. Если же это неравенство выполняется с

противоположным знаком, то есть 𝑎203 > (𝑎
(1)
03 )

2 + (𝑎
(2)
03 )

2, то имеет место
орбитальная устойчивость.

Теорема 3. Если коэффициенты нормализованного гамильтониана (22) удо­

влетворяют неравенству (𝑎03 − 𝑎
(2)
03 )𝑎02 < 0, то периодическое решение (2)
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орбитально неустойчиво. Если же это неравенство выполняется с проти­

воположным знаком, то есть (𝑎03 − 𝑎
(2)
03 )𝑎02 > 0, то имеет место орби­

тальная устойчивость.

В диссертации показано, что достаточные условия орбитальной устой­
чивости и неустойчивости полностью совпадают с достаточными условиями
устойчивости и неустойчивости положения равновесия редуцированной пери­
одической гамильтоновой системы с одной степенью свободы.

Рассмотрим случаи резонансов первого и второго порядка. В этих случа­
ях при помощи канонической замены 𝜉1, 𝜉2, 𝜂1, 𝜂2 → 𝜙1, 𝑞2, 𝑟1, 𝑝2 гамильтониан
приводится к нормальной форме

Γ(𝜙1, 𝑞2, 𝑟1, 𝑝2) =𝑟1 +
1

2
𝛿𝑝2

2 + 𝛾40𝑞2
4 + 𝛾20𝑟1𝑞2

2 + 𝛾02𝑟
2
1+,

+ 𝛾60𝑞2
6 + 𝛾41𝑟1𝑞2

4 + 𝛾22𝑟
2
1𝑞2

2 + 𝛾03𝑟
3
1+

+ Γ8(𝜙1, 𝑞2, 𝑟1, 𝑝2),

(23)

где Γ8(𝜙1, 𝑞2, 𝑟1, 𝑝2) – члены не ниже восьмого порядка.
В диссертационной работе доказана следующая теорема

Теорема 4. Если коэффициенты нормализованного гамильтониана (23) удо­
влетворяют неравенству 𝛿𝛾60 < 0, то периодическое решение (2) орбиталь­
но неустойчиво. Если же выполняется неравенство 𝛿𝛾60 > 0, то периоди­
ческое решение (2) орбитально устойчиво.

Показано, что достаточные условия орбитальной устойчивости и неустой­
чивости полностью совпадают с достаточными условиями устойчивости и
неустойчивости положения равновесия редуцированной периодической гамиль­
тоновой системы с одной степенью свободы.

На основании доказанных теорем можно утверждать, что достаточные
условия орбитальной устойчивости и неустойчивости периодического реше­
ния совпадают с достаточными условиями его устойчивости и неустойчиво­
сти на уровне энергии, отвечающем невозмущенной периодической орбите.
Таким образом, для получения строгих выводов об орбитальной устойчиво­
сти в рассматриваемых случаях вырождения при наличии резонансов пер­
вого, второго, третьего, четвертого, шестого порядков достаточно провести
исследование орбитальной устойчивости на нулевом уровне энергии. Другими
словами, c самого начала можно выполнить изоэнергетическую редукцию и
перейти к исследованию более простой задачи об устойчивости редуцирован­
ной периодической гамильтоновой системы с одной степенью свободы. Итак,
в рассматриваемых случаях удалось свести задачу орбитальной устойчивости
периодических решений автономной гамильтоновой системы с двумя степе­
нями свободы к задаче устойчивости положения равновесия не автономной
периодической гамильтоновой системы с одной степенью свободы. В этом слу­
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чае необходимо проводить нормализацию гамильтониана до шестого порядка
включительно.

Таким образом, на основании общетеоретических результатов данной
главы методику, описанную в Главе 1, можно распространить и на случаи
вырождения, то есть при наличии в задаче об орбитальной устойчивости вы­
рождения четвертого порядка, ее исследование можно проводить по следую­
щей схеме

� Введение локальных координат и разложение функции Гамильтона в
окрестности периодического решения до членов шестого порядка вклю­
чительно

� Изоэнергетическая редукция на уровне энергии, соответствующем невоз­
мущенному периодическому решению

� Вычисление коэффициентов нормальной формы функции Гамильтона
редуцированной системы

� Проверка достаточных условий устойчивости и неустойчивости.

В третьей главе исследуется вопрос об орбитальной устойчивости ма­
ятниковых периодических движений тяжёлого твёрдого тела с одной непо­
движной точкой, главные моменты инерции которого находятся в соотноше­
нии 4:1:4.

Рассмотрим движение твёрдого тела массой 𝑚 вокруг неподвижной точ­
ки 𝑂 в однородном поле тяжести. Для описания движения тела введем непо­
движную систему координат 𝑂𝑋𝑌 𝑍, ось 𝑂𝑍 которой направлена вертикаль­
но вверх, и подвижную систему координат 𝑂𝑥𝑦𝑧, жестко связанную с телом,
оси которой направлены по главным осям инерции тела для точки 𝑂. Кро­
ме того, будем предполагать, что главные моменты инерции 𝐴,𝐵,𝐶 тела
для неподвижной точки 𝑂 удовлетворяют равенству 𝐴 = 𝐶 = 4𝐵. Никаких
ограничений на положение центра масс не накладывается. В силу динамиче­
ской симметрии тела направления осей 𝑂𝑥,𝑂𝑧 можно выбрать так, что центр
масс тела будет лежать в плоскости 𝑂𝑥𝑦. При таком выборе осей положение
центра масс тела будет определяться расстоянием до начала координат, ко­
торое будем обозначать 𝑙, и углом 𝛼 между радиусом-вектором центра масс
и положительным направлением оси 𝑂𝑥. Без ограничения общности, можно
считать, что 0 ≤ 𝛼 ≤ 𝜋/2. Отметим, что при 𝛼 = 0 имеет место случай
интегрируемости Д.Н. Горячева – С.А. Чаплыгина, а при 𝛼 = 𝜋/2 – случай
Лагранжа с дополнительным ограничением на моменты инерции.

Положение твёрдого тела в пространстве будем задавать при помощи
углов Эйлера 𝜓, 𝜃, 𝜙. Уравнения движения тела можно записать в виде кано­
нических уравнений Гамильтона. Обобщенные импульсы, соответствующие
углам Эйлера обозначим через 𝑝𝜓, 𝑝𝜃, 𝑝𝜙. Угол 𝜓 является циклической ко­
ординатой, поэтому соответствующий ему обобщенный импульс сохраняет
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постоянное значение 𝑝𝜓 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡. Далее положим 𝑝𝜓 = 0. В этом случае га­
мильтониан канонических уравнений движения тела имеет вид

𝐻 =
(𝑝𝜃 cos𝜙− 𝑝𝜙 ctg 𝜃 sin𝜙)

2

2𝐴
+

(𝑝𝜃 sin𝜙+ 𝑝𝜙 ctg 𝜃 cos𝜙)
2

2𝐵
+

+
𝑝𝜙

2

2𝐶
+𝑚𝑔𝑙 sin 𝜃 sin (𝜙+ 𝛼) .

(24)

Поскольку центр масс тела лежит в плоскости главных осей инерции, то
уравнения с гамильтонианом (24) допускают частное решение, описывающее
плоское движение твёрдого тела, при котором ось 𝑂𝑧 сохраняет постоянное
горизонтальное положение, а само тело совершает маятниковые движения от­
носительно этой оси. В зависимости от начальных условий, в таком плоском
движении тело либо совершает периодические колебания или вращения, ли­
бо асимптотически приближается к неустойчивому положению равновесия.
Несмотря на то, что периодические маятниковые движения неустойчивы по
Ляпунову, с теоретической и прикладной точек зрения большой интерес пред­
ставляет задача об орбитальной устойчивости таких движений.

Введем безразмерное время 𝜏 = 𝜇 𝑡, где 𝜇2 = 𝑚𝑔𝑙. Для описания пове­
дения тела в окрестности его периодических маятниковых движений удобно
ввести следующие координаты и безразмерные импульсы

𝑞1 = 𝜙+ 𝛼− 3𝜋

2
, 𝑞2 = 𝜃 − 𝜋

2
, 𝑝1 =

𝑝𝜃
𝐶𝜇

, 𝑝2 =
𝑝𝜙
𝐶𝜇

. (25)

В новых переменных гамильтониан задачи принимает вид

𝐻 =1/2 (𝑝2 sin (𝑞1 − 𝛼)− 𝑝1 tg 𝑞2 cos (𝑞1 − 𝛼))2+

+ 2 (𝑝2 cos (𝑞1 − 𝛼) + 𝑝1 tg 𝑞2 sin (𝑞1 − 𝛼))2+

+ 1/2 𝑝1
2 − cos 𝑞2 cos 𝑞1.

(26)

На маятниковых движениях твёрдого тела канонические переменные
𝑞2, 𝑝2 принимают нулевые значения, а эволюция переменных 𝑞1, 𝑝1 описыва­
ется системой с гамильтонианом

𝐻0 = 1/2 𝑝1
2 − cos 𝑞1. (27)

Характер маятниковых движений зависит от величины константы инте­
грала энергии 𝐻0 = ℎ : при |ℎ| < 1 тело совершает маятниковые колебания,
а при |ℎ| > 1 тело совершает маятниковые вращения относительно своей оси
𝑂𝑧.

В случае маятниковых колебаний, когда |ℎ| < 1, общее решение канони­
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ческой системы с гамильтонианом (27) имеет вид

𝑞*1 (𝜏 + 𝜏0) = 2 arcsin (𝑘1sn (𝜏 + 𝜏0, 𝑘1)) ,

𝑝*1 (𝜏 + 𝜏0) = 2 𝑘1cn (𝜏 + 𝜏0, 𝑘1) .
(28)

Период колебаний вычисляется по формуле

𝑇 =
2𝜋

𝜔
, 𝜔 =

𝜋

2𝐾 (𝑘1)
. (29)

В (28) и (29) используются общепринятые обозначения для эллиптических
функций и интегралов. Модуль эллиптического интеграла 𝑘1 связан с кон­
стантой энергии ℎ соотношением 𝑘1

2 = ℎ/2 + 1/2.
На основании методики, описанной в Главе 1, и результатов исследо­

вания устойчивости в вырожденных случаях, полученных в Главе 2, зада­
чу можно свести к исследованию устойчивости положения равновесия пери­
одической редуцированной системы с одной степенью свободы. С этой це­
лью в диссертационной работе была построена каноническая замена пере­
менных, позволяющая ввести в окрестности исследуемого периодического
движения локальные переменные (3). После перехода к локальным перемен­
ных выполним изоэнергетическая редукцию. Зафиксируем нулевой уровень
энергии Γ = 0, который соответствует невозмущенной периодической тра­
ектории. Разрешая уравнение Γ = 0 относительно переменной 𝜂1, имеем:
𝜂1 = −𝐾(𝜉1, 𝜉2, 𝜂2), где функция 𝐾(𝜉1, 𝜉2, 𝜂2) является 2𝜋-периодической по
𝜉1, аналитична по 𝜉2, 𝜂2 и при достаточно малых 𝜉2, 𝜂2 может быть представ­
лена в виде степенного ряда по переменным 𝜉2, 𝜂2

𝐾 = 𝐾2(𝜉1, 𝜉2, 𝜂2) +𝐾4(𝜉1, 𝜉2, 𝜂2) + ..., (30)

Функции 𝐾𝑚(𝑚 = 2, ...) – формы порядка 𝑚 c 2𝜋-периодическими по 𝜉1
коэффициентами.

Эволюция переменных 𝜉2, 𝜂2 на нулевом изоэнергетическом уровне энер­
гии описывается уравнениями Уиттекера, которые имеют форму канониче­
ских уравнений

𝑑𝜉2
𝑑𝜉1

=
𝜕𝐾

𝜕𝜂2
,

𝑑𝜂2
𝑑𝜉1

= −𝜕𝐾
𝜕𝜉2

, (31)
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с гамильтонианом (30), в котором:

𝐾2 = 𝜔−1Ψ
(0)
2 ,

𝐾4 = 𝜔−1

[︂
𝜒2 (𝑤)

(︁
Ψ

(0)
2

)︁2
+Ψ

(0)
2 Ψ

(1)
2 +Ψ

(0)
4

]︂
,

𝐾6 = 𝜔−1

[︂(︁
Ψ

(0)
2

)︁3
(2𝜒2

2 − 𝜒3) +
(︁
Ψ

(0)
2

)︁2 (︁
Ψ

(2)
2 − 3𝜒2Ψ

(1)
2

)︁
+

+Ψ
(0)
2

(︂
2𝜒2Ψ

(0)
4 +

(︁
Ψ

(1)
2

)︁2
−Ψ

(1)
4

)︂
−Ψ

(1)
2 Ψ

(0)
4 +Ψ

(0)
6

]︂
,

(32)

а 𝜉1 является новой независимой переменной. Формы Ψ
(𝑚)
𝑘 , (𝑚 = 0, 1, 2) опре­

деляются соотношениями (6) и получены в явном виде в диссертационной
работе.

На нулевом уровне энергии задача об орбитальной устойчивости сводит­
ся к задаче об устойчивости по Ляпунову тривиального решения 𝜉2 = 𝜂2 = 0
системы с гамильтонианом (30).

При малых амплитудах колебаний тяжёлого твёрдого тела с неподвиж­
ной точкой исследование их орбитальной устойчивости можно выполнить ана­
литически. В этом случае можно ввести малый параметр, в качестве которого
удобно выбрать величину 𝑘 = 𝑘1 – модуль эллиптического интеграла в (28),
который связан с амплитудой маятниковых колебаний тела соотношением:
𝑘 = sin 𝛽/2, где 𝛽– амплитуда колебаний. Исследование орбитальной устой­
чивости проводилось по схеме, описанной в Главе 1.

Исследование орбитальной устойчивости при малых амплитудах коле­
баний начнем с анализа линейной системы.Разложения в ряд по степеням 𝑘
коэффициентов системы (31) имеют вид

𝜓
(0)
11 =− 3 cos𝑤 sin 2𝛼 𝑘 + 6𝑘2 sin 2𝑤 cos 2𝛼 +𝑂(𝑘3),

𝜓
(0)
02 =

1

2
+

3

2
cos2𝛼 + 3 𝑘 sin𝑤 sin 2𝛼 cos𝛼+

+
1

16
(cos 2𝛼 (48 cos 2𝑤 − 45) + 5) 𝑘2 +𝑂(𝑘3),

𝜓
(0)
20 =

1

2
+

1

8
(−12 (cos 2𝑤 + 1) cos 2𝛼 + 24 cos 2𝑤 + 17) 𝑘2 +𝑂(𝑘3).

(33)

При 𝑘 = 0 линейная система автономна и описывает гармонические
колебания с частотой Ω0 =

√
1 + 3 cos2𝛼. Если Ω0 ̸= 𝑁/2, 𝑁 ∈ Z , то для до­

статочно малых 𝑘 имеет место устойчивость в линейном приближении. Если
Ω0 ≈ 𝑁/2 , то при 𝑘 ≪ 1 возможно так называемое явление параметрическо­
го резонанса, приводящее к неустойчивости.

В данной задаче параметрический резонанс имеет место в двух случа­
ях: Ω0 ≈ 2 и Ω0 ≈ 3/2. Вычисления показали, что области параметриче­

19



ского резонанса в плоскости параметров (𝛼, ℎ) исходят из точек 𝛼* = 0 и
𝛼** = arccos(

√︀
5/12) прямой ℎ = −1. При 𝑘 ≪ 1 границы областей пара­

метрического резонанса могут быть получены в виде сходящихся рядов по
степеням малого параметра 𝑘.

Вычисления показали, что в случае резонанса Ω0 ≈ 2 , граница обла­
сти параметрического резонанса определяется следующей асимптотической
формулой

𝛼1 =

√
3

2
𝑘2 +𝑂

(︀
𝑘3
)︀
. (34)

В случае резонанса Ω0 ≈ 3/2 на правой границе имеем

𝛼3 = arccos

(︃√
15

6

)︃
+

27
√
35

160
𝑘2 +

315

128
𝑘3 +𝑂

(︀
𝑘4
)︀
, (35)

а уравнение левой границы определяется равенством

𝛼2 = arccos

(︃√
15

6

)︃
+

27
√
35

160
𝑘2 − 315

128
𝑘3 +𝑂

(︀
𝑘4
)︀
,

(36)

Вне областей параметрического резонанса линейная система устойчи­
ва. Однако, из этого не следует устойчивость исходной нелинейной системы.
Для получения строгих выводов об орбитальной устойчивости при значениях
параметров вне областей параметрического резонанса и на их границах тре­
буется нелинейный анализ. Исследуем сначала вопрос об орбитальной устой­
чивости для значений параметров вне областей параметрического резонанса
и вне границ этих областей. В этом случае при помощи канонической заме­
ны переменных 𝜉2, 𝜂2 −→ 𝜌, 𝜗 гамильтониан 𝐾 полной нелинейной системы
приводится в виду

𝐾 = Ω 𝜌+𝐺4𝜌
2 +𝐺6𝜌

3 +𝑂(𝜌4), (37)

где𝐺4(𝜗,𝑤), 𝐺6(𝜗,𝑤) – 2𝜋-периодические функции переменных 𝜗,𝑤. Строгие
выводы об устойчивости тривиального решения системы с гамильтонианом
(37) могут быть получены на основе теории КАМ. С этой целью выполним
нормализацию гамильтониана 𝐾 до членов порядка 𝜌2.

Если в системе нет резонансов четвёртого порядка, то есть Ω ̸= 𝑛/4, 𝑛 ∈
Z, соответственно, то функцию Гамильтона (37) близкой к тождественной,
аналитической по 𝑘, канонической заменой переменных 𝜌, 𝜗 −→ 𝑅, 𝜑 можно
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привести к следующей нормальной форме

Φ = Ω𝑅 + 𝑐2𝑅
2 +𝐺6(𝜑,𝑤)𝑅

3 +𝑂
(︀
𝑅4
)︀
,

𝑐2 =
1

4𝜋

∫︁ 2𝜋

0

∫︁ 2𝜋

0

𝐺4 (𝜗,𝑤) d𝜗 d𝑤.
(38)

Вычисления показали, что коэффициент 𝑐2 имеет вид

𝑐2 = −126 cos6𝛼 + 93cos4𝛼− 34cos2𝛼− 25

8 (4cos2𝛼 + 1) (1 + 3cos2𝛼)
𝑘6 +𝑂(𝑘8). (39)

На основании теоремы Арнольда-Мозера, положение равновесия систе­
мы (31) устойчиво при 𝑐2 ̸= 0. В интервале 0 < 𝛼 < 𝜋/2 уравнение 𝑐2 = 0
имеет единственное решение, которое аналитически зависит от 𝑘. При доста­
точно малых 𝑘 это решение задаётся следующей асимптотической формулой
𝛼*** = 0.7665103122+𝑂(𝑘2). Таким образом, вне областей параметрического
резонанса, при 𝛼 ̸= 𝛼*** и при отсутствии резонансов до четвёртого порядка
включительно положение равновесия системы (31) при малых значениях 𝑘
устойчиво.

Рассмотрим случай 𝛼 = 𝛼***, когда имеет место вырождение и анализ
орбитальной устойчивости требуется проводить с учетом членов порядка 𝑅3

включительно. В этом случае в системе системы (31) нет резонасов до ше­
стого порядка включительно, поэтому при помощи канонической, близкой к
тождественной, аналитической по 𝑘 замены переменных 𝑅, 𝜑→ 𝑅̃, 𝜑 система
приводится к нормальной форме с гамильтонианом следующего вида

Φ = Ω 𝑅̃ + 𝑐3𝑅̃
3 +𝑂

(︁
𝑅̃4
)︁
,

𝑐3 =
1

4𝜋2

∫︁ 2𝜋

0

∫︁ 2𝜋

0

𝐺6 (𝜑,𝑤) d𝜑 d𝑤.
(40)

Вычисления показали, что коэффициент 𝑐3 имеет вид

𝑐3 = −(1 + 3 cos2 𝛼***)
3/2

12288
+𝑂(𝑘2). (41)

Поскольку для малых 𝑘 выполнено неравенство 𝑐3 ̸= 0 , то по теореме Ар­
нольда-Мозера положение равновесия будет устойчивым.

Функция Гамильтона не содержит членов порядка 𝜌3/2, то резонансы
третьего порядка в данном приближении не проявляются. Однако, в данной
системе имеют место резонансы четвёртого порядка, когда Ω = 𝑛/4, 𝑛 ∈ Z.
В данной задаче возможны два таких резонанса: Ω = 5/4,Ω = 7/4. В случае
резонанса четвёртого порядка гамильтониан (37) близкой к тождественной,
аналитической по 𝑘, канонической заменой переменных может быть приведен
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к виду

Φ = Ω𝑅 + (𝑐2 + 𝑎4 cos (𝑛𝑤 − 4𝜗)− 𝑏4 sin (𝑛𝑤 − 4𝜗))𝑅2 +𝑂
(︀
𝑅3
)︀
,

𝑎4 =
1

2𝜋2

∫︁ 2𝜋

0

∫︁ 2𝜋

0

𝐺4 (𝜗,𝑤) cos (4𝜗− nw) d𝜗 d𝑤,

𝑏4 =
1

2𝜋2

∫︁ 2𝜋

0

∫︁ 2𝜋

0

𝐺4 (𝜗,𝑤) sin (4𝜗− nw) d𝜗 d𝑤.

(42)

Вычисления показали, что случае Ω = 5/4 резонансное значение параметра
𝛼 определяется следующим соотношением

𝛼 = arccos

(︃√
3

4

)︃
+

3
√
39

7
𝑘2 +𝑂(𝑘3) , (43)

а коэффициенты гамильтониана (42) задаются следующими асимптотически­
ми выражениями

𝑐2 =
55859

11200
𝑘 +𝑂

(︀
𝑘3
)︀
,

𝑎4 = 𝑂
(︀
𝑘3
)︀
, 𝑏4 = 𝑂

(︀
𝑘3
)︀
.

(44)

В случае резонанса Ω = 7/4 резонансное значение параметра 𝛼 и коэффици­
енты гамильтониана (42) определяются выражениями

𝛼 = arccos

(︃√
11

4

)︃
+

3
√
55

55
𝑘2 +𝑂(𝑘3),

𝑐2 = −4987

3136
𝑘 +𝑂

(︀
𝑘3
)︀
,

𝑎4 = 𝑂
(︀
𝑘3
)︀
, 𝑏4 = 𝑂

(︀
𝑘3
)︀
.

(45)

Достаточное условие устойчивости положения равновесия при резонансе
четвертого порядка имеет вид (Маркеев А.П.)√︁

𝑎42 + 𝑏4
2 < |𝑐2| . (46)

В обоих случаях это условие очевидно выполняется, то есть имеет место
устойчивость по Ляпунову для системы (31). Откуда следует, что при ре­
зонансе четвертого порядка маятниковые колебания с малыми амплитудами
орбитально устойчивы.

Таким образом, вне областей параметрического резонанса маятниковые
колебания с малыми амплитудами орбитально устойчивы при всех значениях
параметров.
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Для решения вопроса об орбитальной устойчивости на границах обла­
стей параметрического резонанса применим ту же методику исследования.
На границах областей параметрического резонанса имеют место резонансы
первого (Ω = 2) и второго порядков (2Ω = 3). Нелинейной близкой к тож­
дественной заменой переменных можно выполнить нормализацию до членов
четвертой степени и привести гамильтониан 𝐾 к виду

𝐾 =
𝛿

2
𝑥2 + 𝑐4𝑦

4 +𝑂6,

𝑐4 =
1

2𝜋

∫︁ 2𝜋

0

𝑠04𝑑𝑤.
(47)

На основе теоремы Иванова-Сокольского положение равновесия систе­
мы с гамильтонианом (47) устойчиво при выполнении неравенства

𝛿𝑐4 > 0 (48)

и неустойчиво, если это неравенство выполняется с противоположным зна­
ком.

Вычисления показали, что на границах (34) и (36) коэффициенты 𝛿, 𝑐4
имеют вид

𝑐4 = −1

4
𝑘4 +𝑂(𝑘5), 𝛿 = −1 (49)

и

𝑐4 =
445

6144
𝑘4 +𝑂(𝑘5). 𝛿 = 1 (50)

соответственно. Неравенство (48) очевидно выполняется, поэтому на указан­
ных границах колебания с малыми амплитудами орбитально устойчивы. На
границе же (35) имеем

𝑐4 =
445

6144
𝑘4 +𝑂(𝑘5), 𝛿 = −1. (51)

Здесь неравенство (48) выполнено с обратным знаком и колебания с малыми
амплитудами орбитально неустойчивы.

Кратко подведем итоги проведенного анализа орбитальной устойчиво­
сти. Неустойчивость колебаний с малыми амплитудами может возникнуть в
результате явления параметрического резонанса. В данной задаче было уста­
новлено, что существуют две области параметрического резонанса и анали­
тически были получены границы этих областей. Было установлено, что вне
указанных областей имеет место орбитальная устойчивость. На границе 𝛼1

первой области параметрического резонанса и на левой границе 𝛼2 второй
области параметрического резонанса колебания с малыми амплитудами орби­
тально устойчивы, а на правой границе 𝛼3 второй области параметрического
резонанса – неустойчивы.

23



Для получения строгих выводов об орбитальной устойчивости при про­
извольных значениях параметров необходим численный анализ коэффици­
ентов характеристического уравнения линейной системы и коэффициентов
нормальной формы гамильтониана. С этой целью решается сначала линейная
задача. При помощи численного интегрирования системы с гамильтонианом
𝐾2 от 0 до 2𝜋 вычислялась ее матрица монодромии, определялся коэффици­
ент 𝜅 характеристического уравнения (8) и делались выводы об орбитальной
устойчивости в линейном приближении или об орбитальной неустойчивости.

В случае маятниковых вращений численное нахождение коэффициента
𝜅 выполнялось для интервалов 1 < ℎ < 100 и 0 < 𝛼 < 𝜋/2. Сетка значений
параметров строилась с шагом 0,01. Оказалось, что в указанном диапазоне
значений всегда выполняется неравенство |𝜅| > 1, поэтому линейная систе­
ма неустойчива. Это означает, что маятниковые вращения твёрдого тела в
указанном диапазоне параметров орбитально неустойчивы.

В случае маятниковых колебаний линейный анализ показал, что в зави­
симости от значений параметров задачи, может иметь место как орбитальная
устойчивость в линейном приближении, так и орбитальная неустойчивость.
Результаты линейного анализа орбитальной устойчивости маятниковых коле­
баний, полученные на основании численных расчетов коэффициента 𝜅, пред­
ставлены на диаграмме, построенной в плоскости параметров ℎ и 𝛼 (см. Рис.
1). Области неустойчивости отмечены серым цветом. Вне этих областей маят­
никовые колебания устойчивы в линейном приближении. Границы, разделя­
ющие области устойчивости и неустойчивости, обозначены 𝛼1, 𝛼2, 𝛼3. Далее
в работе рассматриваются только маятниковые колебания.

Для значений параметров, отвечающих орбитально устойчивым в линей­
ном приближении маятниковым колебаниям, следуя методике, описанной в
Главе 1, был выполнен строгий нелинейный анализ орбитальной устойчиво­
сти при произвольных значениях амплитуд. С этой целью численно вычис­
лялись коэффициенты нормальной формы. Нахождение коэффициентов нор­
мальной формы выполнялось на основе построения симплектического отоб­
ражения, генерируемого фазовым потоком редуцированной гамильтоновой
системы. Коэффициенты нормальной формы вычислялись на основе извест­
ных соотношений между коэффициентами нормализованного гамильтониана
и коэффициентами построенного таким образом симплектического отображе­
ния. Далее на основе найденных численно коэффициентов нормальной фор­
мы, используя достаточные условия орбитальной устойчивости и неустойчи­
вости, изложенные в Главе 1, были сделаны строгие выводы об орбитальной
устойчивости и неустойчивости.Результаты проведенного анализа представ­
лены на диаграмме устойчивости. Также были найдены значения параметров,
при которых требуется дополнительный анализ с учётом членов до шестой
степени включительно в разложении функции Гамильтона. Этим значениям
отвечают кривые вырождения и особые точки резонансных кривых.

Кратко опишем представленные на Рис. 1 результаты нелинейного ана­
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Рис. 1: Диаграмма устойчивости маятниковых колебаний

лиза орбитально устойчивости маятниковых колебаний. Кривые, отвечающие
резонансу четвертого порядка, обозначены 𝛾1, 𝛾2 и выделены пунктирной ли­
нией. Кривые, отвечающие случаю вырождения 𝑐20𝜆

2 − 𝑐11𝜆 + 𝑐02 = 0, обо­
значены 𝛽1, 𝛽2, 𝛽3 и показаны точками. Вне резонансных кривых четвертого
порядка 𝛾1, 𝛾2 и вне кривых вырождения 𝛽1, 𝛽2, 𝛽3 маятниковые колебания
орбитально устойчивы в строгом нелинейном смысле. Оказалось, что на всех
трех кривых вырождения 𝛽1, 𝛽2, 𝛽3 выполняется неравенство 𝑐3 ̸= 0, поэтому
в случаях вырождения маятниковые колебания также орбитально устойчи­
вы, за исключением лишь точек 𝐹,𝐸,𝐷 , отвечающих случаям резонанса
четвертого порядка и, возможно, точек 𝐴𝑖, 𝐵𝑖, 𝐶𝑖, 𝑖 = 1, 2 , в которых реа­
лизуются резонансы третьего (𝑖 = 1) и шестого (𝑖 = 2) порядков. Также
почти всюду на кривых 𝛾1, 𝛾2 имеет место орбитальная устойчивость маятни­
ковых колебаний. Исключение составляют лишь небольшие сегменты кривых
𝛾1, 𝛾2, расположенные вблизи точек пересечения этих кривых с кривыми вы­
рождения. Сегменты неустойчивости кривых 𝛾1, 𝛾2 изображены на Рис. 2.
На этих сегментах, включая и точки 𝐹,𝐸,𝐷, маятниковые колебания орби­
тально неустойчивы. В точках 𝐹𝑖, 𝐸𝑖, 𝐷𝑖, 𝑖 = 1, 2 ограничивающих указанные
выше сегменты неустойчивости, где реализуется случай вырождения при на­
личии резонанса четвертого порядка, а также в точках 𝐴𝑖, 𝐵𝑖, 𝐶𝑖, 𝑖 = 1, 2, где
реализуется случай вырождения при наличии резонансов третьего и шестого
порядков, исследование орбитальной устойчивости проводилось отдельно.

Случаи резонансов первого и второго порядков, которые реализуются
на границах областей устойчивости в линейном приближении, требуют от­
дельного нелинейного анализа, который проводится по той же методике. На
границе 𝛼1 реализуется резонанс первого порядка, а на границах 𝛼2, 𝛼3 – ре­
зонансы второго порядка. Вычисления показали, что на участке границы 𝛼1
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Рис. 2: Сегменты неустойчивости

, расположенном ниже точки 𝑂1 , маятниковые колебания орбитально устой­
чивы, а на участке границы 𝛼1 , расположенном выше точки 𝑂1 , маятни­
ковые колебания орбитально неустойчивы. На всей границе 𝛼2 маятниковые
колебания орбитально устойчивы. На границе 𝛼3 маятниковые колебания ор­
битально устойчивы на участке между точками 𝑂2, 𝑂3. Вне этого участка
маятниковые колебания орбитально неустойчивы. В точках 𝑂1, 𝑂2, 𝑂3, где
реализуются случаи вырождения при наличии резонансов первого и второго
порядков, исследование орбитальной устойчивости проводилось отдельно.

Отметим, что результаты численного анализа при произвольных ам­
плитудах и аналитического анализа при малых амплитудах полностью со­
гласуются.

Нелинейный анализ орбитальной устойчивости маятниковых колебаний
при наличии вырождения проводился следуя методике, описанной в Главе 2.
Согласно этой методике, использую построенное симплектическое отображе­
ние, в каждом отдельном случае вырождения вычислялись коэффициенты
нормальной формы и проверялись достаточные условия орбитальной устой­
чивости и неустойчивости, полученные в Главе 2 (Теоремы 1-4).

Вычисления показали, что

� В точках 𝐴1, 𝐵1, 𝐶1, которые отвечают случаю вырождения при на­
личии резонанса третьего порядка, имеет место орбитальная устойчи­
вость.

� В точках 𝐴2, 𝐵2, 𝐶2, которые отвечают случаю вырождения при нали­
чии резонанса шестого порядка, имеет место орбитальная устойчивость.

� В точках 𝐹1, 𝐸2, 𝐷2, которые отвечают случаю вырождения при нали­
чии резонанса четвертого порядка, имеет место орбитальная устойчи­
вость, а в точках 𝐸1, 𝐷1, 𝐹2 имеет место орбитальная неустойчивость.

� В точке 𝑂1,которые отвечают случаю вырождения при наличии резо­
нанса первого порядка, имеет место орбитальная устойчивость.
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� В точках 𝑂2, 𝑂3,которые отвечают случаю вырождения при наличии
резонанса второго порядка, имеет место орбитальная неустойчивость.

В заключении приведены основные результаты выполненного в дис­
сертационной работе исследования орбитальной устойчивости периодических
движений автономной гамильтоновой системы с двумя степенями свободы
в случаях вырождения и сформулированы строгие выводы об орбитальной
устойчивости и неустойчивости маятниковых периодических движений тяжё­
лого твёрдого тела с неподвижной точкой, моменты инерции которого нахо­
дятся в соотношении 4:1:4.
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