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Аннотация 

В данной работе рассматривается алгоритм деформирования полосы в 

условиях плоского напряженного состояния, который представлен в виде 

поэтапного перехода от непрерывного к разрывному полю скоростей деформаций. 

Решение данной задачи описывается математической моделью растяжение 

жесткопластической полосы, изготовленной из различных конструкционных 

материалов. В зависимости от материала заготовки, определяется 

преимущественное поле скоростей деформация, что позволяет определить процесс 

зарождения и разрушения материала, как можно раньше. Результатом данной 

работы является поле скоростей деформаций, а также определения оптимального 

значения Е1, позволяющего охарактеризовать выбор предпочтительного течения в 

зависимости от материала, из которого изготовлен образец.  
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Постановка задачи 

Рассматривается задача определения поля скоростей деформаций, 

возникающее при растяжения плоского образца (растяжение тонкой полосы) в 

условиях плоского напряженного состояния. При непрерывном деформировании 

образца поле скоростей деформаций может оцениваться специальным критерием, 

который принят за характеристику величины деформаций. В данной задаче за такой 

критерий принимается величина первого главного инварианта тензора Альманси 𝐸1. 

Процесс деформирования образца предлагается, разбит на этапы, каждый из 

которых определяет свое поле скоростей перемещения. 

Необходимо определить поле скоростей деформаций, соответствующее данным 

ограничениям и значения параметра деформации. 

Растяжение полосы в условиях плоского напряженного состояния при 

непрерывном поле скоростей деформаций 

Пусть полоса длиной 𝑙0, шириной 𝑎0 и толщиной 𝑓0 растягивается при 

кинематических граничных условиях на концах полосы со скоростью V, 𝑎0 ≪ 𝑓0 

(Рисунок 1).  В качестве условия пластичности используется условие Мизеса, 

связывающее компоненты тензора напряжений 𝜎𝑥, 𝜎𝑦,𝜏𝑥𝑦 соотношением, где k – 

предел текучести: 

𝜎𝑥
2 + 𝜎𝑦

2 − 𝜎𝑥 𝜎𝑦 + 3𝜏𝑥𝑦
2 = 𝜎𝑠

2 = 3𝑘2       (1) 
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Согласно [1] компоненты вектора скоростей перемещений 𝑉𝑥, 𝑉𝑦 связаны с 

компонентами тензора напряжений уравнениями: 

𝜕𝑉𝑥
𝜕𝑥

2𝜎𝑥−𝜎𝑦
=

𝜕𝑉𝑦

𝜕𝑦

2𝜎𝑦−𝜎𝑥
=

𝜕𝑉𝑥
𝜕𝑦

+
𝜕𝑉𝑦

𝜕𝑥

6𝜏𝑥𝑦
,                (2) 

которые следуют из соотношений Сен Венана-Мизеса для жесткопластического 

тела [1].  

 

Граничные условия для напряжений:  

При  𝑦 = 1, 𝜎𝑦 = 2𝑘;   𝑦 = −1, 𝜎𝑦 = 2𝑘.           (3) 

Напряжения на боковой поверхности образца нулевые. 
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Приведенные граничные условия (3) приводят, к однородному напряженному 

состоянию при условии, что образец находится в пластическом состоянии: 

𝜎𝑦 = 2𝑘, 𝜎𝑥 = 𝜏𝑥𝑦 = 0.                 (4) 

и прямолинейному полю линий скольжения, наклоненных к оси х под углом  

44540  [2]. 

Граничные условия для скоростей перемещений: 

при 𝑦 = 0, 𝑉𝑦 = 0;   при х = 0, 𝑉𝑥 = 0; 

при 𝑦 = 1, 𝑉𝑦 = 𝑉;   при х = 𝑎, 𝑉𝑥 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡.                   (5) 

Решение данной задачи, согласно [3] имеет вид: 

𝑉𝑥(𝑥, 𝑦) = −
𝑉

√2𝑙
𝑥, 𝑉𝑦(𝑥, 𝑦) =

𝑉

𝑙
𝑦.     (6) 

Компоненты тензора деформаций 𝜀𝑖: 

𝜀1 = −
𝑉

√2𝑙
, 𝜀2 =

𝑉

𝑙
, 𝜀3 =

𝑉

√2𝑙
(1 − √2).    (7) 

Главные значения тензора деформаций Альманси: 

𝐸1 = 𝑒 + 𝑔 =
1

2
−
(1+𝜀̅)

−1−√2

√2

2
, 𝐸2 = 𝑒 − 𝑔 =

1

2
−
(1+𝜀̅)√2

2
   (8) 

 𝐸3 = (−1 +
1

(1 − 2 𝐸1)(1 − 2 𝐸2)
)/2. 
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На рисунке 2 представлена зависимость первого инварианта тензора Альманси от 

относительного удлинения образца при непрерывном поле скоростей деформаций. 

Анализ данного графика показывает, что при увеличении относительного удлинения 

образца значение первого инварианта непрерывно стремиться к 0,5.  

lim
𝜀̅→∞

Е1 = lim
𝜀̅→∞

(
1

2
−
(1 + 𝜀)̅

−1−√2

√2

2
) =

1

2
. 

Растяжение полосы в условиях плоского напряженного состояния при переходе 

к разрывному полю скоростей деформаций 

При деформировании плоского образца в условиях плоского напряженного 

состояния деформационные процессы могут протекать поэтапно. Разделение на 

этапы будет описываться некоторым критерием. В качестве данной величины 
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предлагается взять первый инвариант тензора деформации Альманси Е1
∗ . Условие 

поэтапного разделения может быть записано в виде: 

Е1 ≥ Е1
∗       (9) 

где при достижении Е𝟏 некоторой предельной величины Е1
∗ , поле скоростей 

деформаций переходит к разрывному полю [4], что в свою очередь приводит к 

образованию шейки (рисунок 3). 

 

Решение задачи при разрывном поле скоростей деформаций, согласно [4] имеет вид: 

E1 =
𝑊̅2

4
(√1 +

4

𝑊̅2
− 1) , E2 = −

𝑊̅2

4
(√1 +

4

𝑊̅2
+ 1) , E3 = 0,

W̅ =
[Vτ]

G+Vn
+ +

[Vn]

G+Vn
+ , [Vτ] = −

cos2δ

sinδ
,

 Vn
+ = cosδ, [Vn] = 0, G = 0, δ = 35

056|.

  (10) 

где 𝑉𝑛
+ - нормальная скорость движения частины на линии разрыва, [𝑉𝑗] – векторы 

разрыва скоростей перемещений, Vτ – касательная скорость движения частицы, G – 
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нормальные скорости движения линий разрыва, δ – угол между линиями разрыва 

скоростей деформаций, 𝑊̅ – объемная плотность диссипации энергии. 

 

На рисунке 4 представлено графически распределение скоростей на линиях разрывы 

Этапы деформационных состояний при различных полях скоростей 

деформаций 

Рассмотрим формирование плоского образца, при условии перехода к 

различным полям деформации [5], которые описываются деформационным 

критерием Е1
∗ . Деформирование пластины на первом этапе будет проходить при 

непрерывном поле скоростей перемещений, которому соответствует выражение 

первого инварианта тензора Альманси вида [6]:  

𝐸1 = 𝑒 + 𝑔 =
1

2
−
(1+𝜀̅)

−1−√2

√2

2
 . 

При непрерывном деформировании поля скоростей перемещений критическое 

значение первого инварианта тензора деформации Альманси достигается при  Е1
∗ . 

После наступления деформационных состояний, характеризующихся Е1
∗ , поле 

скоростей деформаций переходит к разрывным линиям скоростей деформаций, что 

http://trudymai.ru/


Труды МАИ. Выпуск № 111        http://trudymai.ru/ 

8 
 

в свою очередь приводит к образованию шейки при деформировании полосы 

(рисунок 5). 

 

Опишем данный процесс аналитически. Используя формулы (8), (10) получим 

следующую систему, описывающую переход между деформационными процессами: 

1

2
−
(1+𝜀̅)

−1−√2

√2

2
=

𝑊̅2

4
(√1 +

4

𝑊̅2
− 1),   

𝑊̅ =
[𝑉𝜏]

𝐺+𝑉𝑛
+ +

[𝑉𝑛]

𝐺+𝑉𝑛
+ , [𝑉𝜏] = −

𝑐𝑜𝑠2𝛿

𝑠𝑖𝑛𝛿
,

 𝑉𝑛
+ = 𝑐𝑜𝑠𝛿, [𝑉𝑛] = 0, 𝐺 = 0, 𝛿 = 35

056|.

    (11) 

Решая приведенную систему определим относительное удлинение образца, 

при котором первый инвариант тензора деформации Альманси Е1  достигает 

критического значения Е1
∗ . 
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(1 + 𝜀)̅
−1−√2

√2

2
=
1

2
−
𝑊̅2

4
(√1 +

4

𝑊̅2
− 1)⇒ 

𝜀̅ = [
1

2
−
𝑊̅2

4
(√1 +

4

𝑊̅2
− 1)]

2

−1−√2

− 1. 

𝜀̅ = [
1

2
−
𝑊̅2

4
(√1 +

4

𝑊̅2
− 1)]

2

−1−√2

− 1, при 𝑊̅ = −2𝑐𝑡𝑔𝛿,  

𝜀̅ = [
1

2
−
𝑐𝑡𝑔2𝛿

1
(
1

𝑐𝑜𝑠𝛿
− 1)]

2

−1−√2
− 1 = [

1

2
−
𝑐𝑜𝑠2𝛿

𝑠𝑖𝑛2𝛿
(
1

𝑐𝑜𝑠𝛿
− 1)]

2

−1−√2
− 1 

= [
1

2
− (

𝑐𝑜𝑠𝛿 − 𝑐𝑜𝑠2𝛿

𝑠𝑖𝑛2𝛿
)]

2

−1−√2
− 1 = 

 

= [(
𝑠𝑖𝑛2𝛿 − 2𝑐𝑜𝑠𝛿 + 2𝑐𝑜𝑠2𝛿

2𝑠𝑖𝑛2𝛿
)]

2

−1−√2
− 1 = [(

1 − 𝑐𝑜𝑠𝛿

√2𝑠𝑖𝑛1𝛿
)
2

]

2

−1−√2

− 1 = 

= [(
√2𝑠𝑖𝑛1𝛿

1 − 𝑐𝑜𝑠𝛿
) ]

4

1+√2

− 1 

𝜀 ̅ = [(
√2𝑠𝑖𝑛1𝛿

1−𝑐𝑜𝑠𝛿
) ]

4

1+√2

− 1,   𝛿 = 35056|.    (12) 

Таким образом, относительное удлинение образца имеет критического значения 

при: 𝜀̅ = [(
√2𝑠𝑖𝑛1𝛿

1−𝑐𝑜𝑠𝛿
) ]

4

1+√2

− 1 при 𝛿 = 35056|  и величина первого инварианта 
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тензора деформации Альманси достигает Е1
∗ , после чего поле скоростей деформаций 

переходит к разрывному. 

Получаем систему уравнений, которая описывает процесс деформации 

плоского образца на различных этапах деформирования: 

𝐸1 =

{
 
 

 
 1

2
−
(1+𝜀̅)

−1−√2

√2

2
, 0 ≤ 𝜀̅ < [(

√2𝑠𝑖𝑛1𝛿

1−𝑐𝑜𝑠𝛿
) ]

4

1+√2

− 1,

𝑊̅2

4
(√1 +

4

𝑊̅2
− 1) , 𝜀 ̅ ≥ [(

√2𝑠𝑖𝑛1𝛿

1−𝑐𝑜𝑠𝛿
) ]

4

1+√2

− 1, 𝛿 = 35056|.  

  (13) 

 

Выводы по поставленной задаче 

В представленной модели деформации плоского образца получили, что 

значение первого инварианта тензора деформации Альманси определяется 

величиной относительного удлинения образца, в зависимости от чего будет 

происходить переход от непрерывного к разрывному полю скоростей деформаций.  

На рисунке 6 представлен график перехода от одного деформационного состояния к 

другому [7]. Из рисунка видно, что на первом этапе деформирования решение с 

непрерывным полем скоростей приводит к меньшим деформациям частиц 

материала и к большим усилиям (рисунок 7), необходимым для деформирования 

образца, а при достижении критического значения  Е1
∗  решение с разрывным полем 

скоростей деформаций дает меньшие деформации и большим усилиям, чем при  при 

непрерывном поле.  

Проведя сравнительный анализ между деформированием плоского образца 

при различных условиях (плоское напряженное состояние и плоская деформация 
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(рисунок 8), видно, что данный процесс при плоской деформации протекает при 

более малых относительных удлинениях в отличии от плоского напряженного 

состояния. Но процессы очень схожи. Поэтому в реальных материалах на начальных 

этапах деформирования, как при плоской деформации, так и при плоском 

напряженном состоянии предпочтительно использовать непрерывное поле 

скоростей деформаций, а затем при переходе через критическое значения 

относительного удлинения Е1
∗ , можно перейти к разрывному полю скоростей 

деформаций. 

Данное пластическое течение характерно для материалов, при 

деформировании которых перед разрушением происходит образование шейки 

(разрывное поле скоростей деформаций) [8]-[10], что в свою очередь приводит к 

разрушению материала при различных экспериментах и различных 

конструкционных материалов [11]-[15].  

Данная теория может быть использована при различных исследованиях в 

областях авиа и машиностроения и при анализе деформаций в различных 

конструкциях [16]-[20].  
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