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Аннотация. В статье рассмотрены компактные прямоугольные предповерхностные дефекты типа рас-
слоений в многослойных композитных панелях с учетом анизотропной (несбалансированной) несим-
метричной структуры. Для описания напряженно-деформированного состояния указанных дефектов 
использованы исходные соотношения наиболее общей математической модели, учитывающей мем-
бранные, смешанные и изгибные жесткости. Рассматриваемые панели (дефекты) могут быть нагружены 
сжимающими и касательными потоками. В работе для компактных панелей получено аналитическое 
решение нелинейной задачи, причем прогиб в данном случае включает два члена, а с помощью метода 
Бубнова – Галеркина построена система нелинейных уравнений, связывающих действующую нагрузку и 
амплитуды прогиба. Записанная система уравнений позволяет проводить оценку нелинейного напряжен-
но-деформированного поведения и критических напряжений для рассматриваемых предповерхностных 
компактных дефектов.
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Abstract
The emergence of defects and damages, requiring exact evaluation of the stress-strain condition (SSS) for their 
non-propagation prediction, while the structures from composite materials being operated is inevitable in modern 
aviation industry. Particular attention is being paid to the delamination type compact rectangular subsurface defects 
in smooth composite skins. Unlike the traditional regular zones design, where symmetric balanced structures 
are employed, actual subsurface delaminations often exhibit an anisotropic (unbalanced) and asymmetric layup. 
Analysis of such zones requires application of complex mathematical models as bending and plane stress states are 
not being separated in them.
The primary objective of this study consists in obtaining an analytical solution to the problem of buckling and 
post-buckling (geometrically nonlinear) deformation of the compact rectangular delaminations with account for 
the impact of structural anisotropy and asymmetry under the action of the compressive and shear loads.
Basic relations of the composite panel generalized mathematical model are being employed as a methodological 
foundation. Physical equations incorporate membrane, bending, and mixed stiff nesses. A system of two nonlinear 
von Kármán-type diff erential equations for asymmetric unbalanced structures is derived based on the equilibrium 
and strain compatibility equations, and by the Airy stress function introduction. To solve the boundary value problem 
of a simply supported panel, the Bubnov-Galerkin method was applied. The defl ection function is approximated 
as a two-term series. Analytical integration of the equations allowed reducing the initial problem to a system of the 
two nonlinear algebraic equations with respect to the defl ection amplitudes.
As the result of the research, a closed-form analytical solution was successfully obtained. The explicit analytical 
relationships and governing integration coeffi  cients were derived for the stress-strain state computing at the post-
buckling stage. Besides, compact analytical formulas for determining critical compressive and shear fl uxes were 
established.
The obtained results are of signifi cant practical interest for damage tolerance engineering in the aerospace sector. 
The derived analytical relationships allow for a rapid and reliable evaluation of the defects nonlinear behavior under 
combined loading conditions. Furthermore, they facilitate multivariant verifi cation computations of the stress-strain 
state for the subsurface delaminations. This mathematical framework enables structural engineers to quickly and 
accurately assess the critical necessity of repair interventions. Ultimately, the proposed approach can be seamlessly 
integrated into the overarching survivability methodology of modern composite aviation structures, ensuring their 
reliable verifi cation and safety while rigorously accounting for their complex asymmetric structural characteristics.
Keywords: composite panel compression; anisotropic asymmetric layup; geometrically nonlinear deformation; 
near-surface defects
For citation: Mitrofanov O.V., Shkurin M.V. Buckling and Geometrically Nonlinear Deformation of Compact 
Near-Surface Delaminations in Composite Panels with an Asymmetric Anisotropic Layup. Aerospace MAI Journal. 
2026;33(3):93–107. (In Russ.). URL: https://vestnikmai.ru/publications.php?ID=188826
List of Figures
Fig. Compact rectangular panel when compressed

Введение
При создании современных авиационных кон-

струкций из композитных материалов допускается 
наличие дефектов и повреждений различных ка-
тегорий [1], для которых необходимо определять 
напряженно-деформированное состояние для 
последующей оценки нераспространения за опре-
деленный период при эксплуатации воздушного 
судна. Объектами исследования в данной работе 
являются компактные прямоугольные предпо-
верхностные дефекты типа расслоений в гладких 
композитных обшивках авиационных конструкций. 
Исходная постановка задачи при рассмотрении 
поведения таких дефектов в общем случае требует 
проведения анализа устойчивости и определения 
напряженно-деформированного состояния (НДС) 

при геометрически нелинейном деформировании 
компактных прямоугольных панелей с несбалан-
сированной несимметричной укладкой. Отметим, 
что в этом случае желательно иметь аналитические 
решения определения НДС для возможной по-
следующей экспертной оценки распространения 
дефектов с учетом сжатых сроков и достаточно 
большого объема вычислений, связанных с не-
обходимостью оценки нескольких вариантов рас-
положения дефектов (повреждений) по толщине, 
поскольку исходная информация о глубине зале-
гания дефекта может иметь большую погрешность.
В большой части современной научно-техниче-

ской литературы при рассмотрении задач поведе-
ния дефектов в композитных панелях, как правило, 
используют термин «анизотропные панели», кото-
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рый в общем случае имеет очень широкое значение 
[2–4] и требует некоторых пояснений. Причиной 
широкого использования указанного термина 
является то, что для проектируемых конструкций 
существует теоретическая возможность варьиро-
вания прочностными и жесткостными характери-
стиками композитных панелей, которые должны 
иметь симметричную сбалансированную структуру, 
а также предсказуемый характер поведения при 
нагружении в плоскости. При рассмотрении же 
предповерхностных дефектов типа расслоений 
ситуация является более сложной и требует уче-
та несбалансированности и несимметричности 
укладки, а также применения существенно более 
сложных математических моделей по сравнению 
с традиционными моделями для симметричных 
ортотропных панелей, применяемыми при про-
ектировании. То есть актуальные задачи повероч-
ного расчета дефектов требуют применения более 
сложных моделей, тогда как при проектировании 
регулярных гладких обшивок во всех авиационных 
конструкторских бюро используют симметричные 
ортотропные панели, при определении параметров 
которых не требуется сложных моделей и решений.
В связи с этим далее будем считать допустимым 

уточнение терминологии для последующих рас-
суждений в данной работе исходя из исследований 
наиболее известных классических монографий 
и некоторых современных работ. Отметим, что
в монографии С.Г. Лехницкого [4, 1947], в которой 
рассмотрены анизотропные панели, в результиру-
ющие прикладные соотношения входили изгибные 
жесткости D16 и D26, но при этом не учитывалась не-
симметричность композитного пакета. При рассмо-
трении задач изгиба и устойчивости в монографии 
[4] автор называл такие панели «неортотропными».
В широко известной теории конструкций из 

композитных материалов В.В. Васильева [5, 1988] 
предложены соотношения для анализа несимме-
тричных панелей, где кроме мембранных Вmn и 
изгибных Dmn жесткостей учитываются смешанные 
жесткости Cmn, но не учитывается указанная выше 
несбалансированность композитного пакета (жест-
кости D16 = 0 и D26 = 0). Отметим, что разработанная 
теория [5] позволяет получать аналитические реше-
ния для большинства задач при обеспечении проч-
ности и устойчивости современных композитных 
конструкций и широко применяется в авиационных 
конструкторских бюро. Также отметим, что исполь-
зование соотношений теории [5] при рассмотрении 
задач исследования закритического деформиро-
вания композитных панелей несимметричной 
структуры и использовании метода Бубнова–Га-
леркина позволяет получать замкнутые анали-
тические решения геометрически нелинейных 

задач и задач устойчивости, а итоговые формулы 
для несимметричных панелей приведены в работе
[7, 2022]. Полученные итоговые аналитические вы-
ражения [7] для оценки критических напряжений, 
как правило, включают в себя два члена, причем 
один соответствует традиционным выражениям 
для критических напряжений ортотропных сим-
метричных панелей, а второй член, имеющий 
знак минус, включает в себя члены, содержащие 
смешанные жесткости, и учитывает несимметрич-
ность структуры.
Отметим, что в работах [6, 2018], [8, 1993] и 

[9, 2020] записаны соотношения, учитывающие 
одновременно общую анизотропию (несбалан-
сированность) и несимметричность структуры 
панелей, причем в работе [8] указано, что изгиб 
и плоское напряженное состояние в рассматри-
ваемом случае не разделяются, что существенно 
усложняет обсуждаемые задачи проектирования 
и поверочного расчета. В статье [10] представлены 
результаты многочисленных исследований панелей 
несимметричной структуры – от особенностей 
деформирования в процессе температурного отвер-
ждения до решения задач устойчивости с учетом 
последовательности укладки слоев.
Рассмотрим далее исследования, посвященные 

несимметричным панелям, представленные в 
работах Н.С. Азикова [11, 1998] и Л.А. Адеговой, 
М.В. Бобрышевой, А.Е. Щербининой [12, 2021]. 
Отметим, что проведенные сравнительные иссле-
дования композитных панелей с симметричными 
и несимметричными структурами в работах [11, 
12] показали, что критические напряжения потери 
устойчивости и несущая способность первых выше, 
чем вторых. Это повышает актуальность рассма-
триваемых задач устойчивости и закритического 
деформирования компактных предповерхностных 
расслоений. Соотношения для моделей компо-
зитных панелей в работах [11, 12], для которых 
учитываются эффекты несимметричности пакета, 
показывают, что при одноосном нагружении имеют 
место дополнительные деформации и напряжения 
изгиба в плоскости. Указанное обстоятельство яв-
ляется причиной отмеченной выше неэффективно-
сти гладких несимметричных панелей в регулярных 
зонах по сравнению с симметричными панелями 
и простым объяснением того, что сложные задачи 
проектирования гладких несимметричных панелей 
в регулярных зонах авиационных конструкций 
при ограничениях по прочности и устойчивости 
рассматривать нецелесообразно. Некоторым ис-
ключением в последнем случае может быть задача 
проектирования панелей крыла обратной стрело-
видности при использовании несбалансированной 
симметричной структуры при рассмотрении до-
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полнительных ограничений по жесткости при обе-
спечении безопасности от явлений аэроупругости.
Возвращаясь к указанному выше вопросу терми-

нологии при рассмотрении расслоений в композит-
ных панелях, отметим публикации Е.С. Тереховой 
и Ю.И. Бадрухина [13–15], которые посвящены 
анализу и рациональному проектированию гладких 
и подкрепленных композитных панелей. В работе 
[15] рассмотрены четыре типа укладок: 1) несим-
метричные несбалансированные, 2) симметричные 
несбалансированные, 3) несимметричные сбалан-
сированные, 4) симметричные сбалансированные 
– и приведены численные и экспериментальные ис-
следования коробления гладких и подкрепленных 
композитных панелей. На примере изготовленных 
панелей показано, что наибольшее коробление 
имеют панели с несбалансированной несимметрич-
ной укладкой. Из указанных выше работ [11–15] 
следует вывод об актуальности задач поверочного 
расчета, рассматриваемых в данной работе для ком-
пактных предповерхностных расслоений несбалан-
сированной несимметричной структуры, которые 
имеют практический интерес, поскольку в общем 
случае расслоения могут иметь любую структуру, 
отличную от ортотропной. Для анализа закрити-
ческого деформирования в работе [16] предложена 
математическая модель и представлены в общем 
виде исходные аналитические уравнения типа 
Кармана, аналогичные выражениям, приведенным 
в работах [7] и [21] для несимметричных и анизо-
тропных структур. Примером интересной задачи 
является исследование нелинейного поведения 
прямоугольного компактного расслоения с анизо-
тропной несимметричной структурой [0°/+45°] при 
воздействии даже одноосного сжатия и возникно-
вении мембранных и дополнительных изгибных 
и сдвиговых напряжений при закритическом де-
формировании расслоения. Отметим, что большой 
практический интерес имеют и задачи возможного 
последующего распространения рассматриваемых 
дефектов, относящиеся к направлению живучести 
авиационных конструкций. В этом случае следует 
выделить работу [17], в которой предложена методо-
логия обеспечения эксплуатационной живучести и 
безопасности авиаконструкций из КМ. Также отме-
тим актуальные работы Н.В. Турбина с соавторами 
[18, 19], в которых рассматриваются актуальные 
прикладные задачи живучести несущих композит-
ных конструкций при циклическом нагружении.
Целью данной работы является получение 

аналитического решения для оценки закритиче-
ского деформирования компактных расслоений 
с учетом анизотропной (несбалансированной) 
несимметричной структуры. Отметим, что анали-
тические решения аналогичных задач по оценке 

геометрически нелинейного поведения коротких 
поверхностных дефектов с несимметричной или 
анизотропной симметричной структурой приве-
дены в работах [20] и [21]. Для достижения цели 
данной работы необходимо сначала записать со-
отношения, учитывающие две особенности (не-
симметричность и анизотропию) одновременно, 
и затем, применив метод Бубнова–Галеркина, 
получить аналитическое решение в виде системы 
уравнений относительно двух амплитуд прогиба.

Аналитический алгоритм решения геометрически 
нелинейной задачи
Запишем исходные соотношения для рассма-

триваемой задачи исследования устойчивости и 
закритического деформирования композитных 
панелей несбалансированной несимметричной 
структуры. Уравнения равновесия имеют вид [5, 6]:
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Запишем физические соотношения с учетом 
членов, относящихся к панелям несимметричной 
несбалансированной структуры [6]:
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xy x y xy x y xyM C C C D k D k D



         
23

31 32 33 31 32 33

;

,

(4)

где Bmn – мембранные жесткости панели; Сmn – 
смешанные жесткости панели; Dmn –  изгибные 
жесткости панели; γxy  = εxy = εyx; χ = αxy = αyx.
Геометрически нелинейные соотношения с уче-

том больших прогибов запишем в виде [4]

               

2 2
1 1
2 2x y

xy

u w v w
x x y y

u v w w
y x x y

      
              

   
   

   

; ;

,
 (5)
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где

            x y xy
W W Wk k

x yx y
  

      
  

2 2 2

2 2
; ; 2 .  (6)

Имеем уравнение совместности деформаций в 
традиционном виде [4]:

   y xyx W W W
x y x yy x x y

            
                     

22 22 2 2 2

2 2 2 2
.  (7)

При введении функции Эри воспользуемся 
равенствами [5, 6]

                x y xy
F F FN N N

x yy x
  

   
  

2 2 2

2 2
; ; .  (8)

Первые три равенства системы (4) представим 
в виде

 
 
 

x y xy x x y xy

x y xy y x y xy

x y xy xy x y xy

B B B N C k C k C

B B B N C k C k C

B B B N C k C k C

         

         

         

11 12 13 11 12 13

21 22 23 21 22 213

31 32 33 31 32 313

;

;

.
 (9)

В данном случае с учетом определения функции Эри (8) из системы (9), используя метод Крамера 
для системы трех линейных уравнений относительно трех неизвестных деформаций в символьном 
виде, можно получить аналитические выражения для определения деформаций и коэффициентов не-
однородной системы. Имеем деформации

                           

x

y

xy

F F F w w wK K K K K K
x y x xx y x y

F F F w w wK K K K K K
x y x xx y x y

FK
x

          
                              

          
                              


  



2 2 2 2 2 2

11 12 13 14 15 162 2 2 2

2 2 2 2 2 2

21 22 23 24 25 262 2 2 2

2

31 2

2 ;

2 ;

F F w w wK K K K K
x y x xy x y

         
                          

2 2 2 2 2

32 33 34 35 362 2 2
2 .

   (10)

Коэффициенты Kmn приведены в приложении A.
Далее, подставляя деформации (10) в уравнение совместности деформаций (7), можно получить первое 

нелинейное уравнение Кармана для рассматриваемых структур:

                                                                           L F L W L W  1 2 5( ) ( ) ( ) 0,        (11)

где операторы

                                           F F F F FF F F F FL F K K K K K
x x y x y x y y

    
    

       

4 4 4 4 4

1 40 31 22 13 044 3 2 2 3 4
( ) ;      (12)

                                                
w w w wL w
x y x y x yy x

                                         

2 22 2 2

2 2 2

1 1( ) ;
2 2

     (13)

                      w w w W Ww w w w wL w K K K K K
x x y x y x y y

             
                                            

4 4 4 4 4

5 40 31 22 31 044 3 2 2 3 4
( )   (14)

и коэффициенты

                                                     

F F F

F F w w

w w w

K K K K K K K K K

K K K K K K K K K K

K K K K K K K K K

     

     

     

40 21 31 23 13 22 11 22 33

13 13 32 04 12 40 24 31 26 34

22 14 25 36 13 16 35 04 15

; ; ;

; ; ; ;

; ; .

     (15)

Далее запишем три уравнения системы (4) для моментов с учетом деформаций (10) и в итоге имеем с 
учетом дополнительно вводимых вспомогательных обозначений
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   

 

x

x

F Fx Fõ

F FM C K C K C K C K C K C K
x y

F w w wC K C K C K D D D
x y x yx y

F F F wK K K D
x yx y x

 
      

 
        

                            
    

         

2 2

11 11 12 21 13 31 11 12 12 22 13 322 2

2 2 2 2

11 13 12 23 13 33 11 12 132 2

2 2 2 2

40 04 22 112 2 2

2

   

 

y

Fy

w wD D
x yy

F FM C K C K C K C K C K C K
x y

F w w wC K C K C K D D D
x y x yx y

FK
x

    
              

 
      

 
        

                            


 



2 2

12 132

2 2

21 11 22 21 23 31 21 12 22 22 23 322 2

2 2 2 2

11 13 12 23 13 33 21 22 232 2

2

40 2

2 ;

2

   

 

Fy Fy

xy

F F w w wK K D D D
x y x yy x y

F FM C K C K C K C K C K C K
x y

F w wC K C K C K D D
x y x y

         
                          

 
      

 
   

            

2 2 2 2 2

04 22 21 22 232 2 2

2 2

31 11 32 21 33 31 31 12 32 22 33 322 2

2 2 2

31 13 32 23 33 33 31 322 2

2 ;

Fxy Fxy Fxy

wD
x y

F F F w w wK K K D D D
x y x yx y x y

   
            

          
                             

2

33

2 2 2 2 2 2

40 04 22 31 32 332 2 2 2

2

2 .

   (16)

Проведем дальнейшие преобразования и, выражая из уравнений (2) перерезывающие силы Qx  и Qy, 
подставляя результат в (3), а далее используя соотношения (16), получим с учетом определения функции 
Эри второе нелинейное уравнение типа Кармана с учетом особенностей несимметричных несбаланси-
рованных структур

                                                                        L w L F w L F  4 3 6( ) ( , ) ( ) 0,        (17)
где операторы

                                                           
F w F w F wL F w

x y x yy x x y
     

  
      

2 2 2 2 2 2

3 2 2 2 2
( , ) 2 ;      (18)

                                           w w w w ww w w w wL w K K K K K
x x y x y x y y
    

    
       

4 4 4 4 4

4 40 31 22 13 044 3 2 2 3 4
( ) ;     (19)

                                            F F F F FF F F F FL F K K K K K
x x y x y x y y

    
    

       

4 4 4 4 4

6 40 31 22 13 044 3 2 2 3 4
( )     (20)

  
и коэффициенты, зависящие от структуры рассматриваемого композитного пакета,

                         

 
   
   

 

F Fx

F Fxy Fxy

F Fx Fxy Fy

F Fy Fx

K K C K C K C K

K K K C K C K C K C K C K C K

K K K K C K C K C K C K C K C K

C K C K C K

K K K

   

       

         

  

 

40 40 11 11 12 21 13 31

31 22 40 31 13 32 23 33 33 31 11 32 21 33 31

22 04 22 40 11 12 12 22 13 32 31 13 32 23 33 33

21 11 22 21 23 31

13 22 04

;

2 2 ;

;

2    
 

y

F Fy

w w w w w

C K C K C K C K C K C K

K K C K C K C K

K D K D D K D D D K D D K D

     

   

        

21 13 22 23 23 33 31 12 32 22 33 32

04 04 21 12 22 22 23 32

40 11 31 13 31 22 12 33 21 13 23 32 04 22

2 ;

;

; ; 2 ; ; .

   (21)   
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Компактная прямоугольная панель при сжатии

Равенства (11) и (17) являются искомыми геоме-
трически нелинейными уравнениями типа Кармана 
для композитных панелей с несбалансированной 
несимметричной структурой.
Рассматривая случай шарнирного опирания 

компактной прямоугольной панели (см. рисунок), 
будем использовать прогиб в виде

           
x y x yW f f

a b a b
   

   1 2
2 2sin sin sin sin ,  (22)

где  fmn  - амплитуды прогиба.
Подставляя прогиб (22) в уравнение совмест-

ности деформаций (11), можно получить диффе-
ренциальное уравнение в частных производных для 
определения функции напряжений Эри. Решение 
указанного уравнения в рассматриваемом случае 
представим в виде (обозначения Amn приведены
в приложении B):

x yF A f A f
a b

x y x yA f f A f f
a b a b

x y x yA f f A f f
a b a b

x yA f A f
a b

x y x yA f A f
a b a b

A

 
  

      
       

   
      

      
   

 
  

      
       

   



2 2
1 1 2 1

3 1 2 4 1 2

5 1 2 6 1 2

2 2
7 2 8 2

9 1 10 1

11

2 2cos cos

3 3cos cos

3 3cos cos

4 4cos cos

cos cos

yx
xy

x y x yf A f
a b a b

T xT y
S xy

      
      

   

  

2 12 2

22

2 2 2 2cos cos

,
2 2

(23)

здесь Тx, Тy, Sxy – усилия, действующие на пластину.
Используя далее метод Бубнова–Галеркина, 

отметим, что рассматриваемая задача сводится 

к интегрированию, результаты которого будут 
иметь достаточно громоздкие выражения. С уче-
том соотношений (11) и (17) введем следующие 
обозначения исходя из удобства дальнейших 
записей результатов интегрирования системы 
уравнений:

b a x yL W L F W L F dxdy
a b
 

      4 3 6
0 0

( ) ( , ) ( ) sin sin 0; (24)

b a x yL W L F W L F dxdy
a b
 

      4 3 6
0 0

2 2( ) ( , ) ( ) sin sin 0;  (25)

запишем равенства

           

b a

b a

b a

b a

F w x yI dxdy
a by x

F w x yI dxdy
a bx y

F w x yI dxdy
x y x y a b

x yI L w dxdy
a b

I L

    
  

   
    

  
   

    
  

     

 
   



 

 

 

 

2 2
(1)
1_1 2 2

0 0

2 2
(2)
1_1 2 2

0 0

2 2
(3)
1_1

0 0

2_1 4
0 0

3_1

sin sin ;

sin sin ;

2 sin sin ;

( ) sin sin ;

b a x yF dxdy
a b
 

    6
0 0

( ) sin sin ;

    (26)

           

b a

b a

b a

b a

x yI L w dxdy
a b

x yI L F dxdy
a b

F w x yI dxdy
a by x

F w x yI dxdy
a bx y

F wI
x y

 
   

 
   

    
  

   
    

  
   

 
 

 

 

 

 

 

2_1 4
0 0

3_1 6
0 0

2 2
(1)
1_ 2 2 2

0 0

2 2
(2)
1_ 2 2 2

0 0

2 2
(3)
1_ 2

( ) sin sin ;

( ) sin sin ;

2 2sin sin ;

2 2sin sin ;

2
b a

b a

b a

x y dxdy
x y a b

x yI L w dxdy
a b

x yI L F dxdy
a b

   
 

   

 
   

 
   

 

 

 

0 0

2_ 2 4
0 0

3_ 2 6
0 0

2 2sin sin ;

2 2( ) sin sin ;

2 2( ) sin sin .

 (27)
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Результаты аналитического интегрирования приведены в приложении C.
Запишем выражения для определения членов, относящихся к действующим сжимающим и касатель-

ным нагрузкам

            

b a
x

x

b a
x

T y bfx y x y x yf f dxdy T
a b a b a b ay x

T y x y x yf f
a b a by x

                                   
                       

 

 

2 22 2
1

1 22 2
0 0

22 2

1 22 2
0 0

2 2 2 2sin sin sin sin sin sin ;
2 4

2 2sin sin sin sin
2

 

 

x

b a

xy xy

b a

xy

bfx y dxdy T
a b a

fx y x y x yS f f dxdy S
x t a b a b a bx

x y x yS f f
x y a b a bx

  
   

              
                

         
       

 

 

2
2

2
2

1 22
0 0

2

1 22
0 0

sin sin ;

162 2sin sin sin sin sin sin ;
9

2 2sin sin sin sin xy
fx y dxdy S

a b

   
      

1162 2sin sin .
9

  (28)

Исходя из определения функции Эри в данном случае, запишем выражение для продольных напря-
жений

 

 

     

       

x

ay bxF y yA f A f A f f
b b aby b

ay bx ay bx ay bx
A f f A f f A f f

ab ab ab
ay bx ay bx ay bx ay bx

A f A f A f A f
ab ab ab a

    
        

      
   

       
   

2 2
2 2

2 1 8 2 3 1 22 2

4 1 2 5 1 2 6 1 2

10 1 5 2 6 2 9 1

31 2 44 cos 16 cos cos

3 3 3
cos 9 cos 9 cos

2 2 2 2
cos 4 cos 4 cos 4 cos

 

     

     

x

y

T
b

ay bxF x aa f A f A f f
a a abx a

ay bx ay bx ay bx
A f f A f f A f f

ab ab ab
ay bx ay bx ay bx

A f A f A f A
ab ab ab





    
        

      
   

     
   

2 2
2 2

1 1 7 2 3 1 22 2

4 1 2 5 1 2 6 1 2

10 1 11 2 12 2 9

;

31 2 44 cos 16 cos 9 cos

3 3 3
9 cos cos 9 cos

2 2 2 2
cos 4 cos 4 cos

 

       

       

xy

xy

ay bx
f

ab

ay bx ay bx ay bx ay bxF A f f A f f A f f A f f
x y ab ab ab ab ab

Say bx ay bx ay bx ay bx
A f A f A f A f

ab ab ab ab

 



          
       

   
       

    


1

2 2

3 1 2 4 1 2 5 1 2 6 1 2

10 1 11 2 12 2 9 2

cos ;

3 3 3 31 3 3 3 3 cos

2 2 2 2
4 cos 4 3 cos .

 (29)

Полученные выше громоздкие аналитические соотношения (24), (25), приведенные в прило-
жении С, позволяют записать решение системы двух уравнений относительно амплитуд проги-
ба f1 и f2, что является традиционной процедурой [20, 21] при рассмотрении задач устойчивости и 
закритического деформирования компактных панелей, нагруженных сжимающими и касательными по-
токами. Запишем полученные выше равенства для решения задачи устойчивости при отбрасывании не-
линейных членов (при  if

2 → 0). Имеем  итоговые уравнения относительно неизвестных амплитуд прогиба:

                            

   

w w w w w

F F

F

K f a K f a b K f a b K f ab K f b
a b

K b A f A f A f A f K A f A f A f A f

a a
K A f A f Af

          

           
 

    


2
2 4 3 2 2 2 3 2 4

04 1 13 2 22 1 31 2 40 13 3

2 2 2 2 2 2
40 11 2 12 2 10 1 9 1 31 11 2 12 2 10 1 9 1

3 2

2 2
22 11 2 12 2 1

9 256 9 256 9
36

256 256 9 9 256 256 9 9

36 36
256 256 9 9   

 F 256 256 9 9

F

x xy

Af K Af Af Af Af

ab b
K a A f A f A f A f bf f

T S
ab

      
 

      
  

2 2 2 2
1 13 2 2 1 1

2

2 2 2 2
04 11 2 12 2 10 2 9 2 1 2

3

256 256 9 9

36 36

16
;

4 936

   (30)
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   

 

F 4 4 9 9

w w w w w

F

F

K f a K f b K f a b K f b K f b
a b

K b A f A f A f A f K A f A f A f A f

a a
K A f A f A f A f

ab

            

           
  

      
 

2
2 4 3 2 2 2 3 2 4

04 2 13 1 22 1 31 1 40 23 3

2 2 2 2 2 2
40 10 1 9 1 11 2 12 2 31 9 1 10 1 11 2 12 2

3 2

2 2 2 2
22 9 1 10 1 11 2 12 2

4 9 4 9 4 9
9

4 2 4 9 9

9 9
4 2 4 9 9

36
 

 

F

F

x xy

K A f A f A f A f

b
K A f A f A f A f bf f

T S
ab

    


       
  

2 2
13 9 1 10 1 11 2 12 2

2

2 2 2 2
04 10 1 9 1 11 2 12 2 2 1

3

2 4 9 9

36
4 4 4 9 9 16

.
4 99

   (31)

В компактном виде (30), (31) можно переписать 
в виде

                 x xy
bf f

G f G f T S
a


  1 2

11 1 12 2
4 16

;
4 9  (32)

                 
x xy

bf f
G f G f T S

a


  
2

2 1
21 1 22 2

16
,

4 9
 (33)

где Gmn – коэффициенты, зависящие от характери-
стик анизотропной несимметричной структуры и 
геометрических размеров панели, которые можно 
выписать из уравнений (30), (31).
Далее из полученной системы уравнений 

(30), (31) при использовании численных про-
цедур можно определить критические нагрузки 
при действии сжимающих и сдвиговых потоков. 
Более наглядно эту процедуру можно выписать 
используя систему в компактном виде (32), (33). 
В частности, при действии только сжимающих 
потоков и введении переменной x = (f2/f1) можно 
свести систему уравнений к равенству относитель-
ного сжимающего потока и далее использовать 
условия минимума при (∂Tx/∂x) = 0, из которо-
го можно определить экстремальное значение
xmin = (G21/G12)0,5. Далее полученную величину 
можно подставить в равенство, полученное из 
системы (32), (33) относительно сжимающего 
усилия, и получить выражение

                    x
aT G G G G
b
     11 22 12 212

2 2  (34)

для определения критического сжимающего по-
тока. В силу громоздкости итоговые соотношения 
в данном случае не приводятся, но коэффициенты, 
приведенные в данной работе, позволяют учиты-

вать возможную несбалансированность и несим-
метричность композитного пакета.
Используя аналогичные рассуждения для случая 

сдвига из системы (32), (33), можно получить выра-
жение для критического касательного потока в виде

           xy
G

S G G G G G
G

 
    

  

11
12 21 11 21 22

21

9 ,
32  (35)

также учитывающее возможную несбалансирован-
ность и несимметричность.

Выводы
1. Представлена система нелинейных уравне-

ний типа Кармана и получены соответствующие 
коэффициенты для анализа устойчивости закрити-
ческого деформирования прямоугольных панелей 
с учетом анизотропии (несбалансированности) и 
несимметричности композитной структуры.

2. Получено аналитическое решение задачи 
закритического деформирования компактных 
прямоугольных композитных панелей с учетом
несбалансированной и несимметричной структуры. 
Задача сведена к решению нелинейной системы 
уравнений относительно амплитуд прогиба.

3. Используемый вид прогиба и записанные 
соотношения для напряжений могут применяться 
для выполнения поверочных расчетов и оценки не-
линейного напряженно-деформированного состо-
яния прямоугольных компактных поверхностных 
дефектов несбалансированной несимметричной 
структуры при сжатии и при сдвиге. Получены 
компактные аналитические выражения (34), (35) 
для определения критических сжимающих и каса-
тельных потоков.
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Приложение A

Коэффициенты Kmn уравнения (10):

     K B B B B K B B B B K B B B B     
  11 22 33 23 32 12 13 32 12 33 13 12 23 13 12
1 1 1; ; ;

     K B B B B K B B B B K B B B B     
  21 31 23 21 33 22 11 33 13 31 23 21 13 11 22
1 1 1; ; ;

     K B B B B K B B B B K B B B B     
  31 21 32 22 31 32 12 31 11 32 33 11 22 12 21
1 1 1; ; ;

B B B B B B B B B B B B B B B B B B      11 22 33 11 23 32 12 31 23 12 31 23 21 13 32 13 22 31;

 K B B C B B C B B C B B C B B C B B C      
14 12 23 11 12 33 21 13 32 21 13 32 21 22 33 11 23 32 11
1 ;

 K B B C B B C B B C B B C B B C B B C      
15 12 23 32 12 33 22 13 22 32 13 32 22 22 33 12 23 32 12
1 ;

 K B B C B B C B B C B B C B B C B B C      
16 12 23 12 13 22 32 12 33 23 13 32 23 22 33 13 23 32 13
1 ;

 K B B C B B C B B C B B C B B C B B C      
24 11 23 31 11 33 21 21 13 31 21 33 11 13 31 21 31 23 11
1 ;

 K B B C B B C B B C B B C B B C B B C      
26 11 23 32 21 13 32 11 33 23 21 33 13 13 31 23 31 23 13
1 ;

 K B B C B B C B B C B B C B B C B B C      
26 11 23 32 21 13 32 11 33 23 21 33 13 13 31 23 31 23 13
1 ;

 K B B C B B C B B C B B C B B C B B C      
34 11 22 31 11 32 21 12 21 31 12 31 21 21 32 11 22 31 11
1 ;

 K B B C B B C B B C B B C B B C B B C      
35 11 22 32 11 32 22 12 21 32 12 31 22 21 32 12 22 31 12
1 ;

 K B B C B B C B B C B B C B B C B B C      
36 11 22 32 12 21 32 11 32 23 12 31 23 21 32 13 22 31 13
1 .
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Приложение B
Обозначения Amn уравнения (23):

F F

a bA A
b aK K

   
    

   

2 2

1 2
40 04

1 1; ;
32 32

F F F F F

A
a a b bK K K K K
b b a a


       

          
       

3 2 2

04 13 22 31 40

1 ;

3 9 27 81

F F F F F

A
a a b bK K K K K
b b a a


       

          
       

4 2 2

04 13 22 31 40

1 ;

3 9 27 81

F F F F F

A
a a b bK K K K K
b b a a


       

          
       

5 2 2

04 13 22 31 40

1 ;

81 27 9 3

F F F F F

A
a a b bK K K K K
b b a a


       

          
       

6 2 2

04 13 22 31 40

1 ;

81 27 9 3

F F

a bA A
b aK K

   
    

   

2 2

7 8
40 04

1 1; ;
32 32

F F F F F

A
a a b bK K K K K
b b a a


                   
         

9 2 2

04 13 22 31 40

1 ;

2

F F F F F

A
a a b bK K K K K
b b a a


                   
         

10 2 2

04 13 22 31 40

1 ;

2

F F F F F

A
a a b bK K K K K
b b a a


                   
         

11 2 2

04 13 22 31 40

1 ;

32

F F F F F

A
a a b bK K K K K
b b a a


                   
         

12 2 2

04 13 22 31 40

1 .

32
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Приложение C
Результаты аналитического интегрирования уравнений (24), (25):

   

   

   

 

A f f f f A f f f fA f
I

ab ab
A f f f f A f f f f A f

ab ab
A f f f A f f f

ab
A f f f A f f

      
   

       
  

      
 

     


2 2 2 24 3
3 1 2 1 2 4 1 2 1 2(1) 2 1

1_1

2 2 2 2 4 3
5 1 2 1 2 6 1 2 1 2 8 2
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