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Аннотация. Сформулирована задача выбора оптимальных проектных параметров и режимов движения 
беспилотного летательного аппарата (БПЛА). Выбор режима движения БПЛА предполагает определение 
оптимального сочетания участков с работающим и неработающим двигателем. Качество БПЛА оце-
нивается векторным критерием оптимальности, состоящим из таких критериев, как дальность полета, 
время полета, стартовая масса аппарата, высота полета, удельный расход топлива. Таким образом, здесь 
возникает многокритериальная задача, которая разрешается на основе принципа рациональной органи-
зации сложной системы. Приводится рациональное проектное решение БПЛА, полученное на основе 
аддитивного принципа оптимальности с переменными весовыми коэффициентами.
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Abstract. The article deals with the problem of design an aircraft guided missile (AGM) with a solid propellant 
rocket engine (SPRE), and performs comparative analysis of the of the AGM motion along the trajectory in the 
multiple activation mode. The authors demonstrate that the engine may be regulated to a certain degree by the 
thrust cutoff  at certain time instants. This is being implemented with the specially designed dampers. To realize the 
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passive fl ight segment, the passive fl ight segment parameters duration, selected from the fl ight range maximizing 
condition, is being introduced to the design parameters vector. Particularly, alongside with the AGM fl ight range 
increase, the passive segments inclusion into the fl ight trajectory may lead to the AGM fl ight altitude, its operation 
time and other optimality criteria losses.

In essence, the AGM trajectory consisting of both active (with running engine) and passive (with dead engine) 
segments is being determined by the AGM motion mode. This mode, alongside with the other design parameters 
and the SPRE parameters, constitutes the design solution vector, which is being selected by the vector criterion.

The fi nal design solution selection is being performed employing convolution with variable weight coeffi  cients. 
Substantiation of this application of convolution is being derived from the principle of the complex technical 
system rational organizing. The gain from the passive segments application herewith is 10% in range on average. 
The additive principle with optimal weighting coeffi  cients allows selecting design solutions without involving any 
information hypotheses. In case of the preferences presence of the project designer, correction of the obtained 
solution is being performed in accordance with this system of preferences.

Keywords: additive optimality principle, rational organization principles, motion modes, design parameters 
UAV, vector criterion, weight coeffi  cients
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Введение

Тактическое ракетное вооружение, наряду с 
совершенствованием систем управления и наве-
дения, т.е. повышением эффективности исполь-
зования вооружения в составе боевых комплектов, 
развивается по пути совершенствования двига-
тельных установок на базе ракетных двигателей 
твердого топлива (РДТТ). Ракетные двигатели 
твердого топлива, как и жидкостные ракетные 
двигатели, являются наиболее применяемыми на 
объектах ракетно-космической техники (РКТ) 
различного назначения. Это подтверждается ши-
роким использованием РДТТ в качестве маршевых 
двигательных установок (ДУ) на объектах РКТ от 
ракет-носителей (РН) различных классов до опе-
ративно-тактических ракет, в частности, БПЛА. 
РДТТ применяются для торможения отработавших 
ступеней РН, для дополнительного разгона косми-
ческих аппаратов при переходах с промежуточных 
орбит на требуемые конечные орбиты; широко 
используются в качестве ускорителей с целью 
повышения энергетических возможностей РН и 
расширения круга решаемых или целевых задач.

В то же время, в отличие от жидкостных ракет-
ных двигателей, регулировка тяги РДТТ технически 
трудно реализуема, и изменение тяги во времени 
определяется начальными конфигурациями заряда 
РДТТ и характеристиками твердых ракетных топ-
лив. В работе показывается, что в известной мере 
регулировать РДТТ можно за счет отсечки тяги в 
определенные моменты времени с помощью спе-
циально сконструированных заслонок [1–4]. Для 

реализации пассивного участка полета в состав 
вектора проектных параметров вводится продол-
жительность пассивного участка t, которая выби-
рается из условия максимизации дальности полета 
[5–8]. В частности, включение в траекторию полета 
пассивных участков полета, наряду с увеличением 
дальности полета БПЛА, может привести к потерям 
по высоте полета, времени работы БПЛА и другим 
критериям оптимальности.

По существу, траектория БПЛА, состоящая из 
комбинации активных (с работающим двигателем) 
и пассивных участков (с неработающим двигате-
лем) траектории, определяется режимом движения 
БПЛА, который наряду с проектными параметра-
ми БПЛА и параметрами РДТТ составляет вектор 
проектного решения, выбираемый по векторному 
критерию [9, 10].

В работе многокритериальная проблема реша-
ется с помощью так называемого принципа рацио-
нальной организации системы [11]. Данный прин-
цип здесь применяется с тем отличием, что вместо 
вектора критериальных ограничений используется 
вектор весовых коэффициентов.

1. Постановка задачи

Вектор проектного решения БПЛА состоит 
из проектных параметров собственно аппарата и 
РДТТ — a и режима движения — z(t). В качестве 
критерия оптимальности принята дальность по-
лета L БПЛА:

 J a z t x L a z t xopt

a A z t Z
( , ( ), ) max ( , ( ), )* *

, ( )


 
.
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Здесь 
a a a A Rn

n  ( ,..., ) ;1  
z t z t z t Z Rk

k( ) ( ( ),..., ( ))  1 ; 
a и z(t) — векторы оптимизируемых параметров 

и режимов движения, являющиеся элементами 
действительных векторных пространств R n и R k 
соответственно; A и Z — замкнутые области в дей-
ствительных векторных пространствах R n и R k;

 dx
dt

f a z x ( , , ),  (1)

где x x x X Rr
r  ( ,..., )1  — вектор фазовых ко-

ординат, являющийся элементом действительного 
векторного пространства R r; X — замкнутая область 
в действительном векторном пространстве.

Если скорость БПЛА на пассивном участке 
траектории меньше некоторой заданной величины 
V зад, то необходимо включить двигатель:

 ƒ=д( , , )V a z x V . (2)

Условие (2) относится к функциональным ог-
раничениям. Математическая модель БПЛА пред-
ставлена операторным уравнением:

 F R D ( )

с областью определения на множестве D A Z X    
и областью значений на множестве F, где ставится 
в соответствие множество каждому элементу мно-
жества d D  (d — вектор проектного решения 
выходных характеристик БПЛА). В качестве выход-
ных характеристик здесь принимается векторный 
критерий:

 F J J Jl ( , ,..., ),1 2

где J J Jl1 2, ,...,  — частные критерии оптималь-
ности. Раскрытие многокритериальной неопреде-
ленности осуществляется на основе аддитивного 
принципа оптимальности с переменными весо-
выми коэффициентами:

 J J d J d J d
d D

l l   


min( ( ) ( ) ... ( ))� � �  1 1 2 2 .

Здесь �i W  — i-й весовой коэффициент, 
i l 1, ; область W определяется условиями:

 � � i i
i

l

i l  

0 1 1

1

, , ;   .

Ставится  следующая  задача:   найти 

J J d
d D

i i
i

l


 

min ( ),�
1

 где d a ( , )� , а — вектор про-

ектных параметров; �  — вектор весовых коэффи-
циентов, d D A Z X W     ,  при выполнении 
(1) и (2).

В качестве проектных параметров БПЛА и оп-
тимизируемых совместно с ними параметров РДТТ 
рассматриваются: lкр — размах крыла; �m  — рас-
ход топлива; Pk — давление в камере сгорания; 
t — продолжительность планирующего полета. 
Соответственно вектор проектных параметров а 
имеет вид: *!( , , , )ka l m P t � .

2. Математическая модель двухрежимного БПЛА

Система уравнений движения центра масс 
БПЛА, используемая при решении задачи совмест-
ной оптимизации параметров БПЛА и РДТТ, имеет 
следующий вид:

 m
dV
dt

P c
V

S mgx    cos sin ,  
2

02

 m V
d
dt

P c
V

S mgy          sin cos ,
2

02

          m V
d
dt

P c
V

Szcos sin ;    2

2

кинематические соотношения:

 dx
dt

V  cos cos , 

 dy
dt

V  cos sin , 

 dz
dt

V   cos sin ; 

уравнение изменения массы:

 dm
dt

mc  .

Здесь m — текущее значение массы БПЛА; 
V — относительная скорость БПЛА; P — тяга РДТТ; 
 — угол атаки;  — угол скольжения; cx, cy, cz — ко-
эффициенты лобового сопротивления подъемной и 
боковой сил; S — площадь миделя;  — плотность 
атмосферы на высоте y; g0 — ускорение силы тя-
жести у поверхности Земли;  — угол курса БПЛА; 
 — угол наклона вектора скорости к местному 
горизонту; mc — секундный расход топлива.

В процессе решения задачи необходимо по-
строить программу изменения тяговых P(t) и рас-
ходных mc(t) характеристик РДТТ во времени.

Программы изменения тяговых и расходных ха-
рактеристик разделены на три временных участка:

участок от момента старта БПЛА до первого, 
промежуточного, выключения РДТТ — [ , ]t t0 1 ;

участок от момента включения РДТТ до ко-
нечного времени работы двигателя — [ , ]t tk2 ;

участок с неработающим РДТТ — [ , ]t t1 2 .

�

�

�
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Алгоритм формирования программ изменения 
тяги и, соответственно, расходных характеристик 
РДТТ приведен в [12, с. 40].

Суммарное время работы двигателя [ , ] [ , ]t t t tk0 1 2  
определяется в зависимости от рабочего запаса топ-
лива на БПЛА: m mT k 0 1( ) . Значение тяги на 
участках [ , ] [ , ]t t t tk0 1 2  и удельный импульс тяги в 
пустоте 3д

nI , а также массовый секундный расход 
продуктов сгорания рассчитываются по соотноше-
ниям [13, с. 114]:

 3д( , ) ( , ),C
cP t a I m t a 

 3д 2
1 1 1

2 ,
2

C
a

a

k
I R T

k
         

 *!

г

( )
( , ) ,

k
c n

P t F
m t a A

R T




  
�

где k — показатель адиабаты расширения продук-
тов сгорания в сопловом блоке; R, Tг — соответ-
ственно газовая постоянная продуктов сгорания и 
температура горения;  — коэффициент теплопо-
терь в камере сгорания; a — приведенная скорость 
в выходном сечении сопла; Pk(t) — давление тормо-
жения на входе в сопло; Fкр — площадь критичес-
кого сечения сопла.

Коэффициент An определяется по зависимости:

 A k
kn

k
k 




( )

2
1

1
1 .

Изменение силы тяги РДТТ во времени опре-
деляется характером изменения давления Pk(t) в 
камере сгорания, которое может быть получено в 
результате решения задачи внутренней баллистики 
РДТТ [14–16]. Уравнение баланса газа в камере 
сгорания:

“" г
г

k
c

P td
V e t a m e t a m t a

dt R T

 
      

� �( )
[ ( ), ] [ ( ), ] ( , ) . (3)

В левой части уравнения представлено изме-
нение массы газа в свободном объеме Vсв e t a( ),   
камеры сгорания в единицу времени, в правой 
части — разность прихода газа вследствие горения 
ракетного топлива г[ ( ), ]m e t a�  и расхода газа через 
сопло �m t ac ,  . Здесь e(t) — зависимость толщины 
сгоревшего свода заряда от времени t.

Приход газа в камеру сгорания вследствие 
горения ракетного топлива определяется соотно-
шением:

    г ( ), ( ), ,mm e t a S e t a U   �

где S e t a  ,  — изменение поверхности горения 
заряда ракетного топлива во времени; U, m — со-

ответственно скорость горения и плотность топ-
лива.

После подстановки  г ( ),m e t a�  и �m t ac ,   в (3), 
в предположении, что г const,R T     получим 
систему дифференциальных уравнений для расчета 
внутрибаллистических характеристик РДТТ:

 “"

г

[ ( ), ]
[ ( ), ]k

m

dPV e t a
S e t a U

R T dt
     

  

 *! “"

гг

[ ( ), ]
,

k k
n

P F P dV e t a
A

R T dtR T


   

    

 “"[ ( ), ]
[ ( ), ] ,

dV e t a
S e t a U

dt
   (4)

 de
dt

U .

Система (4) может быть проинтегрирована, если 
заданы начальные условия Pk0

, 
0“"V , e0 при t t 0 , а 

также известны скорость горения U и зависимость 
изменения площади горения заряда S S e t a [ ( ), ]  
от толщины сгоревшего свода e. На основании 
результатов интегрирования системы (4) была 
получена следующая расчетная модель.

Радиус критического сечения сопла Rкр опреде-
ляется из условия обеспечения требуемого уровня 
пустотной тяги P РДТТ [17].

Радиус среза сопла Ra вычисляется в зависи-
мости от степени расширения сопла : *!aR R   . 
Площадь критического сечения сопла Fкр при ус-
ловии обеспечения требуемого значения пустотной 
тяги РДТТ вычисляется по формуле:

 *!

12
1

,
( )
( )

k

k a
p k c a

a

P
F

P k
k q




               
 

где p — коэффициент расхода; c — коэффициент 
потерь удельного импульса; a — приведенная ско-
рость на срезе сопла.

Газодинамические функции (a) и q(a) опре-
деляются в виде:

   ( ) ,a a

k
kk

k
  









1

1
1

2 1

 q
k k

ka

k

a a

k
( )   



    








 1
2

1
1
1

1
1 2

1
1 . (5)

Значение приведенной скорости a здесь опре-
деляется в результате решения трансцендентного 
уравнения:

 
2
*!
2

( )a
a

R
q

R
  .
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Зависимость коэффициента расхода РДТТ p 
от конструктивной схемы дозвуковой части при-
ведена на рис. 1. Параметр 1R  рассчитывается по 
соотношению:

 1
1

*!
,

R
R

D


где R1 — радиус скругления дозвуковой части сопла; 
Dкр — диаметр критического сечения сопла.

Рис. 1.  Зависимость  коэффициента  расхода РДТТ p 
от R1

На начальном этапе проектирования РДТТ сум-
марные потери удельного импульса определяются 
по статистической зависимости вида:

 *!2,46 3,28 ln 1,11 lnq D        

     0 254 1 234 0 7, , ln , ,q
m
mae
TZP

T



где mTZP — масса теплозащитного покрытия. Вели-
чина  определяется в виде:

     0 2
3

a ,

где  
0

1 



arctg

xa
, 

*!

c
a

L
x

R
 .

Коэффициент расхода газа A:

 A
RT k

gK
k

k







 

1 2
1

2
1

1
1 .

Пустотный термодинамический удельный им-
пульс:

 

1

3д

2
1

1
( )

k

k
k

k
I

A

      .

Относительная площадь среза сопла:

 
*!

a
a

F
F

F
 .

Приведенный полный импульс потока:

 Z a a
a

( ) 


 





1
2

1 .

Суммарный импульс:

 3д ( ) ,T a a H nI I m Z F P        

где  — коэффициент, учитывающий суммарные 
потери в камере сгорания и в сопле; n — полное 
время работы РДТТ.

Единичный импульс:

 ед
T

I
I

m
 .

Тяга РДТТ:

 ед a HP I G F P   .

Для исследований свойств двухимпульсного 
режима движения БПЛА рассматривались два кри-
терия оптимальности — дальность полета L и время 
полета T. На рис. 2 показан процесс максимизации 
дальности (N — число поисковых шагов), а на 
рис. 3 — процесс минимизации времени. На рис. 4 
приведена кривая компромиссных решений, из 
которой видно, что критерии L и T противоречивы 
и для выбора окончательного проектного решения 
необходимо применять некоторый принцип опти-
мальности.

Рис. 2. Решение задачи max ( )
a D

L a


Аналогичные зависимости были получены 
для случая, когда на траектории движения БПЛА 
присутствует пассивный участок полета. На рис. 5 
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показана дальность полета БПЛА при пассив-
ном участке полета, на рис. 6 — время полета, на 
рис. 7 — область компромиссов в координатах 
(T,L).

Сравнение результатов, полученных при рабо-
тающем двигателе на всём участке полета и при 
двухимпульсном режиме движения (см. рис. 2 и 
рис. 5), показало, что выключение двигателя в 
период с 4-й секунды полета по 23-ю секунду поз-
волило увеличить дальность полёта на 9279 м.

Как видно из рис. 7, критерии L и T противо-
речивы, т.е. исходная задача является многокри-
териальной. Для раскрытия многокритериальной 
неопределенности здесь будет использован адди-
тивный принцип оптимальности с переменными 
весовыми коэффициентами.

Рис. 3. Решение задачи min ( )
a D

T a


Рис. 4. Область компромиссов D�  в координатах (T,L)

Рис. 5. Решение задачи max ( )
a D

L a


, при  t 0

Рис. 6. Решение задачи min ( )
a D

T a


, при  t 0

Рис. 7. Область компромиссов D�  в координатах (T,L), 
при  t 0



В.М. Балык, И.Д. Бородин, Д.Д. Гайдаров, Н.В. Майкова V.M. Balyk, I.D. Borodin, D.D. Gaidarov, N.V. Maikova 

Вестник Московского авиационного института. Т. 30. № 1 60 Aerospace MAI Journal, vol. 30, no. 1

3. Аддитивный принцип оптимальности 
с переменными весовыми коэффициентами

Пусть задана область допустимых решений 
D E n , на которой определены векторы n-мер-
ного Евклидова пространства (проектные пара-
метры) a ai i

n { } 1 . Качество проектного решения 
определяется набором частных критериев опти-
мальности, представляющих собой скалярные 
функции J d J d J dl1 2     , , ... , . Частные кри-
терии обра зуют l-мерный вектор эффективности 
J Jk k

l { } 1 . Без потери общности, предполагается, 
что все частные критерии необходимо миними-
зировать. Известно, что критерии ограничены 
таким образом, что 0 1  J d A k lk k( ) , [ , ] , но 
конкретные значения ограничений A k lk , , 1  не 
определены.

В задаче необходимо определить вектор проек-
тных параметров d * из области D и оптимальный 
вектор весовых коэффициентов �i i l, , 1  в адди-
тивном принципе оптимальности вида:

 J J d
d D

i i
i

l

0
0 1 1


  

min ( ).
, [ , ]�

�




Покажем, что аддитивный принцип оптималь-
ности следует из принципа рациональной органи-
зации сложной системы, если весовые коэффици-
енты принять в виде:

 �k
k

k

J d
A

k l ( )
, , .1

Согласно определению принципа рациональ-
ной организации [4], сложная система организо-
вана рационально, если рациональное проектное 
решение принадлежит области компромиссов и 
удовлетворяет всем принципам оптимальности. 
Математическая реализация принципа рациональ-
ной организации состоит в вырождении области 
компромиссов в единственную точку d *, которая 
является исходным решением многокритериаль-
ной задачи.

По определению, область компромиссов со-
стоит из таких проектных решений d *, для которых 
улучшение по одной группе критериев приводит к 
ухудшению по другой группе, т.е.:

 
D d d D d D J d J d

k m l J d J d

d
k

d d k k

k k

    
  

* * *

*

| ; ; ( ) ( ),

[ , ]; ( ) ( ),

 

 1 kk m l  [ , ] .1

Здесь Dd — область допустимых проектных ре-
шений.

Предполагая условия выпуклости такими, при 
которых выполняются леммы Карлина, получаем 

выражение для области компромиссов как решение 
задачи параметрического программирования [7]:

 D F J d A
d D

k k
k

l

D d







 






 

1
0

1

min ( , ) ,�∪  (6)

где  F–1 — обратное  отображение  J d0  , 

J
A

J d J d A
k

k
k

l

k k

l
0

1
0 1

1     


( ) ( , ) ;  � �  { }k k
l

1  — 

вектор весовых коэффициентов.

 D k k
k

l

     







� � �| ;1 0
1

. (7)

После реализации принципа рациональной 
организации область компромиссов стягивается в 
точку d * и выражение (6) принимает вид:

 d F J d A
d D

k k
k

l

D d

* min ( , ) 






 

1
0

1

�
�
∪ 

 

. (8)

Из условия единственности точки d* следует 

необходимость постоянства суммы �k k
k

l

J d A0
1

( , )

  в 

выражении (8) при параметре � D . Эта сумма не 
будет зависеть от конкретных параметров, если:

 J d A J d A J d Al01 02 0( , ) ( , ) ... ( , )   . (9)

Е с л и  к а ч е с т в о  о т н о с и т е л ь н ы х  п о т е р ь 
J J J l01 02 0   ...   удовлетворяется, рассматри-

ваемая сумма, с учетом (7) �k
k

l



 1

1

, примет вид:

 � � �      k k k
k

l

k
k

l

k

l

J 0
1 11

1    
 
 

и не будет зависеть от параметра � .
С другой стороны, точка d* принадлежит области 

компромиссов с произвольным набором парамет-
ров из D. Используя произвольный выбор этих 
параметров и основываясь на свойствах (7), можно 
записать:

 � � �  1 2
1   ... .l l

Тогда выражение (8) запишется в виде:

 d F
l
J d A

d D
k

k

l

d

* min ( , ) 






 
1

0
1

1

  






 

F
l

J d A
d D

k
k

l

d

1
0

1

1
min ( , ) .

Положение экстремума не меняется при нали-
чии постоянного коэффициента, поэтому, сокра-
щая на коэффициент 1/l, получим:

 d F J d A
d D

k
k

l

d

* min ( , ) 






 

1
0

1

. (10)
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Условия (9) и (10) можно переписать в виде 
следующей системы уравнений:

 J d A J d A j lj j0 0 1 0 1 1, ,( , ) ( , ) , , ;     (11)

 


 

d

J d A i n
i

k i
k

l

0
1

0 1( , ) , , ,  (12)

которая реализует принцип рациональной органи-
зации сложной системы. При этом (11) реализует 
условия равенства относительных потерь. Обоб-
щением принципа рациональной организации 
является не задание весовых коэффициентов, как 
это сделано в (9), а их поиск на отрезке [0, 1], на-
ряду с поиском вектора оптимального проектного 
решения d opt.

Тогда вместо (10) может быть записан следу-
ющий обобщенный аддитивный принцип опти-
мальности:

 opt J J d A
d D

D

k k
k

l

d






min ( , ),

�

�

 

 0
1

где opt J — обозначение принципа оптимальности.
Ограничение Aj определяется по k-й относи-

тельной потере:

 �k
k

k

J d
A

k l ( )
, ,1 .

С применением обобщенного аддитивного 
принципа относительности была решена задача 
выбора двухимпульсного режима движения беспи-
лотного летательного аппарата, сформулированная 
следующим образом.

Найти:

 J L a T a
a D Dd

    
max ( ) ( ) ( ) ,

, �
� �

 
 1  (13)

где *!( , , )ka l m P �  — в случае одноимпульсного 
режима движения; *!( , , , )ka l m P t �  — в случае 
двухимпульсного режима движения. Здесь приняты 
те же обозначения, что и в разделе 1.

На рис. 8 приведены результаты решения зада-
чи (13) для режима одноимпульсного полета, а на 
рис. 9 — аналогичные результаты в режиме двухим-
пульсного полета.

Вектор проектного решения для одноимпульсного 
режима при полученном весовом коэффициенте 
�  0 954,  имеет следующий состав:

�m  2  кг/с,
Pk  102 6,  атм,
lкр = 1,108,
�  0 954, .

При этом дальность полета и время полета со-
ответственно равны:

L = 52 854 м,
Т = 63 845 с.

Для двухимпульсного полета было получено 
следующее компромиссное решение:

�m  2 319,  кг/с,
Pk  89 9,  атм,
lкр = 0,75,
�  17 33,  с (время планирующего полета).

Рис. 8. Точкой на контрольной кривой показано окон-
чательное решение в случае одноимпульсного режима 
полета

Рис. 9. Точкой на контрольной кривой показано окон-
чательное решение в случае двухимпульсного режима 
полета

Данное решение получено при весовом коэф-
фициенте �  0 842, .

Дальность полета и время полета соответственно 
равны:

L = 56 311 м,
Т = 72,437 с.
Здесь оптимизация задачи (13) проводилась 

известным методом комбинированного поиска 
экстремума [18–20]. N — число удачных шагов 
оптимизации.
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Рассмотренный метод является полностью фор-
мализованным, в котором выбор весовых коэффи-
циентов основывается на структуре соответствую-
щей математической модели R и исходных данных. 
Очевидно, что, если у проектанта есть какая-либо 
система предпочтений между частными критери-
ями оптимальности, то полученные по данному 
методу весовые коэффициенты являются «началь-
ной точкой» при принятии проектных решений, 
которая в дальнейшем может корректироваться. 

Выводы

1. Показана эффективность введения в режим 
движения БПЛА пассивного участка полета.

2. Обобщенный аддитивный принцип опти-
мальности позволяет принимать проектные ре-
шения без введения каких-либо информационных 
гипотез, например таких, как предположение ра-
венства относительных критериальных потерь.
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