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Аннотация. Разработка эффективных теплоотводящих элементов для энергетических, авиаци-
онных и ракетно-космических систем требует одновременного учета направленной теплопро-
водности, термоупругой работоспособности и качества межматериального контакта в биметал-
лических структурах, изготавливаемых аддитивными методами. Современные обзоры по метал-
лическому аддитивному производству показывают, что послойное формирование металлов 
сопровождается анизотропией и неоднородностью микроструктуры, а многоматериальные си-
стемы позволяют совмещать свойства, трудно достижимые в одном однородном материале [1, 2]. 
Целью работы является формулировка согласованной физико-математической постановки задачи 
тепловой топологической оптимизации биметаллических композитов с учетом тензорной тепло-
проводности и эффективного межфазного перехода. Предложена трехфазная параметризация 
материала, использующая матричную, интерфейсную и высокотеплопроводную составляющие, 
а также регуляризация проектного поля фильтрацией Гельмгольца и сглаженной проекцией 
Хевисайда. Чувствительности целевых функционалов вычисляются сопряженным методом. Ре-
зультаты аналитической и численной верификации подтверждают корректность реализации ли-
нейной и нелинейной теплопроводности, граничных условий, тензорной анизотропии и сла-
босвязанной термоупругой проверки. Разработанная модель обеспечивает переход от релакси-
рованного оптимизационного поля к материализованной геометрии с обязательной повторной 
тепловой проверкой. 
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Введение 

За последнее десятилетие металлическое ад-
дитивное производство эволюционировало от тех-
нологии быстрого прототипирования к промыш-
ленно значимому способу получения деталей 
сложной геометрии с локально и пространствен-
но варьируемыми свойствами [1, 2]. Особенно 
важным направлением стали биметаллические 
и функционально-градиентные конструкции, в ко-
торых один материал обеспечивает несущую, жа-
ропрочную, коррозионно-стойкую или износо-
стойкую функцию, а другой повышает тепло-
проводность, демпфирование теплового градиента 
или локальную стойкость к повреждению [2, 3]. 
Для пары Inconel 718–CoCrMo в литературе по-
казана возможность получения аддитивных би-
металлических структур без выраженного обра-

зования хрупких интерметаллидов, с плавным 
переходом состава и профилем твердости в ин-
терфейсной зоне [3]. Для проволочно-дугового 
аддитивного производства также показано, что 
интерфейс может быть не только плоским, но 
и радиальным, сохраняемым вдоль направления 
построения [4]. 

В задачах теплового проектирования ключе-
вое значение имеет не только геометрическая 
свобода аддитивного производства, но и то, что 
технологическая история формирует направлен-
ную микроструктуру, текстуру, пористость, зоны 
повторного переплавления и межматериальные 
переходные области. Обзор Kok et al. связывает 
анизотропию и неоднородность металлических 
аддитивных деталей с направленным теплоотво-
дом, повторным плавлением, быстрым затверде-
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ванием и дефектами типа пор и непроваров [1]. 
Для теплофизических свойств это подтвержда-
ется прямыми измерениями: в AlSi10Mg, старе-
ющей стали 1.2709, Cu-Ni-Si и CM247LC пока-
зана выраженная ориентационная зависимость 
теплопроводности или температуропроводности, 
связанная с текстурой, формой зерен, межзерен-
ными границами и пористостью [5–8]. Для ла-
зерно-наплавленных материалов системы Cu-Fe 
экспериментально исследованы коэффициент ли-
нейного теплового расширения и удельная теп-
лоемкость, причем результаты зависят от брон-
зовой составляющей и от архитектуры череду-
ющихся слоев [9]. 

Классические плотностные постановки топо-
логической оптимизации, основанные на твер-
дотельной изотропной интерполяции материала 
со штрафом (SIMP) или рациональной аппрок-
симации свойств материала (RAMP), хорошо 
разработаны для изотропных сред и теплопро-
водящих структур [10, 11]. Однако прямое пе-
ренесение этих постановок на аддитивные би-
металлы сталкивается с несколькими ограниче-
ниями: редукцией тензорной теплопроводности 
к скалярному коэффициенту, заменой переход-
ной зоны идеальной поверхностью, отсутствием 
явной связи между релаксированным оптимиза-

ционным полем и материализуемой геометрией, 
а также недостаточной термоупругой диагно-
стикой. Модели неидеального контакта и эф-
фективного контактного слоя показывают, что 
даже тонкая межфазная область может быть 
заменена эквивалентным контактным сопротив-
лением только при выполнении специальных 
асимптотических предпосылок [12–14]. Следо-
вательно, при проектировании аддитивных би-
металлических теплоотводящих структур интер-
фейс не должен рассматриваться как второсте-
пенная деталь: он является самостоятельным 
объектом теплофизической параметризации и ве-
рификации. 

Цель настоящей работы состоит в формули-
ровке и численной реализации математической 
модели тепловой топологической оптимизации 
аддитивно изготавливаемых биметаллических 
структур с учетом анизотропии теплопровод-
ности и эффективной межфазной области. Для 
достижения этой цели рассматриваются вариа-
ционная постановка стационарной теплопровод-
ности, конечно-элементная дискретизация, трех-
фазная параметризация материала, регуляризация 
проектного поля, сопряженный анализ чувстви-
тельности и слабосвязанная термоупругая про-
верка. 

 
Рис. 1. Последовательность решения задачи тепловой топологической оптимизации биметаллического композита 
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Материалы и методы 

Расчетная область, граница и физическая 
постановка 

Теплофизическая задача формулируется в огра-
ниченной связной области Ω ⊂ ℝ3 с липшице-
вой границей Γ = ∂Ω. В расчетном домене вы-
деляются проектируемая область Ωdes и фикси-
рованная область Ωfix, причем Ωdes ∪ Ωfix = Ω и 
Ωdes ∩ Ωfix = ⌀. Проектируемая область предна-
значена для пространственного распределения 
высокотеплопроводного наполнителя, а фикси-
рованная область задает конструктивные эле-
менты, источники тепла, технологические за-
преты или опорные зоны. 

Ωdes ∪ Ωfix = Ω,   Ωdes ∩ Ωfix = ⌀. (1) 

Граница разбивается на непересекающиеся 
измеримые участки ΓD, ΓN и ΓR, на которых за-
даются соответственно условия Дирихле, Ней-
мана и Робина. Внешняя нормаль n направлена 
наружу из области. Вектор плотности теплового 
потока q направлен в сторону переноса энергии, 
а нормальная компонента qn = q×n считается по-
ложительной при выходе тепла из расчетной об-
ласти. 

Γ = ΓD ∪ ΓN ∪ ΓR,   Γi ∩ Γj = ⌀   (i ≠ j). (2) 

 
Рис. 2. Расчетная область и разбиение границы 

Физически рассматривается стационарный теп-
лоперенос в биметаллической структуре, где эф-
фективная теплопроводность формируется про-
странственным распределением матричного ма-
териала, высокотеплопроводного наполнителя 
и переходной области. В отличие от идеализи-
рованной двухфазной схемы, межматериальный 
переход трактуется как расчетная область конеч-

ной толщины с эффективными свойствами. Такая 
трактовка согласуется с литературой по адди-
тивным биметаллам, где интерфейс часто имеет 
протяженную область смешения, диффузии, де-
фектности или градиента состава [2, 3, 15, 16]. 

Математическая модель стационарной теп-
лопроводности 

В общем случае теплопроводность среды за-
дается симметричным положительно определен-
ным тензором второго ранга Λ(x,T). В изотроп-
ном частном случае тензор редуцируется к λI. 
Для аддитивных металлов тензорная форма осо-
бенно существенна, поскольку направленная 
текстура, вытянутые зерна и ориентированные 
дефекты могут приводить к различию теплопро-
водности вдоль и поперек направления построе-
ния [5–8]. 

Λ = ΛT,   vTΛv > 0   ∀v ≠ 0. (3) 

Стационарная задача выводится из локального 
закона сохранения энергии при отсутствии кон-
вективного переноса. 

∇ × q = Q   в Ω. (4) 

Закон Фурье в тензорной форме имеет вид 

q = –Λ∇T (5) 

и приводит к уравнению стационарной тепло-
проводности с объемным источником Q: 

–∇ × (Λ∇T) = Q в Ω. (6) 

Для изотропной среды получается частный 
случай 

–∇ × (λ∇T) = Q. (7) 

Граничные условия принимаются в стандарт-
ной форме: 

T = TD   на ΓD, (8) 
 

–n × (Λ∇T) = qN   на ΓN, (9) 
 

–n × (Λ∇T) = h(T – T∞)   на ΓR, (10) 

где h – коэффициент теплоотдачи, T∞ – темпера-
тура окружающей среды, а qN > 0 соответствует 
заданному выходу тепла из области. Интеграль-
ная мощность теплоотвода через участок Γsink 
определяется выражением 

 .
sinkГ

Φ dГ  q n  (11) 
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Если теплопроводность зависит от координат 
и температуры, то изотропное уравнение рас-
крывается как 

–λ∇2T – ∇λ × ∇T = Q, (12) 
 

∇λ = 
∂λ

∂T
∇T + 

∂λ

∂x
. (13) 

При отсутствии явной пространственной за-
висимости ∂λ/∂x = 0 оно упрощается: 

–λ∇2T – 
dλ

dT
ௗ∥∇T∥2 = Q. (14) 

В тензорной постановке компонентная запись 
имеет вид 

–
∂

∂xi
ቆΛij

∂T

∂xj
ቇ  = Q, (15) 

что подчеркивает необходимость учитывать про-
странственную неоднородность и температурную 
зависимость компонент Λij при линеаризации 
нелинейной задачи. 

Вариационная формулировка и конечно-
элементная дискретизация 

Для численной реализации вводится простран-
ство тестовых функций, обращающихся в нуль 
на участке ΓD: 

lV = ൛v ∈ H1(Ω): v = 0 на ΓDൟ. (16) 

Слабая форма задачи состоит в поиске T ∈ 
∈ H1(Ω), удовлетворяющего условию Дирихле 
на 𝛤஽, такого что для всех v ∈ V выполняется 

න (∇v)T

Ω
Λ∇T = 

= න vQ
Ω

 + න v
ΓN

qN + න vhΔTR
ΓR

, 

(17) 

где ΔTR = T∞ – T задает температурный напор 
в условии Робина. 

Конечно-элементная аппроксимация выполня-
ется на тетраэдральной сетке 𝒯h = {Ke}e = 1

Nel . Для 
линейных P1-элементов температура аппрокси-
мируется как 

Th(x) = ෍ Nj

Nnod

j = 1

(x)Tj. (18) 

Локальная матрица теплопроводности элемен-
та записывается через матрицу градиентов Be: 

Ae = න Be
TΛeBeௗdΩ

Ωe

. (19) 

Граничное условие Робина дает вклад в мат-
рицу, а объемный источник и поток Неймана – 
в правую часть: 

AR,e = න hNTNௗdΓ
ΓR,e

, (20) 

  

bQ,e = න NTQࣟdΩ
Ωe

, (21) 

  

bN,e = න NTqNࣟdΓ
ΓN,e

. (22) 

Сборка по элементам приводит к глобальной 
системе 

AT = b. (23) 

Условия Дирихле накладываются точной ре-
дукцией системы без штрафных функций, что 
сохраняет симметрию и обеспечивает строгое вы-
полнение заданной температуры. При темпера-
турной зависимости свойств решается нелиней-
ная система с невязкой 

R(T) = A(T)T – b(T) = 0 (24) 

и касательной матрицей 

KT = 
∂R

∂T
 = A + 

∂A

∂T
T – 

∂b

∂T
. (25) 

Параметризация материала и регуляриза-
ция проектного поля 

В проектируемой области вводится плотност-
ная переменная ρ(x) ∈ [0,1]. Для подавления 
перемежающегося расположения материалов и за-
дания минимального характерного размера ис-
пользуется фильтр Гельмгольца, широко приме-
няемый в топологической оптимизации для ре-
гуляризации проектного поля [17]. 

–α2∇2ρ෤ + ρ෤ = ρ,   
∂ρ෤

∂n
 = 0. (26) 

После фильтрации применяется сглаженная 
проекция Хевисайда, позволяющая переводить 
размытое поле в более выраженное бинарное 
распределение материала [18]: 

ρ‾ = 
tanh(βη) + tanh൫β(ρ෤ – η)൯

tanh(βη) + tanh൫β(1 – η)൯
, (27) 
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dρ‾

dρ෤
 = 

βൣ1 – tanh2(β(ρ෤ – η))൧

tanh(βη) + tanh൫β(1 – η)൯
. (28) 

Интерполяция теплофизических свойств мо-
жет выполняться по SIMP- или RAMP-схеме. 
Для скалярной и тензорной теплопроводности 
SIMP-запись имеет вид 

lλ(ρ‾) = λmin + ρ‾p(λmax – λmin), (29) 
 

Λ(ρ‾) = Λmin + ρ‾p(Λmax – Λmin). (30) 

В RAMP-подходе применяется рациональная 
интерполяция: 

lλ(ρ‾) = λmin + 
ρ‾

1 + q(1 – ρ‾)
(λmax – λmin), (31) 

 

Λ(ρ‾) = Λmin + 
ρ‾

1 + q(1 – ρ‾)
(Λmax –  Λmin). (32) 

Для биметаллической структуры использу-
ется трехфазная параметризация, где расчетная 
среда представляется как суперпозиция матрицы, 

интерфейсной области и наполнителя. Весовые 
функции удобно задавать полиномами Берн-
штейна: 

w0 = (1 – ρ‾)m,  w1 = mρ‾(1 – ρ‾ )m – 1, 
w2 = ρ‾ m. 

(33) 

 

ωi = 
wi

∑ wk
2
k = 0

,   i = 0,1,2, (34) 
 

Λeff = ω0Λ0 + ω1Λint + ω2Λ2. (35) 

Здесь Λ0, Λint и Λ2 соответствуют матрице, 
эффективному контактному слою и наполните-
лю. Такая схема не утверждает существование 
отдельной термодинамической фазы в каждом 
реальном материале, а задает дополнительную 
расчетную область с эффективными свойствами. 
Аналогичный переход от физически тонкой меж-
фазной области к эффективному интерфейсу об-
суждается в моделях теплопроводности компо-
зитов с неидеальным контактом [12–14]. 

 
Рис. 3. Три способа представления межматериального перехода 

Таблица 1.Способы представления межматериального перехода в тепловой модели 

Уровень Физический смысл 
Математическая 

запись 
Когда применим 

Идеальная граница 
Нет температурного скачка  

и нет собственной толщины перехода T1
– = T2

+ 
Совместимые материалы,  

малая роль интерфейса 
Контактное  
термическое  

сопротивление 

Интерфейс имеет нулевую толщину, 
но создает скачок температуры 

ΔT = Rintqn Тонкая зона, которую можно асимптотически 
свернуть в границу [12–14] 

Эффективный  
контактный слой 

Переходная область имеет конечную 
толщину и эффективные свойства 

Отдельная область  
с Λint 

Аддитивные биметаллы с выраженной  
зоной смешения, пористости или градиента 

состава [2, 3, 15, 16] 
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Целевые функционалы и ограничения оп-
тимизации 

В качестве критериев тепловой эффективности 
используются среднеинтегральная температура 
на контрольной поверхности, максимальная тем-
пература и потоковый критерий. Для области 
контроля Γctrl соответствующие функционалы 
записываются как 

Javg = 
1

Actrl
න TdΓ

Γctrl

ௗ, (36) 

 

Jmax = maxx∈Γctrl
T(x), (37) 

 

Jflux = 
1

Φ
න TdΓ

Γctrl

ௗ. (38) 

Объемное ограничение на количество высоко-
теплопроводного материала задается не исход-
ным, а отфильтрованным и спроецированным 
полем: 

gV
(ρ) = 

∫ ρ‾
Ωdes

dΩௗ

Vdes
 – Vmax ≤ 0. (39) 

Ограничение на максимальную температуру 
является негладким. Для градиентной оптимиза-
ции оно заменяется гладким агрегатором Крейс-
сельмейера–Штайнхаузера (KS-агрегатором), при-
меняемым в задачах оптимизации при наличии 
максимальных ограничений [19]: 

lKS(T) = 
1

p
ln ቌ෍ exp

N

i = 1

(pTi)ቍ , (40) 

 

maxiTi ≤ KS(T) ≤ maxiTi + 
lnN

p
, (41) 

 

∂J

∂Ti
 = 

exp(pTi)

∑ expN
j = 1 ൫pTj൯

. (42) 

После вычисления градиентов задача может 
решаться методом подвижных асимптот, предло-
женным Svanberg и широко применяемым в плот-
ностной топологической оптимизации [20]. 

Сопряженный анализ чувствительности 
Дискретная прямая задача записывается в виде 

R(T,ρ) = 0. Полная производная целевого функ-
ционала по проектной переменной имеет вид 

dJ

dρ
 = 

∂J

∂ρ
 + 

∂J

∂T

dT

dρ
. (43) 

Дифференцирование уравнения состояния дает 

∂R

∂T

dT

dρ
 + 

∂R

∂ρ
 = 0. (44) 

Исключение dT/dρ напрямую потребовало бы 
решения системы для каждой проектной пере-
менной. Сопряженный метод заменяет это одной 
сопряженной задачей: 

൬
∂R

∂T
൰

T

λ = – ൬
∂J

∂T
൰

T

. (45) 

После этого градиент цели записывается как 

dJ

dρ
 = 

∂J

∂ρ
 + λT ∂R

∂ρ
. (46) 

Полная цепочка дифференцирования свойств 
по исходному проектному полю учитывает 
фильтр и проекцию: 

dΛ

dρ
  =

∂Λ

∂ρ‾

dρ‾

dρ෤

dρ෤

dρ
. (47) 

Термоупругая проверка работоспособности 
После решения тепловой задачи температур-

ное поле может быть передано в слабосвязан-
ную линейную термоупругую постановку. Тен-
зор малых деформаций и тепловая деформация 
записываются как 

ε = 
1

2
(∇u + (∇u)T), (48) 

 

εth = න ατࣟdτI
T

T0

. (49) 

Для изотропной линейно-упругой среды напря-
жения имеют вид 

σ = 2με + λLametr(ε)I – 

–(3λLame + 2μ)εth, 
(50) 

 

lμ = 
E

2(1 + ν)
,   λLame = 

Eν

(1 + ν)(1 – 2ν)
. (51) 

Такая проверка не заменяет полноценную тер-
момеханическую оптимизацию, но позволяет ис-
ключать решения, которые эффективны по тем-
пературе и одновременно недопустимы по тер-
мическим напряжениям. Для биметаллов это 
особенно существенно, поскольку различие ко-
эффициентов линейного теплового расширения 
может создавать локальные напряжения в пере-
ходной зоне [3, 4, 9]. 
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Результаты 

Аналитическая и численная проверка модели 
выполнена на последовательности канонических 
задач, каждая из которых добавляет один физи-
ческий или вычислительный механизм. В линей-
ной изотропной постановке с условиями Дирихле 
отклонение температуры имеет порядок машин-
ной погрешности, а тепловой баланс замыкается 
до 10–15 Вт. При введении объемного источника 
воспроизводится параболический профиль тем-
пературы с отклонением менее 0,1 %. Условия 
Неймана и Робина проверяются по интеграль-
ному тепловому балансу и асимптотике охла-
ждения. 

Задача с кусочно-однородным интерфейсом 
двух доменов подтверждает непрерывность тем-
пературы и скачок градиента при сохранении 
постоянного теплового потока. Тензорная тепло-
проводность с недиагональными компонентами 
воспроизводится с отклонением до 1,2 % по ком-
понентам вектора плотности потока. Нелинейная 
зависимость λ(T) решается методом Ньютона, 
а восстановленный тепловой поток совпадает 
с аналитическим интегралом в пределах заданной 
сеточной точности. 

Таблица 2. Матрица верификации расчетного контура 

Задача 
Проверяемый  

механизм 
Эталон / критерий 

Стержень с усло-
виями Дирихле 

Линейная 
теплопроводность 

Аналитическое  
решение, баланс  

энергии 

Объемный 
источник 

Правая часть 
метода конечных 

элементов 

Параболический 
профиль температуры 

Условия Неймана 
и Робина 

Граничные 
интегралы 

Интегральный поток 
через границу 

Двухдоменная 
задача 

Межфазная непре-
рывность потока 

Непрерывность T, 
скачок ∇T 

Тензорная 
теплопроводность 

Анизотропный 
закон Фурье 

Направление 
и модуль q 

Нелинейная λ(T) 
Касательная 

матрица 
Сходимость Ньютона 

и тепловой баланс 

Материализация 
геометрии 

Переход поле 
ρ – геометрия 

Повторная тепловая 
проверка восстанов-
ленной геометрии  
эффективного кон-

тактного слоя 

В оптимизационных расчетах KS-агрегатор 
с параметром p ∈ [16;64] обеспечивает гладкую 
аппроксимацию максимума температуры. Много-
стартовая стратегия снижает риск выбора локаль-

но неустойчивой топологии. Трехфазная интер-
поляция предотвращает прямое образование «се-
рых» зон между матрицей и наполнителем, по-
скольку область промежуточных значений про-
ектной переменной получает физический смысл 
эффективного межфазного перехода. 

Обсуждение 

Полученные результаты показывают, что учет 
тензорной теплопроводности и явное выделение 
межфазной области принципиально важны для 
расчетного проектирования аддитивных биме-
таллов. В литературе по аддитивным биметал-
лам переходная зона обычно анализируется через 
микроструктуру, распределение элементов, твер-
дость и механические испытания [2, 3, 15, 16]. 
В задачах теплопроводности эта зона может вхо-
дить в модель тремя способами: как идеальная 
граница, как поверхность с контактным терми-
ческим сопротивлением или как эффективный 
контактный слой с конечной толщиной. Работы 
Nan et al., Hasselman and Johnson и Hashin пока-
зывают, что эти способы неэквивалентны и дают 
разные предельные модели эффективной тепло-
проводности [12–14]. 

Для тепловой топологической оптимизации 
важна не только физическая корректность пря-
мой задачи, но и устойчивость вычислительного 
контура. Фильтр Гельмгольца и проекция Хеви-
сайда задают минимальный масштаб и умень-
шают численную сеточную зависимость [17, 18]. 
KS-агрегатор заменяет негладкий максимум тем-
пературы гладкой функцией, но требует аккурат-
ного выбора параметра p: слишком малые зна-
чения размывают экстремум, а слишком большие 
ухудшают обусловленность сопряженной систе-
мы [19]. MMA обеспечивает практическую схему 
решения ограниченной нелинейной задачи с боль-
шим числом проектных переменных [20]. 

Ограничения разработанной постановки свя-
заны со стационарностью теплопереноса, слабой 
связью с термоупругостью и феноменологическим 
заданием свойств интерфейсной области. Пере-
ход к нестационарным режимам потребует вклю-
чения теплоемкости и температуропроводности 
в оптимизационный функционал. Полностью свя-
занная термоупругая задача должна учитывать 
изменение контактного состояния, остаточных 
напряжений и возможное повреждение интер-
фейса. Кроме того, свойства эффективного кон-
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тактного слоя должны калиброваться по экспе-
риментальным данным: для ряда аддитивных 
биметаллов прямых измерений теплофизических 
свойств именно переходной зоны пока недоста-
точно, поэтому часть параметров приходится по-
лучать через обратную идентификацию или че-
рез гомогенизацию. 

Заключение 

Сформулирована математическая модель теп-
ловой топологической оптимизации аддитивно 
изготавливаемых биметаллических структур с 
учетом тензорной теплопроводности и эффек-
тивного межфазного перехода. Модель объеди-
няет стационарную теплопроводность, конечно-
элементную дискретизацию, трехфазную парамет-
ризацию материала, фильтрацию Гельмгольца, 
сглаженную проекцию Хевисайда, KS-агрегацию 
температурного ограничения и сопряженное вы-
числение чувствительностей. 

Показано, что выделение интерфейсной обла-
сти позволяет связать наблюдаемую переходную 
зону аддитивного биметалла с расчетным эффек-
тивным контактным слоем, свойства которого 
могут калиброваться по экспериментальным дан-
ным или через обратную идентификацию. Такой 
подход расширяет стандартную двухфазную 
SIMP-постановку и делает ее пригодной для слу-
чаев, когда тепловое сопротивление, пористость 
или градиент состава в межматериальной зоне 
существенно влияют на теплоперенос. 

Разработанная схема верификации охватывает 
линейную и нелинейную теплопроводность, гра-
ничные условия, тензорную анизотропию, меж-
фазную непрерывность потока, работу агрегатора 
ограничений и материализацию геометрии. По-
вторная тепловая проверка материализованной 
геометрии является обязательным этапом, по-
скольку релаксированное оптимизационное поле 
и реальная геометрия наполнителя могут иметь 
различный тепловой отклик. 
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