
ГОСУДАРСТВЕННАЯ КОРПОРАЦИЯ ПО КОСМИЧЕСКОЙ ДЕЯТЕЛЬНОСТИ 

«РОСКОСМОС» 

Государственный научный центр Российской Федерации - 

Федеральное государственное унитарное предприятие 

“Исследовательский центр им. М.В.Келдыша” 

(ГНЦ ФГУП “Центр Келдыша”) 

 

 

На правах рукописи 

 

 

Назырова Рузалия Равильевна 

 

ТЕРМОДИНАМИЧЕСКИЙ РАСЧЕТ ПАРАМЕТРОВ ПРОДУКТОВ   

СГОРАНИЯ  В КАМЕРЕ ЖИДКОСТНОГО РАКЕТНОГО ДВИГАТЕЛЯ  

НА ОСНОВЕ ВАРИАЦИОННЫХ ПРИНЦИПОВ МЕХАНИКИ 

 

 

01.02.05 -  Механика жидкости, газа и плазмы 

 

Диссертация на соискание ученой степени доктора  

физико-математических наук 

 

    

 

 

 

  

 

Москва - 2017 



 2 

 

ОГЛАВЛЕНИЕ 

 

 

 

 Стр. 

ВВЕДЕНИЕ ……………………………………………………………….....   4 

МАТЕМАТИЧЕСКИЕ МОДЕЛИ РАВНОВЕСНЫХ ПРОЦЕС-

СОВ В СОПЛЕ КАМЕРЫ ЖИДКОСТНОГО РАКЕТНОГО 

ДВИГАТЕЛЯ ……………………………………………………….. 

 

 

 35   

1.1. Физико-химические основы конструирования и 

структуры математических моделей ……………………… 

 

 35 

1.2. Математические свойства множеств, функций и задач 

математических моделей ………………………………….. 

 

 64 

1.3. Таблицы конечных разностей как структуры описания 

приращений термодинамических  параметров …………... 

 

 92 

1.4. Термодинамические свойства систем при учете 

уравнения состояния реального газа ……………………... 

 

113 

1.  

1.5. Производные газодинамических функций при учете 

таблицы конечных разностей ……………………………... 

 

121 

ВАРИАЦИОННЫЕ ПРИНЦИПЫ МЕХАНИКИ КАК ФУНДА-

МЕНТАЛЬНАЯ ОСНОВА РАСЧЕТА ПАРАМЕТРОВ 

ПРОЦЕССОВ ………………………………………………………. 

 

 

124 

2.1. Термодинамические свойства индивидуальных веществ . 124 

2.2. Процесс нагрева до заданных 00 ,Tp  ……………………… 133 

2.3. Процесс горения при заданных 00 , Hp  …………………... 192 

2.4. Процесс течения до заданного ap  при constS =0   ……… 212 

2.5. Процесс течения до заданного aT  при constS =0  ………. 236 

2. 

2.6. Процессы течения до заданных aM , aF  при constS =0 .. 240 



 3 

 
РАСЧЕТ ПАРАМЕТРОВ СОПЛА КАМЕРЫ ЖИДКОСТНОГО 

РАКЕТНОГО ДВИГАТЕЛЯ ………………………………………. 

 

246 

3.1. При учете уравнения состояния идеального газа ………... 246 

3.  

3.2. При учете уравнения состояния реального газа …………. 256 

ЗАКЛЮЧЕНИЕ ……………………………………………………………... 264 

СПИСОК ЛИТЕРАТУРЫ ………………………………………………….. 266 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 4 

 

ВВЕДЕНИЕ 

 

 

 

Актуальность темы. Расширение сферы космических интересов общества в 

использовании возможностей объектов космоса от планет (Земля, Луна, Марс) и 

звезд ближнего космоса до планет, звезд и галактик дальнего космоса 

обусловливает необходимость в существенном увеличении количества запусков 

космических аппаратов, характеризующихся, с одной стороны, увеличением 

массы полезного груза, а, с другой стороны, повышением стоимости доставки 

грузов на заданную траекторию [74]. Высокая надежность и низкая стоимость 

средств доставки, например разгонных блоков и межорбитальных буксиров, 

малые сроки создания ракет-носителей, приемлемый уровень экологической 

опасности полетов представляются наиболее важными условиями 

конкурентоспособности государства на рынке космических услуг, то есть одна из 

важнейших задач - это повышение конкурентоспособности ракет-носителей [74].  

Фундаментально наиболее значимым компонентом ракеты-носителя, как 

известно, является ракетный двигатель (РД) [3, 36, 156]. Следовательно, решение 

задачи повышения конкурентоспособности ракетного двигателя - это основа 

обеспечения конкурентоспособности государства на мировом рынке космических 

услуг [24, 129]. В качестве наиболее освоенных и широко применяемых РД в 

ракетно-космических комплексах выступают жидкостные ракетные двигатели, 

жидкое топливо которых в большинстве случаев есть смесь окислителя и 

горючего [3, 36, 54, 118]. Во множестве конструктивных элементов ЖРД 

наибольшую значимость представляет камера двигателя, то есть 

конкурентоспособность ЖРД в немалой степени определяется 

конкурентоспособностью камеры двигателя [129]. 

Конкурентоспособность камеры жидкостного ракетного двигателя во 

многом обусловлена эффективностью выбора топлива и рациональностью 
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организации процессов горения топлива в камере сгорания и течения продуктов 

сгорания топлива (рабочее тело или многокомпонентная смесь веществ) в сопле 

камеры ЖРД, обеспечивающих [3, 36, 74, 129] как минимум необходимые 

значения энергетических параметров и как максимум допустимые значения 

экономической и экологической стоимости. 

Обычно принимается, что процесс горения топлива и процесс течения 

продуктов сгорания в камере ЖРД организованы максимально эффективно, если 

все возможные потери практически равны нулю, что, очевидно, есть 

идеальность, приближение к которой есть актуальная проблема 

двигателестроения [129]. Чем более максимально эффективно организованы 

процессы горения и течения в камере ЖРД, тем более высокий уровень 

конкурентоспособности характеризует камеру жидкостного ракетного двигателя, 

и наоборот. 

В качестве важнейшей характеристики камеры ЖРД, определяющей ее 

конкурентоспособность, выступает удельный импульс уI , 
с

м
 [3, 36, 74]. Поиск 

технологий и ресурсов обеспечения конкурентоспособности камеры ЖРД  или 

поиск технологий и ресурсов эффективной организации процессов горения и 

течения в сопле камеры ЖРД в конечном счете основывается на решении 

чрезвычайно сложной экстремальной задачи: уmax I . Однако за счет введения 

ряда ограничений эту задачу удается существенно упростить [3, 36].  

Это, во-первых, определение не менее, чем макроскопического уровня 

исследований или игнорирование чрезвычайно малых форм и масс и чрезвычайно 

малых действий и воздействий. Во-вторых, это - постулирование 

• стационарности, безотрывности и одномерности течения продуктов 

сгорания в сопле, 

• отсутствия или чрезвычайной малости воздействий 

− полей: гравитационного, электростатического, магнитного, 

− эффектов: поверхностного натяжения, броуновского движения, 

флуктуаций частиц, 
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определяющих, в частности, отсутствие трения и других диссипативных 

воздействий и, как следствие, ограничение множества геометрических 

характеристик описания любой многокомпонентной смеси веществ параметром - 

объем V , ( )3м  [3, 36].  

В-третьих, это - введение возможности исследования процессов в камере 

ЖРД в терминологии понятий, аксиом и утверждений термодинамики 

многокомпонентных смесей веществ, то есть определение справедливости 

представлений 

• состояние многокомпонентной смеси веществ в любой момент 

времени в любом сечении сопла является равновесным и устойчивым, 

• взаимодействия многокомпонентной смеси веществ на внешнем (то 

есть с окружающей средой) и внутреннем уровнях проявляются не более, 

чем в механической, тепловой  и химической формах и не менее, чем на 

атомном уровне, 

• любые процессы, сопровождающие многокомпонентную смесь 

веществ при течении в сопле камеры ЖРД, являются равновесными и 

адиабатными, 

• вещества в конденсированном состоянии не образуют с веществами в 

газообразном состоянии растворов, 

• вещества в конденсированном состоянии не образуют между собой 

растворов. 

Очевидно, что перечисленные ограничения существенно идеализируют процессы, 

протекающие в камере ЖРД. Однако, с одной стороны, анализ истории 

разработки двигателей с середины прошлого века и по настоящее время [3, 36] 

позволяет постулировать: решение анализируемой экстремальной задачи при 

учете сформулированных ограничений обеспечивает данными, которые 

позволяют успешно решать задачи усовершенствования реально 

функционирующих ЖРД. Во-вторых, уместно вспомнить известное утверждение 

Н.Е.Жуковского о том, что мгновенные состояния многокомпонентной смеси 

веществ в технических системах достаточно близки к равновесному состоянию, 
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несмотря на то, что взаимодействие с окружающей средой реализуется при 

конечной скорости и конечных значениях параметров. 

Известно, что наибольшее внимание при термодинамическом расчете 

параметров течения в сопле камеры ЖРД уделяется удельному импульсу в 

пустоте упI , 
с

м
  [3, 36]. В этом случае исходная экстремальная задача 

преобразуется к форме: упmax I , где  

                                                          pfwI +=уп ,                                                        (1) 

при определениях: p , Па  -  давление, f , 
кг

м2
с

 - удельная площадь, где 

                                                               
w

f
ρ

1
= ,                                                           (2)  

ρ , 
3м

кг
 - плотность смеси, где 

                                                                                         
V

mТ=ρ ,                                                           (3) 

при Тm , кг  - масса топлива, w , 
с

м
 - скорость потока в сопле камеры ЖРД, где 

                                                      ( )10002 hhw T −= ,                                                 (4) 

и где Th , 
кг

кДж
 - удельная энтальпия топлива, h , 

кг

кДж
 - удельная энтальпия 

многокомпонентной смеси веществ [3]. Анализ графиков рисунка 1, 

представленных 

• при давлении МПа10=op  для топлив:  22 HO +  (на графике здесь и 

далее обозначено O2+H2) при 3,0ок =α , 956.12 СHO +  (O2+РГ-1) при 

4,0ок =α , где окα  есть коэффициент избытка окислителя и нижний 

индекс 0 идентифицирует точку торможения на входе в сопло, 

• при давлении МПа15o =p  для топлив:  )%20%80( 95956.12 HBCHO ++  

(О2+20%B5H9) при 1ок =α , 2Воздух H+  (Воздух+Н2)  при 6,0ок =α , 

где компоненты О2, Воздух выступают как окислители, а компоненты Н2, РГ-1, 
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20%В5Н9 – как горючее, приводит к выводу: если для большинства малых и 

средних значений степени расширения по давлениюε , где  

                                                                 
p

p0=ε ,                                                           (5) 

значение упI  не менее, чем на 50% определяется значением w , то для достаточно 

большой степени расширения по давлению уже более, чем 90% значения упI  

составляет скорость потока. При учете известного формального определения [3]  

получается: при больших степенях расширения задача поиска максимума  w   

эквивалентна с достаточно высокой точностью задаче поиска минимума 

энтальпии и наоборот. При этом для адиабатного процесса течения 

многокомпонентной смеси веществ в сопле в соответствии известными 

положениями термодинамики [145] справедливо равенство 0ss = , где 0s , 
кгК

кДж

⋅
 - 

удельная энтропия в точке торможения на входе в сопло, s  - удельная энтропия в 

сечении сопла камеры ЖРД, то есть решение задачи поиска минимума удельной 

энтальпии h  в сечении сопла камеры ЖРД должно реализовываться с учетом 

постоянства энтропии.  

Проектирование камеры ЖРД, отвечающей современным требованиям 

ракетно-космической отрасли, невозможно без привлечения компьютерных и 

информационных технологий [129], к которым предъявляются требования 

получения более надежных, адекватных исходным положениям физико-

химических и математических теорий, а также результатам экспериментальных 

исследований, данных. В то же время бурное развитие компьютерных, 

информационных и ракетно-космических технологий и конструкций, в 

частности в направлении существенного увеличения степеней расширения сопел 

ракетных двигателей верхних ступеней ракет и разгонных блоков с целью 

повышения удельного импульса тяги, определило актуальность проблемы 

несоответствия возможностей прежних методов и программ термодинамических 

расчётов современным потребностям практики. Например, решение задачи 

расчета параметров смеси при течении в сопле камеры ЖРД, с одной стороны, 
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должно следовать за исследованием возможности реализации процесса, а, с 

другой стороны, должно производиться в соответствии с классическими 

термодинамическими представлениями и интеграционными подходами (в 

частности, в силу применения для анализа эффективности организации 

процессов в сопле камеры ЖРД множества теорий, отличных от термодинамики) 

в оценке адекватности результатов расчетов известным теориям, чему во 

множестве современных информационных технологий не обращается должного 

внимания.  

Таким образом, налицо актуальность разработки новой, 

усовершенствованной технологии термодинамических расчётов, учитывающей 

классические представления термодинамики многокомпонентных смесей 

реагирующих веществ, с одной стороны, и основанной на интеграции систем 

знаний  ряда физико-химических и математических  теорий, с другой стороны.  

Степень разработанности темы.  Как известно, термодинамика как наука 

была сформирована к концу XIX века [17]. Стремительное расширение системы 

знаний - термодинамика на начальном этапе развития было обусловлено, с 

одной стороны, практическими потребностями в разработке тепловых машин, а, 

с другой стороны, высоким уровнем развития механики [17]. Анализ 

взаимосвязи теплоты и механической работы привел Р.Майера к 

формулированию принципа сохранения энергии [145]. Исследования 

Р.Клаузиуса и Л.Больцмана, Г.Гельмгольца и П.Дюгема, Г.И.Гесса и 

Дж.В.Гиббса, благодаря в немалой степени использованию вариационных 

принципов механики Лагранжа, привели как к формулированию основных 

базисных аксиом, понятий и законов классической термодинамики, так и 

зарождению и развитию новых дочерних научных направлений классической 

термодинамики. Применение технологии рассуждений Лагранжа [77, 121], 

основу которой составляло понятие вариация [17, 31, 77, 121], определило  

• введение Гиббсом новых функций, таких как изобарно-

изотермический потенциал смеси G , Дж , химический потенциал jµ , 
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моль

Дж
 вещества j ,  

• конструирование Гиббсом формальных выражений для вариаций 

потенциалов, выступающих полными дифференциалами. 

Гиббс обеспечил термодинамику возможностями определения соответствия 

между понятиями экстремум и равновесие, что для механики было изначально 

справедливым [1, 77], и, как следствие, соответствие между задачами поиска 

экстремума функции и задачами исследования равновесных состояний [26]. 

Например, если для изолированной многокомпонентной смеси заданы энтальпия 

0H , Дж  и давление 0p , то ее равновесное состояние характеризуется 

максимальным значением энтропии. При этом для энтропии S  смеси не 

исключена возможность множественности максимальных значений, отличие 

которых заключается в степени устойчивости смеси [31]. Исследования в 

области кинетической теории газов, обеспечили [29]  

• структуризацию газов на идеальные и неидеальные, описываемые 

различными уравнениями состояния, 

• формулирование закона действующих масс (ЗДМ) и, как следствие, 

формирование множества формальных выражений описания равновесного 

состояния смеси веществ без использования экстремальных постановок. 

Физико-химическая мощность ЗДМ в анализе характеристик 

многокомпонентных смесей веществ в равновесном состоянии применительно к 

исследованию процессов в сопле камеры ракетного двигателя в наиболее полной 

мере продемонстрирована в работах В.Е. Алемасова и его учеников [3, 5-8, 40-

48, 85, 87, 94-98, 110, 119, 157, 169]. Фундаментальную основу 

термодинамических исследований В.Е. Алемасова и его учеников составляет 

решение системы линейных и нелинейных уравнений, включающей уравнение 

( ) 000 ,, fTpxf =  поиска координат вектора состава x  при известных значениях 

давления 0p  и температуры 0T . При этом для ряда равновесных состояний 

определена необходимость дополнительного учета постоянства либо энтальпии 
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( ) 000 ,, HTpxH = , либо энтропии ( ) 000 ,, STpxS = .  

Очевидно, что в общем случае подобные нелинейные системы уравнений 

могут иметь более одного решения. Во избежание неопределенности 

Я.Зельдовичем [56] применительно к равновесному состоянию смеси 

газообразных веществ, описываемой параметрами 0p ,  0T , доказана 

единственность равновесного состояния и эквивалентность экстремального и 

неэкстремального подходов.  

Анализ работ В.Е.Алемасова и его учеников показывает, что исследование 

равновесного состояния многокомпонентной смеси веществ, включающей и 

конденсированные вещества, наталкивалось на множество проблем, в том числе 

и физико-химического уровня. Это, во-первых, - учет правила Гиббса, согласно 

которому смесь веществ является ограниченной по множеству степеней 

свободы, то есть по числу независимых переменных, обусловливающих в 

конечном счете ограниченность количества конденсированных веществ. 

Во-вторых, это - необходимость учета взаимосвязи веществ в различных 

агрегатных состояниях, например, выделение или поглощение энергии в 

тепловой форме в процессе фазового перехода или ограничение парциального 

давления соответствующего вещества в газообразном состоянии давлением 

насыщенных паров. 

И, последнее, это - неопределенность состава конденсированных веществ 

для данного равновесного состояния. То есть, если для данного твердого или 

жидкого вещества при данных условиях энергетические свойства определены, то 

это, в отличие от веществ в газообразном состоянии, еще не влечет их 

обязательного присутствия в смеси даже в достаточно малом количестве. 

Фундаментальную основу технологии рассуждений В.Е.Алемасова и его 

учеников составляло утверждение: равновесное состояние многокомпонентной 

смеси веществ существует и является единственным. Это, с одной стороны, 

противоречило известному еще с начала XX века положению о 

множественности устойчивых равновесных состояний, а, с другой стороны, не 

позволяло получать ответы на вопросы 
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• существует ли в принципе при данных условиях равновесное 

состояние, 

• насколько данное множество формул описания равновесного 

состояния является полным, неизбыточным и непротиворечивым, 

• адекватны ли результаты расчетов физико-химическим положениям. 

На первый взгляд такую уверенность обеспечивает теорема П.Дюгема [123] об 

определении равновесного состояния. Однако исходное условие теоремы о  

существовании некоторого распределения массы на все вещества не всегда 

реализуемо.  

Физико-химическая мощность экстремального подхода в анализе 

характеристик многокомпонентных смесей веществ в равновесном состоянии 

применительно к исследованию процессов в сопле камеры ракетного двигателя в 

наиболее полном объеме продемонстрирована Г.Б.Синяревым, Б.Г.Трусовым и 

их учениками [14-15, 36-38, 126, 135, 143]. Фундаментальную основу технологии 

расчетов данных авторов составляло представление экстремальной задачи 

( )00 ,,max TpxS , дополняемой рядом уравнений и неравенств. Как следует из 

рисунка 2, значение энергии Гиббса (min)
G , кДж  в равновесном состоянии для 

топлива О2+РГ-1 при МПа10o =p  и [ ]К5000,К1000o ∈T  значительно отличается 

от (max)(min)
TSH − , где (min)

H  - минимально возможная энтальпия, (max)
S  - 

максимально возможная энтропия. При этом, как следует из рисунка 3, для 

топлива О2+РГ-1, 

• при  K2500<T : энтальпия gH , кДж  равновесного состава  наиболее 

близка к энтальпии (min)
H , то есть энтропия gS , 

К

кДж
 равновесного состава 

близка к (max)
S , 

• при K2500>T : энтальпия gH  приближается к максимально возможной 

энтальпии (max)
H , то есть gS  отходит от (max)

S . 

Из рисунка 4 для топлива О2+РГ-1 выводится: энтропия gS  равновесного 
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состояния наиболее близка к энтропии ( )(max)
HS , вычисленной для состава, 

обеспечивающего минимальное значение энтальпии. Таким образом, технология 

расчетов, предложенная Г.Б.Синяревым, Б.Г.Трусовым и их учениками, в ряде 

случаев  может привести к существенному снижению надежности и скорости 

расчетов. В то же время ее реализация есть существенное продвижение вперед, 

так как, в частности, авторы  

• обосновали для многих случаев существенное повышение 

эффективности вычислительного процесса, 

• продемонстрировали равенство многих конечных результатов 

численных исследований данным В.Е.Алемасова и его учеников.  

Для экстремального подхода Г.Б.Синярева, Б.Г.Трусова и их учеников  

актуальны те же проблемы рассуждений, которые характерны для подхода  

В.Е.Алемасова и его учеников, что, например, определило введение понятия 

“большая молекула” [7], связывающего поиск равновесного состава с 

предельным переходом по числу “больших молекул”. Как показывает анализ 

результатов исследований авторов понятия, предельный переход во многих 

случаях невозможен, что приводит к уменьшению точности и надежности 

вычислений. Постоянное совершенствование метода позволило, как известно, 

обеспечить некоторое решение описанных проблем [14-15]. 

Во многих практически важных случаях необходимо провести 

термодинамические исследования параметров процесса течения в сопле камеры 

ЖРД при известных в отдельных сечениях сопла температурах. Данному вопросу 

в известной литературе или вообще не уделяется внимание, или по умолчанию 

принимается, что решение производится по ранее описанным технологиям.  

Итак, разработка методов и средств термодинамического расчета, 

стартовавшая в середине XX  века [5, 160], реализуется по настоящее время [14-

15, 162, 164, 166, 175]. Дальнейшее развитие термодинамики связано с 

существенным расширением сферы ее применения как для разработки новых 

эффективных технических и технологических структур,  так и для анализа 

процессов в биосфере и экономике [17, 28-29, 62, 89, 159, 170, 174]. Это, с одной 
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стороны, сместило акцент исследований на анализ растворов (Самуйлов Е.В.), 

неидеальных (например, многокомпонентных смесей веществ при учете 

уравнения состояния реального газа) и неравновесных систем, а с другой 

стороны, привело к увеличению степени обобщения в теоретических 

исследованиях и, как результат, к получению множества значимых результатов на 

уровне междисциплинарного анализа [59, 92, 149].  

В то же время многие исследователи, включая представителей 

рассмотренных ранее школ, основываясь на многочисленных успешных 

результатах своих исследований, постулировали, что разработана универсальная 

технология расчетов, позволяющая решить любую задачу из рассматриваемого 

класса задач.  

Практика развития потребностей применительно к сфере анализа 

характеристик процесса течения в камере ЖРД показала, что количество проблем 

не исчерпано [16, 21, 24, 27, 34, 37-38, 54, 57-58, 60, 68, 71, 74, 86, 116, 122, 129, 

138, 151], то есть необходима разработка новых технологий,  

• с одной стороны, выступающих как обобщение достигнутых успехов 

известными рассуждениями, 

• с другой стороны, учитывающих специфику новых проблем анализа 

процесса течения в камере ЖРД. 

Последнее при этом обусловливает потребность в разработке и реализации новых 

оригинальных идей [28-29, 50]. Например, как известно [127-128], молекула 

одной и той же природы может образовывать несколько твердых фаз, 

отличающихся друг от друга кристаллической структурой и имеющих при этом 

такие температурные интервалы существования, пересечение которых не есть 

пустое множество. И, если учитывать все эти вещества, то разрешимость каждой 

из рассмотренных ранее постановок сомнительна. 

Междисциплинарный анализ механических и тепловых явлений и 

процессов позволил Оствальду [72] сформулировать положение о более высокой 

степени значимости энергии для отдельного вещества, а именно “данность, 

формирующая вещество”. А это значит, что вещество в твердом состоянии и 
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вещество в жидком состоянии есть различные субстанции и при 

термодинамических исследованиях должны рассматриваться как независимые 

уникальные объекты.  

Таким образом, расширение сферы применения термодинамики  

обусловило как повышение значимости исследований в классической 

термодинамике - базисе прогнозирования возможности и анализа достаточности 

условий осуществления процессов [29], так и увеличение потребности в 

выполнении междисциплинарных исследований.  

Стремление к формированию надежных и адекватных постулатам исходных 

физико-химических и математических теорий структур поиска эффективных 

топлив (например, многотопливных) и рациональных принципов (например, 

многорежимных) организации процессов горения и течения продуктов сгорания  

топлив при ориентации на обеспечение максимально надежных, минимально 

экономически затратных и минимально экологически опасных полетов как в 

ближнем, так и в дальнем космосе  [3, 24, 36, 71, 116] очевидно определяет 

необходимость в использовании новых оригинальных рассуждений, 

сгенерированных для расширенной сферы термодинамических исследований 

применительно к разработке новых программных систем термодинамических 

расчетов, с включением междисциплинарного уровня исследований.  

Именно механика, как фундаментальная основа зарождения 

термодинамики, определила внесение в термодинамику таких технологий 

рассуждений механики, как геометрические представления и математически 

строгие последовательности формальных выводов [28-29]. Анализ истории 

развития идей приводит к утверждениям: 

• если С.Карно на основе геометрического отображения обратимых 

круговых процессов формирует образ цикла преобразования энергии, 

соответствующего тепловой машине с максимально возможным 

коэффициентом полезного действия,  

• и если Г.В. Лейбниц формулирует задачу логического обоснования 

математики как фундаментальную основу развития механики,  
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• то К.Каратеодори вслед за Г.В.Лейбницем посвящает свою жизнь 

аксиоматическому обоснованию термодинамики [84, 127-128].  

Несмотря на то, что результаты исследований К.Каратеодори не нашли 

поддержку у широкой научной общественности своего времени [127-128], они во 

многом определили [90] как простоту и легкость формальных выводов, так и само 

присутствие строгих логических рассуждений в последующих работах 

термодинамики [5, 136]. Дальнейшее развитие термодинамических исследований 

все более и более увязывалось с математикой [66, 83, 125], как основы  анализа 

возможности разработки более эффективных энергетических и химических 

технологий расчетов на фундаменте 

• формирования достаточно полной подсистемы знаний для описания 

процессов, 

• формулирования необходимых и достаточных условий реализации 

физико-химических процессов. 

Современный уровень развития технологий и техники, связанный с 

существенным расширением множеств известных молекулярных и атомарных 

веществ [14-15, 59, 140], а также с весьма значимым изменением как количества 

типов, так и уровня сложности процессов 

• с одной стороны, обусловливает необходимость как в анализе 

достоверности исходных данных [2, 15, 148], так и в проверке ранее 

выведенных формальных выражений на корректность применения, 

• с другой стороны, определяет потребность во введении новых 

формальных выражений описания состояний и процессов. 

В частности, как было определено выше, для каждого индивидуального вещества 

многокомпонентной смеси веществ существует верхняя температурная граница 

возможного существования. А это значит, что данная температурная граница 

возможного существования индивидуального вещества есть точка разрыва любой 

функции, описывающей свойства многокомпонентной смеси веществ на 

соответствующем промежутке температур, то есть при данном значении 

температуры термодинамические функции не дифференцируемы. Более того, как 
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указано в работе [28-29], во многих практически значимых случаях налицо 

проблема выбора из всего множества материальных субстанций таких веществ, 

которые участвуют в процессах. 

Второе. Известно, что основу вывода соотношений для дифференциалов и 

дифференциальных уравнений термодинамики составляют таблицы частных 

производных П.И. Бриджмена, переработанные и дополненные последователями 

[5, 66, 127-128]. По мнению ряда исследователей [25, 127-128] данные таблицы 

обеспечивают возможности в существенном сокращении времени на 

аналитические преобразования соотношений. Более того, интенсивное развитие 

искусственного интеллекта применительно к исследованию физико-химических 

процессов, обусловливает увеличение значимости подобных таблиц и правил их 

построения.  

Анализ истории развития термодинамики показал, что таблицы частных 

производных П.И. Бриджмена сохраняют свою формы. В то же время 

дискретность компьютерных технологий определяет актуальность построения 

более широких таблиц, а именно таблиц  конечных разностей, для которых 

таблицы П.И. Бриджмена представляются уже как результат предельного 

перехода. Помимо обеспечения точности вычислений, новые, расширенные 

таблицы очевидно представляются фундаментом формулирования новых 

аналитических соотношений взаимосвязи частных производных. 

 Поиск приемлемых математических технологий решения задач 

термодинамики многокомпонентных смесей реагирующих веществ в равновесном 

состоянии составлял и составляет по настоящий момент фундамент развития 

программно-информационных систем термодинамического расчета в целом. 

Первое наиболее полное описание разработанных математических технологий 

было представлено в 70-х годах двадцатого века в работе [5]. В данной работе 

было отмечено, что все множество технологий разбивается на два класса: 

• технологии решения систем линейных и нелинейных уравнений, 

включающих или исключающих ЗДМ, 

− методом Ньютона на основе линеаризации системы нелинейных 
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уравнений, 

− методами численного интегрирования на базе преобразования к 

системе дифференциальных уравнений, 

• технологии поиска минимума энергии Гиббса методом градиентов 

или на основе применения специальных техник приведения к системе 

нелинейных уравнений, решаемой методами Ньютона. 

Итак, фундаментальную основу расчета параметров многокомпонентной смеси 

веществ составляла математическая технология, в большинстве случаев 

базирующаяся на конструировании методом Ньютона последовательности точек  

{ } ,...2,1
)(

=k
kω . Результаты многочисленных экспериментов по термодинамическому 

расчету характеристик процесса течения в сопле камеры ракетного двигателя 

привели к практическому выводу о высокой эффективности используемой 

технологии при исследовании характеристик гомогенных смесей веществ и о 

существенном снижении эффективности применяемой технологии при 

исследовании параметров смесей веществ, включающих конденсируемые 

вещества.  

На повестке дня встал вопрос о математическом анализе технологии 

вычислений в соответствии с известными положениями [117], а именно, 

• обоснование либо непустого содержания области  определения 

функций (некоторого множества Ω ), либо отсутствия решения, 

• определение условий дифференцируемости системы уравнений и 

разрешимости соответствующей линеаризованной системы уравнений, 

• описание правил конструирования бесконечной последовательности 

точек { } ,...2,1
)(

=k
kω , где для любого k  справедливо Ω∈)(kω , 

• доказательство сходимости последовательности { } ,...2,1
)(

=k
kω  к 

некоторому пределу (*))(lim ωω =
∞→

k

k
, 

• представление утверждений о справедливости отношений: Ω∈(*)ω  и 

( )rεω Ω∈(*) , где ε  есть радиус окрестности решения r . 
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Наряду с переходом 

• на поиск экстремума отличной от G  функции, например, энтропии 

или энтальпии [135, 143], 

• на разбиение множества веществ на преобладающие и 

непреобладающие материальные субстанции [120], 

• на различные представления состава веществ: парциальные давления, 

мольные доли, числа молей и степени полноты реакций [78] 

применительно к различным сферам применения термодинамических расчетов, 

все в более и более широкой форме реализуется математический анализ свойств 

множеств, функций и задач (Б.М. Каганович, С.П. Филиппов, А.А.Бугаевский, 

Г.Ф.Воронин, И.К.Карпов, В.А.Дятковская, М.М.Китаин, Е.И.Катин, 

Г.К.Моисеев, Г.П.Вяткин, Е.П.Лещенко, Р.Р.Назырова, S.Gordon, B.J.McBride, 

M.L.Michelsen, W.R.Swith) [2, 4, 28-29, 61, 62, 70, 78, 81-83, 88, 91-93, 99-103, 113-

114, 161, 167-169]. Что в силу развития математики [10-11, 13, 18, 30, 32, 35, 39, 

51-53, 55, 64, 67, 73, 80, 112, 131, 144, 150, 152] обеспечило  

• существенное расширение множества используемых методов 

(например, включение методов линейного, выпуклого и невыпуклого 

программирования, методов оптимизации первого и более высоких 

порядков), 

• выход на анализ свойств множеств, функций и задач на предмет 

достижения равновесного состояния в многомерном пространстве, включая  

применение функций Ляпунова. 

Наиболее полное математически обоснованное применение методов для 

различных задач практики продемонстрировано в работах [28-29, 61, 92]. При 

этом, например, определено, что переход на использование логарифмов 

парциальных давлений как базисных переменных поиска решений приводит 

• к потере энергией Гиббса свойства выпуклости,  

• возникновению областей большой пологости вблизи точки минимума 

и, как следствие, неоднозначности решений. 

При всем разнообразии применяемых технологий значимость метода 
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неопределенных множителей Лагранжа [28-29]  

• как фундамента формулирования и развития методов 

математического программирования, с одной стороны,  

• как математической абстракции вариационных принципов механики 

Лагранжа [18], с другой стороны, 

на снижается по настоящий момент. В то же время, как следует из положений  

математического анализа, применению метода неопределенных множителей 

Лагранжа должен предшествовать анализ разрешимости следующих 

сопутствующих проблем [20, 76]  

• минимизируемая функция должна быть как минимум 

дифференцируемой в каждой точке многомерного пространства. 

• решение, принадлежащее с достаточно большой вероятностью 

некоторой окрестности стационарной точки, должно быть проверено  

− на удовлетворение всем неравенствам, указанным в задаче, 

− на принадлежность достаточно малой окрестности точки 

минимума. 

При этом имеет смысл учесть, что, как это отмечено в работе [20], невозможность 

решения некоторой экстремальной задачи с необходимой степенью точности 

методом неопределенных множителей Лагранжа еще не является признаком 

неразрешимости задачи в принципе. 

С помощью метода неопределенных множителей Лагранжа экстремальная 

задача преобразуется в систему линейных и нелинейных уравнений, решение 

которой в большинстве случаев осуществляется с применением метода Ньютона 

или его модификаций. Метод Ньютона обеспечивает надежность результата и 

высокую скорость сходимости, если начальная точка конструируемой 

бесконечной последовательности { } ,...2,1
)(

=k
kω  принадлежит соответствующей 

области сходимости к решению, параметры которой  применительно к 

классическому методу Ньютона известны [33]. С другой стороны, для 

классического метода Ньютона определено, что каждая точка последовательности 
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{ } ,...2,1
)(

=k
kω  принадлежит многомерному евклидово пространству, и введение 

любых ограничений на координаты точек может помешать сходимости метода.  

Решение систем линейных уравнений, формируемых методом Ньютона, 

наталкивается на такие сложности, как 

• универсальный метод однозначного решения системы линейных 

уравнений при произвольном количестве уравнений и неизвестных и любой 

наперед неизвестной точности не существует,  

• проблема решения систем с плохо обусловленной или вырожденной 

матрицей сохраняет свою актуальность.  

Именно последнее и привело к введению понятия “большая молекула”, которое 

породило проблему неопределенности числа “больших молекул”. 

Из представленного анализа известных математических подходов по 

решению задач термодинамического расчета следует, что авторы различных 

технологий 

• с одной стороны, стараются собрать как можно большее количество 

известных формальных выражений описания физико-химических явлений, 

• а, с другой стороны, пытаются найти эффективные математические 

средства решения задачи, максимально усложненной за счет перехода на 

универсальные технологии расчетов. 

Представляется рациональным наибольшее внимание обратить на очевидную 

справедливость известного постулата, сформулированного “классиками 

термодинамических исследований”: даже ограниченный, но корректный набор 

формальных выражений при обоснованности выбора математических методов 

может не только привести к адекватным численным результатам исследований, 

но и к выявлению формальных выражений, выступающих производными данного 

ограниченного набора исходных положений. То есть не надо заставлять систему 

делать при данных условиях то, чего она сделать не может, необходимо лишь 

корректно ее описать и создать условия реализации.  

Перечисленные проблемы применения метода неопределенных множителей 
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Лагранжа и метода Ньютона обусловливают 

• как сомнительность утверждений об очень высокой степени 

эффективности известных технологий вычислений, 

• так и потребность в поиске иных подходов, снижающих степень 

сложности задач. 

Это, в частности, определило развертывание исследований по разработке 

принципиально новых алгоритмов расчета - алгоритмов генетики, применяемых в 

биосфере [14-15, 163, 165, 171-173, 176]. В связи с этим имеет смысл вспомнить о 

тесной исторической взаимосвязи термодинамики и механики, а также об 

утверждении [28-29] о возможной полезности технологии вариационного 

исчисления (ВИ) применительно к термодинамическим расчетам. Известное 

представление вариационных принципов механики как научного направления, 

посвященного исследованию экстремальных траекторий механического движения 

систем [10, 28-29, 154-155], определило некоторое внимание к идеям 

вариационного исчисления при решении задач теплоэнергетики [5, 12, 22-23, 142, 

158]. В то же время анализ рисунков  5-16 [92], где представлены графики 

экстремумов энтропии (max)
(*)

)(c
B

S   со знаком минус, энтальпии (min)
(*)

)(c
B

H  и энергии 

Гиббса (min)
G   в функции температуры T   для различных топливных композиций 

при различных значениях давления p ,  энтальпии H   для (max)
(*)

)(c
B

S  и энтропии S  

для энтальпии (min)
(*)

)(c
B

H  и где каждая кривая отображает значения соответствующей 

функции для некоторого фиксированного множества конденсированных веществ 

(*)
)(cB , приводит к выводу: любая из задач термодинамического расчета 

равновесного состояния определима как задача поиска некоторой миноранты из 

множества кривых, каждая из которых соответствует некоторому подмножеству 

конденсированных веществ. Из рисунков также следует, что в окрестности 

решения площадь ограниченная минорантой и осью 0x минимальна относительно 

площадей, ограниченных осью 0x и другими кривыми. 
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Таким образом, решение задачи термодинамического исследования 

параметров многокомпонентной смеси веществ представляется в виде поиска в 

некоторой области значений параметра π  (температур T  или суммарных чисел 

молей моль,N ) такой кривой, на которой достигается экстремум 

интеграла
( ){ }

( ) ( )( )∫
1

1

',,min
π

π
πϕ

ππϕπϕπψ d
kk

kB

BB , где ( ) ( )( )πϕπϕπψ ',,
kk BB  есть некоторая 

термодинамическая функция, а ( )πϕ
kB  - функция, описывающая влияние 

конденсированных веществ из множества (*)
)(сB  на термодинамическую функцию в 

зависимости от параметра π . В общем случае сформулированная экстремальная 

задача очевидно относится ко множеству задач вариационного исчисления. 

Однако ориентация задачи термодинамического расчета на вычисление 

параметров многокомпонентных смесей веществ, участвующих в процессе 

течения в сопле камеры ЖРД, обеспечивает корректность определения ее 

принадлежности ко множеству задач вариационных принципов механики, где на 

основе закона постоянства энтропии для адиабатного течения реализуется поиск 

кривой с наименьшим значением энтальпии и, как следствие, наибольшим 

значением скорости потока, обеспечивающей для случая больших степеней 

расширения при ряде дополнительных условий максимальное значение удельного 

импульса в пустоте.  

Известные справочные данные приводят к выводу - множество кривых 

( ){ }πϕ
kB  дискретно, хотя и достигает сотен миллионов. В соответствии с этим, а 

также последними и прогнозируемыми ближайшими достижениями “физики 

невозможного” [63, 145] и в связи с неопределенностью свойств и состава 

веществ, участвующих в химических реакциях на объектах ближнего и дальнего 

зарубежья, очевидно постулировать, что в перспективе множество ( ){ }πϕ
kB  

бесконечно. Обобщая сказанное, корректно представить задачу 
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термодинамического расчета в виде ( )∫
1

1

',,min
π

π
ψ

πϕϕπψ d , поиск минимума для 

которой основывается на решении дифференциального уравнения Эйлера [154] 

0'
=−

π

ψ
ψ

ϕ
ϕ

d

d
,где ( ) (min)(min) ϕπϕ = , ( ) )max()max( ϕπϕ = . При этом справедливы 

положения: 

• если ( )ϕπψψ ,=  или ( ) ( )ϕπψπϕπψψ ,', )2()1( += , то решение 

уравнения Эйлера в общем случае не существует; 

• если ( )'ϕψψ = , то в качестве решения уравнения Эйлера выступают 

прямые линии 21 CC += πϕ ; 

• если ( )',ϕπψψ =  или ( )',ϕϕψψ = , то функция ( )πϕ , являющаяся  

решением дифференциального уравнения ( ) 1' ', C=ϕπψ ϕ   или 

( ) 1' ', C=− ϕϕψψ ϕ , представляет кривую, содержащую точку глобального 

экстремума. 

Таким образом, применительно к рисунку 8 справедливо заключить, что 

множеству { }BeO(*)
)( =cB  соответствует прямая, которая содержит точку 

глобального экстремума только при условии [ ]К,3600К2400∈T . То есть, с одной 

стороны, миноранта есть прямая линия и экстремум возможно не является 

глобальным, а, с другой стороны, получение любой точки миноранты с 

применением метода Лагранжа-Ньютона проблематично, что подтверждается 

известными высказываниями авторов работ [3, 5, 7].  

Как известно, с одной стороны, анализ процесса течения в сопле камеры 

жидкостного ракетного двигателя в наиболее точной форме реализуется 

суперпозицией  методов газодинамического и термодинамического расчетов, где 

фундамент газодинамических вычислений составляет решение системы 

дифференциальных уравнений. При этом известно, что согласно принципу 

Понтрягина Л.С. задаче решения системы дифференциальных уравнений может 

быть сопоставлена задача вариационного исчисления [20]. С другой стороны, 
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результаты газодинамических расчетов, в свою очередь, представляются базисом 

проведения новых термодинамических исследований [177], то есть, корректно 

постулировать, что налицо актуальность разработки некоторой единой 

математической технологии решения и газодинамических, и термодинамических 

задач.  

Следовательно, переход на решение задач термодинамического расчета 

параметров многокомпонентных смесей реагирующих веществ, участвующих в 

процессе течения в сопле камеры  жидкостного ракетного двигателя в 

терминологии вариационных принципов механики - есть объективно 

обусловленная актуальная потребность методологии исследований, 

определяющая создание эффективных интеллектуальных средств разработки 

конкурентоспособных ЖРД на  основе междисциплинарных технологий расчетов, 

на что в известных работах не обращается должного внимания. 

Цели исследования. Анализ процессов и явлений, сопровождающих течение 

однородных и многофазных сред в сопле камеры жидкостного ракетного 

двигателя, при механических и тепловых воздействиях  с целью разработки 

надежных, приемлемо точных и достаточно скоростных технологий 

термодинамических расчетов, обеспечивающих с одной стороны, данными, 

адекватными известным физико-химическим и математическим теориям, и, с 

другой стороны, мобильных  в плане исследования параметров процессов для 

различных математических моделей описания состояния веществ и их смесей.  

Задачи исследования.  

1. Формулирование математических моделей равновесных состояний и 

процессов течения в сопле камеры ЖРД на основе  вариационных принципов 

механики.  

2. Определение свойств множеств, функций и задач, представляющих  

математические модели. 

3. Разработка эффективных математических технологий  вычислений, 

реализующих сформулированные математические модели.  

4. Исследование параметров газожидкостных потоков в процессе течения в 
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сопле камеры ЖРД для различных математических моделей состояния смесей 

веществ.  

Научная новизна. Получены оригинальные, научно обоснованные решения, 

внедрение которых вносит значительный вклад в ускорение научно-технического  

прогресса:  

1. Сформулировано, что фундаментальную основу термодинамического 

расчёта параметров реагирующих смесей веществ, участвующих в процессе 

течения в сопле камеры ЖРД, составляют вариационные принципы механики. 

2. Определено, что известные классические постановки задач 

термодинамического расчета при учете уравнения состояния реального газа 

получаются при подстановке в соответствующие обобщенные задачи результатов 

осреднения интегралов. 

3. Постулировано, что фундамент термодинамического расчета параметров 

реагирующих систем, находящихся в некотором равновесном состоянии, 

описываемом давлением и энтальпией или энтропией, образует поиск 

температуры, принадлежащей достаточно малой окрестности решения,  с  

помощью в том числе и известных соотношений аналитической геометрии, и 

методов выпуклого программирования, обеспечивающих решение задач 

вариационных принципов механики поиска миноранты. 

4. Обосновано, что базисной основой термодинамического расчета параметров 

реагирующих систем веществ, находящихся в равновесном состоянии, 

описываемом давлением и температурой, является суперпозиция ряда методов, 

наиболее значимыми из которых являются метод условного градиента, метод 

неопределенных множителей Лагранжа и метод Ньютона, обеспечивающих при 

комплексном применении приемлемую надежность и достаточно высокую 

скорость вычислений, а также адекватность результатов  расчетов исходным 

физико-химическим положениям за счет применения оригинальных формул 

оценок достижения окрестности решения.  

5. Показано, что для любых допустимых давлений и температур существуют 

такие окрестности решения, где состав реагирующей смеси веществ остается с 
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приемлемой точностью постоянным; это позволяет существенно упростить расчет 

параметров систем при фазовых или полиморфных переходах, а также отказаться 

от организации итерационных процессов, например, при поиске давления при 

заданных температуре и энтропии, за счет применения оригинальных формул 

вычислений. 

6. Продемонстрирована теоретическая разработка и практическая реализация 

сформулированных и обоснованных идей в программах термодинамических 

расчётов для различных математических моделей смесей веществ. 

Теоретическая и практическая значимость работы. Сформулированы 

следующие методологические положения: 

1. Соблюдение положений химической термодинамики об эквивалентности 

множества термодинамических функций, для которых реализуется поиск 

экстремума, множеству равновесных состояний есть фундаментальная 

основа  термодинамического расчета параметров продуктов сгорания при 

течении в сопле камеры ЖРД. 

2. Значение линейной формы энтропии составляет не менее 94% от значения 

энтропии в целом; линейная форма энтропии характеризуется 

фундаментальной значимостью. 

3. Корректный выбор математических технологий решений при 

использовании сжатого набора утверждений и данных обеспечивает 

справедливость ряда, не упомянутых в модели положений термодинамики.  

Разработаны программно-информационные системы, по которым получено шесть 

Свидетельств о государственной регистрации программы для ЭВМ [104-109] и 

которые позволяют определять термодинамические и теплофизические свойства 

многокомпонентных смесей веществ. Динамически подключаемая библиотека 

CTDsoft - корневой сегмент программно-информационных систем   

• использована при решении задач расчета параметров сопла и удельного 

импульса тяги камеры сопла ЖРД с целью профилирования и 

оптимизации сопла ЖРД, 

• интегрирована  в программные комплексы Отраслевой методики 
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определения удельного импульса тяги ЖРД, разработанные ГНЦ ФГУП 

“Центр Келдыша” и постоянно использующиеся в ходе многочисленных 

расчётов удельного импульса тяги различных ЖРД, 

• использована при работе над созданием соответствующих отраслевых 

материалов по определению энергетических характеристик ЖРД. 

Результаты работы использованы научно-исследовательской и учебной работах 

КГТУ им. А.Н.Туполева и КГЭУ. Работа выполнялась: в 1996-1997 г.г. в 

соответствии с Федеральной космической программой России на 1996-1997 г.г. 

(государственный контракт № 100-3/032-96 от 01.07.96 “Трехкомпонентный 

ЖРД”) и при поддержке Российского фонда фундаментальных исследований - 

грант № 93-02-15754, в 2006-2015 г.г. по договорам с ГНЦ ФГУП “Центр 

Келдыша” в рамках НИР «Двигатель» Федеральной космической программы 

России на 2006-2015 г.г. (Государственные контракты № 251-0214/06, № 251-

0214/09, № 251-0214/12). 

Методология и методы исследования. Методологическую основу составляет 

междисциплинарный поиск решения задач термодинамического расчета 

параметров сопла камеры ЖРД  на фундаменте применения систем знаний теории 

ракетных двигателей, термодинамики (классической, химической, технической), 

механики жидкости и газа, математического и функционального анализа, теории 

выпуклого и невыпуклого программирования, теории вариационного исчисления. 

Для аналитических, численных и информационных исследований применены 

методы математического моделирования, математического и функционального 

анализа, численные методы решения экстремальных задач и систем линейных и 

нелинейных уравнений, методы конструирования объектно-ориентированных 

программных компонентов.   

Положения, выносимые на защиту. 

1. Математические модели равновесных состояний термодинамических 

систем, применяемые для расчётных исследований процессов течения в 

соплах камер сгорания ЖРД, а также их фундаментальные свойства.  

2. Условия разрешимости задач и сходимости конструируемых 
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последовательностей точек, оценки достижения достаточно малых 

окрестностей решений, адекватных исходным физико-химическим 

положениям. 

3. Результаты оценки эффективности разработанных технологий вычислений. 

4. Данные численных исследований экстремальных значений, а также 

параметров процесса течения продуктов сгорания в сопле камеры ЖРД для 

различных математических моделей смесей веществ. 

Степень достоверности.  Применение известных положений теории 

ракетных двигателей, фундаментальных положений физико-химических и 

математических теорий, использование банка данных ИВТАНТЕРМО, 

совпадение результатов расчетов с приемлемой точностью с известными 

справочными  данными обусловливают достаточно высокий уровень 

достоверности результатов теоретических и практических исследований. 

Апробация результатов. Основные результаты диссертационной работы 

докладывались и получали положительную оценку на семинарах КГУ им. 

В.И.Ульянова-Ленина, КГТУ им. А.Н.Туполева, МГУ им. М.В.Ломоносова, ИОФ 

им. А.М.Прохорова РАН, ОИВТ РАН, ГНЦ ФГУП «Центр Келдыша» и 24 

конференциях республиканского, российского, всесоюзного и международного 

(12) уровней, в том числе: 4th World Conference on Experimental Heat Transfer, Fluid 

Mechanics and Thermodynamics, 2-6 June, 1997, Brussels, Belgium, 15th International 

CODATA Conference Scientific Data in the Age of Networking, 29 Sept.-3 Oct., 1996, 

Tsukuba, Japan, IV Международная конференция Лаврентьевские чтения по 

математике, механике и физике, 3-7 июля, 1995, Казань, Россия, International 

Conference on Combustion, Moscow-St.-Petersburg, 21-26 June, 1993, Национальная 

конференция по теплоэнергетике НКТЭ-2006, 4-8 сент., 2006, Казань, Россия, 

Международная конференция, посвященная девяностолетию со дня рождения 

Л.С.Понтрягина, 31 авг.-6 сент., 1998, Москва, Россия, Международная научная 

конференция, посвященная 90-летию со дня рождения Г.Г.Тумашева, 21-24 нояб., 

2000, Казань, Россия, Международная научная конференция, посвященная 200-

летию Казанского университета, 18-24 марта, 2002, Казань, Россия, 
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Всероссийская научно-техническая конференция “Ракетно-космические 

двигательные установки”, посвященная 65-летию со дня основания кафедры 

“Ракетные двигатели” МГТУ им. Н.Э.Баумана, 23-24 октября, 2013, Москва, 

Россия. 
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1. МАТЕМАТИЧЕСКИЕ МОДЕЛИ РАВНОВЕСНЫХ ПРОЦЕССОВ В СОПЛЕ 

КАМЕРЫ ЖИДКОСТНОГО РАКЕТНОГО ДВИГАТЕЛЯ 

 

1.1. Физико-химические основы конструирования и  

структуры математических моделей 

 

 

 

 Как отмечено ранее, одну из основ исследования процессов в сопле камеры 

ЖРД составляет термодинамический расчет. Термодинамический расчет 

параметров продуктов сгорания топлива - многокомпонентной смеси 

реагирующих веществ, участвующих в равновесном процессе течения в сопле 

камеры жидкостного ракетного двигателя основывается на решении таких задач, 

как 

• вычисление параметров продуктов сгорания топлива в точке 

торможения на входе в сопло (обозначается нижним индексом 0), 

• вычисление параметров многокомпонентной смеси реагирующих 

веществ в минимальном (нижний индекс *) и выходном сечениях (нижний 

индекс a  или без нижнего индекса). 

Таким образом, описание задач термодинамического расчета основывается на 

следующих фундаментальных понятиях: топливо, многокомпонентная смесь 

реагирующих веществ, сопло, процесс течения.  

Известные системы знаний - термодинамика, теория ракетных двигателей 

[3, 5, 25, 36, 48-49, 65-66, 69, 75, 90-91, 101, 115, 118, 123-124, 132-134, 136, 156] 

позволяют представить следующую фундаментальную основу исследований при 

учете перечисленных во введении ограничений.  

В качестве базисного понятия термодинамики выступает понятие - реальное 

физическое пространство. Реальное физическое пространство - это трехмерное 

евклидово пространство, заполненное материальной субстанцией. Материальная 
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субстанция, в качестве наименьшей структурной единицы которой в данной 

работе рассматривается атом, обладает достаточным запасом энергии для 

образования и распада молекул. Система достаточно большого количества атомов 

или молекул одной и той же природы образует атомарное или молекулярное, 

обобщенно именуемое индивидуальное, вещество, единицей измерения 

количества которого выступает моль. Каждое индивидуальное вещество - это 

уникальная материальная субстанция, моль которой в любой момент времени 

заполняет одно и только одно подпространство реального физического 

пространства. 

Замкнутое подпространство Ω  реального физического пространства, 

заполненное многокомпонентной смесью веществ, объема V ,  где ∞<≤≤< AVε0  

при 

• ε , A   достаточно велики для анализа характеристик Ω  с помощью 

макрофизических средств исследования, 

• ε , A   достаточно малы для исключения возможности возникновения 

неприемлемых флюктуаций,  

удовлетворяющее условию связности, определяется как термодинамическая 

система. Любая термодинамическая система представляется объединением 

конечного числа материальных тел, каждое из которых характеризуется линейной 

связностью заполнения трехмерного евклидово пространства.  

Любому материальному телу kM  сопоставляется условная молекула,  то 

есть каждое материальное тело описывается, в частности,  

• молярной массой ∑
∈

−=
)(

)(310
kM

k

k

Xi

M
iiM bµµ , 

моль

кг
 условной молекулы, 

где  )(k
ib  есть количество грамм-атомов химического элемента )( kM

iX  в 

химической формуле условной молекулы, iµ , 
моль

г
 - атомная масса 

химического элемента )( kM
iX ,  

• множеством химических элементов  { }∪
i

M
i

M kk XX
)()( = .  
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Отсюда выводится, что любой термодинамической системе, образованной 

материальными телами lMM ,...,1  с массовыми долями lgg ,...,1 , где 1
1

=∑
=

l

k

kg , 

также сопоставима условная молекула с молярной массой Tµ , 
моль

кг
, для 

химических элементов которой справедливо выражение ∑
=

=
l

k M

kM
iTi

k

k
g

bb
1

)(

µ
µ , где  

ib  - количество грамм-атомов химического элемента iX  в химической формуле 

условной молекулы термодинамической системы, причем, Xi ∈  и ∪
l

k

M kXX
1

)(

=

= .  

При этом  принимается 

• молярная масса условной молекулы любой термодинамической 

системы удовлетворяет условию 
моль

кг
1=Tµ , 

• термодинамическая система образована одним и только одним молем 

условной молекулы, то есть для массы Tm  термодинамической системы 

справедливо определение TTm µ×= 1 , кг  или кг1=Tm . 

Итак, состав топлива задается химической формулой 
mmbb XX ...

11  условной 

молекулы, где ib  - количество грамм-атомов химического элемента iX . Для 

двухкомпонентного топлива, образованного окислителем (далее обозначается 

текстом Ox ) и горючим (идентификационный текст - Fl ),  определена 

возможность задания исходного состава  

• массовым соотношением компонентов топлива mK , 
горючегокг

окислителякг
,  

• коэффициентом избытка окислителя окα , где (0)
mокm KK α= . 

При этом 
гор

ок)0()0(

µ

µ
χmmK = , 

горючегокг

окислителякг
, где )0(

mχ ,
горючегомоль

окислителямоль
 есть 

мольный стехиометрический коэффициент,  удовлетворяющий выражению 
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∑

∑

=

=−=
n

i

i
Ox

i

n

i

i
Fl

i

m

b

b

1

)(

1

)(

)0(

ν

ν

χ  при определении: iν - валентность химического элемента iX . 

Известное значение mK  обеспечивает вычисление массовых долей горючего 

( )
m

Fl
k

g
+

=
1

1
 и окислителя ( ) ( )FlOx gkg m= . Известные значения удельных 

энтальпий kh , 
кг

кДж
 и массовых долей  kg  компонентов топлива обеспечивают 

вычисление удельной энтальпии топлива k

K

k

k hgh ∑
=

=
1

Т ,
кг

кДж
. 

 Любое индивидуальное вещество j  характеризуется химической формулой 

)()()(
1

)(
1 ... j

m
j

m
jj

bXbX , и, как следствие, множеством формул химических элементов 

{ }∪
m

i

j
i

j XX
1

)()(

=

= , где )( j
ib  - количество грамм-атомов химического элемента )( j

iX  в 

химической формуле вещества j , а также числом молей jn , моль . Известные 

числа молей jn  позволяют вычислить массу вещества jjj nm µ= , кг . 

Множеству химических элементов X, представленных в химической 

формуле условной молекулы термодинамической системы, однозначно 

сопоставляется множество В индивидуальных веществ, собственно и образующих 

в своем взаимодействии термодинамическую систему. При этом химической 

формуле каждого индивидуального вещества Bj ∈  сопоставляется вектор 

( )Tijj aa = , где параметр ija , именуемый стехиометрическим коэффициентом,  для 

любых Xi ∈  и Bj ∈  удовлетворяет определению 






∈

∉
=

,,

,,0
)()(

)(

jj
i

j

ij
Xib

Xi
a неравенству 

                                                                1≥∑
∈Xi

ija                                                        (6) 

для любого Bj ∈  и отношению 1≥∑
∈Bj

ija  для любого Xi ∈ . Итак, 
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• для химической формулы условной молекулы термодинамической 

системы при Xi ∈  справедлива формула  

                                                         ∑
∈

=
Bj

jiji nab ,                                                       (7) 

• для термодинамической системы корректно  соотношение 

∑
∈

=
Bj

jjT nm µ .  

Известное число молей вещества Bj ∈  обеспечивает вычисление таких его 

характеристик, как 

• массовая доля [ ]1,0∈jz , где 
T

jj
j

m

n
z

µ
=  или 

                                                              
1

jj
j

n
z

µ
= ,                                                        (8) 

• мольная доля [ ]1,0∈jx , где 

                                                                 
∑
∈

=

Bk
k

j
j

n

n
x .                                                   (9) 

Принимается, что граница замкнутого подпространства Ω  является зарытой, то 

есть для любого Xi ∈  справедливо отношение constbi = , и, как следствие, 

constmT = . 

Любое материальное тело определяется как однородная смесь веществ или 

фаза, что корректно в силу положения о присутствии свойства линейной 

связности подпространства, занимаемого материальным телом. Далее 

принимается, что любая материальная субстанция находится в равновесном 

состоянии. Следовательно, термодинамическая система как совокупность 

равновесно сосуществующих равновесных фаз также является равновесной 

материальной субстанцией,  описываемой совокупностью интенсивных 

(например, температура T, давление p) и экстенсивных (например, объем V ) 

параметров, в свою очередь распределяющихся на зависимые и независимые 

переменные. 
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 Физическое существование одного моля любого индивидуального вещества 

Bj ∈  в реальном физическом пространстве проявляется, в частности, в изменении 

таких параметров, как молярная энтальпия ( )TH j
)0( , 

моль

Дж
, молярная энтропия 

( )TS j
)0( , 

мольК

Дж

⋅
, молярная теплоемкость ( )TCp j

)0( , 
мольК

Дж

⋅
 при constp = , 

которые представляют свойства так называемого  “чистого”  вещества и для 

которых в стандартном состоянии, то есть при давлении в одну атмосферу, то есть 

при Па101325атм =p , справедливы формулы 

                                         ∫+∆=

j

j

j

T

T

jTfjj dTTCpHTH ,)()( )0(0
,,

)0(                                  (10) 

                                   ∫+=
j

j

T

T

j
jjj dT

T

TCp
TSTS ,

)(
)()(

)0(
)0()0(                                      (11) 

где 0
,, jTfj

H∆ , 
моль

Дж
 - молярная теплота образования, а )()0(

jj TS , 
мольК

Дж

⋅
 - 

молярная энтропия вещества Bj ∈  при температуре jT . Промежуток [ ]jj TT , , где 

0>> jj TT , рассматривается как интервал существования вещества Bj ∈ , для 

которого справедливы выражения 

                                                 
dT

TdH
TCp

j

j

)(
)(

)0(
)0( = ,                                                  (12) 

                                                  
dT

TdS
TTCp

j
j

)(
)(

)0(
)0( = .                                              (13) 

Температурный интервал [ ]jj TT , , где Bj ∈ , рассматривается как диапазон 

инвариантности структур молекул и форм взаимодействия атомов и молекул. 

Уменьшение размеров и массы индивидуального вещества до неприемлемо малой 

величины рассматривается как исчезновение или распад соответствующего 

индивидуального вещества, увеличение размеров и массы индивидуального 

вещества до приемлемо  малой величины представляется как образование 
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соответствующего индивидуального вещества.  

Итак, термодинамическая система характеризуется интервалом температур 

[ ]TT ,  возможного существования в реальном физическом пространстве при 

определении j
Bj

TT
∈

= min , j
Bj

TT
∈

= min , где 0>T  и TT > . Более того, для 

термодинамической системы необходимо существует интервал возможного 

существования по давлениям [ ]pp, , где 0>> pp . 

Все термодинамические функции ( )TH j
)0( , ( )TS j

)0( , ( )TCp j
)0( , где Bj ∈ ,  

удовлетворяющие выражениям (10)-(13), непрерывны по множеству температур 

на интервале [ ]jj TT , , причем,  

• функция ( )TCp j
)0(  принимает не менее, чем положительные значения 

и, по крайней мере один раз, дифференцируема, 

• функции ( )TH j
)0( , ( )TS j

)0(  являются возрастающими и, по крайней 

мере дважды, дифференцируемыми, причем, функция ( )TS j
)0(  принимает не 

менее, чем положительные значения для любого [ ]jj TTT ,∈ .  

Известные значения функций ( )TH j
)0( , ( )TS j

)0( , ( )TCp j
)0( , где Bj ∈ , 

обеспечивают вычисление молярного химического потенциала для “чистого”  

вещества  

                                     ( ) ( ) ( )TTSTHT jjj
)0()0()0( −=µ , 

моль

Дж
,                                      (14) 

где химический потенциал ( )Tj
)0(µ  также выступает как непрерывная функция, 

имеющая, как минимум, производную второго порядка. 

Аксиоматически постулируется, что именно совокупность кривых ( )TH j
)0( , 

( )TS j
)0( , ( )TCp j

)0(  на интервале [ ]TT ,  идентифицирует уникальность данного 

“чистого” вещества Bj ∈  при стандартном состоянии.  
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Множество индивидуальных веществ В разбивается на классы: )(gB - 

множество веществ в газообразном (газообразные вещества), )(cB -множество 

веществ в конденсируемом (конденсируемые вещества) состояниях. Множество 

веществ в конденсируемом состоянии, в свою очередь, разбивается на классы: 

)(lB - множество веществ в жидком (жидкие вещества), )(sB -множество веществ в 

твердом (твердые вещества) состояниях. 

Каждое индивидуальное вещество из множества )(gB  рассматривается как 

система чрезвычайно большого количества элемента k, который принадлежит 

либо множеству атомов А, либо множеству молекул М, то есть MAk ∪∈ . 

Следовательно, множество веществ )(gB  эквивалентно множеству MA∪ .  

Множество конденсируемых веществ )(cB  разбивается на множества kΓ , 

вещества каждого из которых образованы некоторым элементом k из множества 

'' MA∪ , где )(' gAA ⊆ , )(' gMM ⊆  и )()()( ggg BMA =∪ . Множество веществ kΓ  в 

различных фазовых или полиморфных состояниях именуется как конденсируемое 

или конденсирующееся вещество, а каждый элемент множества kΓ  далее 

рассматривается как отдельное конденсируемое или конденсирующееся вещество. 

В большинстве случаев для любого множества kΓ , где '' MAk ∪∈ , во 

множестве )(gB  существует вещество j, которое образовано тем же элементом k. 

В случае отсутствия подобного элемента во множестве )(gB  принимается, что 

элемент '' MAk ∪∈  образует газообразное  вещество j  условно, то есть для 

данного условного существующего вещества )(gBj ∈  справедливо соотношение 

0=jn . Множество газообразных веществ k, для каждого из которых существует 

множество kΓ , далее обозначается в виде )(
)(

Γ
g

B , где )(
)(
)( gg

BB ⊆Γ . Введенная 

классификация обусловливает структуризацию  множества )(gA  на классы )0(
)(gA , 

)(
)(

Γ
gA  и множества )(gM  на классы )0(

)(gM , )(
)(

Γ
gM . 
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Очевидно, что множество { }''| MAkk ∪∈Γ  эквивалентно множеству веществ 

)(
)(

Γ
gB , которое в свою очередь эквивалентно множеству '' MA∪ . При этом 

принимается 

• любое вещество из множества )(
)(

Γ
gB  именуется как соответствующее 

газообразное вещество,  

• множество веществ jΓ , где )(
)(

Γ∈ gBj , описывается такими 

параметрами, как 

−  число молей конденсирующегося вещества )(Γ
jn , где  

                                                              ∑
Γ∈

Γ =

jk

kj nn
)( ,                                                  (15) 

−  интервал температурного существования конденсирующегося 

вещества 



 ΓΓ )()( , jj TT , где 

                                                           k
k

j TT
jΓ∈

Γ = min)( ,                                                   (16) 

                                                           k
k

j TT
jΓ∈

Γ
= max

)(
.                                                   (17) 

Причем, интервал 



 ΓΓ )()( , jj TT  температурного существования 

конденсирующегося вещества, соответствующего множеству jΓ , и 

интервал температурного существования газообразного вещества 







jj TT , , где )(
)(

Γ∈ gBj , удовлетворяют включению [ ]




⊇

ΓΓ )()( ,, jjjj TTTT . 

Температурные промежутки существования веществ любого множества jΓ  

упорядочиваются в виде [ ] [ ] [ ]
jj

kkkkkk TTTTTT ,...,, 2211
≤≤≤ , где вещества ik , 1+ik  

при ji ,...,1=   именуются как соседние. Для любых соседних веществ ik , 1+ik , где 

1,...,2 −= ji , отношение [ ] [ ]11
,, ++

≤
iiii

kkkk TTTT  определяется свойством: для 

любой температуры [ )
iii

kkk TTT ,∈  и любой температуры ( ]111
, +++

∈
iii

kkk TTT  
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справедливо неравенство 
1+

<
ii kk TT , где 

1+
=

ii kk TT . Таким образом, каждое из 

множеств jΓ , где )(
)(

Γ∈ gBj , упорядочено, то есть представляется в виде 

...1... <+<< kk , где порядок 1+< kk  идентифицируется отношением 1+≤ kk TT .  

 Применительно к понятию условного существования далее вводятся 

ограничения 

• в термодинамической системе отсутствуют условно существующие 

атомарные вещества, 

• для любого газообразного вещества условность существования может 

быть определена не шире, чем для температур, находящихся правее верхней 

границы температурного интервала существования, 

• для любого конденсированного вещества условность существования 

может быть определена  

− как для температур, находящихся правее верхней границы 

температурного интервала существования,  

− так и для температур, находящихся левее нижней границы 

температурного интервала существования, 

• химическая формула условной молекулы термодинамической системы в 

обязательном порядке включает формулу, по крайней мере одного, 

атома, не принадлежащего множеству 'A , 

• для любого конденсированного атомарного вещества соответствующее 

газообразное вещество не является условно существующим. 

Для любого газообразного вещества определена возможность участия в 

химических реакциях. В соответствии с принятыми соглашениями реакции 

возможного распада или образования веществ )(gBj ∈  представляются в 

терминологии атомарных веществ и имеют вид  

                                                         ∑
∈

⇔
Xi

iijj nan .                                                     (18) 

Таким образом, если принять, что ни одно газообразное вещество не участвует в 

какой-либо химической реакции, то получается, что для любого вещества )(gBj ∈  
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число молей jn  постоянно. В этом случае, как известно, термодинамическая 

система определяется как замороженная. Однако при этом не исключается 

возможность вариации чисел молей kn  конденсированных веществ, где )(cBk ∈ , в 

силу реализации фазовых переходов при условии инвариантности чисел молей 

)(Γ
jn , где )(

)(
Γ∈ gBj . 

 Множество веществ в газообразном состоянии разбивается на классы - 

преобладающие и непреобладаюшие вещества. Индивидуальное вещество 

является преобладающим веществом, если 

• оно принадлежит множеству атомарных веществ или представляется 

как образованное элементами из множества '' MA∪ , 

• обнаружено, что при некоторых давлениях и температурах его 

мольная доля jx  удовлетворяет условию: xjx ε> , где xε  есть некоторое 

приемлемое число. 

Любое газообразное вещество )(gBj ∈  подчиняется некоторому уравнению 

состояния. Далее, если не определено иное, принимается, что вещество 

удовлетворяет уравнению состояния идеального газа в виде  

                                                         jj TnRVp 0= ,                                                       (19) 

где 31441,80 =R , 
мольК

Дж

⋅
 есть универсальная газовая постоянная. 

 Принимается, что все вещества в газообразном состоянии образуют 

идеальный раствор, то есть образуют одну газообразную фазу, для которой 

справедливо уравнение состояния идеального газа в форме  

                                                             TNRpV 0= .                                                     (20) 

Это обусловливает, с одной стороны, справедливость закона Рауля, согласно 

которому для парциального давления любого вещества )(gBj ∈  справедливо 

соотношение jj pxp = , и в соответствии с законом Дальтона pp

gBj

j =∑
∈ )(

 

корректность уравнения нормировки 
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                                                           1
)(

=∑
∈ gBj

jx ,                                                     (21) 

и, как следствие,  

                                                               Nn

gBj

j =∑
∈ )(

,                                                   (22) 

где N , моль  есть суммарное число молей веществ газовой фазы. С другой 

стороны, известные физико-химические законы смешения веществ газовой фазы 

определяют справедливость утверждения о создании эффекта смешения, 

проявляющегося в свойствах веществ, а именно, для любого вещества )(gBj ∈  

• формальное выражение описания молярной энтропии  (11) 

приобретает вид  

                                             ( ) ( ) jjj xRTpSnTpS ln,,, 0−= ,                                       (23) 

где  

                                             ( ) ( ) pRTSTpS jj ln, 0
)0( −=                                    (24) 

и 
атмp

p
p = , 

• соотношение (14) определения молярного химического потенциала с 

учетом (23) преобразуется к форме  

                                            ( ) ( ) jjj xTRTpnTp ln,,, 0+= µµ ,                                     (25) 

где  

                                         ( ) ( ) ( )TpTSTHTp jjj ,, )0( −=µ                                  (26) 

или  

                                           ( ) ( ) pTRTTp jj ln, 0
)0( += µµ ,                                 (27) 

Причем формула (27) достаточно просто выводится из (25) при учете (26) и (24). 

Для описания свойств веществ далее будут применяться так называемые 

приведенные параметры, а именно:  

• приведенная энтальпия  

                                                 ( ) ( ) 0
)0( /TRTHTH jj = ,                                                (28) 
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• приведенная энтропия  

                                                     ( ) ( )
0

,,
,,

R

nTpS
nTpS

j
j −= ,                                        (29) 

для которой справедливо представление  

                                              ( ) ( ) jjj xTpSnTpS ln,,, += ,                                          (30) 

где  

                                                      ( )
( )

0

,
,

R

TpS
TpS

j
j −= ,                                             (31) 

причем соотношения (30), (31) получаются из (29) при учете (23), 

• приведенный химический потенциал  

                                                     ( ) ( )
0

,,
,,

TR

nTp
nTp

j

j

µ
µ = ,                                          (32) 

для которого корректно выражение 

                                                ( ) ( ) jjj xTpnTp ln,,, += µµ ,                                       (33) 

где  

                                                          ( )
( )

0

,
,

TR

Tp
Tp

j

j

µ
µ =                                             (34) 

и соотношения (33), (34) получаются из (32) при учете (23).  

Известно, что, если при данной температуре T для некоторого вещества 

)(gBj ∈  определена справедливость отношения [ ]jj TTT ,∈ , то принимается, что 

число молей jn  этого вещества удовлетворяет условию 0>jn . Следовательно, 

суммарное число молей подчиняется неравенству 0>≥ NN ε , то есть газовая фаза 

всегда присутствует в системе, что подтверждается известным положением: 

применительно к ракетным двигателям газовая фаза всегда присутствует в 

приемлемом для термодинамики количестве. 

 Все вещества множества )(cB  рассматриваются как отдельные 

конденсируемые или конденсирующиеся материальные субстанции. Если при 

этом для данного вещества )(cBk ∈  справедливо неравенство 0>kn , то k 
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рассматривается как отдельное конденсированное вещество. В этом случае 

постулируется, что множество jΓ , где )(
)(

Γ∈ gBj  и jk Γ∈ , есть конденсированное 

вещество. Каждое отдельное конденсированное вещество есть конденсированная 

фаза (жидкая или твердая), удовлетворяющая условию - суммарный объем всех 

конденсированных фаз занимает существенно меньшую часть объема системы, 

чем газовая фаза.  

Пусть обнаружено, что при некоторой температуре Т в некотором 

множестве jΓ , где )(
)(

Γ∈ gBj , существуют два отдельных конденсированных 

вещества 1и +kk . Подобное состояние множества jΓ  возможно тогда и только 

тогда, когда выполнено условие 1+== kk TTT , то есть температура Т выступает 

границей интервалов существования. В этом случае температура Т  определяется 

как температура фазового или полиморфного перехода и принимается, что 

химические потенциалы веществ удовлетворяют системе 

                                      ( ) ( )TnTp kj µµ =,, , jk Γ∈ , )(
)(

Γ∈ gBj ,                                    (35)  

то есть химические потенциалы веществ множества jΓ , где )(
)(

Γ∈ gBj , равны как 

химическому потенциалу соответствующего газообразного вещества j, так и 

между собой, где  

                                                    ( )
( )

0TR

T
T k

k

µ
µ = , jk Γ∈ .                                            (36)  

Формула (36) следует из применения общего представления (32) для любой 

субстанции из множества )(cB . Далее принимается, что любая из температур 

фазового или полиморфного переходов имеет уникальное для данной 

термодинамической системы значение. 

Из представления ib  (7) выводится ∑ ∑∑
∈ ∈∈

=
Bj Xi

ijj

Xi

i anb , что при учете (6)  

приводит к неравенству ∑∑
∈∈

≥
Bj

j
Xi

i nb , то есть, суммарное число молей N веществ 

газовой фазы ограниченно, то есть удовлетворяет неравенству ∑
∈

≤
Xi

ibN . Из (7), а 



 49

также из 

                                                         
∑

∈

=

)( gBj

j

k
k

n

n
x ,                                                        (37) 

где )(gBk ∈ , являющегося следствием (9) при определении: kx  есть мольная доля 

вещества k  в газовой фазе, следует, что состав термодинамической системы 

необходимо удовлетворяет уравнениям сохранения вещества 

                                       i

Bj

jij

Bj

jij bnaxaN

cg

=+ ∑∑
∈∈ )()(

, Xi ∈ .                             (38) 

Таким образом, состав веществ термодинамической системы есть точка 

замкнутого и ограниченного подпространства 

{ }],[,],,0[,],1,0[,...),,...,,...,(| )()( NNBknnBjxnxNnn Nckgjkj ε∈∈∈∈∈==ℵ  

многомерного евклидово пространства. Множество веществ В эквивалентно 

упорядоченному множеству векторов { }Bja j ∈|  матрицы стехиометрических 

коэффициентов )( ja , характеризующейся возможной линейной зависимостью 

или равенством, по крайней мере двух, векторов 1ja , 2ja  при 21 jj ≠ . Если для 

данной точки ℵ∈n  определено, что существует хотя бы одно конденсированное 

вещество, то принимается, что точка n  определяет гетерогенную, иначе - 

гомогенную термодинамическую систему. 

Известно, что для равновесной термодинамической системы справедливы 

уравнения закона действующих масс вида 

( ) ∑
∈

−=

)(

lnln,,ln ,
gAi

iijjjx xaxnTpK , )(gBj ∈ ,  

где ( ) ( ) ( )∑
∈

+−=

)(

,,,,,,ln ,
gAi

iijjjx nTpanTpnTpK µµ , соответствующие реакциям 

распада и образования веществ (18), то есть для координат точки ℵ∈n  

справедлива система уравнений 

( ) ( ) ∑∑
∈∈

−=+−

)()(

lnln,,,,
gg Ai

iijj

Ai

iijj xaxnTpanTp µµ , )(gBj ∈ , 
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или 

                                       ( ) ( ) 0,,,,
)(

=− ∑
∈ gAi

iijj nTpanTp µµ , )(gBj ∈ .                        (39) 

Для равновесного состояния термодинамической системы при данных 

давлении p и температуры T характерно наличие ограничения на величину 

мольной доли любого вещества из множества )(
)(

Γ
g

B . Пусть во множестве )(
)(

Γ
g

B  

выделено некоторое вещество j , а во множестве jΓ  выделено отдельное 

конденсируемое вещество k , для которого справедливо условие [ ]kk TTT ,∈ , 

тогда выполняются отношения 

• если 0)( =Γ
jn , то 

                                                      ( )nTpx jkj ,,ln τ≤ ,                                                  (40) 

• если 0>kn , то 

                                                         ( )nTpx jkj ,,ln τ= ,                                               (41) 

где  

                                            ( ) ( ) ( )nTpTnTp jkjk ,,,, µµτ −= .                                     (42) 

Принимается: если для термодинамической системы известны исходный 

массовый состав веществ и значения 0X , 0Y   двух независимых параметров, то 

термодинамическая система определяется как находящаяся в равновесном 

состоянии constYX =00 , . Для любых значений независимых переменных 

справедливо правило фаз Гиббса, то есть [5]: для того, чтобы термодинамическая 

система имела две степени свободы, необходимо выполнение неравенства 

                                                       11
)(
)( 0

,

−≤∑ ∑
Γ

∈
>
Γ∈

X

g
k

jBj
n

k

.                                               (43) 

 Пусть каким-либо способом во множестве ℵ выделена точка n , 

представляющая равновесный состав многокомпонентной смеси веществ при 

данных давлении 0p  и температуре 0T . Тогда координаты точки n  и значения 

давления и температуры представляются фундаментом вычисления множества 
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термодинамических характеристик системы, таких, например, как массовые доли 

отдельных конденсированных веществ (8), плотность ρ  (3), молярная масса 

многокомпонентной смеси веществ 

                                                   
N

m
nTp T=),,(µ , 

моль

кг
,                                             (44) 

удельная газовая постоянная  

                                            
),,(

10),,( 03

nTp

R
nTpR

µ
−= , 

Kкг

кДж

⋅
,                                 (45) 

выведенных из ранее представленных формальных определений с помощью учета 

(20), где N  удовлетворяет (22).  

В качестве независимых переменных X , Y  нередко используются 

термодинамические функции - энтальпия H , энтропия S , энергия Гиббса G  и 

другие параметры. Каждый термодинамический потенциал ϕ  является 

экстенсивным параметром, для которого справедливо формальное выражение 

∑
∈

=
Bk

kkn ϕϕ , где kϕ  - молярная составляющая функция [123], что приводит к 

следующим формальным определениям функций 

• энтальпия 

                               ∑∑
∈∈

+=

)()(

)()(),,(
cg Bj

jj

Bj

jj THnTHxNnTpH , Дж ,                      (46) 

− приведенная энтальпия 

               ∑∑
∈∈

+=

)()(

)()(),,(
cg Bj

jj

Bj

jj THnTHxNnTpH , моль ,              (47) 

− удельная энтальпия  

                                                    
Tm

nTpH
nTph

),,(
10),,( 3−= ,

кг

кДж
,                           (48) 

• энтропия 

                         ∑∑
∈∈

+=

)()(

)(),,(),,(
cg Bj

jj

Bj

jj TSnnTpSxNnTpS , 
К

Дж
,             (49) 

− приведенная энтропия 
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                          ∑∑
∈∈

+=

)()(

)(),,(),,(
cg Bj

jj

Bj

jj TSnnTpSxNnTpS , 
К

моль
,         (50) 

− удельная энтропия  

                                    
Tm

nTpS
nTps

),,(
10),,( 3−= , 

Kкг

кДж

⋅
,                                          (51) 

• энергия Гиббса 

                     ∑∑
∈∈

+=

)()(

)(),,(),,(
cg Bj

jj

Bj

jj TGnnTpGxNnTpG , Дж ,                 (52) 

− приведенная энергия Гиббса 

                       ∑∑
∈∈

+=

)()(

)(),,(),,(
cg Bj

jj

Bj

jj TGnnTpGxNnTpG , моль ,           (53) 

где параметры jG  и jµ , а также приведенные параметры jG  и jµ  

рассматриваются как синонимы, а для jx , где )(gBj ∈ , справедливо (37).  

Для любой термодинамической системы определена возможность участия в 

равновесном процессе перехода из одного равновесного состояния в другое в 

результате, например, осуществления последовательности химических реакций, 

фазовых или полиморфных переходов. Реализация любого равновесного процесса 

удовлетворяет фундаментальным законам термодинамики, описываемым в 

обобщенной форме в виде [123]: 'dQTdSVdpdH −=− , где  некомпенсированная 

теплота Клаузиуса 'dQ  принимает положительные значения, откуда выводится 

• равновесное состояние constHp =00 , термодинамической системы 

достижимо при наибольшей энтропии S, 

• равновесное состояние constSp =00 ,  термодинамической системы 

достижимо при наименьшей энтальпии H , 

• равновесное состояние constTp =00 ,  термодинамической системы 

достижимо при наименьшей энергии Гиббса G.  

С другой стороны, переход из одного равновесного состояния в другое 

равновесное состояние производится в результате некоторого воздействия,  
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которое обусловливает возникновение неравновесного процесса, описываемого 

системой дифференциальных уравнений, например химической кинетики, для 

которой справедливо положение о постоянстве составов множеств X , B  и 

значений множества параметров состава { }ib , где Xi ∈ . Но отсюда выводится, 

что для любой точки 
(*)

n  - решения системы дифференциальных уравнений, 

полученной любым из методов, справедливо отношение ℵ∈
(*)

n . Следовательно, 

решение системы дифференциальных уравнений есть точка множества ℵ, 

которая есть одно из решений системы уравнений (21), (38). 

Классические математические модели равновесных состояний 

представляются следующими экстремальными задачами. 

1. Пусть термодинамическая система находится под давлением 0p  и 

обладает энтальпией 0H . Тогда температура (*)T и точка ℵ∈
(*)

n , 

соответствующие равновесному состоянию constHp =00 ,  системы, 

выступают решением экстремальной задачи 

                                              
[ ]

),,(max),,( 0
,,

(*)(*)
0 nTpSnTpS

nTTT ℵ∈∈
=                      (54) 

 при справедливости для любых Т и ℵ∈n  системы уравнений (21), 

(38) и уравнения 

                                                         00 ),,( HnTpH = .                                                 (55) 

2. Пусть термодинамическая система находится под давлением 0p  и 

обладает энтропией 0S . Тогда температура (*)T и точка ℵ∈
(*)

n , 

соответствующие равновесному состоянию constSp =00 ,  системы, 

выступают решением экстремальной задачи 

                                                      
[ ]

),,(min),,( 0
,,

(*)(*)
0 nTpHnTpH

nTTT ℵ∈∈
=                (56) 

 при справедливости для любых Т и ℵ∈n  системы уравнений (21), 

(38) и уравнения 

                                                         00 ),,( SnTpS = .                                                   (57) 
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3. Пусть термодинамическая система находится под давлением 0p  и 

при температуре 0T . Тогда точка ℵ∈
(*)

n , соответствующая 

равновесному состоянию constTp =00 ,  системы, является решением 

экстремальной задачи 

                                                     ),,(min),,( 00
(*)

00 nTpGnTpG
n ℵ∈

=                            (58) 

 при справедливости для любого ℵ∈n  системы уравнений (21),  (38). 

Известные значения параметров состава и термодинамических функций 

позволяют вычислить такие дифференциальные характеристики, как  

• изобарный коэффициент расширения 
p

p
T

V

V









∂

∂
=

1
α , 









K

1
, то есть 
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ε
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),,(),,(
lim

1
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nTpVnTpV

V
nTpp

−+
=

→
,                     (59) 

• изотермический коэффициент сжатия 
T

T
p

V

V 








∂

∂
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1
β , 
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1
, то есть 

                              
ε

ε
β

ε

ε

),,(),,(
lim

1
),,(

)(

0

nTpVnTpV

V
nTpT

−+
−=

→
,                     (60) 

• теплоемкость 
p

p
T

H
C 









∂

∂
= , 

K
Дж

 при constp = , то есть 

                                    
ε

ε
ε

ε

),,(),,(
lim),,(

)(

0

nTpHnTpH
nTpC p

−+
=

→
,                     (61) 

или удельная теплоемкость при constp =  

                                    
T

p3
p

m

)n,T,p(C
10)n,T,p(c −= , 

Kкг

кДж

⋅
,                                  (62) 

• теплоемкость 
p

p
T

H
C

f









∂

∂
= , 

K
Дж

 при constp =  замороженной смеси, 

то есть 
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ε

ε
ε

ε

),,(),,(
lim),,(

)(

0

nTpHnTpH
nTpC

fp

−+
=

→
,                (63) 

или удельная теплоемкость при constp =  замороженной смеси 

                                    
T

p3
p

m

)n,T,p(C
10)n,T,p(c

f

f

−= , 
Kкг

кДж

⋅
,                              (64) 

• теплоемкость 
p

v
T

U
C 
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= , 

K
Дж

 при constV = , то есть 

                                   
ε

ε
ε

ε

),,(),,(
lim),,(

)(

0

nTVUnTVU
nTVCv

−+
=

→
,                       (65) 

или удельная теплоемкость при constV =   

                                      
T

3
v

m

)n,T,V(Cv
10)n,T,V(c −= , 

Kкг

кДж

⋅
,                                  (66) 

где для внутренней энергии U  справедливо выражение pVHU −= , 

• теплоемкость 
p

v
T

U
C

f









∂

∂
= , 

K
Дж

при constV =  замороженной смеси, 

то есть 

                                 
ε

ε
ε

ε

),,(),,(
lim),,(

)(

0

nTVUnTVU
nTVC

fv

−+
=

→
,                       (67) 

или удельная теплоемкость при constV =  замороженной смеси 

                                      
T

v3
v

m

)n,T,V(C
10)n,T,V(c

f

f

−= , 
Kкг

кДж

⋅
,                             (68) 

• коэффициент адиабаты  

                                                                  
v

p

C

C
=χ ,                                                      (69) 

• коэффициент адиабаты замороженной смеси  

                                                              
f

f

v

p

f
C

C
=χ ,                                                     (70) 
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• скорость звука 
S

p
a 
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∂
=

ρ
, 
с

м
, то есть 
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ρερ
ε
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),,(),,(
lim),,(
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nSpnSp
nTpa

−+
=

→
,                    (71) 

• скорость звука для замороженной смеси 
S

f
p

a 
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=

ρ
 , 
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м
, то есть 

                                           
ε

ρερ

ε

),,(),,(
lim),,(

0

nSpnSp
nTpa f

−+
=

→
.                (72) 

 Пусть термодинамическая система находится в замороженном равновесном 

состоянии. В этом случае, математические модели равновесных состояний 

constHp =00 , , constSp =00 , , constTp =00 ,  сохраняют свои постановки в виде 

экстремальных задач, соответственно, формы (54)-(58).  

 Как отмечено в работах [5, 25], обоснованной формой уравнения состояния 

реального газа )(gBj ∈ , незначительно отличающегося от идеального (19), 

имеющего температуру T  и характеризующегося относительно невысоким 

давлением p , является формальное выражение  













+=

j

j
j

v

B
TRpv 10 , где jv , 

моль

м3

 

есть молярный объем, а jB , 
моль

м3

 представляет второй вириальный коэффициент. 

При этом показано [65], что при фиксированных параметрах Леннарда-Джонса 

jσ , Å и 
jk







 ε
, K  функция ( )TB j  является строго выпуклой и удовлетворяет 

неравенству 
( )

0
2

2

<
dT

TBd j , то есть имеет максимум, и притом единственный. В 

качестве наиболее известной формулы для вычисления второго вириального 

коэффициента выступает выражение [79]: ( ) ( )(*)(*)
jjjj TBcTB = , где 

Ajj Nc
3610

3
2

πσ−= ,  
моль

м3

 и  231002214,6 ⋅=AN ,  
моль

1
, 

1
(*)

−









=

j
j

k
TT

ε
. Итак, 
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приведенный второй вириальный коэффициент ( )(*)(*)
jj TB  имеет те же  свойства, 

что и исходный коэффициент ( )TB j .  

 В работах [5, 130] также определено, что в качестве рациональной формы 

уравнения состояния реального газа для газовой фазы термодинамической 

системы, имеющей температуру T и характеризующейся относительно невысоким 

давлением p, выступает  соотношение 

                                                       







+=

v

B
TRpv 10 ,                                                  (73)  

где v , 
моль

м3

 есть молярный объем, а B , 
моль

м3

 - второй вириальный коэффициент. 

Для второго вириального коэффициента ( )nTpB ,,  справедливо определение [5] 

( ) ( )∑ ∑
∈ ∈

=

)( )(

,,
g gBi Bj

ijji TBxxnTpB  

или 

                                                                 ( ) ( )∑
∈

=

)g(Bi
ii n,T,pBxn,T,pB ,                                          (74) 

где 

                                                  ( ) ( )∑
∈

=

)(

,,
gBj

ijji TBxnTpB ,                                          (75) 

обеспечивающее, как указано в работе [130], возможности в разработке 

универсальных технологий расчетов. Коэффициенты ijB , 
моль

м3

, на которых, 

собственно, базируется уравнение состояния реального газа (73) и соотношения 

вычисления второго вириального коэффициента (74)-(75), определяют 

взаимодействие веществ )(, gBji ∈  и представляются в виде [5, 79] 

                                                      ( ) ( )(*)(*)
ijijijij TBcTB = .                                              (76) 

При этом для (76) справедливы определения 
1

(*)
−
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+
=  и 
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jiij kkk
















=







 εεε
 выражения  Aijij Nc

3610
3
2

πσ−= , 
моль

м3

, 36102612,1 ijijc σ−⋅= . 

Термодинамические функции термодинамической системы, газовая фаза  которой 

удовлетворяет уравнению состояния реального газа, остаются экстенсивными и в 

соответствии с определениями (46)-(53) представляются в виде 
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или приведенная энтальпия 
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• энтропия 
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или приведенная энтропия 
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• энергия Гиббса 
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или приведенная энергия Гиббса 
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где параметры )(r
jG и )(r

jµ , а также приведенные параметры 
)(r

jG и 
)(r

jµ  есть 

синонимы.  

Как известно, для молярного парциального объема вещества )(gBj ∈  

справедлива формула   
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Интегрирование выражения (83) приводит к соотношению  

 ∫=−

p

p

r
j

r
j

r
j dpnTpvnTpnTp

0

),,(),,(),,( )(
0

)()( µµ . 

Известно [123], что при существенном снижении давления 0p  химический 

потенциал ),,( 0
)(

nTp
r

jµ  газа, удовлетворяющего уравнению состояния реального 

газа,   становится равным химическому потенциалу идеального газа ),,( 0 nTpjµ , 

то есть справедливо соотношение 
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0
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0

)( µµ .                  (84) 

И, более того, интегрирование (83) при условии, что рассматривается идеальный 

газ, приводит к формуле 
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j
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j
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Вычитая из уравнения (84) уравнение (85), несложно вывести формальное 

выражение 
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что при определении ),,(),,(),,( )(
nTpvnTpvnTp

r
jjj −=α  [5] преобразуется к 

соотношению 

                                      ∫−=

p

jj
r

j dpnTpnTpnTp

0

)( ),,(),,(),,( αµµ ,                          (86) 

где по мнению авторов работы [5] справедливо выражение 

                                                            ),,(2),,(),,( nTpBnTpBnTp jj −=α .                              (87) 
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Таким образом, с учетом выражений (81)-(82) для энергии Гиббса получается 

                                 ∑ ∫
∈

−=

)( 0

)( ),,(),,(),,(
gBj

p

jj
r dpnTpxNnTpGnTpG α                  (88) 

или, соответственно, 
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),,(),,(
TR
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nTpGnTpG
gBj

p

jj

r

∑ ∫
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−=

α

             (89) 

при учете (32). Использование известных соотношений [5] 
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а также  формального выражения (86) обеспечивают построение формулы 

                                ∫ 
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np

j
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r
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),,(),,(

α
.                     (90) 

Следовательно, с учетом выражений (79)-(80) для энтропии (90) выводится 
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и, соответственно, 
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     (92) 

при учете (29). Известные положения термодинамики, а также (26) определяют 

                                       ),,(),,(),,( nTpTSnTpnTpH jjj += µ ,                               (93) 

                                    ),,(),,(),,( )()()(
nTpTSnTpnTpH

r
j

r
j

r
j += µ .                            (94) 

Из (93)-(94) получается 
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Следовательно, при учете определений (77)-(78) для энтальпии (95) можно 

определить 
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  (96) 

и, соответственно, 
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  (97) 

при учете (28). 

В соответствии с известными и описанными ранее положениями 

термодинамики [25, 123] математические модели определения равновесного 

состояния термодинамической системы при учете для газовой фазы уравнения 

состояния реального газа, описываются экстремальными задачами, аналогичными 

(54)-(58) при дополнительном рассмотрении таких, например, утверждений, как  

• закон действующих масс  

                                  ( ) ( ) 0,,,,
)(

)()(
=− ∑

∈ gAi

r

iij

r

j nTpanTp µµ , )(gBj ∈ ,                        (98) 

где выражение (98) подобно (39), 

• закон равенства химических потенциалов фаз  

                                 ( ) ( )TnTp k

r

j µµ =,,
)(

, jk Γ∈ , )(
)(

Γ∈ gBj ,                                       (99)  

где отношение (99) аналогично (35),  

• правило взаимосвязи фаз по аналогии с (40)-(41) 

− если 0)( =Γ
jn , где )(

)(
Γ∈ gBj , то ( )nTpx

r
jkj ,,ln )(τ≤ , 

− если существует jk Γ∈  такое, что 0>kn , то ( )nTpx
r

jkj ,,ln )(τ= , 

и где по аналогии с (42) ( ) ( ) ( )nTpTnTp
r

jk
r

jk ,,,,
)()( µµτ −= , [ ]kk TTT ,∈  и 

jk Γ∈  при )(
)(

Γ∈ gBj , 
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• правило фаз Гиббса (43). 

Анализ дифференциальных характеристик составляют соотношения, 

аналогичные формальным определениям (59)-(72). 

Преобразование тепловой энергии многокомпонентной смеси веществ, 

полученной в результате сгорания топлива в камере сгорания, в кинетическую 

энергию потока реализуется в сопле. При этом принимается [3, 5] 

• для процесса горения в изобарной камере сгорания справедливы 

ограничения, описанные во введении,  

• на выходе из камеры сгорания многокомпонентная смесь реагирующих 

веществ находится в равновесном состоянии, 

• скорость потока - многокомпонентной смеси реагирующих веществ 

чрезвычайно мала, и, как следствие в точке торможения на входе в сопло 

равна нулю. 

Обычно определяется, что давление 0p  и температура 0T  в точке торможения на 

входе в сопло равны, соответственно, давлению и температуре на выходе из 

камеры сгорания, а для удельной энтальпии смеси 0h  справедливо отношение 

Thh =0 . При этом во входном сечении сопла ЖРД многокомпонентная смесь 

реагирующих веществ находится в равновесном состоянии consthp =00 , , 

математическая модель которого представляется экстремальной задачей (54)-(55), 

(21), (38). 

В качестве наиболее распространенного сопла камеры ЖРД выступает 

осесимметричное сопло Лаваля, имеющее сужающуюся и расширяющуюся части, 

граница между которыми,  характеризующаяся отношением ** aw = , именуется 

как минимальное или критическое сечение. Для процесса течения  в сопле 

определяется справедливость описанных во введении ограничений, что 

обусловливает справедливость для любого сечения сопла выражения 0ssa =  и, 

как следствие, 0* ss = . Для равновесного процесса течения многокомпонентной 

смеси веществ в сопле корректны, в частности, такие специальные 

характеристики, как 
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• присутствие (реагирующая смесь) или отсутствие (замороженная смесь) 

химических реакций, 

• справедливость уравнения состояния идеального газа или уравнения 

состояния реального газа. 

В большинстве случаев для любого сечения сопла камеры ЖРД определяется, что 

многокомпонентная смесь реагирующих веществ находится в равновесном 

состоянии constspa =0, , математическая модель которого представляется 

экстремальной задачей (56)-(57), (21), (38).  

Нередко сечение сопла камеры ЖРД задается газодинамическими 

характеристиками, например, числом Маха aM , геометрической степенью 

расширения aF . Пусть для параметра aψ  справедлива принадлежность 

{ }aaaaaa FMTp ,,,, εψ ∈ . Тогда, если aψ  отличен от ap , aε  или aT , то 

термодинамический расчет параметров продуктов сгорания в сечении a  

основывается на решении системы уравнений 

                                                         ( ) )0(, ψψ =aa Tp ,                                                (100)  

                                                          ( ) 0, sTps aa = ,                                                    (101)   

относительно ap  или aT . 

Известные значения термодинамических характеристик обеспечивают 

определенность энергетических и газодинамических параметров, описываемых 

формальными выражениями 

• для сечения сопла, отличного от входного: степень расширения по 

давлению aε  (5), скорость потока aw  (4),  удельная площадь сечения af  

(2), число Маха 
a

a
a

a

w
M = , где 

                                                               
a

a
a

a

w
M = ,                                                     (102) 
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коэффициент изоэнтропы 
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n
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00

0
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,  

• для минимального сечения сопла: расходный комплекс *0* fp=β , 








c
м

,  

• для выходного сечения сопла: геометрическая степень расширения aF , 

где 

                                                      
*f

f
F a

a = ,                                                    (103) 

удельный импульс в пустоте aIуп  (1),  тяговый комплекс в пустоте 

*

уп
тп

β

a

a

I
K = . 

 

 

 

1.2. Математические свойства множеств, функций и задач  

математических моделей 

 

 

 

Как указано ранее, состав термодинамической системы при определении 

∑
∈

=
Xi

i
)( bN max  представляется точкой многомерного пространства  

{ },...)n,...,x,...,N(n|n kj==ℵ , 

где ]1,0[∈jx , )(gBj ∈ , ],0[ )max(nnk ∈ , )(cBk ∈ , ],[ )max(NN Nε∈ . 

Множество ℵ является ограниченным, замкнутым и в силу принадлежности 

конечномерному метрическому пространству полным, то есть любая 

последовательность 
,...2,1

)(

=







l

l
n  является фундаментальной и сходится, причем 
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однозначно, к некоторой точке ℵ∈
)0(

n  [39, 64, 73, 80]. 

 Современные компьютерные технологии характеризуются дискретностью и 

ограниченностью в смысле представления чисел и выполнения вычислений в 

разумные сроки. А потому очевидна справедливость определения с приемлемой 

для термодинамики (то есть термодинамического расчета состояний и процессов 

макромира) точностью условной эквивалентности интервалов [ ]1,0 , [ ]1,Xε , где 

Xε - некоторая компьютерная структура, представляющая наименьшее число. 

Отсюда выводится, что для любой точки n  множества ℵ и для любого вещества 

)(gBj ∈   

• с одной стороны, с математической точки зрения всегда существует 

jxln  в силу  положительности [ ]1,Xjx ε∈ ,  

• с другой стороны, для математического определения Xjx ε=  с 

позиций компьютерных технологий справедливо отношение 0=jx . 

Пусть каждой точке ℵ∈n  поставлена в соответствие точка q , где 

,...),...,,...,( kj nvNq = , отличающаяся от точки n  только  координатами для 

веществ )(gBj ∈ , формируемыми в виде jj Nxv = . Тогда множество Q как 

совокупность точек q  и множество ℵ эквивалентны, то есть справедлива запись 

Q
θ
>−ℵ , где θ  есть взаимно-однозначное отображение и для любого ℵ∈n : 

)(nq θ= , а для любого Qq ∈ : )(1 qn −= θ . Множеству Q присущи все свойства 

множества ℵ и, более того, оба множества Q и ℵ выпуклы и компактны [39, 64, 

73, 80, 131]. 

Пусть )0(ℵ  есть множество решений системы уравнений (21), (38), а 

множество )0(Q  - множество решений системы уравнений 

                                                   ∑
∈

=−

)(

0
gBj

j Nv ,                                                   (104)   
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                                     i

Bj

jij

Bj

jij bnava

cg

=+ ∑∑
∈∈ )()(

, Xi ∈ ,                                          (105)  

во множестве точек Q , то есть ℵ⊆ℵ )0(  и QQ ⊆)0( . Очевидно, что система 

уравнений (21), (38) и система уравнений (104), (105) эквивалентны, а значит и 

множества )0(ℵ  и )0(Q  эквивалентны, и существует взаимно-однозначное 

отображение )0()0( Q
θ
>−ℵ . Линейность системы уравнений (104), (105) 

обусловливает замкнутость и выпуклость множества )0(Q  и, как следствие, его 

полноту и компактность. 

Далее принимается, если не оговорено иное, что газовая фаза 

многокомпонентной смеси удовлетворяет свойствам идеальности.  

Как следует из описания математических моделей, для любого 

индивидуального вещества Bj ∈  в стандартном состоянии при температуре 

[ ]jj TTT ,∈  справедливы оценки HTHH j ≤≤ )()0( , STSS j ≤≤ )()0( , 

CpTCpCp j ≤≤ )()0( , то есть в соответствии с (46)-(53) энтальпия, энтропия и 

энергия Гиббса термодинамической системы - ограниченные функции.  

Пусть введено в рассмотрение множество { }ℵ∈== nnTpK ),,,(|ξξ , где 

параметры p и T принадлежат соответствующим линейно-связным, ограниченным 

и замкнутым промежуткам существования, которые удовлетворяют условию: для 

каждого вещества Bj ∈  в любой точке интервала ],[ TTT ∈  определены 

термодинамические свойства. Очевидно, что множество К ограниченно и 

замкнуто и, как следствие, является полным и компактным пространством. 

 Пусть для множества К определены отображения: H
H

K Χ>− , S
S

K Χ>− , где 

для любого K∈ξ : HH Χ∈)(ξ  и SS Χ∈)(ξ , причем отображения представлены 

соотношениями 

∑∑
∈∈

+=

)()(

)()()(
cg Bk

kk

Bj

jj THnTHxNH ξ , 
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∑∑
∈∈

+=

)()(

)(),,()(
cg Bk

kk

Bj

jj TSnnTpSxNS ξ . 

Определенность, конечность и однозначность N, jx  и функций )(THx jj ,  

),,( nTpSx jj  для любого )(gBj ∈ , параметров kn  и функций   )(THn kk ,  )(TSn kk  

для любого )(cBk ∈ , обусловливают справедливость положения:  отображения 

)(ξH , )(ξS  есть функции [39, 64, 73, 80, 131, 146-147].  

 Пусть во множестве K выделена некоторая сходящаяся последовательность 

,...2,1

)(

=







l

l
ξ , для которой справедливы отношения K

l
∈

)(
ξ  для любого ,...2,1=l  

и 
)0()(

lim ξξ =
∞→

l

l
, где K∈

)0(
ξ . Тогда при представлениях 
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l
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, )0()(lim TT l

l
=

∞→
, 

)0()(
lim nn

l

l
=

∞→
 [39, 64, 73, 80, 131, 146-147]. Из справедливости пределов:  
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при )(cBk ∈  и при )(gBj ∈  следует 
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∞→

)0()(
lim ξξ HH

l

l
. Аналогично из 

справедливости пределов:  

• [ ] )()(lim )0()0()()(
TSnTSn kk

l
k

l
k

l
=

∞→
, где )(cBk ∈ , 

• ( ){ } ( )[ ])0()0()0()0()0()()()()()( ,,,,lim jjj
l
j

ll
j

l
j

l

l
xTpSxNxTpSxN =

∞→
,где 

)(gBj ∈ ,   

выводится 





=








∞→

)0()(
lim ξξ SS

l

l
. Следовательно, функции )(ξH , )(ξS  

непрерывны на множестве К, то есть множества HΧ , SΧ  замкнуты и 

ограниченны, а функции )(ξH , )(ξS  на множестве К равномерно непрерывны и 
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достигают на этом множестве своих верхних и нижних границ [39, 64, 73, 80, 

131]. 

 Пусть введено в рассмотрение множество { }QqqTpZ ∈== ),,,(|ςς , где 

интервалы существования ],[ ppp ∈ , ],[ TTT ∈  удовлетворяют ранее описанным 

свойствам,  и определены отображения 

 ∑∑
∈∈

+=

)()(

)()()(
cg Bk

kk

Bj

jj THnTHvH ς , 

∑∑
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+=

)()(

)(),,()(
cg Bk

kk

Bj

jj TSnqTpSvS ς , 

где [ ]NvRTpSqTpS jjj lnln),(),,( 0 −−= . Очевидно, что множества К и Z  

эквивалентны и для любой точки ZqTp ∈= ),,(ς , где )(nq θ=  при ℵ∈n , 

справедливы равенства  )()( ξς HH =  и )()( ξς SS = , и наоборот [39, 64, 73, 80, 

131]. Следовательно, отображения )(ςH , )(ςS  есть функции, имеющие на 

множестве Z такие же свойства, как  и функции )(ξH , )(ξS  на множестве К. 

Итак, для любых фиксированных p и T функции ),,( qTpH , ),,( qTpS  непрерывны 

на множестве Q, а значит и на множестве )0(Q , и достигают на каждом из них 

своих наибольших и наименьших значений. 

 В любой точке множества Q функция ),,( qTpH  дифференцируема по 

Фреше. Действительно, пусть во множестве Q выделены точки Qqq ∈∆+, , где 

( ),...,...,,..., )(
k

v
jN ∆∆=∆ , )(gBj ∈ , )(cBk ∈ . Тогда в соответствии с определением 

(21) получается  
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j
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j THTH , 
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то есть ),,(grad,),,( qTpHqTpH ∆=∆ , где для градиента ),,(grad qTpH  

справедливы определения 0
),,(

=








∂

∂

N

qTpH
, )(
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v

qTpH
j

j
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)(
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qTpH
k
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∂

∂
, )(cBk ∈ . Определенность, конечность и однозначность 

частных производных подтверждает дифференцируемость по Фреше  функции 

),,( qTpH  на множестве Q при постоянных p,T [117]. С другой стороны, 

независимость частных производных от координат точки Qq ∈  приводит к 

выводу о линейности и выпуклости функции ),,( qTpH  на множестве Q [39, 64, 

73, 80, 131]. При этом справедливо формальное выражение 

                                 ),,(),,(),,,(grad
)0()0(

qTpHqTpHqqqTpH −=−                        (106) 

для любых Qqq ∈,
)0(

, причем, 
0

),,(grad
),,(grad

TR

qTpH
qTpH = .  

 Функция ),,( qTpS  также дифференцируема по Фреше на множестве Q . 

Действительно, пусть во множестве Q  выделены точки Qqq ∈∆+, , где 

( ),...,...,,..., )(
k

v
jN ∆∆=∆ , )(gBj ∈ , )(cBk ∈ . Тогда в соответствии с определением 

(49) выводится 

( ){ −∆+=−∆+=∆ ∑
∈ )(

),(),,(),,(),,( )(

gBj
j

v
jj TpSvqTpSqTpSqTpS  

( ) ( )[ ]} ( ) { −−∆++∆+−∆+− ∑∑
∈∈ )()(

),()(lnln )(
0

gc Bj
jj

Bk
kkkN

v
jj TpSvTSnNvR  

[ ]} +∆+∆=−−− ∑∑∑
∈∈∈ )()()(

),()()(lnln )(
0

gcc Bj
j

v
j

Bk
kk

Bk
kkj TpSTSTSnNvR  

( ) ( )[ ]} ( ) ( )[ ].lnlnlnln
)(

)()(
00 ∑

∈

−∆+∆+−−∆+∆++

gBj
jj

v
jj

v
jjNN vvvvRNNNNR  

Для любого )(gBj ∈  во множестве Q  справедливы выводы [80] 
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( )
j

vv
jj

v
jj

v
vv

β+
∆+=∆+

1
lnln )()( , ( )

N
NN N

NN
δ+

∆+=∆+
1

lnln , 

где 0
0→∆

→vβ , 0
0→∆

→Nδ . Отсюда 

( ) ( ) ( ){ } ( )=∆+∆+−∆+=−∆+∆+
)()()()()( lnlnlnlnln v

jj
v
jj

v
jjjjj

v
jj

v
jj vvvvvvvv  

( ) ( ) [ ] ( ))()()()()( ln1ln1 v
jj

v
j

v
jj

v
jv

v
j vv ∆++∆=∆+∆++∆= οοβ , 

( ) ( ) ( )[ ] ( ) =∆+∆+−∆+=−∆+∆+ NNNNN NNNNNNNN lnlnlnlnln  

( ) ( ) [ ] ( )NNNNNN NN ∆++∆=∆+∆++∆= οοδ ln1ln1 . 

Таким образом,  

( ) { }∑∑
∈∈

−∆+∆+∆+∆=∆

)()(

0
)(

0 ),,(,)(),,(
gc Bj

j
v
jN

Bk

kk RqTpSqRTSqTpS ω , 

где ( ) 0,
0→∆

→∆qω . Следовательно, ( )∆+∆=∆ ,),,(S grad,),,( qqTpqTpS ω , где для 

градиента ),,(S grad qTp  определено: 0
),,(

R
N

qTpS
=








∂

∂
, )(

),,(
TS

n

qTpS
k

k
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∂

∂
 для 

любого )(cBk ∈ , 0),,(
),,(

RqTpS
v

qTpS
j

j

−=














∂

∂
 для любого )(gBj ∈ , причем 

0

),,(S grad
),,(S grad

R

qTp
qTp −= . Определенность, конечность и однозначность 

частных производных подтверждает дифференцируемость по Фреше функции 

),,( qTpS  на множестве Q  при постоянных p,T [117]. 

В процессе исследования дифференцируемости энтропии обнаружены 

следующие закономерности 

                                                 ),,(),,,(S grad qTpSqqTp =                                                  (107) 

                                ),,(),,(),,( )( qTpqTpSqTpS SL ψ+= ,                                      (108) 

где ( ) ( )∑∑
∈∈

+=

)()(

,),,()(

cg Bk

kk

Bj

jjL TSnTpSvqTpS  - линейная функция, для которой  
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                                    ),,(),,(),,,(S grad
)0(

)()(
)0(

)( qTpSqTpSqqqTp LLL −=−            (109) 

и 

                                                      [ ]∑
∈

−−=

)(

lnln),,( 0
gBj

jjS NvvRqTpψ ,                            (110) 

является нелинейной. Е.И.Катиным и М.М.Китаиным [70] показано, что функция  

∑
∑=

=




















+=
n

i
n

k
k

j
j

r

r
rrf

1

1

ln)( βα  при ),...,( 1 nrrr = , 0>α , 0≥β и 0>≥ rjr ε , выпукла. 

Следовательно, функции ),,( qTpS , ),,( qTpSψ  также вогнуты на множестве Q. 

Конечность, однозначность и определенность значений функций ),,( qTpH , 

),,( qTpS  на множестве Q обусловливают существование таких конечных 

положительных Hπ , Sπ , что для каждой из функций справедливо правило 

Липшица в виде 
)1()1(

),,( qqTpH H ∆≤∆ π  и 
)1()1(

),,( qqTpS S ∆≤∆ π , где при 

)2()1()1(
qqq −=∆  для любых Qqq ∈

)2()1(
,  справедливы выражения 

),,,(),,(),,(
)2()1()1(

qTpHqTpHqTpH −=∆  

),,(),,(),,(
)2()1()1(

qTpSqTpSqTpS −=∆ . 

 Из эквивалентности множеств Q  и ℵ, а также равенства значений функций 

H и S в соответствующих точках эквивалентных множеств )0(Q  и )0(ℵ  при 

постоянстве p,T выводится 

),,(max),,(max
)0()0(

qTpHnTpH
Qqn ∈ℵ∈

= , ),,(max),,(max
)0()0(

qTpSnTpS
Qqn ∈ℵ∈

= , 

),,(min),,(min
)0()0(

qTpHnTpH
Qqn ∈ℵ∈

= , ),,(min),,(min
)0()0(

qTpSnTpS
Qqn ∈ℵ∈

= . 

Пусть для множества K определено отображение G
G

K Χ>− , где для любого 

K∈ξ : GG Χ∈)(ξ  при )()()( ξξξ TSHG −= . Тогда из свойств функций )(ξH , 
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)(ξS  выводится, что )(ξG  есть равномерно непрерывная на множестве K 

функция, достигающая на K своих наибольшего и наименьшего значений [39, 64, 

73, 80, 131].  

Для любой точки ZqTp ∈= ),,(ς , где )(nq θ=  при ℵ∈n , выполняется 

отношение )()( ξς GG = , и наоборот. Функция )(ςG  сохраняет на множестве Z 

свойства, присущие ей на множестве К, а именно, функция ),,( qTpG  непрерывна 

на множестве Q  и, как следствие, непрерывна и на множестве QQ ⊆)0(  и 

достигает на множестве )0(Q   своих наибольшего и наименьшего значений. 

Функция G дифференцируема по Фреше на множестве Q , причем для 

градиента ),,(Ggrad qTp  определено: 0
),,(

TR
N

qTpG
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∂

∂
 для любого )(gBj ∈ , причем 

0

),,(Ggrad
),,(grad

TR

qTp
qTpG = , при этом  

                                                          ),,(),,,(Ggrad qTpGqqTp = .                                        (111) 

Для функции ),,( qTpG  существует такое конечное положительное Gπ , что 

для любых Qqq ∈
)2()1(

,  справедливо правило Липшица 

)1()1(
),,( qqTpG G ∆≤∆ π , где ),,(),,(),,(

)2()1()1(
qTpGqTpGqTpG −=∆ . 

 Как следует из описания, классические математические модели (54)-(58) 

фундаментально представляются экстремальными задачами вида 

                                               ),,(min 00)0(
nTpG

n ℵ∈
,                                                       (112) 

                                             ),,(min 0
],,[ )0(

nTpS
nTTT ℵ∈∈

                                                 (113) 

при справедливости (55) для любого )0(ℵ∈n ,  
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                                            ),,(min 0
],,[ )0(

nTpH
nTTT ℵ∈∈

                                                 (114) 

при справедливости (57) для любого )0(ℵ∈n . 

Обоснованная ранее однозначность функций H, S, G на эквивалентных, 

соответственно, множествах QQ ,)0(  и ℵℵ ,)0(  обусловливает эквивалентность 

задач (112)-(114), задачам 

• для равновесного состояния constTp =00 ,  

                                              ),,(min 00)0(
qTpG

Qq∈
,                                                        (115) 

• для равновесного состояния constHp =00 ,  

                                            ),,(min 0
],,[

0

qTpS
HQqTTT ∈∈

,                                                 (116) 

• для равновесного состояния constSp =00 ,  

                                            ),,(min 0
],,[

0

qTpH
SQqTTT ∈∈

,                                                (117) 

где  ( ){ }0
)0( ,,,|

0
HqTpHQqqQH =∈= , ( ){ }0

)0( ,,,|
0

SqTpSQqqQS =∈=  и 

0

0
0

R

S
S −= . 

Конкретизация задачи (115) приводит к формуле (далее тексты 0p , 0T   для 

простоты записи заменены на тексты p , T ) 

                                                   ),,(min qTpG
Qq∈

                                                          (118) 

при ограничениях (104)-(105). В силу выпуклости функции ),,( qTpG  и 

линейности системы уравнений (104)-(105) на множестве Q  задача (118) 

относится ко множеству задач выпуклого программирования. Она имеет решение, 

если система уравнений (104)-(105) разрешима.  

Задача решения системы уравнений (104)-(105) относится ко множеству 

задач линейного программирования. Очевидно, что, если множество )(cB  пусто 

или для любого множества lΓ  конденсируемых веществ соответствующее 
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газообразное вещество )(
)(

Γ∈ gBl  не является условно существующим, то система 

уравнений (104)-(105) для любых p,T всегда разрешима. Но тогда в соответствии с 

теоремой Дюгема  [123] получается, что, если термодинамическая система 

является гомогенной, то ее равновесное состояние полностью определяется 

параметрами p и T, то есть исходная задача разрешима. 

Принимается, что точка )0((*)
Qq ∈  есть решение задачи (118), если для 

любой точки )0(Qq ∈  справедлива оценка [20] 

                            GqqqTpG ε−≥−
(*)(*)

),,,(grad ,                                      (119) 

следующая из (111), где Gε  - положительно, достаточно малое, приемлемое по 

точности для энергии Гиббса, число. 

Конкретизация задачи (116) с учетом описанных свойств энтропии 

приводит к постановке в форме  

                                                   ),,(min
(*)

],[
qTpS

TTT∈
,                                                  (120) 

где точка минимума   
0

(*)
HQq ∈ обеспечивает минимум 

                                                    ),,(min
0

qTpS
HQq∈

                                                       (121) 

Задача (120)-(121) характеризуется специальными свойствами, например, для 

любого фиксированного Т задача (121) относится ко множеству задач выпуклого 

программирования. Более того, пусть )((*) H
pK∈ξ , где 

( ){ }
0

0 ,,|)(
H

H
p QqqTK ∈== ξξ , есть точка минимума задачи (120)-(121). Тогда 

• начиная с окрестности 




Ω

(*)

1
ξε , где 1ε  - радиус окрестности, 

)((*)
0

1

H
pK⊂





Ω ξε  и функция ( )ξH  с приемлемой точностью представляется 

линейной формой, задача (120)-(121) относится ко множеству задач 

выпуклого программирования, 



 75

• начиная с окрестности 





Ω

(*)
2

ξε , где 12 εε << , )((*)
0

2

H
pK⊂





Ω ξε  и 

где функция ( )ξS  с приемлемой точностью представляется линейной 

формой,  задача (120)-(121) определяется как задача линейного 

программирования. 

Задача (121) имеет решение для некоторого Т, если заданное 0H  удовлетворяет 

оценке 

                                          ( ) ( )TpHHTpH ,, (max)
0

(min) ≤≤ ,                                    (122) 

где 

                                              ( ) ),,(min,
)0(

(min) qTpHTpH
Qq∈

=                                     (123) 

                                               ( ) ),,(max,
)0(

(max) qTpHTpH
Qq∈

= .                                  (124) 

Каждая из задач (123), (124) относится ко множеству задач линейного 

программирования и имеет решение, если множество )0(Q  не пусто. Итак, если 

оценка (122) справедлива, то множество 
0HQ  не пусто, и, как следствие, задача 

(121) имеет решение. Однако, если в силу определенных причин оценка (122) 

затруднительна, то справедливо определить, что задача (120)-(121) имеет 

решение, если справедлива оценка  

                                              ( ) ( )TpHHTpH ,, (max)
0

(min) ≤≤ ,                                 (125) 

где T , T  есть, соответственно, левая и правая границы интервала температурного 

существования термодинамической системы в целом. 

Принимается, что точка 
0

(*)
HQq ∈  есть решение задачи (121) при 

некотором Т, если справедливо неравенство [20] 

                                             SqqqTp ε−≥−
(*)(*)

),,,(S grad ,                                (126) 

следующая из (107), где Sε  - положительное, достаточно малое, приемлемое по 

точности для энтропии число. 

Задача (120) относится ко множеству экстремальных задач для функции 
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одного переменного и имеет решение, если обнаружено, по крайней мере одно, Т, 

для которого задача (121) имеет решение. При этом для любой точки 






Ω∈

(*)

1
ξξ ε  необходимо выполняется неравенство 

                                         Sp εξξξ −≥−
(*)(*)

),,(S grad .                                        (127) 

Несложно по аналогии с [4, 92] показать, что решение  (*)T  задачи  

                                                     0
(*)

),,( HqTpH = ,                                                 (128) 

относительно температуры T, где Qq ∈
(*)

  есть решение задачи (118) 

минимизации энергии Гиббса, удовлетворяет задаче (120)-(121). 

Действительно, пусть )((*)
0H

pK∈ξ  есть решение задачи (128). Тогда для 

любой точки )0(Qq ∈  справедливо неравенство (119) или в соответствии с (106) и 

(111) неравенство GqTpGqTpG ε−≥ ),,(),,(
(*)(*)(*) , то есть неравенство 

GqqqTpTqTpHqTpH ε−≥−+−
(*)(*)(*)(*)(*)(*)(*) ),,,(S grad),,(),,( . 

Пусть во множестве )0(Q  выделено подмножество HQ . Тогда для любой точки 

HQq ∈  с точностью Hε  справедливо 0
(*)(*)(*) ),,(),,( HqTpHqTpH ==  и, как 

следствие, при (*)TT =  выполняется (126). 

Пусть во множестве )( 0H
pK  выделена окрестность 






Ω

(*)
ξε  точки 

)((*)(*)(*)
, H

pKqT ∈




=ξ . Тогда для любой точки 






Ω∈

(*)
ξξ ε  в соответствии с 

(127) справедливо выражение 

( ) +
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∂
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(*)(*)
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),,(S grad TT
T

qTpS
p ξξξ  

SqqqTp ε−≥−+
(*)(*)(*) ),,,(S grad . 
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Из рисунков 5-8, где представлены графики зависимости энтропии (max)
(*)

)(c
B

S  со 

знаком минус или функции ),,(
(*)

qTpS  со знаком минус при 
0

(*)
HQq ∈  от 

температуры, выводится, что каждая из кривых, соответствующая некоторому 

множеству  (*)
)(cB ,  выпукла. Следовательно, функция ),,(

(*)
qTpS , где 

0

(*)
HQq ∈ , 

выпукла, то есть неравенство ( ) )1((*)
(*)(*) ),,(

STT
T

qTpS
ε−≥−

∂

∂
, где )1(

Sε  -   

положительное, достаточно малое число, является верным, значит справедливо и  

(119), что и требовалось доказать. 

Конкретизация задачи (117) с учетом рассмотренных свойств энтальпии 

обусловливает корректность представления постановки задачи в виде  

                                                  ),,(min
(*)

],[
qTpH

TTT∈
,                                                  (129) 

где  
0

(*)
SQq ∈  есть точка минимума задачи  

                                                     ),,(min
0

qTpH
SQq∈

.                                                    (130) 

В общем случае задача (129)-(130) относится ко множеству задач невыпуклого 

программирования, причем, для любого фиксированного Т  задача (130) имеет 

решение, если справедлива оценка  

                                          ( ) ( )TpSSTpS ,, (max)
0

(min) ≤≤ ,                                        (131) 

где 

                                            ( ) ),,(min,
)0(

(min) qTpSTpS
Qq∈

= ,                                        (132) 

                                               ( ) ),,(max,
)0(

(max) qTpSTpS
Qq∈

= .                                    (133) 

Задача (133) относится ко множеству задач выпуклого программирования. 

Решение задачи (132) в общем случае для любого T проблематично, что 

обусловливает проблемы в применении оценки (131). 

Несложно показать, что для введенной ранее функции ),,( qTpSψ  (108), 
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(110) во множестве точек Qq ∈  справедливо неравенство 

e

bB

RqTp Xi
ig

S

∑
∈≤≤

)(

0),,(0 ψ . Действительно, пусть ∑
∈

=

)(

ln),,(
gBj

jj xxNqTpζ , 

тогда из того, что для любого )(gBj ∈  выполняется соотношение 

0ln1 ≤≤− −
jj xxe , выводится оценка 0),,()(

1 ≤≤− − qTpBNe g ζ  или 

)(
1),,(0 gBNeqTp −≤−≤ ζ , что при учете описанных ранее ограничений на 

параметр N позволяет определить 
e

bB

qTp Xi
ig ∑

∈≤−≤
)(

),,(0 ζ . Но тогда из 

),,(),,( 0 qTpRqTpS ζψ −=  выводится справедливость исходного утверждения. 

Следовательно, при обозначениях 

e

bB

R Xi
ig

S

∑
∈=

)(

0γ ,  ),,(min),( )(
)0(

qTpSTp L
Qq

S
∈

=γ , ),,(max),( )(
)0(

qTpSTp L
Qq

S
∈

=γ  

и определении (108) выводится  

( ) ( ) ( ) SSS
TpTpSTp γγγ +<≤ ,,, , ( ) ( ) ( ) SSS TpTpSTp γγγ +<< ,,, . 

Таким образом, если для некоторой температуры T справедливо отношение  

                      ( ) ( )[ ] ( ) ( )[ ]∪ SSSSSS
TpTpTpTpS γγγγγγ ++∈ ,,,,,,0 ,                   (134) 

то задача (130) имеет решение. Однако, если в силу определенных причин оценка 

(134) затруднительна, то корректно определить, что задача (129)-(130) возможно 

имеет решение, если справедлива оценка  

                                                 ( ) ( )[ ]SSS
TpTpS γγγ +∈ ,,,0 .                                    (135) 

В силу большой общности оценка (135) гарантирует не более, чем возможность 

существования решения. 

Пусть )((*)
0S

pK∈ξ , где ( ){ }
0

0 ,,|)(
S

S
p QqqTK ∈== ξξ , есть точка минимума 

задачи (129)-(130). Тогда 
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• начиная с окрестности 





Ω

(*)
1

ξε , где 1ε  - радиус окрестности, 

)((*)
0

1

S
pK⊂





Ω ξε  и с приемлемой точностью: функция ( )ξS  представляется 

линейной формой, а функция ( )ξH  - выпуклой формой, задача (129)-(130)  

относится ко множеству задач выпуклого программирования, 

• начиная с окрестности 





Ω

(*)
2

ξε , где 12 εε << , )((*)
0

2

S
pK⊂





Ω ξε  и 

где функция ( )ξH  с приемлемой точностью представляется линейной 

формой, задача (129)-(130) определяется как задача линейного 

программирования. 

Задача (129) относится ко множеству экстремальных задач для функции 

одного переменного и имеет решение, если обнаружено, по крайней мере одно, Т, 

для которого задача (130) имеет решение. При этом для любой точки 







Ω∈

(*)
ξξ ε  необходимо выполняется неравенство [20] 

                                       HpH εξξξ −≥−
(*)(*)

),,(grad ,                                        (136) 

где Hε  - положительное, достаточно малое, приемлемое по точности для 

энтальпии число. 

Несложно по аналогии с [92] показать, что решение (*)T  задачи  

                                              0
(*)

),,( SqTpS = ,                                                         (137) 

относительно температуры Т, где )0((*)
Qq ∈   есть решение задачи (118) 

минимизации энергии Гиббса, является точкой минимума задачи (129)-(130). 

Действительно, пусть )((*)
0S

pK∈ξ  есть решение задачи (137). Тогда для 

любой точки )0(Qq ∈  в соответствии с (106), (111) и (119) справедливо 

неравенство ( ) GqTpGqTpG ε−




≥

(*)(*)(*) ,,,,  или  

( ) ( ) GqTpSTqTpHqTpSTqTpH ε−




−





≥−

(*)(*)(*)(*)(*)(*)(*)(*) ,,,,,,,, . 
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Пусть во множестве )0(Q  выделено подмножество 
0SQ , для каждой точки 

которого справедливо SqTpSqTpS ε−= ),,(),,(
(*)(*)(*) . Тогда для любой точки 

0SQq ∈  выполняется ( ) HqTpHqTpH ε−≥




−

(*)(*)(*) ,,,, , откуда в соответствии со 

свойством (106) следует (136). 

Пусть во множестве )( 0S
pK  выделена достаточно малая окрестность 







Ω

(*)
ξε  точки )((*)

0S
pK∈ξ . Тогда для любой точки 






Ω∈

(*)
ξξ ε  в соответствии 

с  (136) справедливо выражение  

( ) +












−
∂

∂
=− (*)

(*)(*)
(*)(*) ),,(

),,(grad TT
T

qTpH
pH ξξξ  

)1((*)(*)(*) ),,,(grad HqqqTpH ε−≥−+ , 

где )1(
Hε  достаточно малое число.  

Из рисунков 9-12, где представлены графики зависимости отрицательного 

значения энтальпии (min)
(*)

)(c
B

H  или функции ),,(
(*)

qTpH   при 
0

(*)
SQq ∈ , от 

температуры, выводится, что каждая из кривых, соответствующая некоторому 

множеству  (*)
)(cB ,  выпукла. Следовательно, функция ),,(

(*)
qTpH , где 

0

(*)
SQq ∈ , 

выпукла, то есть неравенство ( ) HTT
T

qTpH
ε−≥−

∂

∂ (*)
(*)(*) ),,(

, где Hε  - 

положительное, достаточно малое число, является верным, но тогда  справедливо 

и  (119), что и требовалось доказать. 

Анализ рисунков 5-16, приводит к еще более значимому выводу: каждая из 

экстремальных задач (116) и (117) относится в общем случае ко множеству задач 

вариационного исчисления, так как каждая из них в конечном счете заключается в 

поиске кривой - миноранты, для которой в окрестности решения площадь, 

ограниченная минорантой и осью 0x, минимальна относительно площадей, 

ограниченных осью 0x и другими кривыми. Данный постулат обусловливает 
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справедливость следующих вариационных представлений математических 

моделей 

• для равновесного состояния constHp =00 , : { } ( )∫
∈

max

min

(*)
)(

,,min 0

T

T
SS

dTqTpS

C
B

, где 

для любого фиксированного состава множества  (*)
)(cB  формирование 

кривой (*)
)(c

BS  реализуется на основе решения задачи (116), 

• для равновесного состояния constSp =00 , : ( )∫












∈

max

min(*)
)(

,,min 0

T

THH

dTqTpH

C
B

, где 

для любого фиксированного состава множества  (*)
)(cB  формирование 

кривой (*)
)(c

B
H  реализуется на основе решения задачи (117). 

Фундаментальная взаимосвязь математических моделей определяет корректность 

преобразования математической модели для равновесного состояния 

constTp =00 ,  к виду: { } ( )∫
∈

max

min

(*)
)(

,,min 0

N

N
GG

dNqTpG

C
B

, где для любого фиксированного 

состава множества  (*)
)(cB  формирование кривой (*)

)(c
BG  реализуется на основе 

решения задачи (115). 

 Как отмечено ранее, расчет параметров потока в сопле камеры ЖРД 

включает расчет характеристик процесса течения на основе применения 

математической модели constSpa =0, . Следовательно, исследование параметров 

процесса течения в любом сечении сопла, отличном от входного, реализуется с 

помощью математической модели ( )∫












∈

max

min(*)
)(

,,min 0

T

THH

dTqTpH

C
B

. Но в соответствии с 

ранее введенными определениями для любого фиксированного давления ap  на 

достаточно малом интервале возможных значений температур [ ]maxmin ,TT  данная 

задача вариационного исчисления преобразуется в эквивалентную задачу 
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( )∫












∈

max

min(*)
)(

,,max 0

T

Tww

dTqTpw

C
B

, которая уже формулируется как задача вариационных 

принципов механики.  

 Как отмечено ранее, для замороженной термодинамической системы 

множества, функции и экстремальные задачи сохраняют свои свойства. При этом 

в силу определенности множества конденсированных веществ применяются 

классические математические модели.  

Пусть для термодинамической системы, описываемой условной молекулой 

с некоторой химической формулой, известна точка )0()0(
ℵ∈n , где 

( ),...,...,,..., )0()0()0()0(
kj nxNn = , )(gBj ∈ , )(cBk ∈ , удовлетворяющая всем 

положениям термодинамики. Тогда в любой момент времени для любых 

приемлемых давлений и температур в силу замороженного состояния системы ее 

составу будет соответствовать только такая точка )0(ℵ∈n , для которой 

справедливо определение ( ),...,...,,..., )0()0(
kj nxNn = , )(gBj ∈ , )(cBk ∈ , где для 

любого )Г(
)(g

Bj ∈  выполняется равенство 

                                                           constn j =Γ)( .                                                    (138) 

Понятие приемлемости определяет, что для давления справедливо отношение 

[ ]ppp ,∈ , а температура Т не выходит за пределы интервала TΩ , где 

• 



=Ω

ΓΓ )()( , jjT TT , если в составе многокомпонентной смеси веществ 

присутствует, по крайней мере одно конденсированное вещество - 

множество jΓ , где )Г(
)(g

Bj ∈ , 

• [ ]TTT ,=Ω , если многокомпонентная смесь веществ является 

гомогенной. 

Математическая модель равновесного состояния constTp =00 ,  для 

замороженной системы по аналогии с математической моделью для реагирующей 
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системы (118) представляется экстремальной задачей вида (далее тексты 0p , 0T   

для простоты записи заменены на p , T ) 

                                                       ),,(min
)1(

nTpG
n ℵ∈

,                                                 (139) 

при ограничениях 

                                                  j

k
k

j

n σ=∑
Γ∈

, )Г(
)(g

Bj ∈ ,                                              (140) 

которые следуют из (104)-(105), (138), (15) и где  

                                                           ∑
Γ∈

=

jk
kj n

)0(σ  ,                                                  (141) 

                                                ∑ ∑
Γ

∈ Γ∈

=
)(
)(

)(),,(
)1(

g
jBj k

kk TGnnTpG                             (142) 

при определениях для некоторого множества jΓ  

• сумма ∑
Γ∈ jk

kn  представляется параметром mn , если ( )mm TTT ,∈ , 

• сумма ∑
Γ∈ jk

kn  представляется суммой 1++ mm nn , если mTT = . 

С одной стороны, задача (139)-(140) при (141)-(142) всегда имеет решение и, 

более того, в силу линейности функции ),,(
)1(

nTpG  и системы ограничений 

относится ко множеству задач линейного программирования.  

С другой стороны, специфичность системы уравнений (140)  очевидно 

обусловливает возможную тривиальность решения задачи. Итак, если 

температура Т не является температурой фазового или полиморфного переходов, 

то система уравнений (140) преобразуется к форме 

                                                jln σ= , jl Γ∈ , )Г(
)(g

Bj ∈ .                                          (143) 

Из (143) следует, что задача (139)-(140) имеет тривиальное решение.  

 Сравнение экстремальной задачи (118) для реагирующей 

термодинамической системы и экстремальной задачи (139)-(140) для 

замороженной системы приводят к следующему выводу: в силу линейности 
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системы уравнений (104)-(105) существует такая достаточно малая окрестность 






Ω

(*)
qε  решения - точки 

(*)
q , в пределах которой состав термодинамической 

системы с достаточно высокой точностью постоянен. Следовательно, в 

окрестности 




Ω

(*)
qε   экстремальная задача (118) для реагирующей 

термодинамической системы и задача (139)-(140) для замороженной системы при 

данной точности вычислений эквивалентны.  

Математическая модель равновесного состояния constHp =00 ,  для 

замороженной системы по аналогии с математической моделью для реагирующей 

системы (120)-(121) представляется экстремальной задачей вида (далее текст 0p   

для простоты записи заменяется на p ) 

                                                   ),,(min )1(

,
nTpS

TTn
−

Ω∈ℵ∈
,                                           (144) 

при ограничениях: (140) и 

                                                     0),,( HnTpH = ,                                                     (145)  

где  

∑ ∑
Γ∈ Γ∈

=
)(
)(

)(),,()1(

g
jBj k

kk TSnnTpS , ∑ ∑
Γ

∈ Γ∈

+=
)(
)(

)(),,(),,(
)0()(

g
jBj k

kk
g THnnTpHnTpH  

и где для энтальпии ),,(
)0()( nTpH g

 газовой фазы справедливо определение 

∑
∈

=

)(

)(),,( )0()0()0()(

gBj

jj
g

THxNnTpH ,  

при учете идентификации: точка )0()0(
ℵ∈n  представляет предварительно 

замороженный состав. Задача (144)-(145), (140) имеет решение, если справедлива 

оценка (122), где 

( ) ( )TpHnTpHTpH g ,),,(, )()0()( −+= , ( ) ( )TpHnTpHTpH g ,),,(,
)()0()( −

+=  

и 

( ) ∑ ∑
Γ

∈ Γ∈ℵ∈

− =
)(
)(

)0(
)(min,)(

g
jBj k

kk
n

THnTpH ,  ( ) ∑ ∑
Γ

∈ Γ∈ℵ∈

−
=

)(
)(

)0(
)(max,

)(

g
jBj k

kk
n

THnTpH . 
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Если температура Т не является температурой фазового или полиморфного 

переходов, то получается 

( ) ∑
Γ

∈

− =
)(
)(

(*) )(,)(

g
Bj

kj THTpH σ , ( ) ∑
Γ

∈

−
=

)(
)(

(*) )(,
)(

g
Bj

kj THTpH σ , 

где ( )(*)(*) , kk TTT ∈  при jk Γ∈(*)  и )(
)(

Γ∈ gBj . Следовательно, 

( ) ( )TpHTpH ,,
)()( −− = , то есть двойное неравенство (122) превращается в 

уравнение (145). В этом случае анализ разрешимости задачи (144)-(145), (140) 

рационально производить на основе анализа (125), то есть двойного неравенства 

                 ∑∑
ΓΓ

∈∈

+≤≤+
)(
)(

)(
)(

)()(
)))(

0
)))(

gg
Bj

(Γ
j

(Γ
jj

g

Bj

(Γ
j

(Γ
jj

g
THHHTHH σσ ,                 (146) 

где ),,(
)0())()(

nTpHH
(Γ
j

gg = , ),,(
)0())()(

nTpHH
(Γ
j

gg
= , (T)H

(Γ
j

)  - энтальпия 

конденсированного вещества при температуре T  и )(Γ
jT , 

)(Γ
jT  определены в (16)- 

(17). Если двойное неравенство (146) справедливо, то задача (144)-(145), (140) 

имеет решение. 

Сравнение экстремальной задачи (120)-(121) для реагирующей 

термодинамической системы и экстремальной задачи (144)-(145), (140) для 

замороженной системы приводит к следующему заключению: для точки 

минимума )((*)
0H

pK∈ξ  задачи (120)-(121) существует такая окрестность 






Ω

(*)

3
ξε , в которой задача (120)-(121) уже принадлежит множеству задач 

линейного программирования.  Более того, справедливо постулировать, что 

существует такая окрестность 




Ω

(*)

4
ξε , где 34 εε <  и 





Ω⊆





Ω

(*)(*)

34
ξξ εε , в 

пределах которой состав термодинамической системы с достаточно высокой 

точностью постоянен. Следовательно, в окрестности 




Ω

(*)

4
ξε   экстремальная 

задача (120)-(121) для реагирующей системы и задача (144)-(145), (140) для 

замороженной системы при данной точности вычислений эквивалентны. 
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Математическая модель равновесного состояния constSp =00 ,  для 

замороженной системы по аналогии с математической моделью для реагирующей 

системы (129)-(130) представляется экстремальной задачей (далее текст 0p   для 

простоты записи заменяется на p ) 

                                               ),,(min )1(

,
nTpH

TTn Ω∈ℵ∈
,                                                 (147) 

при ограничениях: (140) и 

                                                         0),,( SnTpS = ,                                                   (148)  

где  

∑ ∑
Γ

∈ Γ∈

=
)(
)(

)(),,()1(

g
jBj k

kk THnnTpH , ∑ ∑
Γ

∈ Γ∈

+=
)(
)(

)(),,(),,(
)0()(

g
jBj k

kk
g TSnnTpSnTpS , 

для ),,(
)0()( nTpS g  справедливо ∑

∈

=

)(

),,(),,( )0()0()0()(

gBj

jj
g

nTpSxNnTpS , а точка 

)0(
n  представляет предварительно замороженный состав. Задача (147)-(148), (140) 

имеет решение, если справедлива оценка (131), где 

( ) ( )TpSnTpSTpS g ,),,(, )()0()( −+= , ( ) ( )TpSnTpSTpS g ,),,(,
)()0()( −

+=  

и  

( ) ∑ ∑
Γ

∈ Γ∈ℵ∈

− =
)(
)(

)0(
)(min,)(

g
jBj k

kk
n

TSnTpS ,  ( ) ∑ ∑
Γ

∈ Γ∈ℵ∈

−
=

)(
)(

)0(
)(max,

)(

g
jBj k

kk
n

TSnTpS . 

Если температура Т не является температурой фазового или полиморфного 

переходов, то получается  

( ) ∑
Γ∈

− =
)(
)(

* )(,)(

g
Bj

kj TSTpS σ , ( ) ∑
Γ

∈

−
=

)(
)(

* )(,
)(

g
Bj

kj TSTpS σ , 

где ( )(*)(*) , kk TTT ∈  при jk Γ∈(*)  и )(
)(

Γ∈ gBj . Следовательно, ( ) ( )TpSTpS ,,
)()( −− = , 

то есть двойное неравенство (131) превращается в уравнение (148). В этом случае 

анализ разрешимости задачи (147)-(148), (140) рационально производить на 

основе анализа справедливости двойного неравенства  
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                         ∑∑
ΓΓ

∈

ΓΓ

∈

ΓΓ +≤≤+
)(
)(

)(
)(

)()(
)()()(

0
)()()(

gg
Bj

jjj

g

Bj

jjj
g

TSSSTSS σσ ,               (149) 

где ),,(
)0()()()(

nTpSS j
gg Γ= , ),,(

)0()()()(
nTpSS j

gg Γ
=  и ( )TS

(Γ
j

)  есть энтропия при 

температуре T . Если двойное неравенство (149) выполняется, то задача (147)-

(148) имеет решение. 

Сравнение экстремальных задач (129)-(130) для реагирующей 

термодинамической системы и экстремальной задачи (120)-(121), (140) для 

замороженной системы приводит к следующему утверждению: для точки  

минимума )((*)
0S

pK∈ξ  существует такая окрестность 




Ω

(*)

3
ξε , в которой задача 

(129)-(130) относится ко множеству задач линейного программирования.  Более 

того, существует такая окрестность 




Ω

(*)

4
ξε , где 34 εε <  и 






Ω⊆





Ω

(*)(*)

34
ξξ εε , в пределах которой состав термодинамической системы, 

исключая конденсированное вещество, находящееся в процессе фазового 

перехода, с достаточно высокой точностью постоянен. Следовательно, в 

окрестности 




Ω

(*)

4
ξε   экстремальная задача (129)-(130) для реагирующей 

системы и задача (147)-(148), (140) для замороженной системы при данной 

точности эквивалентны. 

Как ранее было определено, параметры равновесного состояния 

многокомпонентной смеси при учете уравнения состояния идеального газа 

претерпевают незначительные отличия при использовании уравнения состояния 

реального газа. В то же время, как будет показано позже, расчет параметров смеси 

при учете уравнения состояния реального газа производится на основе 

использования результатов вычислений при учете уравнения состояния 

идеального газа. Следовательно, корректно определить, что состав 

конденсированных веществ определен и рационально осуществлять вычисления 

на основе применения классических математических моделей. 

Таким образом, корректно предположить, что в силу непрерывности 
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функций ),,( nTpB j , ),,( nTpB , ),,( nTpjα , а также в соответствии со свойствами 

интегралов от непрерывных и ограниченных на замкнутом интервале  функций 

вида ∫
p

j pdnTp

0

),,(α , ∫ 













∂

∂p

np

j
pd

T

nTp

0 ,

),,(α
, энтальпия ),,()(

nTpH
r

j  (95), энтропия 

),,()(
nTpS

r
j  (90) и энергия Гиббса ),,()(

nTpG
r

j  (86)  сохраняют свойства, 

соответственно, функций ),,( nTpH j , ),,( nTpS j , ),,( nTpG j . Следовательно, 

энтальпия ),,()(
nTpH

r , энтропия ),,()(
nTpS

r  и энергия Гиббса  ),,()(
nTpG

r  

термодинамической системы при учете уравнения состояния реального газа, 

определяемые соотношениями (96), (97), (91), (92), (88). (89), сохраняют свойства 

соответствующих характеристик ),,( nTpH , ),,( nTpS , ),,( nTpG , системы при 

учете уравнения состояния идеального газа.  

Из описания математической модели выводится, что равновесное состояние 

constTp =00 ,  термодинамической системы при учете уравнения состояния 

реального газа описывается экстремальной задачей  

                                               ),,(min )(
)0(

nTpG r

n ℵ∈
,                                                      (150) 

аналогичной задаче (112). Задача (150) не относится ко множеству задач 

выпуклого программирования и в силу присутствия интеграла 

∑ ∫
∈ )( 0

),,(
gBj

p

jj dpnTpxN α  достаточно проблематична в решении.  

 Существенное снижение уровня сложности задачи (150), как отмечено в 

работе [111], достигается  

• за счет структуризации задачи (150) в виде 

                                           
{ }

),,(min
(*))(

| )(

nTpG
r

BjB gj ∈
,                                                (151) 

где 
(*)

n   есть решение задачи  

                                           { }( ))(
)( |,,,,min

)0( gj
r

n

BjBBnTpG ∈
ℵ∈

.                                (152) 
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Постоянство B  и jB  для любого )(gBj ∈  в задаче (152) обусловливает 

справедливость вывода ),,(),,(
0

nTppdpnTp j

p

j αα =∫  и, как следствие, 

представление в соответствии с (88) энергии Гиббса в форме 

{ }( ) ( ) ∑
∈

−=∈

)(

,,|,,,, )(
)(

gBj

jjgj
r

xNpnTpGBjBBnTpG α  

или { }( ) ( ) NpBnTpGBjBBnTpG gj
r +=∈ ,,|,,,, )(
)(  в силу справедливости в 

соответствии с (87) вывода ( ) BBxBBBxx

ggg Bj

jj

Bj

jj

Bj

jj −=−=−= ∑∑∑
∈∈∈ )()()(

22α . При 

переходе на множество Q  функция )(rG  приобретает свойство выпуклости, 

откуда выводится, что задача  

                                          { }( ))(
)( |,,,,min

)0( gj
r

Qq

BjBBqTpG ∈
∈

,                                 (153)         

является задачей выпуклого программирования. Следовательно, задача (153) 

имеет решение, если соответствующая задача (118) при ограничениях (104)-(105) 

разрешима. Итак, разрешимость задачи расчета параметров равновесного 

состояния constTp =00 ,  для термодинамической системы с идеальной газовой 

фазой  (112) обеспечивает разрешимость задачи вычисления равновесного 

состояния constTp =00 ,  для термодинамической системы при учете уравнения 

состояния реального газа (151), (152). 

Расчет равновесного состояния constHp =00 ,  термодинамической системы 

при учете уравнения состояния реального газа основывается на решении 

экстремальной задачи вида  

                                           ),,(max )(

0
nTpS r

n],T,T[T )(ℵ∈∈
                                                (154) 

при 

                                          0
)( ),,( HnTpH r = ,  )0(ℵ∈n ,                                           (155) 

которая аналогична задаче (113), (55). Задача (154)-(155) не относится ко 

множеству задач выпуклого программирования и в силу присутствия интегралов 
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достаточно проблематична в решении. Существенное упрощение технологии 

решения  задачи (154)-(155)  достигается за счет структуризации в форме 

                                            
{ }

),,(max
(*))(

| )(

nTpS
r

BjB gj ∈
,                                                (156) 

где 
(*)

n   есть решение задачи  

                            { }( ))g(j
)r( Bj|B,B,n,T,pS ∈

ℵ∈∈ (0)n],T,T[T
max ,                                (157) 

при ограничении 

                            { }( ) 0)(
)( |,,,, HBjBBnTpH gj

r =∈ ,  )0(ℵ∈n ,                               (158) 

где в соответствии с (91), (95)  

                       { }( ) ∑
∈
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∂
+=∈

)( ,

)(
)( ),,(|,,,,

gBj
np

j
jgj

r

T
xNpnTpSBjBBnTpS

α
,     (159) 

        { }( ) ∑
∈ 












−















∂

∂
+=∈

)( ,

)(
)( ),,(|,,,,

gBj

j

np

j
jgj

r

T
TxNpnTpHBjBBnTpH α

α
.  (160) 

Переход на множество Q обеспечивает для любой фиксированной температуры Т 

представление энтропии { }( ))(
)( |,,,, gj

r BjBBqTpS ∈   как вогнутой функции и 

энтальпии { }( ))(
)( |,,,, gj

r BjBBnTpH ∈  как линейной функции. Таким образом, 

задача  

                                { }( ))(
)( |,,,,max

0 gj
r

Qq],T,T[T

BjBBqTpS
)(

∈
∈∈

,                                (161) 

при ограничении 

                            { }( ) 0)(
)( |,,,, HBjBBqTpH gj

r =∈ ,  )0(Qq ∈ ,                               (162) 

эквивалентная задаче (157)-(158), приобретает свойства задачи (120)-(121). Но 

тогда выводится, что задача (161)-(162) в окрестности точки - решения 

эквивалентна задаче решения уравнения 

                                     { } 0)(
(*))( |,,,, HBjBBqTpH gj

r =




 ∈ ,                                 (163) 

где )0((*)
Qq ∈  есть решение задачи (153).  
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Расчет равновесного состояния constSp =00 ,  при учете уравнения 

состояния реального газа основывается на решении экстремальной задачи  

                                           ),,(min )(

n],T,T[T (0)
nTpH r

ℵ∈∈
                                                (164) 

при 

                                          0
)r(

S)n,T,p(S = ,  )0(ℵ∈n ,                                           (165) 

которая аналогична задаче (114), (57). Задача (164)-(165) не относится ко 

множеству задач выпуклого программирования и в силу присутствия интегралов 

достаточно проблематична в решении. Существенное упрощение задачи (164)-

(165) достигается за счет структуризации в форме 

                                               
{ }

),,(min
(*))(

Bj|B (g)j

nTpH
r

∈
,                                             (166) 

где 
(*)

n   есть решение задачи  

                                { }( ))(
)(

n],T,T[T
|,,,,min

(0) gj
r BjBBnTpH ∈

ℵ∈∈
,                                (167) 

при ограничении 

                           { }( ) 0)g(j
)r(

SBj|B,B,n,T,pS =∈ ,  )0(ℵ∈n ,                               (168) 

где справедливы ранее введенные определения (159)-(160). Переход на множество 

Q обеспечивает преобразование задачи (167)-(168) к виду 

                                { }( ))(
)(

Qq],T,T[T
|,,,,min

(0) gj
r BjBBqTpH ∈

∈∈
,                                (169) 

при ограничении 

                            { }( ) 0)g(j
)r(

SBj|B,B,q,T,pS =∈ ,  )0(Qq ∈ .                               (170) 

Задача (169)-(170) приобретает свойства (129)-(130) и, как следствие, в 

окрестности решения эквивалентна задаче решения уравнения 

                        { } 0)(
(*))( |,,,, SBjBBqTpS gj

r =




 ∈ ,  )0(Qq ∈ ,                               (171) 

где 
(*)

q  есть решение задачи (153).  
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1.3. Таблицы конечных разностей как структуры описания приращений 

термодинамических  параметров 

 

 

 

Таблица конечных разностей - это множество элементов, представляющих 

формальные выражения вычисления конечных разностей  )( ϕψ ∆∆F , где символы 

ψ  и F определяют функции и принимают значения из множества 

{ }HUSVTp ,,,,,, ρ . Рассматривая каждую конечную разность )( ϕψ ∆∆F  как 

вариацию функции F  при постоянстве параметра ψ  и изменении параметра ϕ , 

очевидно определить, что таблица конечных разностей представляет изменение 

характеристик термодинамической системы при переходе системы из одного 

равновесного состояния в другое состояние, то есть при участии в равновесном 

процессе.  

Технология построения таблицы конечных разностей является похожей на 

технологию, использованную П.И. Бриджменом для построения таблиц 

производных.  Технология построения таблицы формальных выражений 

)( ϕψ ∆∆F , основывается на выборе базиса, описывающего равновесное состояние 

термодинамической системы, где любое выражение )( ϕψ ∆∆F  представляет 

изменение функции F в равновесном процессе.  

Пусть в качестве базиса выбраны давление и температура, не являющаяся 

температурой фазового или полиморфного переходов, то есть определено, что 

функция )( ϕψ ∆∆F  есть разность ( ) ( )nFnnF ,,,, ϕψϕϕψ −∆+∆+ , где 

• точка )0(ℵ∈n  представляет состав системы в равновесном состоянии 

constTp =, , для которого справедливы отношения ( )nTp ,,ψψ = , 

( )nTp ,,ϕϕ = , 

•  точка )0(ℵ∈∆+ nn , где ( ),...,...,,..., kj nxNn ∆∆∆=∆ , )(gBj ∈ , )(cBk ∈ ,  
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есть состав, соответствующий равновесному состоянию 

constTTpp =∆+∆+ , , для которого справедливы равенства  

( )nnTTpp ∆+∆+∆+= ,,ψψ , ( )nnTTpp ∆+∆+∆+=∆+ ,,ϕϕϕ . 

Принимается, что приращения параметров состава представляют линейные 

функции, то есть ( ) ( ) ϕϕ ϕ ∆=∆∆ '
kk nn  для  )(cBk ∈  и ( ) ϕϕ ϕ ∆=∆∆ 'NN , 

( ) ( ) ϕϕ
ϕ

∆=∆∆ '
jj xx   для )(gBj ∈ . Тогда получается, что для веществ )(gBj ∈  и 

)(cBk ∈  справедливы формальные выражения 
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pp T

N

T

N
T

T

N
NTTTN 









∂

∂
∆+





















∂

∂
+∆=∆

ln
ln

ln
ln

1))(( 2 , 

( ) ( )
TT

p

N

p

N
p

p

N

p

N
pp

p

N









∂

∂













−∆+












−









∂

∂
∆=∆

ln
ln

1
ln
ln

))((
2

2
2

, 

( ) ( )
T

j

T

j

T

j

T

j
j

p

x

p

N

p

Nx
p

p

x

p

N

p

Nx
ppNx 











∂

∂









∂

∂
∆+
























∂

∂
+









∂

∂
∆=∆

ln

ln

ln
ln

ln

ln

ln
ln

))((
2

2 , 

( ) ( ) ( ) ( )
( )

p

kk
k

p

k
kkkk

T

n

T

TCp
TTH

T

n

T
nTCpTTHn















∂

∂
∆+





























∂

∂
+∆=∆

lnln
1

))(( 2 , 

( ) +



































∂

∂
+









∂

∂
+∆=∆

p

j

p

jj
j

jj
T

x

T

N
THTTCp

T

Nx
TTxNH

ln

ln

ln
ln

)()())((  

( )






+
























∂

∂
+









∂

∂
+

p

j

p
j2

j2

Tln

xln

Tln

Nln
)T(TCp

T

Nx
T∆  

+















∂

∂









∂

∂
+

pp

j
j

T

N

T

x
TH

ln
ln

ln

ln
)(  

( ) )(
ln

ln

ln
ln

2
3

TCp
T

x

T

N

T

Nx
T j

p

j

p

j












∂

∂









∂

∂
∆+ , 



 94

( ) +













+
























∂

∂
+









∂

∂
∆=∆ 1

ln

ln

ln
ln

ln))(ln(
T

j

T

j
j

p

x

p

N
p

p

Nx
pppNx  

( ) +




















∂

∂
+











∂

∂
+











∂

∂









∂

∂
∆+

TT

j

T

j

T

j

p

N

p

x

p

x

p

N
p

p

Nx
p

ln
ln

ln

ln

ln

ln

ln
ln

ln
2

2  

( )
T

j

T

j

p

x

p

N

p

Nx
p 











∂

∂









∂

∂
∆+

ln

ln

ln
ln

3
3 , 

( ) +























∂

∂
+









∂

∂
=

T

j

T

j
j

pln

xln

pln

Nln

p

Nx
p)p)(Nx( ∆∆  

( )
T

j

T
2

j2

pln

xln

pln

Nln

p

Nx
p 











∂

∂









∂

∂
+ ∆ , 

( ) +

























∂

∂
+
























∂

∂
+









∂

∂
∆=∆

T

j

T

j

T
j

j
jj

p

x

p

x

p

N
x

p

Nx
ppxNx

ln

ln

ln

ln

ln
ln

ln))(ln(  

( ) +





































∂

∂
+









∂

∂











∂

∂
+











∂

∂









∂

∂
∆+

T

j

TT

j

T

j

T
j

j

p

x

p

N

p

x

p

x

p

N
x

p

Nx
p

ln

ln

ln
ln

ln

ln

ln

ln

ln
ln

ln
2

2  

( )
2

3
3

ln

ln

ln
ln

T

j

T

j

p

x

p

N

p

Nx
p 











∂

∂









∂

∂
∆+ , 

( ) ( )

p

kk

p

k
kkkkk

T

n

T

TCp
T

T

n
TSnTCp

T
TTnS















∂

∂
∆+































∂

∂
+∆=∆

ln

)(

ln
)()(

1
))((

2
2 , 

( ) +

























∂

∂
+









∂

∂
=

p

j

p

j
j

Tln

xln

Tln

Nln

T

Nx
T)T)(Nx( ∆∆  

( )
p

j

p
2

j2

Tln

xln

Tln

Nln

T

Nx
T 











∂

∂









∂

∂
+ ∆ , 

( ) +













+
























∂

∂
+









∂

∂
∆=∆ )(

ln

ln

ln
ln

)())(( TCp
T

x

T

N
TS

T

Nx
TTxNS j

p

j

p
j

j
jj  



 95

( ) +






















∂

∂











∂

∂
+
























∂

∂
+









∂

∂
∆+

pp

j
j

p

j

p
j

j

T

N

T

x
TS

T

x

T

N
TCp

T

Nx
T

ln
ln

ln

ln
)(

ln

ln

ln
ln

)(
2

2  

( )
p

j

p
j

j

T

x

T

N
TCp

T

Nx
T 











∂

∂









∂

∂
∆+

ln

ln

ln
ln

)(
3

3 , 

( ) +

























∂

∂
+
























∂

∂
+









∂

∂
∆=∆

p

j
p

p

j

p
j

j
jj

T

x

T

x

T

N
x

T

Nx
TTxNx

ln

ln

ln

ln

ln
ln

ln))(ln(  

( ) +





































∂

∂
+









∂

∂











∂

∂
+











∂

∂









∂

∂
∆+

p

j

pp

j

p

j

p
j

j

T

x

T

N

T

x

T

x

T

N
x

T

Nx
T

ln

ln

ln
ln

ln

ln

ln

ln

ln
ln

ln
2

2  

( )
2

3
3

ln

ln

ln
ln

p

j

p

j

T

x

T

N

T

Nx
T 











∂

∂









∂

∂
∆+ . 

Выбор в качестве базиса параметров p, T обусловливает справедливость 

соотношения  

                                         ( ) ( ) 0,, =−∆+∆+ TpTTpp ψψ ,                                       (172) 

Из (172) при учете ( ) ( ) TpTpTTpp Tp ∆+∆+=∆+∆+ '',, ψψψψ  получается - если 

ψ  не есть давление или температура, то  

                                                        
T

p
pT

'

'

ψ

ψ
∆−=∆                                                     (173) 

или 
T

p
T

'

'

ψ

ψ
ε−=∆  при ε=∆p . Далее для обеспечения корректности выражений 

(172)-(173) принимается 

• если ψ  есть давление, то 0=∆p  и ε=∆T , иначе - 0=∆T  и ε=∆p , 

• если символы F  и ψ  совпадают, то ( ) 0=∆∆ ϕψF . 

 Конструирование формальных выражений для )( pFT ∆∆ , )( TFp ∆∆  

приводит к следующим результатам. Пусть VF = , тогда из уравнения состояния 

идеального газа выводится 
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Отсюда при учете определений (59), (60) параметров Tpα , pTβ   формируются 

выражения 
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),,(
0

β ,                   

что позволяет определить 

( ) ( ) )2(
,

2)( pVpp TVTTV ξα ∆+∆=∆∆ ,      ( ) ( ) )2(
,

2)( TVTT pVppV ξβ ∆+∆−=∆∆ , 

где 
( )

2
)2(

,

1

T

TV p

pV

−
=

α
ξ , 

( )
2

)2(
,

1

p

pV T
TV

−
=

β
ξ .                                                

Пусть ρ=F , тогда из (3) следует )(ln)(ln ξξρ ∆∆−=∆∆ V  или 

V

V )()( ξ

ρ

ξρ ∆∆
−=

∆∆
, то есть )()( ξ

ρ
ξρ ∆∆−=∆∆ V

V
. Следовательно,  

( ) ( ) )2(
,

2)( ppp TTT ρξραρ ∆+∆−=∆∆ ,   ( ) ( ) )2(
,

2)( TTT ppp ρξρβρ ∆+∆=∆∆ , 

где )2(
,

)2(
, pVp

V
ξ

ρ
ξρ −= , )2(

,
)2(

, TVT
V

ξ
ρ

ξρ −= . 

Пусть HF = , где ( ) ( ) ( )nTpHnTpHnTpH
gc ,,,,,, )()( +=  при определении  

( ) ∑
∈

=

)(

,,)(

cBk
kk

c
HnnTpH . Отсюда  

( ) ( ) )2(
,

2)1(
,)( THTH pppH ξξ ∆+∆=∆∆ ,  ( ) ( ) ( ) )3(

,
3)2(

,
2)1(

,)( pHpHpH TTTTH ξξξ ∆+∆+∆=∆∆ .  

Для коэффициентов )(
,

k
THξ , где 2,1=k , получается 
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gBj
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j
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T

TH
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x
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p

N

p

N
ξ  

или 

( )
p

HHp
p

T
TH

)(
)1(
,

1 +−
=

β
ξ ,   

2
),()2(

,
1

p

p
H Tpg

TH

β
ξ

−
= ,  

где 

N

n
n k

k = , ∑
∈
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∂
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)(
ln

),(

cBk
T

k
k

pc

p

n
HNH , ∑

∈














∂

∂
=

)(
ln

ln),(

gBj
T

j
jj

pg

p

x
HxNH .  

),(),()( pcpgp
HHH +=  

В таблицах П.И. Бриджмена определено ( )TVH pp α−= 1' , следовательно,  

( )TV
p

pH
pTH

p
αξ −==

∆

∆∆

→∆
1

)(
lim )1(

,
0

, 

то есть  

( ) ( ) ( ) )2(
,

21)( THp pTVppH ξα ∆+−∆=∆∆ . 

Для коэффициентов )(
,

k
pHξ , где 3,2,1=k , выводится  

( ) ( ) +
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∂

∂
= ∑

∈ )(
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,

cBj

jj
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j
jpH nTTCp
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n
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T
ξ  
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N
THTTCpx

T

N
,                  

( ) +














∂

∂
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∂

∂
= ∑∑

∈∈ )()(
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ln

ln
1)2(

,
gc Bj

j
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j

Bk p

k
kpH TCp

T

N
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T

n
Cp

T
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N
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=

)(
ln

ln1)3(
,

gBj

j

p

j
j

p

pH TCp
T

x
x

T

N

T

Tα
ξ ,                          

или 

( )
T

TCpHHT f
T

p

pH

++−
=

)(
)1(
,

1α
ξ , 

( )( )
2

)(),(
)2(
,

1

T

TCpTCpHT
T
ff

Tg
p

pH

++−
=

α
ξ , ),(

2
)3(
,

1
Tg

f

p

pH Cp
T

T −
=

α
ξ , 

где 

                                                  )()( c
f

g
ff CpCpCp += ,                                                (174) 

∑
∈

=

)(

)(

cBk
kk

c
f CpnNCp , ∑

∈

=

)(

)(

gBj

jj
g

f CpxNCp , 

),(),()( Tc
f

Tg
f

T
f CpCpCp += , 
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x
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),(),()( TcTgT
HHH += , ∑
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n
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∈















∂

∂
=

)(
ln

ln),(

gBj
p

j
jj

Tg

T

x
HxNH . 

Из определения теплоемкости и в соответствии с таблицами П.И. Бриджмена 

постулируется Cp
T

TH
pH

T
==

∆

∆∆

→∆

)1(
,

0

)(
lim ξ . Следовательно,  

( ) ( ) ( ) )3(
,

3)2(
,

2)( pHpH TTCpTTH ξξ ∆+∆+∆=∆∆ .  

Пусть UF = . Тогда из формального выражения ( )( ) ( )TVpTpV ∆∆=∆  и 
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представления  

( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) [ ]pVpVpVp
p

V
p

p

V
pppV TT

TT

ββ −∆+∆−=











+









∂
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∆+









∂

∂
∆=∆ 122 , 

выводится  

( ) ( ) [ ] ( ) )2(
,

2
TUpT pTpVppU ξαβ ∆+−∆=∆∆ ,  

( ) ( )( ) ( ) ( ) )3(
,

3)2(
,

2
pUpUp TTpVCpTTU ξξα ∆+∆+−∆=∆∆ ,  

где VTTHTU βξξ −= )2(
,

)2(
, ,

( )
2

)2(
,

)2(
,

1

T

TV p

pHpU

−
−=

α
ξξ , )3(

,
)3(
, pHpU ξξ = .  

Пусть SF = , где ( ) ( ) ( )nTpSnTpSnTpS
gc ,,,,,, )()( +=  при определении 

( ) )(,,
)(

)(
TSnnTpS

cBk
kk

c ∑
∈

= . Тогда  

( ) ( ) ( ) )3(
,

3)2(
,

2)1(
,)(

TSTSTS
ppppS ξξξ ∆+∆+∆=∆∆ , 

( ) ( ) ( ) )3(
,

3)2(
,

2)1(
,)(

pSpSpS
TTTTS ξξξ ∆+∆+∆=∆∆ . 

Для коэффициентов )(
,
k
TSξ , где 3,2,1=k , получается 
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или 
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( )
p

NRSSp
p

T
TS

0
)(

)1(
,

1 −+−
=

β
ξ ,  

( )
2

)2(
,

0
),(

2
)2(

,
1

p
NRS

p

p TSpgT
TS

ζβ
ξ +−

−
= , )2(

,3
)3(

,
1

TS
T

TS
p

p
ζ

β
ξ

−
= , 

где 

∑
∈
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x , ),(),()( pcpgp

SSS += , ∑
∈
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0
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∈
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xNS ,  

В таблицах П.И. Бриджмена определено VS pp α−=' , следовательно,  

V
p

pS
pTS

p
αξ −==

∆

∆∆

→∆

)1(
,

0

)(
lim , 

то есть  

                               ( ) ( ) ( ) )3(
,

3)2(
,

2)(
TSTSp ppVppS ξξα ∆+∆+∆−=∆∆ .  

Для коэффициентов )(
,
k

pSξ , где 3,2,1=k , выводится  
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или  
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T

SSTCp
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)1(

,

1 +−+
=

α
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3
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T

Cp
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Tg
fpS
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+
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ζ
αξ , 

( )( )
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),()()2(
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,

1
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p
T
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=
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0
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T

x
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∂
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x
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В таблицах П.И. Бриджмена определено
T

Cp
S T =' , следовательно,  

T

Cp

T

TS
pS

T
==

∆

∆∆

→∆

)1(
,

0

)(
lim ξ , 

то есть  

                               ( ) ( ) ( ) )3(
,

3)2(
,

2)( pSpS TT
T

Cp
TTS ξξ ∆+∆+∆=∆∆ . 

Пусть рассматривается строка p∆ . Тогда принимается, εψ =∆p  для любого 

ψ , не равного p, и εψ =∆p  в ином случае. 
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Пусть рассматривается строка T∆ . Тогда в соответствии с формальным 

выражением (173) получается 

ε

εψ
ε

εψ
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ε
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Таким образом, в общем случае получается 

( ) ( ) ( ) ( ) )3(
,

3)2(
,

2)1(
, pFpFpFp TTTTF ξξξ ∆+∆+∆=∆∆ ,                         

( ) ( ) ( ) ( ) )3(
,

3)2(
,

2)1(
, TFTFTFT ppppF ξξξ ∆+∆+∆=∆∆ ,                       

то есть  
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                                         ( ) ( ){ }∑
=

∆+∆=∆
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1

)(
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k

k
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pF

k
pTF ξξψψ .                             (175) 

Соотношение (175) обеспечивает формирование математических текстов для 

остальных столбцов. Например, пусть V=ψ . Тогда 
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Известно, что CvU V =' , то есть 
T
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T ∆
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0
, отсюда из таблицы конечных 

разностей получается 
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Итак, 
p

T
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β
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,  и )3(
,
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,

2
VUVU

p

T
V
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U ξεξε

α

β
ε ++=∆ . Аналогично выводятся 
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следующие соотношения 
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+














−+=∆ , где 

)2(
,

2

)2(
,

)2(
, p

p

T
TV ρρρ ξ

α

β
ξξ














+= , 

• )2(
,

2)2(
,

2

)2(
,

2
VVpV

p

T
p

p

T
TVTV VVV ξεξ

α

β
εα

α

β
εξεεβ =














+














++−=∆ , где 

)2(
,

2

)2(
,

)2(
, pV

p

T
TVVV ξ

α

β
ξξ














+= , 

• ( ) +













+














+++−=∆ )2(

,

2

)3(
,

3)2(
,

2
pS

p

T

p

T
TSTSpV

T

Cp
VS ξ

α

β
ε

α

β
εξεξεαε   

)3(
,

3)2(
,

2)3(
,

3

VSVS
p

TCv
pS

p

T

T
ξεξε

α

β
εξ

α

β
ε ++=














+ , где 

)3(
,

3
)3(

,
)3(

, pS
p

T
TSVS

ξ
α

β
ξξ














+= , )2(

,

2
)2(

,
)2(

, pS
p

T
TSVS

ξ
α

β
ξξ














+= , 

• ( ) +













+














++−=∆ )2(

,

2

)2(
,

21 pH
p

T

p

T
THpV CpTVH ξ

α

β
ε

α

β
εξεαε  

)3(
,

3)2(
,

2)3(
,

3

VHVH
p

pT

pH
p

T
VCv

ξεξε
α

αβ
εξ

α

β
ε ++

+
=














+ , где )3(

,

3

)3(
, pР

p

T
VH ξ

α

β
ξ














= , 

)2(
,

2

)2(
,

)2(
, pH

p

T
THVH ξ

α

β
ξξ














+= . 

Для столбца ρψ =  при 
p

T
VT

α

β
ε=∆  получается 

)2(
,

2
ρρρ ξερ =∆ , )2(

,
2

ρρ ξε VV =∆ , )3(
,

3)2(
,

2
ρρρ ξεξε

α

β
ε UU

p

T Cv
U ++=∆ , 
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)3(
,

3)2(
,

2
ρρρ ξεξε

α

β
ε SS

p

T

T

Cv
S ++=∆ , )3(

,
3)2(

,
2

ρρρ ξεξε
α

αβ
ε HH

p

pT VCv
H ++

+
=∆ ,  

где )2(
,

2

)2(
,

)2(
, p

p

T
T ρρρρ ξ

α

β
ξξ














+= , )2(

,

2

)2(
,

)2(
, pV

p

T
TVV ξ

α

β
ξξ ρ 













+=  и 
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,

3
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,
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, pS

p

T
TSS ξ

α

β
ξξ ρ 
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,

2
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p

T
TSS ξ

α

β
ξξ ρ 
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,

3
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p

T
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α

β
ξ ρ 
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,

2

)2(
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, pH

p

T
THH ξ
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β
ξξ ρ 













+= , )3(

,

3

)3(
, pU

p

T
U ξ

α

β
ξ ρ 













= , )2(

,

2

)2(
,

)2(
, pU

p

T
TUU ξ

α

β
ξξ ρ 













+= . 

Аналогично выводятся формулы для оставшихся столбцов, что при  

использовании таблицы П.И. Бриджмена позволяет получить следующие 

соотношения. Пусть S=ψ , тогда 
Cp

TV
T

p
S

α
ε=∆  и 

)3(
,

3)2(
,

2
SUSU

T
S

Cp

pVCv
U ξεξε

β
ε ++=∆ , )2(

,
2

S
T

S
Cp

Cv
ρξε

β
ερρ +=∆ , 

)2(
,

2
SV

T
S

Cp

Cv
VV ξε

β
ε +−=∆ , )3(

,
3)2(

,
2

SHSHS VH ξεξεε ++=∆ , )3(
,

3)2(
,

2
SSSSSS ξεξε +=∆ , 

где )2(
,

2
)2(

,
)2(

, pS

p

TSSS
Cp

TV
ξ

α
ξξ 








+= , )3(

,

3
)3(

,
)3(

, pS

p

TSSS
Cp

TV
ξ

α
ξξ 








+=  и  

)2(
,

)2(
,

2
)2(

, TUpU

p

SU
Cp

TV
ξξ

α
ξ +








= , )3(

,

3
)3(
, pU

p

SU
Cp

TV
ξ

α
ξ 








= , )2(

,

2
)2(

,
)2(

, p
p

TS
Cp

TV
ρρρ ξ

α
ξξ 








+= , 

)2(
,

2
)2(

,
)2(

, pV
p

TVSV Cp

TV
ξ

α
ξξ 










+= , )2(

,
)2(
,

2
)2(
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p

SH
Cp

TV
ξξ

α
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= , )3(

,

3
)3(
, pH

p

SH
Cp

TV
ξ

α
ξ 








= . 

Пусть H=ψ , тогда 
Cp

TV
T

p
S

)1( −
=∆

α
ε  и 

)2(
,

2
HV

pT
H

Cp

VCv
VV ξε

αβ
ε +

+
−=∆ , )3(

,
3)2(

,
2

HSHSH
T

V
S ξεξεε ++−=∆ , 

( ) )3(
,

3)2(
,

2
HUHUpTH CppVpCv

Cp

V
U ξεξεαβε ++−+=∆ ,  
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)2(
,

2
H

pT
H

Cp

VCv
ρξε

αβ
ερρ +

+
=∆ , )3(

,
3)2(

,
2

HHHHHH ξεξε +=∆ , 

где )2(
,

2
)2(
,

)2(
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p

THHH
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TV
ξ
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ξξ 
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3
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ξ
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2
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HV
Cp

TV
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α
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= ,  
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= ,  )2(
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= ,  
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Пусть U=ψ , тогда 
CppV

TpV
T

p

pT
S

−

−
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ε
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Результаты конструирования таблицы конечных разностей )( ϕψ ∆∆F  
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представлены в таблице 1.  

На основе таблицы конечных разностей можно построить формальные 

выражения вычисления параметров, не включенных в таблицу конечных 

разностей. Например, известно, что для скорости звука справедлива формула 

S

p
a 









∆

∆
=

→∆ ρρ 0

2 lim . Выбор приращения p∆  и приращения ρ∆  в столбце constS =  

приводит к результату 

Cp

Cv
a

T ρβ
ε

ε

ε 0

2 lim
→

= .   Следовательно, из (44)-(45)    

выводится 
p

RT

pCv

CpRT
a

TT β

χ

β

10
10

1000
== или 

p

RT
a

Tβ

χ 10
10= , что достаточно 

просто преобразуется к формальному выражению 

                                                             
[ ]p

p
a

Tβρ

χ
= ,                                                (177) 

которое, как показала практика, более эффективно для решения задач вычисления 

параметров термодинамических систем при течении в сопле камеры ЖРД. 

Пусть в качестве базиса таблицы конечных разностей определены не 

давление и температура, а, например, параметры p,H  или  p,S. В этом случае 

строка T∆  заменяется, соответственно, на строку H∆  или S∆ .  

Далее функциональные свойства столбца T=const выполняет столбец 

H=const или, соответственно, столбец S=const. 

Основной вопрос - это конечная разность ( )HTp ∆∆  при приращении 

ε=∆H  или, соответственно, конечная разность ( )STp ∆∆  при приращении ε=∆S  

для столбца p=const. 

Формальное выражение (175) при учете таблицы 1 обеспечивает 

справедливость представлений 

( ) ( ) ( ) ( ) )3(
,

3)2(
,

2
pHppHppp TTCpTTH ξξ ∆+∆+∆=∆∆ , 

( ) ( ) ( ) ( ) )3(
,

3)2(
,

2
pSppSppp TT

T

Cp
TTS ξξ ∆+∆+∆=∆∆ , 



 108

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

откуда и выводятся формальные выражения определения ( )HTp ∆∆  и ( )STp ∆∆ . 

Основу построения таблицы конечных разностей для замороженных систем 

составляют, как это описано ранее, при { }Tp,, ∈ηξ , ηξ ≠  выражения  
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 0
ln

ln

ln
ln

=








∂

∂
=









∂

∂

ηη ξξ

jxN
, )(gBj ∈ , 0

ln

ln )(

=














∂

∂ Γ

η
ξ

jn
, )(

)(
Γ∈ gBj , 

а также условие - температура не является температурой фазового или 

полиморфного переходов. Результаты формирования таблицы конечных 

разностей для замороженного состояния представлены в таблице 2.  
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В процессе выводов и сравнения с таблицами П.И. Бриджмена получено, что 

условное формальное определение теплоемкости fCp  (174) является 

действительно корректной формулой. Более того, при формировании строк для 

первых двух столбцов получено, что для внутренней энергии справедливы 

конечные разности ( ) ( )( )pVCpTTU pf α−∆=∆∆ , ( ) ( )
p

V
ppU

2
∆−=∆∆ . Но тогда 

получается, что для столбца constV =  приращение для внутренней энергии имеет 
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вид 
p

V

T

pV
Cp

p

T
U fV

2εε −







−=∆ . Из известного выражения производной   

 

f
V

Cv
T

U
=









∂

∂
, то есть 

p

T

T

pV
Cp

p

T

Cv

f

f

ε

ε

ε









−

=
→0

lim , выводится  
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T

pV
CpCv ff −= .                                                  (178) 

Таким образом, построенные таблицы конечных разностей функционально 

являются более полными. Из таблицы 2 также выводится, что приращение 

внутренней энергии всегда определяется погрешностью второй степени, что 

обусловливает более высокую проблематичность расчетов и более низкую 

степень надежности при фиксировании параметра U  в качестве одной из 

независимых переменных. Итак, в процессе конструирования таблиц 1, 2 

выведены пределы (59), (60), (61), (62), (63), (64), представляемые формальными  

выражениями (174), (176), (178), а также соотношениями 

                                                    
p

p
T

N
T 









∂

∂
+=

ln
ln

1α ,                                              (179) 

                                                    
T

T
p

N
p 









∂

∂
−=

ln
ln

1β ,                                               (180)   

                                 
( )

T

CpCpTH
CpCp

gc
p

f

)()(1 ++−
+=

α
.                                 (181) 

Применение таблиц конечных разностей 1 и 2 для вывода формальных 

выражений вычисления скорости звука позволило определить предел (71) 

скорости звука, что представлено формулой (177), а также предела (72), 

определяемого в виде  

                                                               
ρ

χ p
a

f

f = .                                                (182) 

Более того, в процессе конструирования таблицы 1 и при сравнении производных 

функций с соответствующими производными таблицы П.И. Бриджмена были 

выявлены соотношения - инварианты вида   

( ) ( ) 011 )( =−++− TpVHHp p
p

T αβ , ( ) 01 0
)( =+−+− pVNRSSp p

p
T αβ , 

( ) ( ) 01 )( =−++− CpCpTHHT f
T

pα , ( ) 01 )( =+−+− T
pf SSTCpCp α .  

Если, например, представить предпоследний инвариант в виде ( ) 0,,)( =nTpf
T

H , а 
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последний в форме ( ) 0,,)( =nTpf
T

S , то при МПа 50=p  и при K 300=T  

получается: 

• топливо 1.9562 СНО +  при 
горючегокг

окислителякг
5.0m =K : ( ) 11)( 106,5,, −⋅=nTpf

T
H , 

( ) 9)( 101,1,, −⋅=nTpf
T

S ,  

• топливо НДМГАТ +  при 
горючегокг

окислителякг
1m =K : ( ) 12)( 108,1,, −⋅=nTpf

T
H , 

( ) 10)( 104,9,, −⋅=nTpf
T

S ,  

то есть налицо отличия в точности расчетов, что объясняется, в частности, 

наличием погрешностей или несогласованностей в исходных данных. 

Представленные результаты позволяют также постулировать, что исследование 

параметров систем с чрезвычайно большим количеством веществ необходимо 

осуществлять с использованием таблиц конечных разностей, представляющих 

более точные оценки приращений функций. 

 

 

 

1.4. Термодинамические свойства систем при учете уравнения состояния 

реального газа 

 

 

 

Пусть для термодинамической системы определено, что газовая фаза 

описывается уравнением состояния реального газа, то есть для газовой фазы 

справедливо уравнение (73).  Тогда для термодинамических функций верны 

определения  

                                           ),,(),,(),,()( nTpAnTpGnTpG G
r += ,                           (183) 

                                          ),,(),,(),,()( nTpAnTpSnTpS S
r += ,                             (184) 
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                                   ),,(),,(),,()( nTpAnTpHnTpH H
r += ,                                 (185) 

где ℵ∈n  и  

                                    ∫∑
∈

−=

p

k

Bk

kG dpnTpxNnTpA

g 0

),,(),,(
)(

α ,                                (186) 
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.     (188) 

Формальные определения (186)-(188) следуют из представлений (183)-(185) и 

(88), (91), (95). Пусть введены в рассмотрение обозначения 
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Тогда при очевидной справедливости для любого )(gBk ∈  выражения 0
ln

=
pd

dBkj  

отсюда достаточно просто выводятся формулы 
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Далее, если не оговорено иное, принимается, что вычисления производятся для 

осредненной модели, то есть при представлении  
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Применительно к энтальпии при определении (188) получается 
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Применительно к энергии Гиббса при определении (186) получается 
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Как известно [123],  для объема термодинамической системы справедливы 
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• для термодинамической системы с идеальной газовой фазой 
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Из (207) в соответствии с (204) следует 
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При формировании элементов таблицы конечных разностей для модели 

идеального газа в соответствии с (179)-(180) было получено 
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Таким образом, при учете частных производных (189)-(200) получается 
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• для замороженной термодинамической системы 
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где формальные выражения вычисления [ ]Tpα  и [ ]pTβ  имеют вид (179), 
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• для реагирующей системы 
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• для замороженной системы 
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Таким образом, соотношения (213)-(214)  приобретают вид 
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При учете формальных выражений вычисления частных производных (189)-(200) 
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Известно [25], что справедливы соотношения 
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В соответствии с ранее описанными известными положениями получается 
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то есть используются соотношения, аналогичные формальным выражениям (69), 

(70), (177), (182), соответствующих учету уравнения состояния идеального газа. 

Согласно соотношениям (3), (44)-(45) выводятся завершающие формальные 

определения 
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1.5. Производные газодинамических функций при учете  

таблицы конечных разностей 

 

 

 

Итак, расчет термо-газодинамических параметров сопла камеры ЖРД при 

задании в качестве газодинамического параметра )0(ψ  числа Маха aM  (102) или 

геометрической степени расширения aF  (103) основывается на решении системы 

уравнений (100)-(101). Учитывая, что aM  и aF  достаточно просто вычисляются 
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при известных ap , aT , )0(ℵ∈an , а также то, что уравнение (101) принадлежит 

семейству ограничений равновесного состояния constSp =0, , далее принимается 

возможным заменить систему уравнений (100)-(101) на одно уравнение 

( ) )0((*), ψψ =Tp , где (*)T  есть точка минимума экстремальной задачи (117), 

определенной для равновесного состояния constSpa =0, .  

Анализ функциональных зависимостей для ( )spM ,   и ( )spF ,  приводит к 
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Следовательно, ( ) ( )










 −

+











−

−
+−=









∂

∂

T

p
T

T

p
p

p

a

p

T
p

p

T
T

S
α

β

χ

χ
α

α

β

χ

χ
βχ

1
1

1
1

2
1

ln
ln

 или 

( )






















 −
+−=









∂

∂

T
p

p

a

p
T

S
χα

χ
βχ

21
1

2
1

ln
ln

. Таким образом, справедливы выражения 

        ( ) ( )2
*

2
2

2

2

222
111 Mf

w

F
M

w

fF

a

w

w

F

a

p

w

p

p

F

p

F

S

−=−=













−=













−=








∂

∂

ρρρ
,  (226) 

                                 
( )























 −
+−−−=









∂

∂

T
p

p

M

w

M

p

M

p
T

S
χα

χ
βχ

ρ

2

2
1

1
2

.                     (227) 

 



 124

 

2. ВАРИАЦИОННЫЕ ПРИНЦИПЫ МЕХАНИКИ КАК ФУНДАМЕНТАЛЬНАЯ 

ОСНОВА РАСЧЕТА ПАРАМЕТРОВ ПРОЦЕССОВ 

 

 

 

 Анализ работоспособности и исследование эффективности разработанных 

методов и средств осуществляется на основе исследования параметров продуктов 

сгорания топлив,  включающих в свой состав такие компоненты, как  O2 , AT , 

Воздух , H2 , НДМГ , 1РГ − , спирт Этиловый  ( O5%HOHH95%С 252 + )[5-8] 

(таблица 3). 

 

 

 

2.1. Термодинамические свойства индивидуальных веществ 

 

 

 

В процессе описания математических моделей было подчеркнуто, что 

решение экстремальных задач для состояний constHp =00 ,  и constSp =00 ,  

основывается, в частности, на поиске температуры T в пределах температурного 

интервала [ ]TT ,  существования термодинамической системы в целом. В то же 

время анализ математических свойств множеств, функций и задач происходил 

при предположении, что каждое из веществ Bj ∈   определено по своим 

свойствам во всех точках температурного интервала [ ]TT ,  существования, то есть 

интервал [ ]jj TT ,  и интервал [ ]TT ,  для любого вещества Bj ∈  совпадают. Как 

показывает анализ известных данных по свойствам веществ, для большинства 

термодинамических систем это невозможно, то есть существует, по крайней мере 

одно, молекулярное вещество Bj ∈  в газообразном состоянии, для которого 
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справедливо отношение [ ] [ ]TTTT jj ,, ≠ .  

 

 Таблица 3 − Параметры компонентов топлив 

Компонент 
Энтальпия, 

кг

кДж
 

Химическая формула условной 

молекулы 

O2  -398,300 62,50234O  

AT   -212,500 43,4730621,73653ON  

Воздух         1,046 14,4843853,92632,0104531,3204969 ONCAr  

H2  -4353,900 992,1619H  

НДМГ     823,600 33,05679132,959133,55040 NHC  

1РГ −  -1958,100 139,889671,51821HC  

спирт Этиловый  -6495,700 23,39676129,278841,24266 OHC  

 

Решение проблемы видится во введении понятия условное существование 

вещества Bj ∈ , при котором для любой температуры [ ]jj TTT ,∉  справедливо 

отношение 0=jn . На рисунках 17−24 представлены результаты расчета 

логарифма мольной доли jxln , приведенного химического потенциала  ( )nTpj ,,µ  

для веществ )(gBj ∈ . Как следует из рисунков, наименьшей мольной доле jx  

соответствует наибольший приведенный химический потенциал ( )nTpj ,,µ . Для 

обеспечения справедливости отношения 0=jn  и в соответствии со структурами 

описанных ранее классических математических моделей, а также в согласии с 

известными математическими положениями о минимуме функции постулируется:  

в качестве химического потенциала ( )nTpj ,,µ  вещества j  при [ ]jj TTT ,∉  

принимается чрезвычайно большое число ∞G , удовлетворяющее неравенству 

k
Bk

GG
∈

∞ >> max . Пусть для вещества Bj ∈  определено условное существование   
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данной при данной температуре  T  и пусть термодинамические свойства 

представляются функциями: условная энтальпия ( )T
H

j
)(φ , условная энтропия 

( )T
S

j
)(φ  и условная теплоемкость ( )T

Cp
j

)(φ  при constp = ,определяемыми  по 

аналогии с (10)-(13) в виде                                    

                                    ( ) ( ) ( )∫+=
T

T

Cp
jjj

H
j

j

dTTTHT
)()( φφ ,                                         (228) 

                                  ( ) ( ) ( )
∫+=
T

T

Cp
j

jj
S

j

j

dT
T

T
TST

)(
)(

φ
φ ,                                           (229) 

где                                       

                                       T
dT

Td
jj

Cp
j )1()0(

)(
)(

αα
φ

+=                                                      (230) 

при ( ) ( )jjj
Cp

j TCpT =)(φ  и [ ]TTT j ,∈ . Обозначения jTt = , Tt =  позволяют 

представить результат интегрирования уравнения (230) в виде                             

                              ( ) ( ) ( )
2

22
)1()0()()(

tT
tTtT jj

Cp
j

Cp
j

−
+−+= ααφφ .                           (231) 

Далее принимается справедливой система уравнений 

                                                         
)0()1()0(

jjj ct =+ αα ,                                             (232) 

                                                      ζαα )0()1()0(
jjj ct =+ ,                                              (233) 

где 1≠ζ . Замена формул для параметров )0(
jα , )1(

jα  в определении функции  

( )T
Cp

j
)(φ   на решение системы уравнений (232)-(233) вида 

tt
c jj

−

−
=

1)0()1( ζ
α  и 

tt

tt
c jj

−

−
=

ζ
α )0()0(

 обеспечивает преобразование (231) к записи 

   ( ) ( ) ( )
2

1
22

)0()0()()(
tT

tt
ctT

tt

tt
ctT jj

Cp
j

Cp
j

−

−

−
+−

−

−
+=

ζζ
φφ   

или ( ) ( )∑
=

=
2

0

)()(

l

ll
j

Cp
j TpCT ζφ , где  
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( ) ( )
2

1
2

)0()0()()0( t

tt
c

tt

tt
tctpC jj

Cp
jj ⋅

−

−
−

−

−
−=

ζζ
φζ  

или 

( ) ( ) ( )
2

21)0()()0( tt

tt

t
ctpC j

Cp
jj

−+

−
+=

ζ
φζ , 

( )
tt

tt
cpC jj

−

−
=

ζ
ζ )0()1(

,  ( )
2

11)0()2( ⋅
−

−
=

tt
cpC jj

ζ
ζ . 

Отсюда при учете (228)-(229) получается  

( ) ( ) ( )
1

112

0

)()(

+

−
+=

++

=
∑

l

tT
CptHT

ll

l

l

jj
H

j ζφ , 

( ) ( ) ( ){ } ( )
l

tT
CptTCptST

ll

l

l

jjj
S

j

−
+−+= ∑

=

2

1

)()0()(
lnln ζζφ  

или ( ) ( ) l

l

l
j

H
j THT ∑

=

=
3

0

)()( ζφ , ( ) ( ) ( ) l

l

l
jj

S
j TSTST ∑

=

+=
2

0

)((*))(
ln ζζφ , где  

( ) ( ) ( )
1

12

0

)()0(

+
−=

+

=
∑

l

t
CptHH

l

l

l

jjj ζζ , ( ) ( ) ( ) ( )
l

t
CptCptSS

l

l

l

jjjj ∑
=

−−=
2

1

)()0()0(
ln ζζζ , 

( ) ( )ζζ
)0()1(

jj CpH = , ( )
( )

2

)1(

)2( ζ
ζ

j
j

Cp
H = , ( )

( )

3

)2(

)3( ζ
ζ

j
j

Cp
H = , 

( ) ( )ζζ
)0((*)

jj CpS = , ( ) ( )ζζ
)1()1(

jj CpS = , ( )
( )

2

)2(

)2( ζ
ζ

j
j

Cp
S = . 

Пусть ( )T
G

j
)(φ  представляет условный химический потенциал, то есть 

справедлива запись ( ) ( ) ( )TTTT
S

j
H

j
G

j
)()()( φφφ −= . Отсюда выводится соотношение 

( ) ( ) ( ) l

l

l
jj

G
j TGTTGT ∑

=

+=
3

0

)((*))(
ln ζζφ , где  

( ) ( )ζζ
)0()0(

jj HG = , ( ) ( )ζζ
)1((*)

jj SG = , ( ) ( ) ( )ζζζ
)1()()( −

−=
l
j

l
j

l
j SHG ,  1,2,3.l =  

Структуризация вида ( ) )2,()1,()( i
j

i
j

i
j pCpCpC ζζ += , где 321 ,...,,i =   и  
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( ) 







−

−
+= t

t

tt

t
ctpC j

Cp
jj

2

)0()()0,1( φ , ( )tt

t
cpC jj

−
=

2

2
)0()1,1(

, 
tt

t
cpC jj

−
= )0()0,2(

,  

tt

t
cpC jj

−
−= )0()1,2(

, ( )tt
cpC jj

−
−=

2

1)0()0,3(
, ( )tt

cpC jj
−

=
2

1)0()1,3(
. 

обеспечивает представления  

( ) )()(
)1()0()(

TTT jj
G

j ζυυφ += , 

( ) )()(
)1()0()(

TTT jj
H

j ζϕϕφ += , ( ) )()(
)1()0()(

TTT jj
S

j ζψψφ += ,  

где для любого 10,k =   справедливо )()()(
)()()(

TTTT
k

j
k

j
k

j ψϕυ −= , причем, 

( ) l

l

kl
j

k
j TT ∑

=

=
3

0

),()( ϕϕ , ( ) l

l

kl
j

k
j

k
j TTT ∑

=

+=
2

0

),()(*,)(
ln ψψψ  

при 

( ) ( ) ( )
1

12

0

),(),0(

+
−=

+

=
∑

l

t
CptH

l

l

kl

jj
k

j ζζϕ , 

( ) ( ) ( ) ( )
l

t
CptCptS

l

l

kl

jjj
k

j ∑
=

−−=
2

1

),()0(),0(
ln ζζζψ , 

( )
),0(),1( k

j
k

j Cp=ζϕ  , ( )
),1(),1( k

j
k

j Cp=ζψ  , ( )
),0()(*, k

j
k

j Cp=ζψ  , 

( )
2

),1(

),2(

k

jk
j

Cp
=ζψ , ( )

2

),1(

),2(

k

jk
j

Cp
=ζϕ , ( )

3

),2(

),3(

k

jk
j

Cp
=ζϕ . 

Итак, базис формирования всех формальных выражений составляют два 

параметра: 
)0(

jc и ζ .  

 Коэффициент 
)0(

jc  представляет производную от теплоемкости и поэтому 

вычисляется в форме 
( )

tT

j
j

T

TCp
c

=









∂

∂
±=)0(

, где знак подбирается из условия 

возможного обеспечения положительности условного химического потенциала, а 

параметр ζ  является решением уравнения )()1()0(
)()( ∞=+ Gtt jj ζυυ . 

На основе представления, что любой процесс распада вещества 
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характеризуется как непрерывностью, так и некоторой длительностью, далее 

принимается, что существует такое 0>Tε , что на интервале [ ]Tjj TT ε+,  данное 

вещество Bj ∈  продолжает существовать, но в неприемлемых для 

термодинамики количествах, причем, KT 5≤ε . Таким образом, интервал 

условного существования [ ]TT j ,  разбивается на три промежутка: нулевой 

[ ]ε+jj TT , , первый [ ]Tjj TT εε ++ ,  и второй [ ]TT Tj ,ε+ , где свойства вещества 

на интервале [ ]ε+jj TT ,  вычисляются на основе экстраполяции функций на 

интервале [ ]jj TT ,ε− , где K001,0=ε . 

Для каждого из интервалов [ ]Tjj TT εε ++ , , [ ]TT Tj ,ε+  вычисляются свои 

условные функции, например, для первого интервала функции )(
)1,(

T
Cp

jφ , 

)(
)1,(

T
H

jφ , )(
)1,(

T
S

jφ , )(
)1,(

T
G

jφ , а для второго интервала функции )(
)2,(

T
Cp

jφ , 

)(
)2,(

T
H

jφ , )(
)2,(

T
S

jφ , )(
)2,(

T
G

jφ , удовлетворяющие условиям 

• на первом интервале ( )(∞∆
G

 - достаточно малое число) 

( ) ( )tt
Cp

j
Cp

j
)2,()1,( φφ = , ( ) ( )tt

H
j

H
j

)2,()1,( φφ = ,  

( )

tT

j
j

T

TCp
c

=









∂

∂
±=)0(

, )(
)()1,1()1,0(

)()( ∞∆−=+ ∞

Gjj Gtt ζυυ ,  

• на втором интервале  

( ) ( )tt
S

j
S

j
)2,()1,( φφ = , ( ) ( )tt

G
j

G
j

)2,()1,( φφ = ,  

tT

Cp
j

j
T

T
c

=














∂

∂
±=

)(
)1,(

)0(
φ

, )()2,1()2,0(
)()( ∞=+ Gtt jj ζυυ . 

На рисунках 25−28 отображены результаты расчета условных функций. Как видно 

из рисунков, действительно, за достаточно малый второй температурный 

промежуток (около 5 К) удается достичь чрезвычайно больших по   модулю 

значений соответствующих функций.  
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2.2. Процесс нагрева до заданных constTp =00 ,  

 

 

 

Мтематическая модель состояния смеси веществ в точке завершения 

процесса нагрева до заданных 00 ,Tp  (или равновесного состояния constTp =00 , ) 

представляется задачей вариационного исчисления вида 

{ } ( )∫
∈

max

min

(*)
)(

,,min 00

N

N
GG

dNqTpG

c
B

, где точки каждой кривой (*)
)(c

BG , соответствующей 

фиксированному составу множества конденсированных веществ  
(*)

)(cB , 

представляются решением экстремальной задачи (115) для множества значений 

[ ]maxmin , NNN ∈ . В то же время решение задачи (115) классической 

математической модели для фиксированного множества 
(*)

)(cB  при условии 

вариативности N  позволяет получить точку минимума на любой кривой (*)
)(c

BG .  

Итак, классическая математическая модель равновесного состояния 

constTp =00 ,  (или constTp =, ) фундаментально представляется экстремальной 

задачей   

                                               ),,(min
)0(

qTpG
Qq∈

,                                                          (234) 

где                                

                                ∑∑
∈∈

+=
(*)

)(
)(

)(),,(),,(

c
g Bj

jj

Bj

jj TGnqTpGvqTpG                           (235) 

и где задача (234)-(235) относится ко множеству задач выпуклого 

программирования. Задача (234) имеет решение, если множество )0(
Q  не пусто, то 

есть существует, по крайней мере одна, точка QnvNq kj ∈= ,...),...,,...,(
)0()0()0()0(

, 

)(gBj ∈ , 
(*)

)(cBk ∈ ,  являющаяся решением системы уравнений (104)-(105). Задача 

решения системы уравнений (104)-(105) относится к классу задач линейного 
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программирования и, следовательно, задача поиска точки Qq ∈
)0(

 решаема с 

помощью симплекс-метода [13, 20, 32, 51, 55]. Однако, исходя из принятых 

ограничений системы, очевидно положить возможность вычисления координат 

точки 
)0(

q  или точки 
)0(),0(

q  - начального приближения для симплекс-метода с 

помощью соотношений 

                                                     ii b=)0(ν , )(gAi ∈ ,                                                  (236) 

                                                       0
)0( =jν , )(gMj ∈ ,                                               (237) 

                                                          0
)0( =jn , 

(*)
)(cBj ∈ ,                                              (238) 

откуда выводится 

                                                           ∑
∈

=
Xi

ibN
)0( .                                                    (239) 

Известно, что в качестве эффективных методов решения задач выпуклого 

программирования выступают метод неопределенных множителей Лагранжа и 

метод условного градиента [20]. Поиск минимума (234) методом неопределенных 

множителей Лагранжа основывается на введении функции Лагранжа 

∑∑
∈∈

+++=
)Г(
)(

)0(
)(

)()()(),,(),,,( 0

gg
Ai

ii

Ai

iiN qqqqTpGqTpL ϕλϕλϕλλ , 

где 

Nvq

gBk

kN −= ∑
∈ )(

)(ϕ ,                                               

ii

Mj

jij

Mj

jiji bvnavaq

c
g

−++= ∑∑
∈∈ (*)

)(
)(

)(ϕ , 
)0(
)(gAi ∈ ,                      

                       i

Гl

li

Mj

jij

Mj

jiji bnvnavaq

i
c

g

−+++= ∑∑∑
∈∈∈ (*)

)(
)(

)(ϕ , 
)Г(
)(gAi ∈ , 

(*)
)(

(*)
)( cc BM ⊂ , 

(*)
)(ck B⊂Γ  для любого 

)(
)(

Γ∈ gBk , и формулировании экстремальной 

задачи  

                                                    ),,,(min
,

qTpL
Qq

λ
λ ∈

,                                                   (240) 
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где ,...),...,( 0 iλλλ = , Xi ∈ . Решение задачи (240) сводится к решению системы 

уравнений  

                                                              0)( =qNϕ ,                                                     (241) 

                                                        0)( =qiϕ , 
)0(
)(gAi ∈ ,                                              (242) 

                                                        0)( =qiϕ , 
)Г(
)(gAi ∈ ,                                              (243) 

                                                    0),,,( =qTpuN λ ,                                                   (244) 

                                           0),,,( =qTpu j λ , )(gBj ∈ ,                                              (245) 

                                         0),,,( =qTpu jl λ , jГ∈l , 
)Г(
)(gBj ∈ ,                                   (246) 

где   

01),,,('),,,( λλλ −−== qTpLqTpu NN , 

+−+== NvTpGqTpLqTpu jjvj j
lnln),(),,,('),,,( λλ  

∑∑
∈∈

++++
)Г(
)(

)0(
)(

01

gg
Ai

iij

Ai

iij aa λλλ , )(gMj ∈ , 

iiivi NvTpGqTpLqTpu
i

λλλλ +++−+== 01lnln),(),,,('),,,( , )(gAi ∈ , 

∑∑
∈∈

++==
)Г(
)(

)0(
)(

)(),,,('),,,(

gg

l

Ai

iij

Ai

iijlnjl aaTGqTpLqTpu λλλλ , jl Г∈ , 
Г)(

)(gMj ∈ , 

ilnil TGqTpLqTpu
l

λλλ +== )(),,,('),,,( , il Г∈ , 
Г)(

)(gAi ∈ , 

и 
(*)

)(kГ cB⊆  для любого  
)Г(
)(gBk ∈ . 

Пусть во множестве 
Г)(

)(gA  выделен элемент i,  тогда очевидно, что система 

уравнений (245)-(246) включает соотношения 

                                    01lnln),( 0 =+++−+ iii NvTpG λλ ,                                 (247) 

                                                 0)( =+ il TG λ , il Г∈ .                                               (248) 

Из уравнений (247)-(248) выводится, что для любых двух веществ ill Г, 21 ∈  

(естественно при условии, что количество элементов во множестве iГ  больше 
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одного) и для  соответствующего атомарного вещества 
Г)(

)(gAi ∈  выполняются 

уравнения  

0)(
1

=+ il TG λ ,                                                

0)(
2

=+ il TG λ .                                                

Итак, если для задачи (240) найдено решение, то это решение должно 

удовлетворять равенству )()(
21

TGTG ll =  для каждой пары конденсированных 

веществ ill Г, 21 ∈ , где 
Г)(

)(gAi ∈ , то есть метод неопределенных множителей 

Лагранжа обеспечивает справедливость дополнительного условия 

математической модели - условия равенства химических потенциалов для 

атомарных конденсированных веществ, находящихся в различных агрегатных 

состояниях. Из уравнений (247)-(248) также следует корректность определений  

                         [ ]01lnln),( λλ ++−+−= NvTpG iii , )(gAi ∈ ,                                (249) 

                                       )(TG li −=λ , il Γ∈ , 
)(
)(

Γ∈ gAi .                                               (250) 

Из уравнений (249)-(250) для il Γ∈ , где 
)(
)(

Γ∈ gAi , выводится 

                                       )(1lnln),( 0 TGNvTpG lii =++−+ λ .                             (251)         

Пусть определено множество ( ) [ ]{ }Qqq ∈∈==ℑ ,,,,| 0000 λλλλχχ . В 

терминологии множества ℑ  уравнение (251) приобретает вид 

                                                             ( ) 0=χωil ,                                                      (252) 

где ( ) iliil Nv πλχω −+−= 0lnln  и [ ]1)(),( +−−= TGTpG liilπ .  

 Применение определений (249), (250) к системе уравнений (244)-(246) 

позволяет преобразовать систему к виду, базис терминологии которого составляет 

множество ℑ , то есть к формальным выражениям 

                                                 ( ) 0=χω j , )(gMj ∈ ,                                                 (253) 

где 

( ) jjj

Ai

iijjj Nvav

g

πξλξχω −+−−= ∑
∈

0lnlnln
)0(
)(

, 
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+−−−= ∑∑
Γ∈∈∈

j

lAi

lij

Ai

iijjj

igg

TGaTpGaTpG ξπ
,

)Г(
)(

)0(
)(

)(),(),( ,  

∑
∈

−=
)0(
)(

1

g
Ai

ijj aξ , 

                                     ( ) 0=χω jk ,  jk Г∈ , 
Г)(

)(gMj ∈ ,                                              (254) 

где 

( ) jkjkjk

Ai

iikjk Nva

g

πξλξχω −+−−= ∑
∈

0lnln
)0(
)(

, 

















+−−−= ∑∑
Γ∈∈∈

jk

lAi

lik

Ai

iikkjk

igg

TGaTpGaTG ξπ
,

)Г(
)(

)0(
)(

)(),()( , ∑
∈

−=
)0(
)( g

Ai

ikjk aξ , 

                                                                   ( ) 00 =χω ,                                                (255) 

где  

( ) 100 += λχω . 

Из линейности системы преобразований следует, что система уравнений  (244)-

(246) и система уравнений (252)-(255) эквивалентны.   

В формальных выражениях системы уравнений (241)-(243), (252)-(255) из 

всех координат вектора λ  используется одна единственная координата 0λ . 

Следовательно, из предположения [ ]000 ,λλλ ∈ ,  выводится, что множество ℑ  

является замкнутым  и ограниченным и, как следствие, компактным. 

 Пусть 
(*)

χ  является решением системы уравнений (241)-(243), (252)-(255). 

Тогда из (252)  для приведенных химических потенциалов выводится 

)(ln),(
(*)

TGxTpG lii =+ , то есть метод неопределенных множителей Лагранжа 

обеспечивает удовлетворение следующему дополнительному условию - равенству  

приведенных химических потенциалов соответствующих атомарных веществ, то 

есть соотношению  ),()(ln
1

(*)
TpTx ili µµ −= . 
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 Пусть во множестве 
Г)(

)(gM  выбрано некоторое вещество j. Это позволяет 

выделить в системе уравнений (253)-(254) уравнения 

                                      0lnlnln 0
)0(
)(

=−+−− ∑
∈

jjj

Ai

iijj Nvav

g

πξλξ ,                      (256) 

                              0lnln 0
)0(
)(

=−+−− ∑
∈

jljljl

Ai

iil Nva

g

πξλξ , jl Г∈ ,                        (257) 

то есть для любых двух веществ jll Г, 21 ∈  (естественно, при условии - множество 

jГ  содержит более одного элемента) при 
Г)(

)(gMj ∈ , должны выполняться 

уравнения  

0lnln
111

)0(
)(

1 0 =−+−− ∑
∈

jljljl

Ai

iil Nva

g

πξλξ ,                        

0lnln
222

)0(
)(

2 0 =−+−− ∑
∈

jljljl

Ai

iil Nva

g

πξλξ .                        

Следовательно, если для задачи (240) поиска минимума функции - приведенная 

энергия Гиббса найдено решение, то это решение должно удовлетворять условию 

)()(
21

TGTG ll =  для каждой пары конденсированных веществ jll Г, 21 ∈ , где 

Г)(
)(gMj ∈ , то есть метод неопределенных множителей Лагранжа обеспечивает 

справедливость условия - равенство химических потенциалов для молекулярных 

конденсированных веществ, находящихся в различных агрегатных состояниях. 

Если из уравнения (256)  вычесть уравнение (257), то получится  

соотношение  

( ) ( )TGxTpG ljj =+++ 1ln, 0λ , 

которое в точке ℑ∈
(*)

χ  преобразуется к виду ( ) ( )TGxTpG ljj =+ (*)
ln, , то есть 

метод неопределенных множителей Лагранжа обеспечивает удовлетворение 

дополнительному условию - равенству химических потенциалов 

соответствующих молекулярных веществ, то есть соотношению 

),()(ln
(*)

TpTx jlj µµ −= .  



 139

Из свойств непрерывности и дифференцируемости по Фреше функций 

( )χϕ , ( )χω  на множестве ℑ  выводится, что функция 

      ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) +











+++= ∑ ∑∑

∈ Γ∈∈
)Г(
)(

)0(
)(

2222

g
i

g
Ai

il

l

i

Ai

iNF χωχϕχϕχϕχ  

                                              ( ) ( ) ( )∑∑
∈∈∈

+++
)Г(
)()( ,

222
0

gjg MjГk

jk

Mj

j χωχωχω                            (258) 

непрерывна и дифференцируема по Фреше на множестве ℑ . Следовательно, 

функция ( )χF  достигает на множестве ℑ  своих наибольшего и наименьшего 

значений, то есть задача ( )χ
χ

F
ℑ∈

min  на множестве ограничений (104)-(105) при 

условии, что множества ℑ , )0(
Q  не пусты, имеет решение. А это значит, что и 

эквивалентная задача решения системы уравнений (241)-(243), (252)-(255) также 

имеет решение. Из (258) также выводятся критерии близости 

• точка χ  принадлежит достаточно малой окрестности 




Ω

(*)
χε  

решения 
(*)

χ , если справедливо неравенство 

χεχχ <−
m

(*)
, 

• ( )χF  достаточно близко к 




 (*)

χF , если справедливо неравенство 

( ) FFF εχχ <




−

(*)
 

или оценка ( ) Fεχδ < , где  

                                                         ( ) ( )χχδ F= .                                                    (259)    

Таким образом, если выполняется неравенство (259), то возможно, что точка 
(*)

q  

является решением задачи (234). Пусть введено в рассмотрение множество  

( ) [ ]{ }Hhh ∈∈==Σ ,,,,| 0000 λλλλσσ , 

где ( ){ },...,...,ln,...,ln| kj nxNhhH == , [ ]1,0∈jx  для любого )(gBj ∈ , 
N

N
1

= , 
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N

n
n k

k =  или  Nnn kk =  для любого 
(*)

)(cBk ∈ . Из определения выводится, что 

множество Σ  эквивалентно множеству ℑ . Следовательно, система уравнений 

(241)-(243), (252)-(255) эквивалентна системе уравнений 

                                               ( ) 0=σjf , )(gMj ∈ ,                                                    (260) 

                                       ( ) 0=σjkf ,  jk Г∈ , 
Г)(

)(gMj ∈ ,                                             (261) 

                                    ( ) 0=σilf , 
)Г(
)(gAi ∈ , il Г∈ ,                                                      (262) 

                                                      ( ) 0=σNf ,                                                             (263) 

                                                ( ) 0=σif , 
)0(
)(gAi ∈ ,                                                      (264) 

                                                   ( ) 0=σif , 
)Г(
)(gAi ∈ ,                                                   (265) 

                                                       ( ) 00 =σf ,                                                             (266) 

Система уравнений (2.60)-(2.66) представляется в векторной форме 

                                                       ( ) 0=σf ,                                                              (267) 

где ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ),...,...,,...,,,..., 01 σσσσσσσ kljNn fffffff == , )(gBj ∈ , kl Γ∈ , 

)(
)(

Γ∈ gBk  и n есть  количество уравнений и неизвестных в системе (260)-(266), 0  - 

нулевой вектор и  

( ) jj

Ai

iijjj

g

xaxf πξλσ −+−= ∑
∈

0
)0(
)(

lnln , )(gMj ∈ , 

( ) jkjk

Ai

iijjk

g

xaf πξλσ −+−= ∑
∈

0
)0(
)(

ln ,  jk Г∈ , 
Г)(

)(gMj ∈ , 

( ) iliil xf πλσ −+= 0ln , 
)Г(
)(gAi ∈ , il Γ∈ , 

( ) 1

)(

−= ∑
∈ gBk

kN xf σ , 

( ) Nbxnaxaf ii

Mj

jij

Mj

jiji

с
g

−++= ∑∑
∈∈ (*)

)(
)(

σ , 
)0(
)(gAi ∈ , 
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( ) Nbnxnaxaf i

l

li

Mj

jij

Mj

jiji

с
g

−+++= ∑∑∑
∈∈∈ i

(*)
)(

)( Г

σ , 
)Г(
)(gAi ∈ , 

( ) 100 += λσf . 

Итак, если точка Σ∈
(*)

σ  является решением системы (260)-(266), то 

соответствующая точка ℑ∈
(*)

χ  есть решение системы уравнений (241)-(243), 

(252)-(255). Из системы уравнений (260)-(261) выводится справедливость 

постулата: в точке Σ∈
(*)

σ  выполняется дополнительное условие -  закон 

действующих масс.  

 Таким образом, метод неопределенных множителей Лагранжа обеспечивает 

удовлетворение всем дополнительным условиям, сформулированным при 

рассмотрении системы аксиом и правил термодинамики.  

Как известно, одним из наиболее эффективных по скорости методов 

решения систем нелинейных уравнений является метод Ньютона [33]. Технология 

классического метода Ньютона заключается в построении последовательности 

точек { } ,...2,1

)(

=ll

ll
σ , где { } )(

1

)(
,..., n

n

ll
ℜ∈= σσσ , при известной точке )()0( nℜ∈σ , где 

)(nℜ  - многомерное евклидово пространство.  

Пусть для некоторого ll известна точка 
)(ll

σ , тогда координаты точки  

)1( +ll
σ  вычисляются решением векторного уравнения 

)()()1( llllll
∆+=

+
σσ , где 

( )ijwW = , nji ,...,2,1, = , - матрица Якоби и где 














∂

∂
=

j

i
ij

f
w

σ
, а также 

)()()1(
lnln

ll
j

ll
j

ll
j xx ∆+=+

, )(gBj ∈ ,    
)()()1( ll

jk

ll

k

ll

k nn ∆+=
+

, 
)(
)(

Γ∈ gBj , jk Γ∈ , 

)()()1(
lnln

ll

N

llll
NN ∆+=

+
, 

)(
0

)(
0

)1(
0

llllll ∆+=+ λλ , 

при 




 ∆∆∆∆=∆ ,...,...,,...,,

)()()()(
0

)( ll

k
ll
j

ll

N

llll
, )(gBj ∈ , 

(*)
)(сBk ∈ , - вектор приращений. 

Расчет 
)(ll

∆  основывается на решении  уравнения 




−=∆





 )()()( llllll

fW σσ  или 

системы уравнений 
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)()(

0
)()(

)0(
)(

ll
j

Ai

j
llll

iij
ll
j

g

a δξ −=∆+∆−∆ ∑
∈

, )(gMj ∈ ,                          (268) 

                             )()(
0

)(

)0(
)(

ll
jl

Ai

jl
llll

iij

g

a δξ −=∆+∆− ∑
∈

,
)(
)(

Γ∈ gMj , jl Γ∈ ,                          (269) 

                              
)()(

0
)( ll

il
llll

il δ−=∆+∆ ,  
Г)(

)(gAi ∈ , il Γ∈ ,                                            (270)     

                                                   
)(

0
)(

0
llll δ−=∆ ,                                                            (271) 

                                     
)()()()()(

)()(

ll
N

Ai

ll
i

ll
i

Mj

ll
j

ll
j

gg

xx δ−=∆+∆ ∑∑
∈∈

,                                    (272) 

−∆+∆+∆ ∑ ∑∑
Γ

∈ Γ∈∈ )(
)(

)(

)()()()()(

g
jg Mj l

ll

jlij
ll
i

ll
i

Mj

ll
j

ll
jij axxa  

                                                
)()()( ll

i
ll

N

ll

i Nb δ−=∆− , 
)0(
)(gAi ∈ ,                                   (273) 

−∆+∆+∆ ∑ ∑∑
Γ∈ Γ∈∈ )(

)()(

)()()()()(

g
jg Mj l

ll

jlij
ll
it

ll
i

Mj

ll
j

ll
jij axxa  

                                   
)(

Г

)()()(

i

ll
i

k

ll

ik
ll

N

ll

i Nb δ−=∆+∆− ∑
∈

,
Г)(

)(gAi ∈  ,  it Γ∈ ,                   (274) 

где  






−=

)()( ll

jl
ll

j f σδ , )(gMj ∈ ,  




−=

)()( ll

jl
ll

jl f σδ , 
)(
)(

Γ∈ gMj , jl Γ∈ , 






−=

)()( ll

il
ll

il f σδ , 
)(
)(

Γ∈ gAi , il Γ∈ , 




−=

)(

0
)(

0

llll
f σδ , 





−=

)()( ll

N
ll

N f σδ ,   






−=

)()( ll

i
ll

i f σδ , 
)0(
)(gAi ∈ , 





−=

)()( ll

i
ll

i f σδ , 
Г)(

)(gAi ∈ . 

Анализ системы уравнений (268)-(274) приводит к выводу: если во множестве 

Г)(
)(gB  существует, по крайней мере одно, вещество k, для которого kΓ  содержит 

более одного элемента, или если общее количество молекулярных частных 

конденсированных веществ превышает число элементов во множестве 
)0(
)(gA , то 

основной определитель системы уравнений (268)-(274) становится нулевым. В 

этом случае однозначная разрешимость системы уравнений (268)-(274) возможна 
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только при справедливости правила фаз Гиббса, то есть метод Ньютона 

обеспечивает выполнение еще одного дополнительного условия - правила фаз 

Гиббса. Но метод Ньютона при этом ограничивает количество конденсированных 

веществ в любом множестве kΓ , где 
)(
)(

Γ∈ gBk , одним веществом.  

Далее принимается, что правило фаз Гиббса удовлетворено, и  каждый 

непустое множество kΓ , где 
)(
)(

Γ∈ gBk , содержит один элемент. 

 Анализ системы уравнений (268)-(274)  приводит также к выводу: 

принципиальная корректность применения метода Ньютона обеспечивается 

справедливостью условия - химическая формула условной молекулы включает 

атомы k, удовлетворяющие условию 'Ak ∉ . 

Матрица Якоби ( )σW , Σ∈σ , являющаяся основной матрицей системы 

уравнений (268)-(274), имеет вид ( ) ( ) ( )
( ) ( )













=

σσ

σσ
σ

)22()21(

)12()11(

WW

WW
W , где структура 

каждой подматрицы ( )σ
)(ij

W  представлена в таблицах 4−7. При этом приняты 

обозначения: 0  − матрица, элементами которой являются только нули, ( )0  − 

строка или столбец, элементами которых являются только нули, ( )1  − строка или 

столбец, элементами которых являются только единицы. 

Как следует из анализа таблиц 4−7, а также известных свойств матриц [19, 

150] для ( )σW  справедливо отношение ( )( ) ( )( )σσ VW detdet = , где 

( ) ( )
( )













=

σ

σ
σ

)22(

)12(

0 V

WE
V ,  

)12()21()22()22(
WWWV −= . Матрица ( )σV  является 

основной матрицей системы линейных уравнений 
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0
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)(cMj ∈ , jl Γ∈ ,                            (275)  
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                          [ ] [ ]∑∑
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g
g Ai
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j
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j xx δδξδδ ,   il Γ∈ ,                (276) 

 

Таблица 4 − Структура ( )σ
)11(

W  

 
)(gMj ∈  
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)(gMk ∈  E  0  
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Ak Mj
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                       [ ]∑
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)()()()()(
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j
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N

ll

i xaNb ξδδδ , 
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)(gAi ∈ , jl Γ∈ ,   (277) 
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                 [ ] [ ]∑
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j
ll
jij

llll
il

ll
i xax ξδδδδ , 

Г)(
)(gAi ∈ , jl Γ∈ , ik Γ∈ ,   (278) 

при ikδ  есть символ Кронекера, получаемой из системы (269), (272)-(274) с 

помощью определений: 
)(

0
)(

0
llll δ−=∆ , 

)()(
0

)( ll
il

llll
il δδ −=∆  для любого  il Γ∈ , где 

Г)(
)(gAi ∈ , и )()(

0
)()(

)0(
)(

ll
j

Ai

j
llll

iij
ll
j

g

a δξδ −+∆=∆ ∑
∈

 для любого )(gMj ∈ . Пусть во 

множестве Σ  выделены  

• точка 
)0(

σ , рассматриваемая как начальная точка конструирования 

бесконечной последовательности { } ,...2,1

)(

=ll

ll
σ  метода Ньютона, 

• окрестность 




Ω

)0(
σπ , для любой точки σ  которой  при определении 

)0(

,...,2,1

)0(
max ii

nim

σσσσ −=−
=

 справедливо неравенство  
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                                                        πσσ ≤−
m

)0(
.                                                  (279) 

Тогда в соответствии с известной теоремой о сходимости метода Ньютона [33], 

если справедлива оценка 10 ≤µ ,  где CBnA 000 2=µ  и где параметры 0A , 0B , C  

удовлетворяют неравенствам 

Таблица 5 − Структура ( )σ
)21(

W  

 )(gMj ∈  
)(
)(

Γ∈ gAi  

0λ  ( )0  ( )0  

)0(
)(gAk ∈  ( )jkj xa  0  

N  ( )jx  ( )ix  

)(
)(

Γ∈ gMk  0  0  

)(
)(

Γ∈ gAk  ( )jkj xa  ( )ixE ×  

         

         Таблица 6 − Структура ( )σ
)12(

W  

 0λ  
)0(
)(gAi ∈  N  

)(
)(

Γ∈ gMj  
)(
)(

Γ∈ gAi  

)(gMk ∈  ( )kξ  ( )ika−  ( )0  0 0  

)(
)(

Γ∈ gAk  ( )1  0 ( )0  0 0  

 

                                                         0

)0(1
AW

m

≤




−
σ ,                                           (280) 

                                                  
2

0

)0()0(1 π
σσ ≤≤











−

BfW
m

,                             (281) 

                                                     
( )

C
wn

k k

ij
≤

∂

∂
∑

=1 σ

σ
,  





Ω∈

)0(
σσ π ,                          (282) 
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при представлении  

                                                ( )
( )

( )( )σ

σ

σ
W

W

W

n

j

ji

nim det
max

1

,...,1

1
∑

=

=

−
=                                      (283) 

и определении: ( )σijW  есть алгебраическое дополнение элемента ( )σijw , тогде 

метод Ньютона сходится, то есть существует предел 
)((*)

lim
ll

ll
σσ

∞→
= , где 






Ω∈

)0((*)
σσ π , и скорость сходимости оценивается соотношением 

0
12

0

1
)((*)

2

1
B

ll
ll

m

ll −
−









≤− µσσ . Свойства компактности пространства Σ  и 

фундаментальности любой бесконечной последовательности обеспечивают 

единственность предельной точки 
(*)

σ . Известные положения алгебры матриц 

[19, 150] обусловливают справедливость формальных выражений 

 

         Таблица 7 − Структура ( )σ
)22(

W  

 0λ  
)0(
)(gAi ∈  N  

)(
)(

Γ∈ gMj  
)(
)(

Γ∈ gAi  

0λ  1 ( )0  0 ( )0  ( )0  

)0(
)(gAk ∈  ( )0  ( )ixE ×  ( )Nbk−  ( )kja  0  

N  0 ( )ix  0 ( )0  ( )0  

)(
)(

Γ∈ gMk ,

km Γ∈  

( )kmξ  ( )ika−  ( )0  0 0 

)(
)(

Γ∈ gAk  ( )0  0 ( )Nbk−  ( )kja  E  

 

                                               ( )( ) ( )







= σσ

)22(
detdet VW ,                                           (284)   
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               ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) 
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=
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1
)22()21(

1
)22(

1
)22()12()21(

1
)22()12(

1

σσσ

σσσσσ
σ

VWV

VWWVWE

W . (285) 

Из (283)-(285) выводится: если ( )






 σ
)22(

det V  есть достаточно малое  число, то 

наиболее вероятно, что ( )
m

W σ
1−

есть достаточно большое число и, если 0B  и C 

принимают конечные значения, то выполняется неравенство 10 >µ , то есть метод 

Ньютона не сходится. 

Известные элементы матрицы 




− )0(1
σW  обеспечивают вычисление 

координат вектора 
)1(

σ . Но, как известно, 
mm

fW
)0()1()0()0(1

σσσσ −=










−

, 

следовательно, справедливо принять, как это предложено в работе [33],  и в 

соответствии с (279) определить 

                                                      
m

B
)0()1(

0 σσ −= .                                               (286) 

Из (286) выводится, что параметр 0B  принимает конечное значение и корректно 

согласно технологии работы [33] представить 

                                                             02B=π ,                                                         (287) 

откуда с учетом (281) из (287) выводится 
mm

fW
)0()1()0()0(1

σσσσ −≤










−

. 

Анализ таблиц 4−7 приводит также к выводу: в большинстве случаев 

производные 
( )
k

ijw

σ

σ

∂

∂
 равны нулю; ненулевые суммы абсолютных производных 

имеют вид 

• 
( )

jij

n

k k

ij
xa

w
=

∂

∂
∑

=1 σ

σ
 для любого )(gAi ∈  и любого  )(gMj ∈ , 
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• 
( )

Nb
w

i

n

k k

Ni =
∂

∂
∑

=1 σ

σ
 для любого )(gAi ∈ ,  

• 
( )

i

n

k k

ii x
w

=
∂

∂
∑

=1 σ

σ
 для любого )(gAi ∈ ,  

• 
( )

j

n

k k

jN
x

w
=

∂

∂
∑

=1 σ

σ
 для любого  )(gBj ∈ . 

Таким образом, 
( )
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∂

∂

∈∈∈
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=
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Xi
ij

MjXi

n

k k

ij

nji
bNa

w

g

max,maxmaxmax
)(,

1
,...,1, σ

σ
. Из (286)-(287) 

выводится 0

)0(
2BNN ≤−   или 0

)0(

0

)0(
22 BNNBN +≤≤− . Следовательно, в 

соответствии с (282) для параметра С справедливо равенство 
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∈∈∈
i

Xi
ij

MjXi
bBNaC

g

max2,maxmax 0

)0(

, )(

.                           (288) 

Из (288) очевидно получается, что для любой задачи рассматриваемого типа 

параметр C  принимает вполне определенное конечное значение.  

Пусть  для точки 
)0(

σ  справедлива оценка εσ >












 )0()22(

det V . Из 

определения матрицы ( )σV  выводится 

m
m

VW

1
)0()22()0(1

−−












≥





 σσ . Итак, 

при справедливости неравенства 12 00 >CBnα , где  

                                                     

m

V

1
)0()22(

0

−












= σα ,                                       (289) 

метод Ньютона не сходится, так как в этом случае 10 >µ .  

 Далее принимается рациональным ввести в рассмотрение вместо параметра 

0A  (280) параметр 0α , вычисляемый по соотношению (289), и представить 

                                                       CBn 000 2 αµ = .                                                   (290) 

Тогда получается, если 10 >µ , где справедливо определение (290), то метод 

Ньютона возможно не сходится, если же выполнено неравенство 
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                                                                10 <<µ ,                                                      (291) 

то метод Ньютона сходится. 

 Итак, пусть начальная точка Σ∈
)0(

σ  найдена и определено, что она 

удовлетворяет условию сходимости метода Ньютона (291). Следующая задача - 

это решение системы линейных уравнений (275)-(278).  

 Наибольшую популярность, как известно, имеет метод главных элементов, 

фундаментальным преимуществом которого является высокая скорость. Однако 

метод главных элементов приводит к значительным погрешностям, вычисляемых 

с помощью нормы 
m

⋅ . Поэтому для увеличения точности вычислений принято 

рациональным использовать метод Зейделя. Пусть система линейных уравнений 

(275)-(278) представлена в виде 

                                                                 ε−=∆Y ,                                                    (292) 

где ( )nεεε ,...,1= , ( )n∆∆=∆ ,...,1 . Решение системы уравнений (292) производится 

в форме [ ] ε
1−

−=∆ Y , где [ ] 1−
Y  есть обратная матрица, вычисление элементов 

которой реализуется с использованием метода Зейделя.  

Для каждого шага m производится вычисление элементов матрицы 

( ))(
)(

m
ij

m

yY =  и векторов: r  - номера строк и c  -  номера столбцов, где при 0=m  

принимается YY
m

=
)(

, ( )0,...,0=r , ( )0,...,0=c . На основе перебора элементов 

матрицы 
)(m

Y  для шага m реализуется поиск *
i  и *

j , для которых 
)(m

ijy  имеет 

наибольшее значение. Далее конструируется точка 
)0(

z , где   
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z , и решается задача  
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где 0
)( =m

ie  при *
ii ≠  и 1

)( =m
ie  при *

ii = . Задача (293) решается методом 

Зейделя, то есть производится конструирование последовательности точек  

{ } ,...2,1

)(

=ll

ll
z , при этом принимается, что  основная матрица системы (293)  является 

неособенной, что обеспечивает  эквивалентность системы (293) системе [33] 

[ ] [ ] )()()()( mTmmTm
eQzQQ = ,  которая, как известно, является нормальной, откуда 

выводится существование предела 
)((*)

lim
ll

ll
zz

∞→
= . При известных координатах 

точки 
)(ll

z , при определениях 
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где [ ]
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В силу сходимости метода Зейделя найдется точка 
(*)

z , удовлетворяющая с 

необходимой точностью системе уравнений (292), что позволяет перейти на 

вычисление элементов матрицы 
)1( +m

Y  в виде  

• если *ii ≠ : то 0
)1(

* =+m

ij
y  при *jj =  и 

)((*))()1(
*

m

jii
m

ij
m

ij yzyy +=+
 при 

*jj ≠ , 

• если *ii = : то 1
)1(

* * =+m

ji
y  при *jj =  и 

)((*))1(
* *

m

jii
m

ji yzy =+
 при *jj ≠ , 

где i-номер строки, j-номер столбца. Единичный столбец *j , содержащий 

единицу в *i  строке, заменяется на вектор 
(*)

z , и, наконец, параметры *i , *j  

фиксируются в векторах r  и c  в виде: *irm = , *jcm = . 

В результате реализации  всех шагов, общее число которых равно 

количеству строк в основной матрице системы (292), вычисления обратной 

матрицы [ ] 1−
Y  оказывается, что матрица Y  содержит только и только элементы 

матрицы [ ] 1−
Y , что обеспечивает на основе перестановок столбцов и строк в 

соответствии с параметрами векторов r  и c  формирование матрицы [ ] 1−
Y . 

Применение метода Зейделя, обеспечивающего вычисление нормы 

обратной матрицы 

m

V

1
)0()22(

−












σ , с одной стороны, приводит к замедлению 

вычислительного процесса, но, с другой стороны, обеспечивает приемлемо  
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высокую точность, что позволяет при попадании в достаточно малую окрестность 

решения существенно повысить скорости вычислений за счет перехода на  

применение модифицированного метода Ньютона, основывающегося на 

постоянстве матрицы Якоби.  

Как сказано ранее, конструирование бесконечной последовательности точек 

{ } ,...2,1

)(

=ll

ll
σ  методом Ньютона реализуется при условии, что каждая точка 

)(ll
σ  

принадлежит многомерному евклидово пространству. Отсюда следует, что в 

любой точке, находящейся в недостаточно малой окрестности результата, 

возможно нарушение исходных положений математической модели, а именно,  

• мольная доля ряда веществ газовой фазы больше единицы,  

• число молей конденсированных веществ отрицательно, 

• несправедлива при определении (110) оценка  

                                                   0,,
)(

≥




 ll

S

qTpψ .                                                  (294) 

Поэтому на каждом шаге конструирования бесконечной последовательности 

точек { } ,...2,1

)(

=ll

ll
σ  реализуется проекция [20] точки 

)(ll
n , соответствующей точке 

)(ll
σ ,  на множество ℵ   

• для любого )(gBj ∈  принимается: если 1
)( >ll

jx , то 1
)( =ll

jx , 

• для любого 
(*)

)(cBk ∈  определяется: если 0
)( <ll

kn , то 0
)( =ll

kn . 

Очевидно, что существует такая достаточно малая окрестность решения, в 

которой необходимость в реализации операции проецирования  точки 
)(ll

n  

отпадает. 

 Поиск минимума приведенной энергии Гиббса в задаче (234) методом 

условного градиента заключается в построении бесконечной 

последовательности точек { } ,...1=ll

(ll)
q , где )0()()()()(

,...),...,,...,( QnvNq
ll

k
ll
j

llll
∈=  для 

любого ll.  
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Пусть для некоторого ll известны координаты точки 
(ll)

q . Тогда в качестве 

первого шага вычисления координат точки 
)(ll

q
1+

 реализуется решение 

экстремальной задачи   

                                      
)()(

,,,gradmin
)0(

llll

Qq

qqqTpG −






∈
.                                     (295) 

Так как задача (295) в соответствии (111) эквивалентна задаче 

                                         qqTpG
ll

Qq

,,,gradmin
)(

)0(







∈
,                                             (296) 

далее реализуется решение (296).  

Пусть точка  )0((*)
Qq ∈  есть результат решения задачи (296). Если для 

данной точки  справедливо (119), то 
(*)

q  определяется как точка минимума задачи 

(234), иначе реализуется следующий шаг вычислений. 

В качестве начального этапа следующего шага процесса конструирования 

точек бесконечной последовательности { } ,...1=ll

(ll)
q выступает вычисление 

координат вектора приращений ,...),...,,...,(
)()(

,
)()( ll

k
ll

jv
ll
N

ll
∆∆∆=∆ , что производится 

с помощью формального выражения 
)((*))( llll

qq −=∆ . 

Далее реализуется поиск параметра (*)α , обеспечивающего оптимизацию 

приращения, на основе решения экстремальной задачи для функции одного 

переменного в форме 

                               
[ ]






 ∆+=





 ∆+

∈

)()(

1,0

)((*))(
,,min,,

llllllll
qTpGqTpG αα

α
.             (297) 

Так как приведенная энергия Гиббса выпукла, задача (297) относится ко 

множеству задач выпуклого программирования. 

Известные координаты точки 
)(ll

q  и вектор приращений 
)(ll

∆ , а также 

известный параметр оптимального масштаба приращения (*)α  обеспечивают 

вычисление координат новой точки в виде 
)((*))()1( llllll

qq ∆+=
+

α  и переход на 
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конструирование следующей точки 
)(ll

q
2+

, и так далее. 

 Таким образом, технология построения последовательности точек  

{ } ,...1=ll

(ll)
q  методом условного градиента основывается на следующих шагах 

• поиск начальной точки  )0(0
Qq

)(
∈ , 

• вычисление минимума линейной формы (296),  

• проверка справедливости критерия (119) для оценки возможности 

завершения процесса конструирования { } ,...1=ll

(ll)
q , 

• вычисления минимума одномерной функции на основе решения 

задачи (297). 

Начальная точка )0(0
Qq

)(
∈  должна удовлетворять системе линейных уравнений 

(241)-(243), где  количество неизвестных в большинстве случаев существенно 

больше количества уравнений. Далее принимается, что для любой точки 

последовательности { } ,...1=ll

(ll)
q ранг основной матрицы системы линейных 

уравнений (241)-(243) равен количеству уравнений.  

Известно [20], что метод условного градиента сходится, то есть для 

последовательности { } ,...1=ll

(ll)
q  справедливо выражение 

(ll)

ll

)(
qq

∞→
= lim

*
, если 

решения задач (296) и (297) удовлетворяют неравенствам  

         ll

llll

Qq

llll
qqqTpGqqqTpG ε+−





≤−







∈

)()()((*))(
,,,gradmin,,,grad

)0(
,     (298) 

[ ] ll

llllllll
qTpGqTpG δαα

α
+




 ∆+≤





 ∆+

∈

)()(

1,0

)((*))(
,,min,, , 

где 0≥llε , 0lim =
∞→

ll
ll

ε , 0≥llδ , ∞<=∑
∞

=

δδ
1ll

ll , и справедлива оценка 

ρδε 2
0

−≤+ llCllll , где constC =0  и 15,0 ≤< ρ . 

 Отсюда несложно вывести справедливость критерия (119). А, именно, пусть 

)((ll)
qq

*
= . Тогда из (298) следует 
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(*)(*)(*)(*)(*)(*)
,,,gradmin,,,grad

)0(
ε+−





≤−







∈

qqqTpGqqqTpG
Qq

 

или (*)(*)(*)
,,,gradmin

)0(
ε−≥−







∈

qqqTpG
Qq

, где (*)ε  - положительное, достаточно 

малое число. 

 Задача (296) поиска минимума функции qqTpG
ll

,,,grad
)(





  относится ко 

множеству задач линейного программирования и решается на основе применения 

наиболее фундаментального и популярного метода линейного программирования:  

симплекс-метода [13, 20, 32, 51]. Основу решения задачи (296) или задачи 

                                                        qLqL
Qq∈

= min
(*)

                                                    (299)         

при ограничениях 

                                                             cqA = ,                                                           (300) 

где ( )ijaA =  - некоторая матрица, ni ,...,1= , mj ,...,1= , c  - столбец свободных 

членов и ∑
=

=
n

k

iiqLqL
1

, симплекс-методом составляет конструирование конечной 

последовательности точек { } Kll

ll
q ,...,1

)(

= , где Qq
ll

∈
)(

, при известной начальной 

точке 
)0(

q . Далее принимается, что ранг основной матрицы системы (300) равен 

количеству уравнений системы. 

 Решение задачи (299)-(300) производится на основе введения 

структуризации элементов задачи на базисные и небазисные типы и 

преобразовании исходной постановки (298) к виду  

( ) ( ) ( ) ( )





 +

∈

llNllNllBllB

Qq
qLqL

,,,,
min                                      

при  

( ) ( ) ( ) ( )llllNllNllB
cqAqE =+

,,,
,  



 156

где cc =
)0(

, 




=

)0(),()0(),( NB
LLL , 








=

)0(),()0(),( NB

AAA  и где верхний индекс B (N) 

идентифицирует принадлежность данного элемента к набору базисных 

(небазисных) параметров.                                 

 Принимается, что конструирование последовательности точек { } Kll

ll
q ,...,1

)(

=  

завершено, если зафиксирован такой набор базисных параметров, для которого 

координаты вектора разности 
)(ll

∆ , где ∑
=

−=∆
n

i

llN
i

llN
ij

llN
j

ll
j LaL

1

)(),()(),()(),()(
, 

неположительны. Если, по крайней мере одна, координата вектора 
)(ll

∆  

положительна, то реализуется переход на новый базис, что в конечном счете 

сводится к преобразованию базисной матрицы 
)0(),(B

A , что выполняется с 

помощью описанного ранее метода Зейделя.  

Задача (297) поиска минимума функции 




 ∆+

)()(
,,

llll
qTpG α  относится ко 

множеству экстремальных задач функции одного переменного. Известно, что в 

качестве популярных методов решения подобных задач выступают метод 

касательных и метод золотого сечения [20]. Основу и метода касательных, и 

метода золотого сечения составляет конструирование бесконечных 

последовательностей промежутков [ ]{ } ,...1
(ll)(ll), =llba  при известных границах 

начального интервала [ ](0)(0) ,ba . При этом метод касательных характеризуется 

свойствами 

• если для некоторого интервала справедливо условие 

( )
0

,,

)()(

>








∆+= llll
aqq

d

qTpGd

α
 или  условие 

( )
0

,,

)()(

<








∆+= llll
bqq

d

qTpGd

α
, то 

принимается, что задача (297) решена и результат есть, соответственно, 

(ll)
a  или (ll)

b , 

• сходится с достаточно высокой скоростью вне достаточно малой 

окрестности решения ( )(*)αεΩ . 
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Поэтому завершение поиска минимума функции 




 ∆+

)()(
,,

llll
qTpG α  в 

окрестности  ( )(*)αεΩ  реализуется методом золотого сечения, обеспечивающим 

надежность вычислений. Очевидно, что каждый из методов поиска минимума 

сходится.  

Итак, метод Лагранжа-Ньютона обеспечивает при условии разрешимости 

задачи (234) ее решение, удовлетворяющее всем дополнительным условиям 

математической модели. То есть для решения любой системы нелинейных 

уравнений, эквивалентной системе уравнений (2.60)-(2.66), необходимо 

справедливо правило фаз Гиббса. При этом  

• метод условного градиента характеризуется высокой скоростью 

сходимости вне окрестности 




Ω

(*)
qε  и низкой скоростью сходимости в 

окрестности 




Ω

(*)
qε , 

• для метода Ньютона, наоборот, характерны низкая скорость сходимости 

вне окрестности 




Ω

(*)
qε  и высокая скорость сходимости в окрестности 






Ω

(*)
qε , 

где ε  - достаточно малое число и 
(*)

q  есть решения задачи (234). Различие в 

скоростях сходимости становится более существенным в силу специфических 

особенностей решения экстремальной задачи (234) рассматриваемыми методами, 

а именно, 

• в процессе конструирования новой точки методом условного 

градиента используется соотношение  

                                                  
)((*))()1( ll

j
ll
j

ll
j xxx ∆+=+ α ,                                          (301) 

• в процессе конструирования новой точки методом Ньютона 

применяется формальное выражение  

                                                 
)()()1(

lnln
ll
j

ll
j

ll
j xxx ∆+=+

.                                         (302) 
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Чем ближе точка 
)0()(

Qq
ll

∈  к решению - точке минимума 
)0((*)

Qq ∈ , тем 

менее точным является соотношение (301), и более точный результат 

обеспечивает формальное выражение (302), и наоборот, что имеет особую 

значимость при высоких температурах, характеризующихся существенным 

влиянием на термодинамические характеристики химических реакций 

диссоциации и рекомбинации. 

Таким образом, технология решения задачи (112) при известном составе 

множества конденсированных веществ 
(*)

)(cB , обеспечивающая адекватность 

результатов вычислений исходной математической модели, а также надежность, 

точность и скорость вычислений, при условии разрешимости задачи (234) 

представляется в виде 

• поиск начальной точки 
)0(

q  в пространстве 
)0(

Q , 

• поиск точки 
(*)

n  и, соответственно, 
(*)

q , в которой достигается 

минимум приведенной энергии Гиббса, методом Лагранжа-Ньютона в 

пространстве 
)0(ℵ  и, соответственно, в 

)0(
Q , 

• оценка точности (119) решения 
(*)

q  в пространстве 
)0(

Q  методом 

условного градиента. 

Существование начальной точки 
)0(

q  в пространстве 
)0(

Q  определяется 

разрешимостью задачи (234). Экстремальная задача (234) является разрешимой, 

если для нее характерны математическая разрешимость, заключающаяся в 

существовании решения линейной системы уравнений (241)-(243), и “физико-

химическая” разрешимость, определяющаяся справедливостью неравенства (294).  

Очевидно, что соотношения (236)-(239) обеспечивают и математическую, и 

“физико-химическую” разрешимость задачи (234). Отсюда аксиоматически 

выводится, что экстремальная задача (234) для термодинамических систем, 

химическая формула условной молекулы для которых включает, как минимум, 
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кислород O  и не более, чем элементы из множества { }BeB,Al,Ar,C,N,H, , 

является разрешимой в интервале температур [ ]KK 6000,100 . 

Если неравенство (119) при фиксированном множестве 
(*)

)(cB  с приемлемой 

точностью выполнено, то принимается, что экстремальная задача (234) решена.  

 Итак, пусть для данного множества 
(*)

)(cB  задача (234) решена, то есть 

найдено минимальное значение 
(min)

(*)
)(c

B
G  приведенной энергии Гиббса. Следующий 

шаг - это возврат к задаче вариационного исчисления на предмет вычисления 

точки минимума другой кривой  (*)
)1(),(c

BG , где 
(*)

)(
(*)

1),( cc BB ≠ , 
(min)(min)

(*)
1),(

(*)
)( cc

BB
GG >  и где 

необходимо выполнено отношение  

                                                 ∪
(*)

1),(

)()(
,

c
Bj

jj TTT

∈

ΓΓ





∈ .                                              (303) 

Из представленных во введении рисунков 13-16 и сформулированных там 

же выводов из рисунков следует: начало вычислений рационально сопроводить 

выбором ∅=(*)
)(cB , то есть определением гомогенного типа смеси. И далее 

принять: если не существует ни одного ∅≠(*)
1),(cB , для которого справедливо 

(303), что решением исходной задачи вариационного исчисления является 

многокомпонентная гомогенная смесь веществ.  

 Пусть существуют множества )(
(*)

1),( cc BB ⊂ , для которых справедливо (303), 

и пусть 
(*)

N  является координатой точки минимума 
(*)

(*)
)(c

B
q  приведенной энергии 

Гиббса для множества 
(*)

)(cB . Формирование нового множества 
(*)

1),(cB  

осуществляется с помощью поиска линии во множестве кривых (*)
)(),( kc

BG , которая 

для данного 
(*)

N  содержит наименьшее значение. Данный поиск производится с 

помощью технологии: 
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• построения прямой (*)
N

L , определяемой уравнением 
(*)

NN = , то есть 

параллельной оси G0 ,  

• вычисления точки пересечения прямой (*)
N

L  с кривой, которая наиболее 

близка к оси N0 .  

Данная технология реализуется решением задачи (234) при дополнительных 

условиях: учитывается ограничение 
(*)

NN = , и принимается, что множество 

конденсируемых веществ расширено до максимально возможного )(cB . 

Фиксирование N  не приводит к изменению свойств задачи (234), то есть задача 

продолжает оставаться в классе задач выпуклого программирования, и ее решение 

может быть выполнено с привлечением метода условного градиента при 

определении для начальной точки координат в виде: 
(*))0(
jj νν = , )(gBj ∈ , 

(*))0(
kk nn = , 

(*)
)(cBk ∈ , 0

)0( =kn , 
(*)

)()( \ cc BBk ∈ , где 
(*)
jν  и 

(*)
kn  есть числа молей 

веществ, полученные при учете множества 
(*)

)(cB . В качестве результата решения 

задачи (234) выступает точка 
(*)

q , выделяющая во множестве кривых (*)
)(),( kc

BG  

линию, соответствующую множеству 
(*)

1),(cB , для которого выполнено неравенство 

(min)(min)

(*)
1),(

(*)
)( cc

BB
GG ≥ . Известные координаты точки 

(*)
q , а также состав множества 

(*)
1),(cB  

обусловливают переход на решение описанными методами задачи (234) в 

классической постановке, что определяет новый шаг в итерационном процессе 

поиска минимума приведенной энергии Гиббса в терминологии вариационного 

исчисления. В силу конечности множества конденсируемых веществ )(cB  

итерационный процесс построения прямых конечен, так как множество 

подмножеств любого конечного множества конечно. 

Пусть производится расчет состава термодинамической системы, 

соответствующей топливу Н2О2 + , где 5m=K , и описываемой равновесным 
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состоянием при МПа50 =p  и К5000 =T . В таблице 8 показаны результаты 

решения задачи (234) при условии ∅=)(cB  методом Лагранжа-Ньютона при 

условии, что начальная точка получена методом условного градиента. 

Оценка достигнутой точности в соответствии с формулой (119) приводит к 

результату 
( )

-16,32537,,gradmin
(*)(*)

,
=−







∈
qqqT,pG

TpQq
, что получено при 

-4477,136,,gradmin
(*)

)0(
=







∈
qqT,pG

Qq

, -4460,811,
(*)

=




 qT,pG . 

Итак, получен результат - требуемая точность не достигнута, но и степень 

свободы не исчерпана, так как 
( ) { }222)( OHO,H=Γ
gB  и ∪

)(
)(

)()(
,

Γ
∈

ΓΓ





∈

g
Bj

jj TTT , то есть 

существует множество 
( )*

)(cB , для которого справедливо (303). Отсюда следует 

заключение: возможно, что в равновесном состоянии термодинамическая система 

является гетерогенной. 

 

       Таблица 8 − Характеристики метода Лагранжа-Ньютона 

Метод Лагранжа-Ньютона Шаг 

ll   )(ll
N  )(

0
llα  

)(

0

ll
µ  

)(ll
δ  

0 82,67980 5,641024 10107,383×  3101,341×  

1 82,68016 5,641076 -3103,932 ×  -5101,056 ×  

2 82,68016 5,641027 -7101,155×  -10103,102 ×  

 

Применение технологии выделения новой кривой приводит к составу: 

{ }ОН2
(*)

)( =cB . Дальнейшие расчеты методом условного градиента при вариации N  

обеспечивают данными  

0,4604599ОН2
=x , -0,7755294ln ОН2

=x , 25,97466ОН2
=n , 

уточнение которых методом Лагранжа-Ньютона, характеристики которого 
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представлены в таблице 9, приводит к точке 
(*)

n  с координатами 

0,5395398
2Н

=x , 0,4604601
ОН2

=x , 25,97466
ОН2

=n , 56,70549=N , 

причем, предел ОН2
lnlim x

ll ∞→
 равен  ОН2

τ , где  

( ) ( ) ( ) -0,775529,, ОНОНОН 222
=−= TpTTp µµτ , 

при 

( ) ( ) ( ) -78,2068013,22443--64,98236ОНОНОН 222
==+= TSTHTµ , 

( ) ( ) ( ) -77,4312720,92633--56,50493,, ОНОНОН 222
==+= TpSTHTpµ , 

то есть закон взаимосвязи химических потенциалов веществ в различных 

агрегатных состояниях выполняется. Более того, определено, что метод 

Лагранжа-Ньютона обеспечивает существенное увеличение точности расчетов. 

 

Таблица 9 − Характеристики метода Лаграна-Ньютона 

Метод Лагранжа-Ньютона Шаг 
)(ll

N  )(

ОН2
ln

ll
x  

)(

ОН2

ll
n  

)(

0

ll
µ  

)(ll
δ  

0 56,70320 -0,7755290 0,4581 10101,541×  546,5027 

1 56,70549 -0,7755290 0,4580 -2101,032 ×  -5102,205×  

2 56,70549 -0,7755290 0,4580 -7109,070 ×  -9101,937 ×  

 

Оценка (119) достигнутой точности приводит к выражению  

( )

6-(*)(*)

,
10402,3,,gradmin ×−=−







∈
qqqT,pG

TpQq
, 

которое следует из  

599,4465,,gradmin
(*)

)0(
−=







∈
qqT,pG

Qq

, 599,4465,
(*)

−=




 qT,pG , 

то есть экстремальная задача (234) решена с точностью не менее семи знаков по 

приведенной энергии Гиббса и при этом термодинамическая система является 

гетерогенной.  

Пусть  производится расчет параметров термодинамических систем, 

химическая формула условной молекулы которых включает С . Известно, что 
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включение в состав химической формулы условной молекулы элемента С  

обусловливает существенное увеличение количества веществ в 

многокомпонентной смеси, что снижает как скорость, так и надежность 

вычислений. Сохранение высокой скорости и надежности расчетов 

обеспечивается на основе реализации следующей схемы вычислений.  

I. Решение задачи (234) для преобладающих компонентов. 

II. Вычисление параметров jxln  и jx  для непреобладающих 

компонентов. 

III. Решение задачи (234) для всех существующих компонентов. 

IV. Вычисление параметров jxln  и jx  для условно существующих 

компонентов. 

V. Решение задачи (234) для всех компонентов. 

Расчет мольных долей непреобладающих существующих или условно 

существующих газообразных веществ реализуется в виде 

• вычисление jxln  и jx  на фундаменте закона действующих масс (260) в 

форме 

jj

Ai

iijj

g

xax πξλ +−= ∑
∈

0
)0(
)(

lnln , )(gMj ∈ , 

• проекция точки с новыми jxln  и jx  для непреобладающих компонентов 

на множество ℵ. 

Пусть производится решение задачи (234) для топлива НДМГАТ +  при 

3,0m=K , МПа50 =p  и К15000 =T . Выбор для этапа I множества ∅=(*)
)(cB  и 

последующее решение методом Лагранжа-Ньютона, характеристики которого 

представлены в таблице 10, показывают, что даже для достаточно ограниченного 

набора преобладающих газообразных компонентов методу Лагранжа-Ньютона 

понадобилось более десяти шагов для достижения точки минимума. Это 

объясняется необходимостью выполнения на каждом итерационном шаге 

проекции точки 
)(ll

q  на множество Q. Применение технологии поиска новой 
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кривой применительно к рассматриваемой задаче вариационного исчисления 

приводит к составу: { }СB c =(*)
)( . В таблице 11 отображены характеристики метода 

Лагранжа-Ньютона последующего решения задачи (234).  В таблице 12 

представлены характеристики метода Лагранжа-Ньютона расчета состава 

термодинамической системы, включающей как непреобладающие компоненты, 

так и условно существующие вещества.  

 

          Таблица 10 − Характеристики метода Лагранжа-Ньютона 

Метод Лагранжа-Ньютона Шаг 

)(ll
N  )(

0
llα  

)(

0

ll
µ  

)(ll
δ  

0   84,28041 14,74336 13102,706 ×  3106,801×  

1   42,14020 4,746837 10106,477 ×  2105,864 ×  

2 168,56090 2,789580 9104,164 ×  2101,939 ×  

3 168,56090 9,537475 9102,724 ×  1108,484 ×  

4 168,56090 8,666659 8105,433×  1103,974 ×  

5 168,56090 8,297335 7108,588×  1101,614 ×  

6   31,92509 8,444346 7101,330 ×  0106,299 ×  

7   51,92876 2,720828 5103,504 ×  0101,793×  

8   61,45827 5,240262 4106,688×  -1105,623×  

9   62,81477 7,573719 4101,025×  -1101,807 ×  

10   63,11435 9,133032 3102,123×  -2105,706 ×  

11   63,22997 10,61281 2105,744 ×  -2101,328×  

12   63,24355 11,41305 1105,961×  -3101,282 ×  

13   63,24370 11,52850 -1106,939 ×  -5101,477 ×  

14   63,24370 11,52987 -5109,381×  -9101,997 ×  
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Таким образом, решение задачи (234), полученное при достаточно высокой 

скорости вычислений методом Лагранжа-Ньютона, имеет следующие параметры 

состава в точке минимума приведенной энергии Гиббса (превышающие 610− )   

12,82850С =n , 72,36722=N , -6
Н 101,935794×=x , 

-6
НC

105,858409
22

×=x , 

-5
НС

104,781537
42

×=x , 
-5

НС
101,255477

62
×=x , 

-6
СН

103,177143
3

×=x , 

-2
СН

104,749475
4

×=x , 0,1306750СО =x , 
-4

СО
105,680156

2
×=x , 

0,6034510
2Н

=x , 
-6

СОН
101,778805

2
×=x , 

-3
ОН

106,816597
2

×=x , 

-4
НCN 104,796171×=x , 0,2097725

2N
=x , 

-4
NН

106,687648
3

×=x . 

 

  Таблица 11 − Характеристики метода Лагранжа-Ньютона 

Метод Лагранжа-Ньютона Шаг 
)(ll

N  Сln x  Сn  )(

0

ll
µ  

)(ll
δ  

0 73,45841 -42,51366 0,9230551 10102,823×  2103,129 ×  

1 72,68749 -42,51366 0,1808777 5103,471×  0101,048×  

2 72,37321 -42,51366 0,1773498 3103,210 ×  -2109,534 ×  

3 72,36722 -42,51366 0,1772695 1108,548×  -3102,543×  

4 72,36722 -42,51366 0,1772695 -2106,949 ×  -6102,067 ×  

5 72,36722 -42,51366 0,1772695 -8104,618×  -12101,374 ×  

 

   Таблица 12 − Характеристики метода Лагранжа-Ньютона 

Метод Лагранжа-Ньютона Шаг 
)(ll

N  Сln x  Сn  )(

0

ll
µ  

)(ll
δ  

0 72,36722 -42,51366 0,1772695 11102,636 ×  2107,562 ×  

1 72,36722 -42,51366 0,1772695 -4109,623×  -9101,642 ×  

 

На рисунках 29−32 отображено изменение количества шагов 
2

1
21

k

k
k =−  

метода Лагранжа-Ньютона, где 1k  - количество шагов при неприменении и 2k - 

количество шагов при применении метода условного градиента расчета 
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начального приближения при переходе от решения, полученного для состояния 

constp,T =1  при КT 30001 = , к состоянию constp,T =2  при  температуре 

{ }KKKKT 2500,2000,1500,10002 ∈ . Графики рисунков демонстрируют высокую 

эффективность применения метода условного градиента. 

На рисунках 33−40  отображены результаты расчета состава веществ 

многокомпонентных смесей, образованных элементами из множества 

{ }CN,H,O,=X . Как видно из графиков, функции - jxln , где )(gBj ∈ , kn , где 

)(cBk ∈ , непрерывны и дифференцируемы.  

Пусть на основе применения метода Лагранжа-Ньютона зафиксированы 

координаты решения Σ∈
(*)

σ  для задачи (234). Тогда возможно вычисление 

производных от состава на основе дифференцирования уравнения (267).  

Дифференцирование уравнения (267) по pln  при constT =  приводит к системе 
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Таким образом, вычисление координат вектора производных  
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основывается на решении уравнения 

                                                      
)()((*) pp

dW ζσ =




 ,                                            (304)  

где ,...),...,,...,,(
)()()()(

0

)( p
kl

p
j

p

N

pp
ζζζζζ = , )(gBj ∈ , 

)(
)(

Γ∈ gBk , kl Г∈ ,  и  

0
)(

0 =pζ , 0
)( =p

N
ζ ,   0

)( =p
iζ , )(gAi ∈ , j

p
j ξζ =)(

, )(gMj ∈ ,  

jk
p

jk ξζ =)(
,  jk Г∈ , 

Г)(
)(gMj ∈ , 1

)( =p
ilζ , 

)Г(
)(gAi ∈ , il Γ∈ . 

Дифференцирование уравнения (267) по Tln  при constp =  приводит к системе 
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Таким образом, вычисление координат вектора  
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основывается на решении уравнения 

                                                        
)()((*) TT

dW ζσ =




 ,                                          (305)      

где ,...),...,,...,,(
)()()()(

0

)( T
kl

T
j

T

N

TT
ζζζζζ = , )(gBj ∈ , 
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)(

Γ∈ gBk , kl Г∈ , и  

0
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0 =Tζ , 0
)( =T

N
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)( =T
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HH liT
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)(gAi ∈ , il Γ∈ , 
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HaHaH
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g lAm
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iijj

T
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)(
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HaHaH
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g lAm

lml
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iijk

T
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−=ζ ,  jk Г∈ , 
Г)(

)(gMj ∈ .  

Очевидно, что, если уравнение (267) имеет решение, вычисленное с помощью 

метода Ньютона, то и уравнения (304), (305) имеют решения.  

 Полученные численные данные по составу и производным от состава 

представляют информационный базис вычисления термодинамических 

характеристик (44), (48), (51) и их производных, а также параметров (174), (182)-

(188), (62), (64), (66), (70)-(70). 

На рисунках 41−48 представлены результаты расчета параметров 

χβ ,,,,, ahRcp vT . Из анализа рисунков следует вывод: параметры pTβ  и vc  

положительны и непрерывны. Следовательно, наиболее вероятно, что 

механическая и термическая устойчивость есть неприемлемое свойство 

равновесного состояния термодинамических систем. 

Пусть для термодинамической системы, описываемой равновесным 

состоянием constTp =, , определена справедливость уравнения состояния 

реального газа. Тогда математическая модель описания равновесного состояния 
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фундаментально представляется экстремальной задачей 

                                                 ),,(min
)(

)0(
qTpG

r

Qq∈
,                                          (306) 

эквивалентной задаче (150), где в соответствии с (183), (186) справедливо  

                                               
0

)(
),,(),,(

TR

A
qTpGqTpG Gr

+=                                   (307) 

при 

                                             ∫∑
∈

−=

p

k

Bk

kG dpqTpvA

g 0

),,(

)(

α ,                                       (308) 

                                         ),,(2),,(),,( qTpBqTpBqTp kk −=α ,                              (309) 

                                         
N

)q,T,p(Bv

)q,T,p(B
)g(Bj

jj∑
∈

= ,                                    (310) 

                                          
N

)T(Bv

)q,T,p(B
)g(Bi

iji

j

∑
∈

= .                                         (311) 

Применение метода Лагранжа-Ньютона к задаче (306) при представлениях (307)-

(311) приводит к формулированию экстремальной задачи 

                                              ),,,(min )(

,
qTpL r

Qq
λ

λ ∈
,                                                     (312) 

где ∑∑
∈∈

+++=
)Г(
)(

)0(
)(

)()()(),,(),,,( 0

)()(

gg
Ai

ii

Ai

iiN

rr qqqqTpGqTpL ϕλϕλϕλλ  или  

                                   
0

)( ),,,(),,,(
TR

A
qTpLqTpL Gr += λλ .                                       (313) 

Из (313) следует, что для любой координаты ξ  точки Qq ∈  справедливо 

выражение 

                              ( ) ( ) ( )'

0

'')( 1
),,,(),,,( ξξξ λλ G

r A
TR

qTpLqTpL += .                          (314) 

Выражение (314) обусловливает справедливость утверждения о существовании 

фундаментальной взаимосвязи экстремальных задач для функций Лагранжа, 

сформулированных для термодинамических систем при учете уравнения  
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состоянии идеального газа и при учете уравнения состояния реального газа. Из 

(308) получается                 

                  ( ) ( ) ( )∑ ∫∫
∈ 
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)( 00
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gBj
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jj

p

jjG dpvdpvA ξξξ αα ,                                       (315) 

а из (309) выводится 

                                                ( ) ( ) ( )ξξξα '2'' jj BB −= .                                                (316) 

Формула (311) приводит к математической записи 

( ) ( ) ( )∑∑
∈

−

∈
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)()(

)(')(''
11

gg Bi
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Bi

ijij TBvNTBvNB ξξξ . 

Пусть определено ( )∑
∈

−=
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)('
1)(

gBi

ijij TBvNB ξ
ξ

. Тогда  

                                              ( ) ( ) )(1 ''
ξ

ξξ jjj BBNNB += − .                                         (317) 

Из (317) и (310) получается  

                            ( ) ( ) ( ) ( ){ }∑
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а из 

( ) ( ){ } ( ) ( )[ ]{ }=++=+ ∑∑
∈

−

∈ )()(

)(1
''''

gg Bj

jjjjj

Bj

jjjj BBNNvBvBvBv
ξ

ξξξξ  

( ) ( ) ∑∑∑
∈∈

−

∈

++=

)()()(

)(1
''

ggg Bj

jj

Bj

jj

Bj

jj BvBvNNBv
ξ

ξξ  
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∈
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gg Bj
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jj BvNBvN
ξ

ξ , что далее обозначается в виде 
)(ξ

B , следует  

                                            ( ) ( ){ })(1 '2' ξ
ξξ BBNNB += − .                                          (319) 

Отсюда в соответствии с (316), а также с (317)-(319) получается 

( ) ( ){ } ( ){ })(1)(1 '2'2'
ξ

ξ
ξ

ξξα jjj BBNNBBNN +−+= −−  

или ( ) ( ) ( ) ( ){ })()(1 2'2'
ξξ

ξξα jjj BBBBNN −+−= −  и, как следствие, из (315) 

выводится  
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Итак,  
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Пусть производится операция осреднения в виде (201), тогда из (320) следует 
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или 

                                                            ( ) 0' =NGA  ,                                                     (322) 

а из (321) получается ( ) ∫∑∑ −












−−=
∈

−

∈

−
p

l

Bj

jlj

Bj

ljvG dpBNvBNvA

gg

l

0

11

)()(

2' α  или 

                                                       ( ) lvG pA
l

α−=' .                                                    (323) 

Таким образом, система нелинейных уравнений поиска минимума функции 

Лагранжа (312) представляется набором уравнений (241)-(243), а также в 

соответствии с (322)-(323) уравнениями  

                                                    0),,,( =qTpuN λ ,                                                   (324) 

                                          0),,,(
0

=−
TR

p
qTpu

j
j

α
λ , 

)(g
Bj ∈ ,                                  (325) 

                                        0),,,( =qTpu jl λ , jГ∈l , 
)Г(
)(g

Bj ∈ .                                   (326) 
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Пусть во множестве 
Г)(

)(g
A  выделен элемент i,  тогда очевидно, что система 

уравнений (324)-(326) включает выражения 

                         01lnln),(
0

0 =+−++−+ i
i

ii
TR

p
NvTpG λ

α
λ ,                                 (327) 

                                                 0)( =+ il TG λ , il Г∈ .                                               (328) 

Из уравнений (327), (328) следует корректность определений 

                    







−++−+−=

0
01lnln),(

TR

p
NvTpG i

iii

α
λλ , )(gAi ∈ ,                        (329) 

                                     )(TGli −=λ , il Γ∈ , 
)(
)(

Γ∈ gAi .                                                (330) 

Из уравнений (329)-(330) для il Γ∈ , где 
)(
)(

Γ∈ gAi , получается 

                                   )(1lnln),(
0

0 TG
TR

p
NvTpG l

i
ii =−++−+

α
λ .                      (331)  

В терминологии множества ℑ  уравнение (331), где il Γ∈ , 
)(
)(

Γ∈ gAi , приобретает 

вид 

                                                           ( ) 0
)( =χω r

il ,                                                      (332) 

где ( ) ( ) ilil
r

il θχωχω −=)(
, 

0TR

p i
il

α
θ = .  

 Преобразование системы уравнений (324)-(326) на основе применения 

определений (329), (330) приводит к системе уравнений 

                                               ( ) 0
)( =χω r

j , )(gMj ∈ ,                                                 (333) 

где ( ) ( ) jj
r

j θχωχω −=)(
, 














−= ∑

∈ )(0 gAi

iijjj a
TR

p
ααθ , 

                                    ( ) 0
)( =χω r

jk ,  jk Г∈ , 
Г)(

)(gMj ∈ ,                                              (334) 

где ( ) ( ) ( )χθχωχω jkjk
r

jk −=)(
, 














−= ∑

∈ )(0 gAi

iijjk a
TR

p
αθ  

                                                                 ( ) 0
)(

0 =χω r
,                                                (335) 
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где ( ) ( )χωχω 0
)(

0 =r
.  

Переход от множества ℑ  к эквивалентному множеству Σ  обеспечивает 

представление системы уравнений (241)-(243), (332)-(335) в векторном виде   

                                                             ( ) 0
)(

=σ
r

f ,                                                (336) 

где   

                                                        ( ) ( ) ( )σθσσ −= ff
r)(

                                         (337) 

и ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ),...,...,,...,,,..., 01 σθσθσθσθσθσθσθ kljNn ==  при ( ) 00 =σθ , ( ) 0=σθ
N

 

и ( ) 0=σθi  для любого )(gAi ∈ . Как отмечено ранее, структуризация 

                                     
{ }

),,(min
(*))(

|, )(

qTpG
r

BjBB gj ∈
,                                         (338) 

где 
(*)

q  есть решение задачи 

                            { }( ))(

)(
|,,,,min

)0(
gj

r

Qq

BjBBqTpG ∈
∈

,                                     (339) 

аналогичная (151)-(152), обеспечивает задаче (339) специальные свойства, в 

частности принадлежность к классу задач выпуклого программирования, что 

существенно снижает сложность математической модели.  

Из определения { }( ) ( )
0

)(

)(
,,|,,,,

TR

A
qTpGBjBBqTpG G

gj

r
+=∈ , где для 

осредненного варианта ∑
∈

−=

)( gBj

jjG vpA α , а также из структур (322)-(323) 

выводится, что для любых фиксированных элементов множества { })(|, gj BjBB ∈  

решение системы уравнений (241)-(243), (332)-(335) или уравнения (336) 

представляет решение задачи (339). 

Свойства функции { }( ))(

)(
|,,,, gj

r
BjBBqTpG ∈ , а также аналогии в 

структурах систем (252)-(255), (332)-(335) позволяют постулировать, что для 

решения задачи (339) возможно применение технологии, описанной ранее 

применительно к задаче (234), то есть 

• оценка достижения точности по функции – приведенная энергия 



 180

Гиббса (119), 

• оценка сходимости метода Ньютона при решении системы 

нелинейных уравнений (241)-(243), (332)-(335) на базе вычисления 

параметра 0µ  (290). 

Пусть найдено некоторое решение Σ∈
(*)

σ  системы нелинейных уравнений 

(241)-(243), (332)-(335). Далее фиксируется, что получена точка  
(*))(

σχ =
kk

 и 

принимается  

∑
∈






=

)(

)(,,
)(

gBj

ij

kk

ji TBTpxB χ , )(gBi ∈ , ∑
∈












=

)(

)()(
,,,,

gBi

kk

i

kk

i TpBTpxB χχ . 

Новые множества { })(|, gj BjBB ∈   вводятся в правую часть системы нелинейных 

уравнений (332)-(334) или векторного уравнения (336) и реализуется новый этап 

решения задачи (339) вычисления координат точки 
(*)

σ  шага 1+kk , где в 

качестве начальной точки принимается точка 
)(kk

χ  предыдущего шага (по 

аналогии с технологией [5]). Таким образом, конструируется последовательность 

точек { } ,...2,1

)(

=kk

kk
χ , предел 

)((*)
lim

kk

kk
χχ

∞→
=  которой и есть решение задачи (338).  

 Анализ уравнения (337)  позволяет постулировать, что метод Лагранжа- 

Ньютона применительно к решению экстремальной задачи (312) для функции 

Лагранжа при учете уравнения состояния реального газа обеспечивает 

выполнение всех описанных ранее дополнительных условий, в частности, 

справедливости 

• закона действующих масс (100), что следует из (333), 

• равенства химических потенциалов веществ в различных агрегатных 

состояниях (100), что выводится  из (325)-(326), 

• правила фаз Гиббса (42), 

• ограничений на количество частных конденсированных веществ во 

множествах kΓ , где 
)(
)(

Γ∈ gBk . 

Из уравнений (329), (330) при il Γ∈ , где 
)(
)(

Γ∈ gAi , также выводится 
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)(ln),(
0

(*)
TG

TR

p
xTpG l

i
ii =−+

α
, то есть для любого частного конденсированного 

атомарного вещества справедливо выражение )(ln),(
(*))(

TGxTpG li

r
i =+  или 

),,(ln
)((*)

nTpx
r

ili τ= . Отсюда следует 
0

)(
),,(),,(

TR

p
nTpnTp i

il
r

il

α
ττ += , где для 

параметра ),,( nTpilτ  справедливо определение (43). Аналогичное формальное 

выражение достаточно просто выводится и для любого конденсированного 

молекулярного вещества.  

Итак, основу вычисления параметров термодинамических систем при учете 

уравнения состояния реального газа составляют вторые вириальные 

коэффициенты )(TBij , вычисление которых в соответствии с (74)-(76) базируется 

на известных приведенных вторых вириальных коэффициентах )(
(*)(*)

ijij TB . В 

справочнике [5] представлены коэффициенты полинома ∑
=

=
7

0i

i
klikl xaP , 

обеспечивающего при ( ) 1(*) −
= klkl Tx  вычисление )(

(*)(*)
ijij TB , где [ ]400;7,0

(*) ∈ijT . На 

рисунках 49−52  представлены результаты расчета )(
(*)(*)

ijij TB . Как видно из 

рисунков, на интервале [ ]5,7;0
(*) ∈ijT  полиномы справочника [5] не обеспечивают 

справедливость фундаментального свойства функции - выпуклость. Поэтому 

принято рациональным использовать числовые данные работы [79], где 

представлена таблица функции )(
(*)(*)

ijij TB  в интервале [ ]400;3,0 , удовлетворяющая 

условию выпуклости функции. На основе данных работы [79] была произведена 

интерполяция )(
(*)(*)

ijij TB  с помощью последовательности полиномов вида 

2
(*)

1
2(*)

0 )()( aTaTa ijij ++  (таблица 13). Анализ )(
(*)(*)

ijij TB , вычисленных по 

различным полиномам и представленных на рисунках 49−52, приводит к выводу о 

согласованности полиномов при 5
(*) ≥ijT  и существенном различии при 5

(*) <ijT . В 
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этой же работе [79] отображены табличные данные по производной 
(*)

(*)
(*)

ij

ij
ij

dT

dB
T  или 

Td

dBij

ln

(*)

, интерполяция которых реализуется с помощью полиномов 

2
(*)

1
2(*)

0

(*)

)()(
ln

bTbTb
Td

dB
ijij

ij
++= . Известные коэффициенты полиномов 

обеспечивают вычисление второй производной по формуле 

( ) ( )1
(*)

0
(*)

2
(*)

1
2(*)

0(*)

(*)

2

(*)2

2)()(
ln

bTbTbTbTb
dT

d
T

Td

Bd
ijijijij

ij

ij
ij

+=++= . 

      Таблица 13 – Коэффициенты полиномов аппроксимации  

( )
max

(*)
ijT  0a  1a  2a  

0,4 2108,3392520- ×  2107,2456510×  2101,7019684- ×  

0,5 2102,0181800- ×  2102,3242250×  1107,4476955- ×  

0,6 1107,4000840- ×  2101,0662327 ×    1104,3531628- ×  

0,7 1103,4324840- ×   1105,9501630×  1102,9542006- ×  

0,8 1101,8481160- ×    1103,7479856×  1102,1890168- ×  

0,9 1101,1020220- ×  1102,5605485×  1101,7165673- ×  

1,0 0107,0750600- ×  1101,8532943×  1101,3995964- ×  

1,1 0104,8028000- ×  1101,4002952×  1101,1738233- ×  

1,2 0103,4050000- ×  1101,0935750×  1101,0055649- ×  

1,3 0102,4994200- ×  0108,7669950×  0108,7571784- ×  

          1,4 0101,8876800- ×  0107,1793040×  0107,7270207- ×  

1,5 0101,4598200- ×  0105,9831250×  0106,8909757- ×  

1,6 0101,1516200- ×  0105,0597390×  0106,1993467- ×  
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      Продолжение таблицы 13 

( )
max

(*)
ijT  0a  1a  2a  

1,7 -1109,2423000- ×  0104,3329101×  0105,6185389- ×  

1,8 -1107,5281800- ×  0103,7506941×  0105,1241523- ×  

1,9 -1106,2118600- ×  0103,2772477 ×  0104,6984365- ×  

2,0 -1105,1841600- ×  0102,8870422×  0104,3280457- ×  

2,2 -1104,0345800- ×  0102,4241005×  0103,8619943- ×  

2,4 -1102,9652050- ×  0101,9546658×  0103,3468156- ×  

2,6 -1102,2411550- ×  0101,6077886×  0102,9313629- ×  

2,8 -1101,7341050- ×  0101,3445476×  0102,5897021- ×  

      3,0 -1101,3684400- ×  0101,1400621×  0102,3038242- ×  

3,2 -1101,0979800- ×  -1109,7798230×  0102,0609988- ×  

3,4 -2108,9394000- ×  -1108,4753090×  0101,8524913- ×  

3,6 -2107,3721000- ×  -1107,4105190×  0101,6716426- ×  

3,8 -2106,1479500- ×  -1106,5298735×  0101,5132600- ×  

4,0 -2105,1772000- ×  -1105,7926650×  0101,3732971- ×  

4,2 -2104,3989500- ×  -1105,1704795×  0101,2489429- ×  

4,4 -2103,7650500- ×  -1104,6383015×  0101,1372481- ×  

4,6 -2103,2474000- ×  -1104,1828710×  0101,0370757- ×  

4,8 -2102,8219000- ×  -1103,7915840×  -1109,4711949- ×  

5,0 -2102,4648000- ×  -1103,4489260×  -1108,6491949- ×  

7,0 -2101,4188385- ×  -1102,3663310×  -1105,8511234- ×  

8,0 -3107,4192950- ×  -1101,4863493×  -1103,0081056- ×  
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      Продолжение таблицы 13 

( )
max

(*)
ijT  0a  1a  2a  

10,0 -3103,4432150- ×    -2108,5698535×  -2105,1788560- ×  

30,0 -4103.1473825- ×    -2101.5892039 ×    -1103.3342873 ×  

50,0 -6109,3157500- ×  -4101,8294150- ×    -1105,4079788×  

70,0   -6102,9345000×  -3101,3376770- ×    -1105,6790903×  

80,0   -6103,5066000×  -3101,4120500- ×    -1105,7031185×  

100,0   -6103.1474500 ×  -3101,3525715- ×    -1105,6785213×  

300,0   -6101,0666995×  -4108,4638785- ×    -1105,3804127 ×  

400,0   -7104,7635550×  -4105,5121585- ×    -1105,0262063×  

 

В таблице 14 представлено изменение параметров вычислительного 

процесса в процессе вычисления состава гетерогенной термодинамической 

системы, соответствующей топливу 1-РГАТ +  при 5m=K , МПа30=p  и 

К2500=T  методом Лагранжа-Ньютона. Как видно из таблицы, метод Лагранжа- 

Ньютона, сходится и достаточно быстро. И при этом для каждого kk  уточнение 

функций B , jB , где )(gBj ∈ , реализуется за не более, чем три шага метода 

Лагранжа-Ньютона.  

Решение задачи имеет следующие параметры состава (превышающие 510− ),  

33,15652=N , -5
H 104,685814×=x , 

-5
О 109,388203×=x , 0,3490155

ОH 2
=x , 

-3
СО 106,816925×=x , 0,3526797

2СО
=x , 

-3
H

101,003095
2

×=x , 

-5
HО

101,531713
2

×=x , 0,2715359
2N

=x , 
-3

NО 103,216229×=x , 

-5
NО

101,255942
2

×=x , 
-2

О
101,248867

2
×=x , 

-3
ОН 103,060707 ×=x . 

Предварительное вычисление суммарного числа молей  для идеальной 

модели газовой фазы  определяет 33.157=N , то есть относительное отклонение 

по параметру N  не превышает 0,04%, что согласуется с известными данными [5].  
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Хорошее совпадение результатов расчетов с известными данными [141] 

позволило перейти на выполнение серии расчетов. Итак, на рисунках 53−56 

представлены результаты расчета отклонений Φδ  параметров Φ  для систем с 

идеальным газом и параметров )(rΦ  для систем при учете уравнения состояния 

реального газа, где %100
)(

Φ

Φ−Φ
=Φ

r

δ , что привело к следующему утверждению. 

 

           Таблица 14 – Характеристики метода Лагранжа-Ньютона 

Метод Лагранжа-Ньютона kk 

)(kkN  )(
0

kkα  
)(

0

kk
µ  

)(kk
δ  

33,15645 114,9786 7101,888×  0103,003×  

33,15652 114,4681 0107,843×  -5101,054 ×  

0 

33,15652 114,4680 -5104,549 ×  -11106,114 ×  

33,15652 114,4680 2104,588×  -4106,167 ×  1 

33,15652 114,4681 -7103,324 ×  -13104,467 ×  

33,15652 114,4681 -3109,725×  -8101,307 ×  2 

33,15652 114,4681 -7103,359 ×  -13104,515×  

 

Предварительное вычисление суммарного числа молей  для идеальной модели 

газовой фазы  определяет 33,157=N , то есть относительное отклонение по 

параметру N  не превышает 0,04%, что согласуется с известными данными [5].  

Хорошее совпадение результатов расчетов с известными данными [141] 

позволило перейти на выполнение серии расчетов. Итак, на рисунках 53−56 

представлены результаты расчета отклонений Φδ  параметров Φ  для систем с 

идеальным газом и параметров )(rΦ  для систем при учете уравнения состояния  
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реального газа, где %100
)(

Φ

Φ−Φ
=Φ

r

δ , что привело к следующим положениям. 

• При исследовании топлива 1-РГO2 +  при 3,0=mK  и К1000≥T : для 

мольных долей веществ  2H , CO  параметр Φδ  в большинстве случаев не 

превышает   8 %, однако при К1000<T  существенно возростает. 

• При анализе топлив 1-РГO2 +  и НДМГАТ +  при 3,0=mK  и 

К1500≥T : для числа молей конденсированного вещества C  параметр Φδ  

в большинстве случаев не превышает 0,5 %, однако при К1500<T  

существенно возростает. 

Мольные доли газообразных веществ и числа молей конденсированных веществ 

сохраняют свойства непрерывности и дифференцируемости, что обеспечивает 

возможности в вычислении производных от состава веществ. 

На рисунках 57−60 представлены результаты расчета относительных 

отклонений Nδ  и суммарного числа молей N  газовой фазы термодинамических 

систем при учете уравнения состояния реального газа. При этом показано, что 

Nδ  для топливных композиций  1-РГO2 +  и НДМГАТ +  при 3,0=mK  не 

превышает 1%. 

Известные данные по составу представляются фундаментом вычисления 

производных от состава, который реализуется на основе дифференцирования 

нелинейного уравнения (336). Дифференцирование уравнения (336) по pln  при 

constT =  приводит к записи 
),()((*) rpp

dW ζσ =




 , где 

)()(),( pprp
θζζ +=  и 
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Полученные численные данные по составу и производным от состава 

представляют информационный базис вычисления термодинамических 

характеристик систем при учете уравнения состояния реального газа по формулам 

(209)-(212), (215)-(225). 

На рисунках 61−72 представлены результаты расчета объема V , энтальпии 

h  и энтропии s  при учете уравнения состояния реального газа и относительных 

отклонений Vδ , hδ  и sδ  для топлив 1-РГO2 + , НДМГА +Т . Как видно из 

рисунков,  

• объемы газовых фаз в функции температуры сохраняют свойства 

непрерывности и дифференцируемости по Гато, причем, Vδ   

− при высоких и средних температурах не превышает 5%,  

− при низких температурах, в частности при 500 К, существенно 

возрастает, 
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• hδ  и sδ  при малых mk  не превышают, соответственно,  4 % и 3 %. 

Из рисунков 73−76, где представлены результаты расчета параметров pTβ  

и vc  при учете уравнения состояния реального газа, выводится: параметры всегда 

положительны и непрерывны. Следовательно, наиболее вероятно, что 

механическая и термическая устойчивость есть неприемлемое свойство 

равновесного состояния термодинамических систем. 

 

 

 

2.3. Процесс горения при заданных constHp =00 ,  

 

 

 

Как описано ранее, математическая модель состояния смеси веществ в 

точке завершения процесса горения при заданных  00 , Hp  (или равновесного 

состояния constHp =00 , ) представляется задачей вариационного исчисления вида 

{ } ( )∫
∈

max

min

(*)
)(

,,min 0

T

T
SS

dTqTpS

C
B

, где точки каждой кривой (*)
)(c

BS , соответствующей 

некоторому фиксированному составу множества конденсированных веществ  

(*)
)(cB , представляются решением экстремальной задачи (116) для множества 

значений [ ]maxmin ,TTT ∈ . В то же время решение задачи (116) классической 

математической модели для фиксированного множества 
(*)

)(cB  при условии 

вариативности T  позволяет получить точку минимума непосредственно на самой 

кривой (*)
)(c

BS . Итак, классическая математическая модель равновесного состояния  

constHp =00 ,  (или constHp =, ) фундаментально представляется экстремальной 

задачей 

                                                          ),,(min
(*)

],[
qTpS

TTT∈
,                                           (340) 
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где  Qq ∈
(*)

 есть решение задачи  

                                                              ( )qTpS
Qq

,,min
∈

                                                (341) 

при ограничениях, определяемых системой уравнений (104)-(105)  и уравнением  

энергии  

                                                          ( ) 0,, HqTpH = .                                                (342) 

Как показано ранее, для любого фиксированного T  задача (341) относится ко 

множеству задач выпуклого программирования. Причем, если на интервале [ ]TT ,  

существования термодинамической системы найдена, по крайней мере одна, 

температура, для которой выполнено (122) или (125), то задача (340) возможно 

имеет решение. 

На рисунках  77−82 представлены результаты расчета экстремумов 

( )TpH ,(min) , ( )TpH ,(max)  при constp = , а также график уравнения constH =0 . Из 

анализа рисунков следует: для любого mk  экстремумы ( )TpH ,(min) , ( )TpH ,(max)  - 

монотонно-возрастающие функции по T , удовлетворяющие условиям 

( ) ( )TpHTpH ,, (min)(max) ≥ ,  ( ) ( ) 0
(max)

0
(min)

,, HTpHHTpH −<− , где при малых 

mk  всегда существует интервал, для которого справедливо условие: энтальпия 

топлива  0H  не принадлежит интервалу ( ) ( )[ ]TpHTpH ,,, (max)(min) . Это приводит к 

выводу - оценка справедливости неравенств (122) или (125) является 

необходимым шагом вычислений. 

В таблице 15 отображены результаты вычисления температуры для 

состояния constHp =00 , . Сопоставление температур таблицы 15 с температурами 

на графиках рисунков 77−82 приводит к выводу: 0
(min)

HH −  есть наиболее 

точная оценка возможной температуры для минимума приведенной энтропии. 

Основу технологии решения задачи (340)-(342) составляет построение 

последовательности температур { } ,...2,1
)(

=ll
llT  и интервалов температур 
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,...2,1

)()(
,

=













ll

llll
TT , где для любого ll  справедливы отношения  





∈

)()()(
,

llllll
TTT  и включение  

                                                



⊂



 −− )1()1()()(

,,
llllllll

TTTT ,                                  (343) 

а также неравенство  

                             0

(*))1(
0

(*))( ,,,, HqTpHHqTpH llll −




≤−





 − .                       (344) 

 

Таблица 15 – Характеристики топливных композиций  

Параметры вычислений для состояния 
constHp =,  

Топливо mk  

p T 

0,8 1000,0   797,400 H2O2 +  

5,0 30000 3379,784 

0,3 1000,0 1034,659 1-РГO2 +  

5,0 30000 3694,030 

0,3 1000,0 1187,771 НДМГ-АТ  

3,0 30000 3587,621 

 

Из свойств энтальпии, а также из справедливости (343)-(344),  выводится, что 

существует такое ll , начиная с которого будет удовлетворена оценка 

                                                                    ( )




⊃Ω

)()((*)
,

llll
TTTε ,                                             (345) 

где (*)T  есть решение (340)-(342). Дискретность вычислительных ресурсов,  а 

также погрешности исходных данных, методов и технологий вычислений 

приводят к ситуации: выполнение условия (345) еще не обусловливает 

непременность выполнения 
)7(

0

(*))( ,, H
ll HqTpH ε≤−





 , где 

)(n
Hε  - погрешность по 

энтальпии, соответствующая точности в n знаков, то есть возможно досрочное 

завершение решения исходной задачи при фактически достигнутой точности. 

Принимается, что технология решения задачи (340)-(342) (при 

фиксированном составе 
(*)

)(cB ) при условии ее разрешимости представляется 
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следующей последовательностью действий. 

1. Определение 0=ll , (ll)T . Обычно в практике вычислений 

принимается, что наиболее рационально выбирать в качестве )0(T  более 

высокие температуры, что 

• с одной стороны, в соответствии с графиками рисунков 77−82 

обеспечивает справедливость условия 

                                                      0
)( ),,(max

)0(
HqTpH ll

Qq

≥
∈

.                                     (346) 

• с другой стороны, определяет более высокую скорость 

сходимости в силу малости состава возможно конденсируемых 

веществ. 

 

 

Рисунок 77 − Зависимость ( )TpH ,(min) , ( )TpH ,(max) ,  

кПа1000=p ; топливо H2O2 + , 8,0=mK  

 

2. Формирование интервала 



 )()(

,
llll

TT  и проверка неравенства (346) на 

справедливость. Обычно принимается КT 6000
)0(

= . Выбор в качестве 

верхней границы температурного промежутка К6000  определен 

практически известными фактами:  

• для любого топлива (в том числе ближайшего будущего)  

температура на входе в сопло при исключении из учета 
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ионизированных систем не превышает температуры К6000 , 

• для всех топливных композиций справедливо неравенство (346). 

3. Поиск минимально возможного )(llT , для которого справедливо (346)  

с помощью метода золотого сечения с фиксированным левым концом [20] 

при параллельном формировании промежутка температур 



 )()(

,
llll

TT . 

Наибольшее количество времени занимает, как известно,  решение задачи 

поиска минимума приведенной энергии Гиббса (234), откуда следует, что 

чем точнее задана температура )(llT , тем меньшее количество раз 

потребуется решать задачу (234).  

Для каждой топливной композиции возможно существенное 

уменьшение )(llT  на основе метода золотого сечения. В силу отсутствия, по 

крайней мере операций вычисления логарифма и экспоненты, подобный 

подход обеспечивает существенное увеличение скорости вычислений. То 

есть 

• если для данной температуры )(llT  система уравнений (104)-

(105), (342) имеет решение, то принимается TT ll =)( , 

• если для данной температуры )(llT  система уравнений (104)-

(105), (342) не имеет решения, то реализуется корректировка 

промежутка температур 



 )()(

,
llll

TT  с учетом неравенства (346). 

4. Решение экстремальной задачи (234) для предварительно 

определенного множества 
(*)

)(cB . Как описано ранее, в процессе решения 

задачи (234) возможна смена множества 
(*)

)(cB  на множество 
(*)

1),(cB , что 

очевидно опредляет переход на кривую (*)
1),(c

BS .  

5. Оценка разности 0

)()()(
),,( HqTpH

llllll
H −=δ : 

• если 
)6()(

H
ll

H εδ < , то принимается, что задача решена и температура 

есть )(llT  есть результат решения, 
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• если 0
)( <ll

Hδ , то определяется, что температурный интервал шага  

1+ll  совпадает с интервалом 



 )()(

,
llll

TT , 

• если 0
)( >ll

Hδ , то фиксируется, что температурный интервал шага  

1+ll  есть [ ])()(
, llll
TT . 

 

 

Рисунок 78 − Зависимость ( )TpH ,(min) , ( )TpH ,(max) ,  

МПа30=p ; топливо H2O2 + , 5=mK  

 

 

Рисунок 79 − Зависимость ( )TpH ,(min) , ( )TpH ,(max) ,  

МПа1=p ; топливо 1-РГO2 + , 3,0=mK  

 

6. Если задача еще не решена, то производится вычисление новой 

температуры )1( +llT  

• либо с помощью метода половинного деления, где  
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2

)1()1(
)1(

++
+ +

=

llll
ll TT

T ,  

• либо с помощью метода Ньютона в виде )()()1( llllll TT ∆+=+ , где  

( )
( ))(

)(
0)(

,

,
ll

p

ll
ll

Tpc

Tphh −
=∆  

 

 

Рисунок 80 − Зависимость ( )TpH ,(min) , ( )TpH ,(max) ,  

МПа30=p ; топливо 1-РГO2 + , 5=mK  

 

и переход на решение задачи (234). 

Таким образом, представленная технология решения задачи (340)-(342) с 

фиксированием состава множества 
(*)

)(cB  обеспечивает адекватность результатов 

вычислений исходной математической модели, а также надежность, точность и 

скорость вычислений.  

Пусть получено решение задачи (340)-(342) для множества 
(*)

)(cB , то есть 

найдено минимальное значение 
(min)

(*)
)(c

B
S  приведенной энтропии, соответствующие 

температура (*)T  и состав 
(*)

q . Следующий шаг (если критерии окончания не 

удовлетворены) - это возврат к задаче вариационного исчисления на предмет 

вычисления точки минимума другой кривой  (*)
)1(),(c

BS , где 
(*)

)(
(*)

1),( cc BB ≠  и где  
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(min)(min)

(*)
1),(

(*)
)( cc

BB
SS > , при условии, что множество 

(*)
1),(cB  существует.  

 

 

Рисунок 81 − Зависимость ( )TpH ,(min) , ( )TpH ,(max) ,  

МПа30=p ; топливо НДМГАТ + , 3,0=mK  

 

 

Рисунок 82 − Зависимость ( )TpH ,(min) , ( )TpH ,(max) ,  

МПа30=p ; топливо НДМГАТ + , 3=mK  

 

Из представленных во введении рисунков 5-8 и сформулированных там же 

выводов из рисунков следует: начало вычислений рационально сопроводить 

выбором ∅=(*)
)(cB , то есть определением гомогенного типа смеси.  

Пусть существуют множества )(
(*)

1),( cc BB ⊂ , для которых справедливо (303), 

где 
(*)

TT = .Формирование нового множества 
(*)

1),(cB  осуществляется с помощью 
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поиска линии (*)
1),(c

BS  во множестве кривых (*)
)(),( kc

BS , которая для данного 
(*)

T  

содержит наименьшее значение. Данный поиск производится с помощью 

технологии: 

• построения прямой (*)
T

L , определяемой уравнением 
(*)

TT = , то есть 

параллельной оси S0 ,  

• вычисления точки пересечения прямой (*)
T

L  с кривой, которая наиболее 

близка к оси T0 . 

Технология реализуется решением задачи (340)-(342) при введении ограничения 

(*)
TT = . В качестве результата решения задачи (234) выступает точка 

(*)
q , 

выделяющая во множестве кривых (*)
)(),( kc

BS  линию, соответствующую множеству 

(*)
1),(cB , для которой выполнено неравенство 

(min)(min)

(*)
1),(

(*)
)( cc

BB
SS ≥ . Известные координаты 

точки 
(*)

q , а также состав множества 
(*)

1),(cB  обеспечивают переход на решение 

задачи (340)-(342) в классической постановке, что определяет новый шаг в 

итерационном процессе поиска минимума приведенной энтропии в терминологии 

вариационного исчисления. 

Пусть рассматривается топливо 1-РГO2 +  при 8,0=mK , соответствующая 

термодинамическая система для которого описывается термодинамическим 

состоянием constHp =00 , , где кПа300000 =p  и 
кг

кДж
-1264,8550 =h . В качестве 

температурного промежутка поиска температуры достижения минимума 

определяется интервал [ ]КК 6000,100 , вычисления с использованием симплекс-

метода для которого приводят к следующим данным:  

( )
кг

кДж
-8749,151,100,min

)0(
=

∈
qKph

Qq

, ( )
кг

кДж
69859,89,6000,max

)0(
=

∈

qKph
Qq

. 

Таким образом, условия (125) и (346) выполнены, и решение задачи может быть 

продолжено.  
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Оптимизация начальной температуры   на основе использования метода 

золотого сечения с фиксированным левым концом приводит к 

последовательности интервалов [ ] [ ]К3746К,1006000КК,100 ⊃ , где для начальной 

температуры справедливо определение KT 599,2353)0( = , то есть количество 

решений задачи (234) поиска минимума приведенной энергии Гиббса уменьшено 

на два шага. Решение задачи (234) применительно к рассматриваемому топливу 

для полученной температуры приводит к результату: ( )
кг

кДж
1867,951,

)0( =Tph , 

( )
Ккг

кДж
3,254177,

)0(

⋅
=Tpcp . Дальнейшая оценка разности 

)0(
Hδ   приводит к 

неравенству 0
)0( >Hδ , откуда следует, что новый интервал имеет вид 

[ ]K599,2353,K100 . 

Поиск новой температуры )1(T  с помощью метода Ньютона приводит к 

результату: K704,1397)1( =T  при 10,38515
)0(

C =n . Итак получено, что справедливо 

отношение 



∈

)1()1()1(
,TTT  и что методом условного градиента и  методом 

Лагранжа-Ньютона для  )0(T  выделена выпуклая кривая, соответствующая 

множеству { }C
(*)

)( =cB . 

В таблице 16 представлены характеристики вычислительного процесса 

реализации описанной технологии для кривой, соответствующей множеству 

{ }C
(*)

)( =cB . При этом обнаружено, что иных кривых для рассматриваемого 

температурного интервала не существует и что достигнута приемлемая (не менее 

пяти цифр) точность по энтальпии. 

Оценка достигнутой точности по приведенной энергии Гиббса для 

полученной температуры приводит к следующим данным 

-1416,812,
(*)

=




 qT,pG , 

( )

11-(*)(*)

,
105,456,,'min ×=−







∈
qqqT,pG

TpQq
. 

Таким образом, задача (340)-(342) решена с точностью по энтальпии не менее 5 

цифр и по приведенной энергии Гиббса не менее семи верных цифр. 
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 В таблице 17 представлены результаты вычисления температуры для 

различных топлив, где -1948,91РГ =−h , при давлении 15 МПа по представляемой 

технологии и работе [7]. Как следует из таблицы, относительная погрешность по 

температуре, представляющей решение, не превышает 0,5 %, что приводит к 

выводу о приемлемой  точности вычислений на основе применения новой 

технологии.  

 

      Таблица 16 – Итерационные значения температуры 

Шаг, ll  Температура, 

KT ll ,)(  

Энтальпия, 

кг

кДж
,,,

)()( 




 llll

qTph  

Оценка 

2 1546,121 -1389,491 )6()(
h

ll
h εδ >  

3 1564,378 -1267,255 )6()(
h

ll
h εδ >  

4 1564,744 -1264,856 )6()(
h

ll
h εδ <  

 

На рисунках 83−90 представлены графики изменения параметров 

{ }pcazT TvC βχ ,,,,,∈Φ  для различных топлив. Как видно из графиков, каждая из 

функций непрерывна, дифференцируема, по меньшей мере один раз и имеет 

положительное значение. Следовательно, из графиков параметров vc , pTβ  

выводится: наиболее вероятно, что для термодинамической системы характерны 

механическая и термическая устоячивость. 

Пусть определено, что термодинамическая система, соответствующая 

некоторому исследуемому топливу,  является замороженной. Тогда 

математическая модель описания равновесного состояния системы 

представляется экстремальной задачей вида 

                                                     ( ) ( )( )2211
, 21

max nTSnTS
nn

+ ,                                       (347) 

при ограничениях 

                                                                     jnn σ=+ 21 ,                                          (348) 
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( ) ( ) ( )nTpHHnTHnTH ,,)1(
02211 −=+ ,                   (349) 

где ℵ∈n , jσ  - число молей, нижние индексы параметров 21, nn  определяют 

вещества jΓ  и ( ) ( ) ( )THnnTpHnTpH kk
)0()0()1(

,,,, −=  при jk Γ∈  и 
)(
)(

Γ∈ gBj . Из 

уравнения (348) выводится 

 

Таблица 17 – Сравнение температур  

Температура, К Топливо окα  

[7] Технология 

,%Тδ  

0,6 1841 1842,4 0,07605 

0,7 2024 2024,9 0,04447 

0,8 2173 2173,0 0,00000 

0,9 2295 2294,8 0,00872 

1,0 2361 2361,2 0,00847 

1-РГВоздух +  

 

1,1 2237 2237,7 0,03129 

0,7 1898 1906,5 0,44783 

0,8 2040 2049,1 0,44608 

0,9 2161 2169,3 0,38408 

1,0 2241 2249,0 0,35698 

1,1 2128 2135,8 0,36654 

спиртЭтиловыйВоздух +  

1,2 2019 2026,5 0,37147 

 

                                                          12 nn j −= σ                                                       (350) 

и из (349) получается ( ) ( )( ) ( )nTpHHnTHnTH j ,,)1(
01

)0(
211 −=−+ σ , то есть  

                                                  
( ) ( )
( ) ( )THTH

THnTpHH
n

j

21

2
)1(

0
1

,,

−

−−
=

σ
.                         (351) 

Формальные выражения (350)-(351) позволяют не только вычислить числа молей 

отдельных конденсированных веществ, но и идентифицировать возможную 

разрешимость исходной задачи. Анализ системы уравнений (348)-(349) приводит 
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к утверждениям: 

• если ( ) ( ) 021 =− THTH , то система уравнений либо не имеет решения 

вообще, либо имеет бесконечное множество решений, 

• если разность ( ) ( ) )6(
21 HTHTH ε<− , то уравнение (351) возможно 

приведет к 1n , существенно превосходящему 
)0(

jσ  

Таким образом, в качестве фазового перехода с математической точки 

зрения рассматриваются только такие температуры fT , для которых справедлива 

оценка ( ) ( ) )6(
21 HTHTH ε>− .  

Решение задачи (347)-(349) представляется актуальной при расчете 

параметров термодинамических систем в точке фазового или полиморфного 

переходов. Пусть производится анализ параметров некоторой гетерогенной 

системы в достаточно малой окрестности ( )fTεΩ ,  где fT  есть  температура 

фазового или полиморфного перехода.  

В силу определенной ранее непрерывности термодинамических свойств 

индивидуальных веществ  в любой точке окрестности ( )fTεΩ  свойства 

индивидуальных веществ сохраняют постоянные значения с достаточно высокой 

точностью помимо отдельных конденсированных веществ, имеющих температуру 

fT  в качестве граничной температуры существования веществ. Отсюда 

выводится, что вычисление чисел молей отдельных конденсированных веществ в 

точке фазового перехода может быть реализовано на основе решения 

экстремальной задачи (347)-(349). 

Пусть для термодинамической системы, описываемой равновесным 

состоянием constHp =00 , , определена справедливость уравнения состояния 

реального газа. Тогда математическая модель описания равновесного состояния, 

как это описано ранее, фундаментально представляется экстремальной задачей 

                                             ),,(min
)(

],,[ )0(
qTpS

r

QqTTT ∈∈
,                                             (352) 

при ограничении   
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                                             0
)( ),,( HqTpH r = , )0(Qq ∈ ,                                       (353)        

эквивалентной задаче (154)-(155), где для любого )0(Qq ∈  справедливы 

определения (184)-(188), (202)-(204), то есть 
0

)(
),,(),,(

R

A
qTpSqTpS Sr

−= , 

H
r AqTpHqTpH += ),,(),,()( . В процессе исследования свойств экстремальной 

задачи (154)-(155) была обоснована эффективность введения структуризации 

(154)-(156), определяющей переход к задаче  

                                                  
{ }

),,(min
(*))(

|, )(

qTpS
r

BjBB gj ∈
.                                       (354) 

Задача (354) эквивалентна задаче  (352), причем, 
(*)

q  есть решение задачи 

                                             
[ ]

{ }( ))(

)(

,,

|,,,,min
)0(

gj

r

QqTTT

BjBBqTpS ∈
∈∈

                     (355) 

при описанном ранее ограничении (163) на энергию. Задача (355), как показано 

ранее, 

• при фиксированной температуре относится ко множеству задач 

выпуклого программирования, 

• в достаточно малой окрестности решения эквивалентна задаче 

решения уравнения (161) на множестве решений задачи поиска минимума 

приведенной энергии Гиббса (306). 

Таким образом, для любого множества { })(|, gj BjBB ∈  решение 
(*)

q  задачи (355) 

должно удовлетворять оценке  

( )
{ } Sgj

r

TpQq
qqBjBBqTpS ε≥−





 ∈

∈

(*)

)(

(*))(

,
,|,,,,gradmin , 

что следует из представленной ранее технологии осуществления метода 

условного градиента. 

Ранее при описании решения задачи (306) поиска минимума приведенной 

энергии Гиббса ( )qTpG
r

,,
)(

 на множестве )0(Q  было показано, что задача (338) 

поиска минимума { }




 ∈ )(

(*))(
|,,,, gj

r
BjBBqTpG  встраивается в общую 
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технологию решения (306) как частный случай. Следовательно, в соответствии с 

полученными и представленными ранее результатами, а также в соответствии с 

данными работы [5], рационально осуществить переход в достаточно малой 

окрестности точки минимума от решения задачи (354)-(355), (161) к решению 

уравнения (353). 

Пусть производится расчет параметров топлива 1-РГAT +  для 5=mK  и 

кг

кДж
-4093,1050 =h , МПа300 =p . Вычисление параметров равновесного 

состояния constHp =00 ,  при учете уравнения состояния идеального газа 

приводит к результату: 500К2=T , 33,15700=N . Переход на решение уравнения 

(353) обеспечивает значениями К2499,770=T , 33,15635=N . При этом 

погрешность по приведенной энергии Гиббса, существенно превышая 

погрешность при учете уравнения состояния идеального газа, не превышает 0,2%, 

то есть удовлетворяет с приемлемой точностью описанным ранее критериям 

адекватности результатов вычислений  поставленной задаче. 

На рисунках 91−102 представлены графики параметров 

{ }pcaT Tv βχ ,,,,∈Φ , а также отклонения Φδ . Как видно из графиков, при малых 

mK  : %1,0≤Tδ , а при больших mK : %1≤χδ  и %1≤
vcδ  и  %3≤aδ  и 

%3
T

≤pβδ . Более того, отсюда также выводится: наиболее вероятно, что 

механическая и термическая устойчивость есть неприемлемое свойство 

равновесного состояния термодинамических систем. 

 

 

 

2.4. Процесс течения до заданного  ap  при constS =0  

 

 

 

Как описано ранее, математическая модель состояния смеси веществ в 
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точке завершения процесса течения до заданного ap  при constS =0   (или 

равновесного состояния constSp =00 , , где app =0 ) представляется задачей 

вариационного исчисления вида ( )∫












∈

max

min(*)
)(

,,min 0

T

THH

dTqTpH

C
B

, где точки каждой 

кривой (*)
)(c

B
H , соответствующей некоторому фиксированному составу множества 

конденсированных веществ  
(*)

)(cB , представляются решением экстремальной 

задачи (117) для множества значений [ ]maxmin ,TTT ∈ . В то же время решение 

задачи (117) классической математической модели для фиксированного 

множества 
(*)

)(cB  при условии вариативности T  позволяет получить точку 

минимума непосредственно на самой кривой (*)
)(c

B
H . 

Итак, классическая математическая модель равновесного состояния  

constSp =00 ,  (или constSp =, ) фундаментально представляется экстремальной 

задачей 

                                                      ),,(min
(*)

],[
qTpH

TTT∈
,                                                      (356) 

где  Qq ∈
(*)

 есть решение задачи  

                                                ),,(min
)0(

qTpH
Qq∈

                                                          (357) 

при ограничениях (104)-(105)  и ограничением                       

                                                 0),,( SqTpS = .                                                           (358)  

Как показано при анализе свойств множеств, функций и задач, с одной стороны, 

задача (357) не относится ко множеству задач выпуклого программирования, а, с 

другой стороны, в силу присутствия свойства непрерывности функций и 

компактности множеств определения функций задача (357) обеспечена 

возможностью анализа разрешимости, что обусловливает присутствие 

возможности анализа разрешимости задачи (356)-(358) в целом.  

В частности если на интервале  [ ]TT ,  существования термодинамической 
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системы найдено, по крайней мере одно, Т, для которого выполнено двойное 

неравенство (134) или (135), то задача (356) возможно имеет решение. Проверка 

справедливости неравенств (134), (135) основывается на расчете параметров 

e

bB

R Xi

ig

S

∑
∈=

)(

0γ , ),,(min),( )(
)0(

qTpSTp L
Qq

S
∈

=γ , ),,(max),( )(
)0(

qTpSTp L
Qq

S
∈

=γ . 

Как видно из определений, для любого фиксированного Т задачи вычисления 

),( Tp
S

γ  и ),( TpSγ  относятся ко множеству задач линейного программирования. 

Итак, если для данного T параметры ),( Tp
S

γ  и ),( TpSγ  вычислены, то 

множество )0(Q  не пусто и, как следствие, математическая задача поиска 

минимума приведенной энергии Гиббса для заданных давления и температуры 

является разрешимой. 

В таблице 18 отображены результаты расчета температуры для состояния 

constSp =00 , , а на рисунках  103−114 представлены исходная энтропия 0s , 

температура (*)T - решение исходной задачи, результаты расчета экстремумов  

T

S

S m

Tp 3
)0(

10),( −
− ×

=
γ

γ , 
[ ]

T

SS

S m

Tp 3
)0(

10),( −×+
=

γγ
γ , 

T

S
S

m

Tp 3
)0( 10),( −

− ×
=

γ
γ , 

[ ]
T

SS
S

m

Tp 3
)0( 10),( −×+

=
γγ

γ . 

Из сравнения данных рисунков 103−114 и таблицы 18, следует, что для любой 

топливной композиции и для любого T экстремумы ),( Tp
S

γ , ),( TpSγ  есть 

монотонно-возрастающие функции, удовлетворяющие условию 

( ) ( )TpTp
SS ,, γγ ≥ . Следовательно, задача (357)  является разрешимой, если 

справедливо неравенство 

                                                   0),( STp
S

≤γ                                                            (359) 

Из анализа представленных данных также следуют выводы  
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Таблица 18 – Параметры топливных композиций 

Параметры вычислений  

для состояния constSp =,  

Топливо mk  

кПа,p  

кг

кДж
,s  

К,Т  

  1 41,20192 226,145 0,8 

30 33,40822 213,081 

  1 20,77838 983.526 

Н2О2 +  

5,0 

30 18,38082 964,646 

  1 10,80634 583,392 0,3 

30   9,46094 668.035 

  1 10,28193     1717,727 

1-РГO2 +  

5,0 

30    9,28555     1629,679 

  1 13,83248 592,517 0,3 

30 11,94010 671,851 

 1 11,36389     1529,313 

НДМГ-АТ  

3,0 

30 10,21437     1446,164 

 

• для топлив 1-РГО2 + , НДМГ-АТ  - для любой точки окрестности 

решения ( )(*)TεΩ   справедливо неравенство 

                                                  ( ) ( )TpSTp SS
,, 0 γγ ≤≤ ,                                         (360) 

• для топлива 22 НО +  - оценка (360) выполняется только при низких 

температурах. 

Из рисунков 103−114 следует, что в окрестности ( )(*)TεΩ  выполняется 

неравенство  ( ) ( ) 00 ,, STpSTp SS
−<− γγ , следовательно, задача (357) 

разрешима, если справедливо неравенство                                             

                                                   ( ) 0, STp
S

≤γ .                                                          (361) 

С одной стороны, неравенство (361) является более слабым, чем (359) и (360), но, 

с другой стороны, оно позволяет существенно уменьшить объем используемых 

ресурсов компьютера. 

Технология решения задачи (356)-(358) для равновесного состояния 

constSp =00 ,  (при фиксированном составе 
(*)

)(cB ) при ее разрешимости 
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представляется той же последовательностью действий, что и технология решения 

задачи (340)-(342) для равновесного состоянии constHp =00 , . Основное отличие 

технологий описывается следующими пояснениями к технологии решения задачи 

(356)-(358). 

1. Обычно в практике термодинамических расчетов параметров камеры 

ЖРД задача анализа параметров систем, находящихся в равновесном состоянии 

constSp =00 , , характеризуется определенностью некоторой температуры )0(T , 

для которой энтропия 0S  рассматриваемой системы при некотором давлении уже 

известна. Поэтому именно данная температура обычно и рассматривается как 

начальная температура последовательности температур { } ,...2,1
)(

=ll
llT  и 

интервалов температур 
,...2,1

)()(
,

=













ll

llll
TT , где для любого ll  справедливы 

отношение  принадлежности 




∈

)()()( ,
llllll TTT  и  отношение включения (343), а 

также неравенство 

                               0

(*))1(
0

(*))( ,,,, SqTpSSqTpS llll −




≤−





 − .                         (362) 

В большинстве случаев рассматриваемая температура )0(T  является достаточно 

приближенной. Предлагается производить уточнение )0(T  на основе решения 

задачи линейного прграммирования, что основывается на следующих результатах 

исследований. 

Таблицы 19−21 включают параметры равновесных продуктов сгорания ряда 

топлив в выходном сечении сопла при давлении Па50 кpa = . Из анализа таблиц 

выводится, что ( )
( )

( )
%,100

,

,
,

)(
)( ⋅=

аа

ааL
ааL

Tps

Tps
Tpδ , - доля линейной части энтропии 

( )ааL Tps ,)(  в энтропии ( )аа Tps , , превышает 94%. В таблицах 22−24 отображены 

параметры, для которых приняты обозначения 
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• ),,(
(min)

,
(min)(min)

a aHaaa qTphh = ,где ),,(min),,(
)0(

(min)

,
(min) qTphqTph aа

Qq
aHaaa

∈
= , 

• )q,,T(ps)q(s
)(

Haa(L)

)(

H,a(L),a

minmin
= , где ),,(

(min)

)( HaaL qTps   есть линейная 

часть энтропии в точке 
(min)

,aHq  достижения минимума по энтальпии,   

• ),,(
(min)

)(
(min)

а(L), SaaL qTpss = , где 
(min)

Sq есть решение задачи 

),,(min
)0(

qTps aа
Qq∈

. 

Из сравнения данных таблиц 19−21 и таблиц 22−24, а также соотношения (109), 

следует, что в качестве наиболее точной оценки возможного значения ( )аа(L) ,Tps  

выступает )q(s
)(

H.а(L),а

min
. Таким образом, если для данной температуры )0(T  

разность 
)0((min)

,a(L), )( (L),aaHs sqs −=δ , где 0
)0(

94,0 ss(L),a ⋅= , определяет достижение 

точности по 
)0(

(L),as  не менее одного знака, то принимается, что )0(T  есть наиболее 

хорошее начальное приближение. Уточнение температуры )0(T  реализуется с 

помощью метода золотого сечения с фиксированным левым концом при учете 

(362), где для каждого итерационного значения температуры iT ),0(  производятся 

вычисления 

• поиск точки 
(min)

.аHq  на основе решения задачи ),,(min ),0(

)0(
qTph i

а
Qq∈

, 

• вычисление параметра ( ) ( ))(

H,a,aL(
qs

min
 и расчет разности 

)0(min

(L),a

)(

H,a(L),as s)q(sδ −= . 

В силу отсутствия, по крайней мере операций вычисления логарифма и 

экспоненты, подобный подход обеспечивает существенное увеличение скорости 

вычисления начального приближения )0(T  по температуре.  

2. Определение начального интервала температур в виде [ ])0(,TT . 

3. Оптимизация промежутка 



 )0()0(

,TT , а также температуры )0(T  на 
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основе проверки справедливости неравенства (359). 

 

      Таблица 19 − Параметры топлива H2O2 +  в точке кПа50=ap  

окα  
ah , 

кг

кДж
 aT , К  ( )aa)( ,Tps L , 

Ккг

кДж

⋅
 

( ),%, aa)( TpLδ

 

0,1 -8151,898   272,954 34,897 99,6 

0,5 -9896,725   955,684 20,324 97,2 

0,7 -9681,049 1420,522 17,611 97,9 

1,0 -8804,699 2113,332 15,249 99,6 

1,3 -7380,534 1838,967 13,464 98,7 

 

      Таблица 20 − Параметры топлива 1-РГO2 +  в точке кПа50=ap  

окα  
ah , 

кг

кДж
 aT , К  ( )aa)( ,Tps L , 

Ккг

кДж

⋅
 

( ),%, aa)( TpLδ

 

0,1 -3594,320   736,286   9,3974 95,4 

0,5 -5297,713   959,922 11,2505 95,3 

0,8 -6210,001 1991,361 10,4670 96,3 

1,0 -5935,013 2409,614 10,0152 96,8 

1,3 -5336,770 2187,921   9,4433 96,8 

 

5. Анализ разности 0
)()()(
),,( sqTps

llllll
S −=δ  в форме 

• если 
)6()(

S
ll

S εδ < , то принимается, что задача решена и )(llT  есть 

температура достижения минимума, 

• если 0
)( <ll

Sδ , то определяется, что новый температурный интервал 

имеет вид 



 )()(

,
llll

TT , 
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• если 0
)( >ll

Sδ , то фиксируется, что новый температурный интервал 

имеет вид [ ])()(
, llll
TT . 

6. Расчет шага по методу Ньютона в форме 
( )

( ))(

)(
0)()(

,

,
ll

p

ll
llll

Tpc

Tpss
T

−
=∆ . 

     Таблица 21 − Параметры топлива НДМГO2 +  в точке кПа50=ap  

окα  
ah , 

кг

кДж
 aT , К  ( )aa)( ,Tps L , 

Ккг

кДж

⋅
 

( ),%, aa)( TpLδ

 

0,1 -2445,491   750,069 12,0306 94,6 

0,5 -4694,391   976,285 12,0770 94,4 

0,9 -5700,286 2084,534 11,0480 96,3 

1,0 -5586,677 2249,528 10,8227 96,6 

1,3 -5048,005 1993,477 10,1502 96,3 

 

Пусть получено решение задачи (356)-(358) для множества 
(*)

)(cB , то есть 

найдено минимальное значение 
(min)

(*)
)(c

B
H  энтальпии, соответствующие температура 

(*)T  и состав 
(*)

q . Следующий шаг (если критерии окончания не удовлетворены) - 

это возврат к задаче вариационного исчисления на предмет вычисления точки 

минимума другой кривой  (*)
)1(),(c

B
H , где 

(*)
)(

(*)
1),( cc BB ≠  и где  

(min)(min)
(*)

1),(
(*)

)( cc
BB

HH > , при 

условии, что множество 
(*)

1),(cB  существует. Описываемая далее технология 

вычислений основывается на выводах, сделанных во введении при анализе 

рисунков 9-12 применительно к энтальпии.  

• все кривые, представляющие выпуклые функции, пересекаются с кривой, 

обозначенной символом 0, 

• кривая, содержащая точку глобального минимума для всех топливных 

композиций, с одной стороны, является минорантой, а, с другой стороны, 
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имеет в большинстве случаев наибольшую длину проекции на ось 

абсцисс. 

 

              Таблица 22 − Экстремумы параметров топлива H2O2 +   

         

окα  

(min)
ah , 

кг

кДж
 

(min)
),( aLs , 

Ккг

кДж

⋅
 





 (min)

),( HaL qs , 
Ккг

кДж

⋅
 

0,1 -8304,181 34,45461 34,45461 

0,5 -9896,727 20,33376 20,33376 

0,7 -9681,138 17,60395 17,60395 

1,0 -9039,535 15,18790 15,18790 

1,3 -7407,273 13,16609 13,46331 

 

              Таблица 23 − Экстремумы параметров топлива 1-РГO2 +  

         

окα  

(min)
ah , 

кг

кДж
 

(min)
),( aLs , 

Ккг

кДж

⋅
 





 (min)

),( HaL qs , 
Ккг

кДж

⋅
 

0,1 -4343,600 6,327565 8,474303 

0,5 -7858,135 6,609203 8,435241 

0,8 -7052,567 8,069559 9,553437 

1,0 -6829,696 8,345088 9,749513 

1,3 -5485,184 7,975479 9,404916 

 

Пусть существуют множества )(
(*)

1),( cc BB ⊂ , для которых справедливо (303), 

где 
(*)

TT = .Формирование нового множества 
(*)

1),(cB  осуществляется с помощью 

поиска линии (*)
1),(c

B
H  во множестве кривых (*)

)(),( kc
B

H , которая для данного 
(*)

T  

содержит наименьшее значение. Данный поиск производится с помощью 

технологии: 

• построения прямой (*)
T

L , определяемой уравнением 
(*)

TT = , то есть 

параллельной оси H0 ,  
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• вычисления точки пересечения прямой (*)
T

L  с кривой, которая наиболее 

близка к оси T0 . 

 

              Таблица 24 − Экстремумы параметров топлива НДМГO2 +  

         

окα  

(min)
ah , 

кг

кДж
 

(min)
),( aLs , 

Ккг

кДж

⋅
 





 (min)

),( HaL qs , 
Ккг

кДж

⋅
 

0,1 -3418,531 7,334342 10,80387 

0,5 -6645,772 6,930387   9,90414 

0,9 -6058,529 8,100095 10,61471 

1,0 -6023,148 8,206262 10,69461 

1,3 -5103,479 7,815377 10,13917 

 

Технология реализуется решением задачи (356)-(358) при введении ограничения 

(*)
TT = . В качестве результата решения задачи (234) выступает точка 

(*)
q , 

выделяющая во множестве кривых (*)
)(),( kc

B
H  линию, соответствующую множеству 

(*)
1),(cB , для которой выполнено неравенство 

(min)(min)
(*)

1),(
(*)

)( cc
BB

HH ≥ . Известные координаты 

точки 
(*)

q , а также состав множества 
(*)

1),(cB  обеспечивают переход на решение 

задачи (356)-(358) в классической постановке, что определяет новый шаг в 

итерационном процессе поиска минимума энтальпии в терминологии 

вариационного исчисления. 

Пусть рассматривается топливо 1-РГO2 +  при 8,0=mK , 

кгК

кДж
10,971610

⋅
=s , соответствующая термодинамическая система для которого 

описывается термодинамическим состоянием constSpa =0, , где кПа30=ap  и 

KT 1455,112)0( =  при 11,41256=Cn . В качестве температурного промежутка 

поиска решения определяется начальный интервал  [ ]КК 112,1455;100 , 

вычисления с использованием симплекс-метода для которого приводят к 
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следующим результатам:   

( )
кгК

кДж
150629,1

10,100, 3

⋅
=

× −

T

S

m

qKpγ
, 

( )
кгК

кДж
93649,7

10,744.1564, 3

⋅
=

× −

T

S

m

qKpγ
. 

Таким образом, условие (359) выполнено, и решение задачи может быть 

продолжено.  

 Оптимизация начальной температуры   на основе использования метода 

золотого сечения с фиксированным левым концом определяет в качестве 

результата следующие данные: начальная температура есть K5053,937 , а  

начальный температурный интервал есть [ ]К112,1455К;100 . Решение задачи (234) 

применительно к рассматриваемому топливу для полученной температуры 

приводит к значениям: ( )
кгК

кДж
13,0063,

)0(

⋅
=Tps , ( )

Ккг

кДж
,447315,

)0(

⋅
=Tpcp . 

Дальнейшая оценка разности 
)0(

Sδ   приводит к неравенству 0
)0( >Sδ , откуда 

следует, что новый интервал представляется в виде [ ]K5053,937;100 .  

Поиск новой температуры )1(T  с помощью метода Ньютона, что 

обусловливает в результате K,30377829)1( =T , где 4,659392=Cn . Итак получено, 

что справедливо отношение 



∈

)1()1()1(
,TTT  и что методом условного градиента 

и методом Лагранжа-Ньютона для  )0(T  сохранена выпуклая кривая, 

соответствующая множеству { }CB c =(*)
)( . Далее в таблице 25 представлены 

характеристики вычислительного процесса поиска точки минимума на кривой 

(*)
)(c

B
H , где { }CB c =(*)

)( , в силу отсутствия кривых (*)
,1)(c

B
H , удовлетворяющих 

неравенству (*)
)(

(*)
,1)( cc

BB
HH < .  

Оценка достигнутой точности по приведенной энергии Гиббса для 

полученной температуры приводит к следующим данным 

-1993,935,
(*)

=




 qT,pG , 

( )

11-(*)(*)

,
10,1591,,'min ×=−







∈
qqqT,pG

TpQq
. 

Таким образом, задача (356)-(358) решена с точностью по приведенной энергии 
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Гиббса не менее семи верных знаков. 

 

      Таблица 25 − Итерационные значения температур 

Шаг, ll  Температура, 

KT ll ,)(  

Энтропия, 

кгК

кДж
,,,

)()(

⋅





 llll

qTps  

Оценка 

 

2 825,1619 10,97262 )6()(
s

ll
s εδ >  

3 825,1009 10,97161 )6()(
s

ll
s εδ <  

 

В таблице 26 представлены результаты расчета температуры для различных 

топлив, при давлениях МПа 510 =p , кПа 5=ap . Как следует из таблицы, 

относительная погрешность по температуре, обеспечивающей минимум, при 

сравнении с данными работы [7] не превышает 0,7 %, что приводит к выводу о 

приемлемой  точности вычислений на основе применения новой технологии.  

На рисунках 115−122 представлены результаты расчета параметров 

{ }pcazT TvC βχ ,,,,,∈Φ  для термодинамических систем, соответствующих 

различным топливным композициям. Как видно из графиков, каждая из функций 

непрерывна и дифференцируема, по меньшей мере один раз и, наиболее вероятно, 

что термодинамическая система везде характеризуется механической и 

термической устойчивостью. 

Пусть определено, что термодинамическая система, соответствующая 

некоторому исследуемому топливу,  является замороженной. Тогда 

математическая модель описания равновесного состояния системы 

представляется экстремальной задачей вида 

                                               ( ) ( )( )2211
, 21

min nTHnTH
nn

+ ,                                           (363) 

при ограничении (348) и ограничении 

                                             ( ) ( ) ( )nTpSSnTSnTS ,,)1(
02211 −=+ ,                          (364) 

где jσ  - число молей конденсированного вещества, нижние индексы параметров 

21, nn  определяют вещества из множества jΓ  и ( ) ( ) ( )TSnnTpSnTpS kk
)0()0()1(

,,,, −=  
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при jk Γ∈ . Из уравнений (350), (364) получается 

( ) ( )( ) ( )nTpSSnTSnTS j ,,)1(
01

)0(
211 −=−+ σ , то есть  

                                                                    
( ) ( )
( ) ( )TSTS

TSnTpSS
n

j

21

)0(
2

)1(
0

1

,,

−

−−
=

σ
.                            (365) 

Формальные выражения (350) и (365) позволяют не только вычислить числа 

молей частных конденсированных веществ, но и идентифицировать возможную 

разрешимость исходной задачи (363)-(364). Анализ системы уравнений (348), 

(364) приводит к выводам: 

• если ( ) ( ) 021 =− TSTS , то система уравнений либо не имеет решения 

вообще, либо имеет бесконечное множество решений, 

• если ( ) ( ) )6(
21 STSTS ε<− , , то уравнение (365) возможно приводит к 

1n , существенно превосходящему 
)0(

jσ . 

Таким образом, в качестве фазового перехода с математической точки зрения 

рассматриваются только такие температуры fT , для которых справедлива оценка 

)6(
21 SSS ε>− . 

Пусть рассматривается топливо  Н2О2 +  при 8,0=mK , описываемое 

равновесным состоянием constspa =0,  при МПа150 =p , кПа50=ap  и 

кгК

кДж
34,996530

⋅
=s .  В таблицах 27−28 представлены результаты вычислений 

параметров вблизи температуры фазового перехода.  

Вычисление термодинамических свойств соседних частных 

конденсированных веществ приводит к следующим данным 

( )
моль

Дж
-287718,273,1602

)1(
ОН2

=KH , ( )
моль

Дж
-293723,273,1598

)0(
ОН2

=KH , 

( )
Кмоль

Дж
63.33406,273.1602

)1(
ОН2 ⋅

=KS , ( )
Кмоль

Дж
41.3654,273.1598

)0(
ОН2 ⋅

=KS , 

( )
Кмоль

Дж
75.9974,273.1602

)1(

ОН, 2 ⋅
=KC p , ( )

Кмоль

Дж
38.3842,273.1598

)0(

ОН, 2 ⋅
=KC p .  
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Таблица 26 − Сравнение температур 

Температура, К Топливо 

кгК

кДж
,0

⋅
s  окα  

[7] Технология 

,%Тδ  

8,418 0,6 496,6 495,4   0,2416 

8,330 0,7 472,0 470,9   0,2331 

8,243 0,8 444,2 443,2   0,2251 

8,157 0,9 415,2 414,4   0,1927 

8,067 1,0 387,2 385,9   0,3357 

1-РГВоздух +  

7,968 1,1 348,8 348,4   0,1147 

8,534 0,7 425,3 427,8 -0,5878 

8,434 0,8 406,1 408,3 -0,5417 

8,328 0,9 385,1 384,9   0,0519 

8,228 1,0 365,3 362,9   0,6570 

спиртЭтиловыйВоздух +  

 

8,128 1,1 331,4 333,1 -0,5130 

  

Таким образом, в силу справедливости двойного неравенства 

К)161.273(sК)159.273( 0 ss <<  корректно определить – термодинамическая 

система находится в процессе фазового перехода. Из формального выражения 

(365) получается 20,798431 =n , 3,9601462 =n  и, как следствие, 

кг

кДж
-8159,515=h , то есть задача решена. 

Пусть для термодинамической системы, описываемой равновесным 

состоянием constSp =00 , , определена справедливость уравнения состояния 

реального газа. Тогда математическая модель описания равновесного состояния, 

как это описано ранее, фундаментально представляется экстремальной задачей 

                                             ),,(min )(

q],T,T[T (0)
qTpH r

Q∈∈
                                              (366) 

при 

                                                   0
)( ),,( SqTpS r = ,                                                     (367) 

эквивалентной задаче (164)-(165). Ранее была обоснована эффективность 
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введения структуризации (166)-(167), определяющей переход от задачи (366)-

(367) к эквивалентной задаче  

                                                
{ }

),,(min
(*))(

qTpH
r

B|jB,B (g)j ∈
,                                          (368) 

где 
(*)

q   есть решение задачи  

                                { }( ))(
)(

q],T,T[T

|,,,,min
(0)

gj
r

Q

BjBBqTpH ∈
∈∈

,                                (369) 

при ограничении 

                              { }( ) 0)(

)(
|,,,, SBjBBqTpS gj

r
=∈ ,  )0(Qq ∈ ,                               (370) 

эквивалентном при фиксированном T  уравнению (171). 

Задача (369)-(370) в окрестности решения эквивалентна задаче решения 

уравнения 

                        { } 0)(

(*))(
|,,,, SBjBBqTpS gj

r =




 ∈ ,  )0(Qq ∈ ,                               (371) 

где 
(*)

q  есть решение задачи (151) поиска минимума приведенной энергии 

Гиббса, что, в свою очередь, обусловливает решение в достаточно малой 

окрестности  точки минимума, задачи (366)-(367) на основе поиска минимума 

приведенной энергии Гиббса (339). Таким образом, в соответствии с 

полученными и представленными ранее результатами, а также в соответствии с 

данными работы [5], рационально осуществить переход в достаточно малой 

окрестности точки минимума от решения задачи (368)-(370) к решению уравнения 

(371). 

Ранее было представлено решение (T=825,1009К, 47,47800=N , 

моль24,82903=Cn ) задачи расчета параметров термодинамической системы, 

соответствующей топливной композиции 1-РГO2 +  при 8,0=mK , которая 

находится в равновесном состоянии constSpa =0, , где 
кгК

кДж
10,971610

⋅
=s  и 

кПа30=ap  для модели идеального газа.. 

Последующее решение уравнения (371), реализующееся за два шага, 
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приводит к температуре К825,1086  и моль 47,47789N = , моль24,82941=Cn . 

Практика показывает, что хотя погрешность по приведенной энергии Гиббса при 

учете уравнения состояния реального газа существенно больше погрешности 

приведенной энергии Гиббса при учете уравнения состояния идеального газа, тем 

не менее она обеспечивает погрешность, не превышающую 0,1%.  

 

Таблица 27 − Параметры вблизи температуры фазового перехода 

Т, К N 

кгК

кДж
,

×
s  

кг

кДж
,h  

Т, К N 

кгК

кДж
,

×
s  

кг

кДж
,h  

283,160 253,975 36,2820 -7803,91 263,160 249,097 34,2757 -8353,45 

280,660 252,998 36,0474 -7870,04 265,660 249,413 34,4131 -8317,12 

278,160 252,163 35,8330 -7929,96 268,160 249,799 34,5628 -8277,16 

275,660 251,452 35,6360 -7984,49 270,660 250,269 34,7273 -8232,83 

274,160 251,077 35,5253 -8014,92 272,160 250,599 34,8343 -8203,79 

273,660 250,960 35,4896 -8024,72 272,660 250,718 34,8715 -8193,66 

273,260 250,8701 35,4614 -8032,43 273,060 250,816 34,9018 -8185,39 

273,161 250,8480 35,4544 -8034,33 273,159 250,841 34,9094 -8183,31 

 

На рисунках 123−130 представлены результаты расчета параметров 

{ }pcaT Tv βχ ,,,,∈Φ , а также Tδ . Как видно из графиков, при малых mK : 

% 0,01≤Tδ . Более того, отсюда также выводится: наиболее вероятно, что 

механическая и термическая устойчивость есть неприемлемое свойство 

равновесного состояния термодинамических систем. 

 

Таблица 28 − Преобладающие вещества вблизи температуры фазового перехода 

Т, К Состав в cмеси Т, К Состав в cмеси 

283,160 =ОН2
x 0,0242, =

2Нx 0,9757, 

=ОН2
n 21,6245 

263,160 =ОН2
x 0,0051, =

2Нx 0,9948, 

=ОН2
n 26,5030 
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Продолжение таблицы 28 

Т, К Состав в cмеси Т, К Состав в cмеси 

280,660 =ОН2
x 0,0204, =

2Нx 0,9795, 

=ОН2
n 22,6020 

265,660 =ОН2
x 0,0063, =

2Нx 0,9936, 

=ОН2
n 26,1874 

278,160 =ОН2
x 0,0172, =

2Нx 0,9827, 

=ОН2
n 23,4368 

268,160 =ОН2
x 0,0079, =

2Нx 0,9920, 

=ОН2
n 25,8013 

275,660 =ОН2
x 0,0144, =

2Нx 0,9855, 

=ОН2
n 24,1481 

270,660 =ОН2
x 0,0097, =

2Нx 0,9902, 

=ОН2
n 25,3306 

274,160 =ОН2
x 0,0129, =

2Нx 0,9870, 

=ОН2
n 24,5227 

272,160 =ОН2
x 0,0110, =

2Нx 0,9889, 

=ОН2
n 25,0007 

273,660 =ОН2
x 0,0125, =

2Нx 0,9874, 

=ОН2
n 24,6396 

272,660 =ОН2
x 0,0115, =

2Нx 0,9884, 

=ОН2
n 24,8820 

273,260 =ОН2
x 0,0121, =

2Нx 0,9878, 

=ОН2
n 24,7304 

273,060 =ОН2
x 0,0119, =

2Нx 0,9880, 

=ОН2
n 24,7836 

273,161 =ОН2
x 0,0120, =

2Нx 0,9879, 

=ОН2
n 24,7525 

273,159 =ОН2
x 0,0120, =

2Нx  0,9879, 

=ОН2
n 24,7588 

 

 

 

2.5. Процесс течения до заданного aT  при constS =0  

 

 

 

 Математическая модель состояния смеси веществ в точке завершения 

процесса течения до заданного aT  при constS =0  эквивалентна модели состояния 

constST =00 , , где aTT =0 . Тогда модель для constST =00 ,  (или constST =, ) для 

замороженной смеси веществ имеет вид  
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                                                              p
nn

lnmax
21 ,

,                                                       (372) 

при ограничении (348) и ограничении 

                                                          ( ) 0,, SnTpS = .                                                   (373) 

Из определений (23), (24) и (49) выводится  

                                                        ( ) 00
)1( ln,, SpNRnTpS =− ,                               (374) 

эквивалентное (373) и ( ) [ ]{ } ( )∑∑
∈∈

+−+=

)()(

)0(
атм0

)0()1(
lnln

cg Bj

jj

Bj

jjj TSnxpRTSxNS . 

Из (374) выводится формула вычисления давления для задачи (372) вида 

                                                        
( )

0

0
)1( ,,

ln
NR

SnTpS
p

−
= .                                      (375) 

Таблицы 29-30 содержат данные для состояний constHp =00 , , constST =00 , .  

 

             Таблица 29 − Результаты расчета удельной энтропии   

Топливо mK  кПа,0p  К,T  

кгК

кДж
,

⋅
s  

0,3   1 591,4103 13,81012 АТ+НДМГ 

2,0 10 908,7149 11,47438 

0,5   5 695,1044 10,98212 O2+РГ-1 

1,5 15 863,8160 11,93636 

               

             Таблица 30  −  Результаты расчета давления 

Топливо mK  К,0T  

кгК

кДж
,0

⋅
s  

кПа,p  

0,3 591,4103 13,81012   0,9999993 АТ+НДМГ 

2,0 908,7149 11,47438 10,0000000 

0,5 695,1044 10,98212   5,0000350 O2+РГ-1 

1,5 863,8160 11,93636 15,0000500  
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Как видно из сравнения таблиц,  давление, вычисленное по формуле (375), и 

давление, представленное в таблице 30, совпадают с достаточно высокой 

точностью с соответствующим давлением в таблице 29, то есть (375), 

обеспечивает прямое и простое вычисление давления без применения 

итерационных процессов. 

 

 

 

2.6. Процессы течения до заданных aM , aF  при constS =0  

 

 

 

Основу расчета параметров смеси веществ в конечной точке, как отмечено 

ранее, составляет решение уравнения  

                                                        ( ) )0((*), ψψ =aa Tp ,                                               (376) 

где (*)
aT  есть решение задачи (120): ),,(min

)0(],,[

qTpH aa
QqTTTa ∈∈

 при 0),,( SqTpS aa =  

с учетом дополнительных условий математической модели. Данный подход 

очевидно обеспечит адекватность результатов расчетов всем положениям 

термодинамики равновесных систем, с одной стороны, и, с другой стороны, даст 

некоторую свободу в расширении множества технологий вычислений параметров 

сопла камеры ЖРД.  Известно, что в процессе течения по соплу продуктов 

сгорания  давление ap  по отношению к давлению торможения 0p  уменьшается, а 

число Маха M  и геометрическая степень расширения F  увеличиваются (рисунки 

131−132). При этом очевидна справедливость определений:   

• начальный интервал возможных значений давления есть промежуток 

[ ]0, pp ,  

• начальный интервал возможных значений температур имеет вид 

[ ]0,TT . 
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Решение уравнения (376) производится на основе построения 

последовательностей давлений { } ,...2,1
)(

=ll
llp , а также интервалов давлений 

,...2,1

)()(
,

=













ll

llll
pp и температур 

,...2,1

)()(
,

=













ll

llll
TT , где для любого ll  

справедливы отношения:  





⊂





∈

−− )1()1()()()( ,,
llllllllll ppppp , ( ) ( ) )0((*))()0()1(

,, ψψψψ −≤−−
TpTp

llll
. 

В качестве наиболее надежных методов решения уравнения (376) выступают 

метод золотого сечения и метод половинного деления. Однако данные методы 

являются, как известно, наиболее медленными, их применение оправдано при 

достижении достаточно малой окрестности точки минимума. 

На рисунках 133−136 представлено изменение aF  и aМ  в функции aε  в 

выходном сечении сопла камеры ЖРД. Как следует из рисунков, каждая из 

функций непрерывна и, как минимум однократно, дифференцируема. 

Следовательно, корректно применение метода Ньютона, обеспечивающего  

вычисление значения )1( +llp  с помощью формулы  

                                     
( )

( )
S

ll

ll
llll

p

Tp

Tp
pp















∂

∂

−
−=+

(*))(

)0((*))(
)()1(

,

,

ψ

ψψ
,                                  (377)  

или соотношения 

                             
( )

( )
S

ll

ll
llll

p

Tp

Tp
pp















∂

∂

−
−=+

ln

,ln

ln,ln
lnln

(*))(

)0((*))(
)()1(

ψ

ψψ
,                           (378) 

где выбор выражения расчета )1( +llp  зависит от достигнутой точности: если 

справедливо неравенство ( ) )2()0((*))(
, ψεψψ >−Tp

ll
, то используется (377), иначе 

применяется (378), и где вычисление производных основывается на применении 

формальных выражений (226)-(227). 

Очевидно, что существует такое ll , начиная с которого будет выполнена 
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оценка ( )




⊃Ω

)()((*)
,

llll
pppε  или оценка ( )





⊃Ω

)()((*) ln,lnln
llll

pppε , где (*)p  

есть решение задачи (376) и ε  - минимально допустимая длина интервала. 

 

 

Рисунок 131 − Зависимость  aМ  от apln , 8,0=mK , МПа300 =p  

 

Рисунок 132 − Зависимость aF  от от apln , 8,0=mK , МПа300 =p  

 

Дискретность вычислительных ресурсов,  а также погрешности исходных 

данных, методов, технологий вычислений приводят к ситуации, когда в 

окрестности ( )(*)pεΩ  неравенство ( ) )7()0((*))(
, ψεψψ ≤−Tp

ll
, где )(n

ψε  - 

погрешность по ( )(*))( ,Tp llψ , соответствующая точности n  знаков, не 

выполняется. Это приводит к завершению решения (376) при фактически 

достигнутой точности. 

Для начала конструирования последовательностей давлений { } ,...2,1
)(

=ll
llp  и 
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интервалов давлений 
,...2,1

)()(
,

=













ll

llll
pp  необходимо знание )0(p . Расчет )0(p  

реализуется по известным газодинамическим соотношениям [3], а именно, при  

p=)0(ψ :  
n

n

p

p
Tp

1

0
0

)0(

−









= , при T=)0(ψ : 

12

0)0(

2

1
1

−







 −
+

=

n

n

M
n

p
p , при F=)0(ψ :  

( )λπ
0)0( p

p = , где газодинамический параметр λ  является решением уравнения                 

                                                               ( )
1−

= Fq λ                                                     (379) 

при ( ) λλλ
1

1

21

1

1

1
1

2

1 −−
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=

nn

n

nn
q , ( ) 12

1

1
1
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+

−
−=

n

n

n

n
λλπ .  

Это позволяет достаточно просто обосновать существование решения 

уравнения (379), а также оценить возможность применимости и сходимость 

метода Ньютона для поиска начальной точки [96, 99], где коэффициент 

изоэнтропы n   

• выбирается из результатов расчета параметров критики, если 

производится расчет параметров выходного сечения, 

• вычисляется по известному соотношению [3]: 0* 53,0 pp = , если 

реализуется расчет минимального сечения.  

В таблице 31 при МПа500 =p  и Па5.0 кpа =  и таблице 32 представлены 

параметры скоростей расчета по представляемой технологии (программа 

СTDsoftRG) и программе АСТРА.4 / pc “Версия 1:07, 1991”, разработанной Б.Г. 

Трусовым, параметров сопла камеры ЖРД для различных топливных композиций. 

Как видно из таблиц, представляемая технология расчетов обеспечивает 

повышение скорости вычислений в 4 и более, в частности в 10-16, раз при 

совпадении решений по меньшей мере с пятью значащими цифрами.  

В таблице 33 отображены результаты вычислений параметров топлива 

AlО2 + , 3.0ок =α  при МПа500 =p . Как видно из таблицы 33, технология  
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Трусова Б.Г. приводит к нарушению правила фаз Гиббса, что обусловливает 

существенное отклонение от исходной математической модели. 
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        Таблица 31 − Параметры скоростей расчета сопла камеры ЖРД 

Время Топливо Количество 

обращений АСТРА.4 / pc 

“Версия 1:07, 

1991” 

СTDsoftRG  

1 16 с. 1 с. 22 HO + , 3,0ок =α  

1000 4 час. 27 мин. 17 мин. 

1 18 с. 4 с. 1.9562 CHO + , 4,0ок =α  

1000 5 час. 1 час. 7 мин. 

1 17 с. 4 с. НДМГАТ + , 5,0ок =α  

1000 4 час. 44 мин. 1 час. 7 мин. 

1 20 с. 2 с. 342 AlHОN + , 1,0ок =α  

1000 5 час. 34 мин. 34 мин. 

 

      Таблица 32  −  Параметры скоростей расчета сопла камеры ЖРД для 

      топлива  1.956CHВоздух +  

Время, с МПа,0p  МПа,ap  mK  

АСТРА.4 / pc 

“Версия 1:07, 1991” 

[4] 

CTDsoftRG 

[7] 

0,5 23,89 2,83 30 10;3;1;0,3 

5 22,22 3,78 

0,5 24,7 2,47 50 10;5;1;0,5 

5 22,27 3,73 

 

Таблица 33 − Параметры процесса горения топлива AlО2 + , 3,0ок =α  при 

МПа500 =p  

 АСТРА.4/pc 

“Версия 1:07, 1991” 

Технология [5] CTDsoftRG 

Aln  12,676 0,8176 0 

32ОAln  2,6784 0 0,4379 

T  4240,8 2323,1 1689 

h  -83,895 -83,966 -83,895 

s  4,7370 4,5867 4,4008 
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3. РАСЧЕТ ПАРАМЕТРОВ СОПЛА КАМЕРЫ ЖИДКОСТНОГО  

РАКЕТНОГО ДВИГАТЕЛЯ 

 

3.1. При учете уравнения состояния идеального газа 

 

 

 

На рисунках 137-148 представлены удельный импульс в пустоте упI  и 

энтальпия h  в функции относительной площади aF   на множестве 

фиксированных значений массового соотношения компонентов mK  и давления 

торможения  0p . Как видно из рисунков, действительно, в большинстве случаев 

при больших значениях aF  наибольшее значение упI  соответствует 

наименьшему значению h . Из анализа рисунков также следует, что мажоранта  

удельного импульса в пустоте упI  в общем случае включает совокупность 

выпуклых кривых, где наиболее длинная кривая с наибольшим значениям упI  

(или наименьшим значениям h ) соответствует наибольшим значениям 

относительной площади aF , то есть вблизи критики влияние произведения  

местной удельной площади на давление fp  существенно выше. Таким образом, 

справедливо определить, что задача вычисления наибольшего значения удельного 

импульса в пустоте упI  есть частный случай задачи построения выпуклой, и 

причем существующей, кривой, соответствующей наибольшему значению 

удельного импульса в пустоте упI  для любого значения aF , то есть мажоранты 

семейства кривых. 

На рисунках  149-160 представлены графики изменения составов 

многокомпонентных систем в функции от скорости потока. Как видно из 

рисунков, мольные jx  и массовые kz  доли веществ – это непрерывные функции, 

функциональная взаимосвязь которых со скоростью потока удовлетворяет  
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известным физико-химическим положениям. 

На рисунках 161-168  отображены изменения относительных отклонений 

Φδ  параметров { }β,, упIT∈Φ , где 
Φ

Φ−Φ
=Φ

)т(

δ  при условии: )т(Φ  вычислено по 

представляемой технологии, а Φ  выбрано из 

• работы [139] для топлива Н  (
кг

кДж
-1964=h ) и топлива  

4016-НES (
кг

кДж
-1888=h ), где 

− 10.01134.19030.25923.498 NOHC  есть химическая формула для 

условной молекулы топлива Н , 

− 10.98836.99525.68619.007 NOHC  есть химическая формула для 

условной молекулы топлива 4016-НES , 

• работ [7, 137] для топлива В5Н9О2 + (
кг

кДж
7.729В5Н9 =h ) и  топлива 

В5Н9%20О2 +  (
кг

кДж
3.1413В5Н9%20 −=i ), для топлива 

спиртЭтиловыйВоздух +  и топлива газПриродныйВоздух +  

(
кг

кДж
2.4618газПриродный −=h ), где  

− 0.0916247.7562.345 OHC  есть химическая формула для условной 

молекулы компонента газПриродный , 

− 142.58379.2128НВ  есть химическая формула для условной 

молекулы компонента В5Н9 , 

− 57.21140.42815.84256 СНВ  химическая формула для условной 

молекулы компонента В5Н9%20 . 

Из рисунков также видно, что относительные отклонения для параметров не 

превышают  

• для топлив Н  и 4016-НES : по температуре T  значения 0,2 %, по  

удельному импульсу в пустоте упI  значения 0,1 %, по расходному  



 

 

254

 

  

 
 

 



 

 

255

 

  

  

 



 

 

256

комплексу β  значения 0.3 %, 

• для топлив Н95ВО2 + , Н95В%20О2 + , спиртЭтиловыйВоздух + , 

газПриродныйВоздух + : по температуре T  значения 0.78 %, по удельному 

импульсу в пустоте упI  значения 0.32 %, по расходному комплексу  β  

значения 0.62 %, 

то есть результаты расчетов совпадают с приемлемой точностью  с известными 

признаваемыми справочными данными. 

На рисунках 169-172  отображены результаты исследования изменения 

относительных отклонений Φδ  параметров { }уп, IT∈Φ , где Φ  представляет 

значения, выбранные из работы [9] для топлив AlО2_2 + (
кг

кДж
9.402O2_2 −=h , 

кг

кДж
0Al =h ), BeО2_2 +  (

кг

кДж
0Be =h ), где  37.062Al  есть химическая формула 

условной молекулы компонента Al ,  110.96Be  есть химическая формула условной 

молекулы компонента Be . Как следует из рисунков, %68,0
уп

≤Iδ  при 

кПа5000 =p , %1,87
уп

≤Iδ  при МПа100 =p  и %9,0≤
aTδ  для любого значения 

0p . То есть, включение в состав топлива металлов обусловливает повышение 

относительных отклонений, что, с одной стороны,  связано с увеличением нормы 

обратной матрицы 

m

V

1
)0()22(

−












σ , а, с другой стороны, справочные данные 

основаны на вычислениях по методу “больших молекул”. 

 

 

 

3.2. При учете уравнения состояния реального газа  

 

 

 

Полученные ранее положительные результаты, а также известные данные о  
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возможной технологии расчетов [5]  позволили определить, что расчет 

параметров термодинамической системы в сечениях сопла камеры ЖРД  при 

учете уравнения состояния реального газа рационально производить по схеме: 

• вычисления при учете уравнения состояния идеального газа, 

• вычисления при учете уравнения состояния реального газа с 

использованием результирующих данных, полученных для модели 

идеального газа, 

учитывая, что  

• формулы расчета газодинамических и энергетических параметров и 

их производных  сохраняют свою силу, 

• расчет характеристик термодинамических систем в некотором 

сечении сопла основывается на применении одного и того же уравнения.  

На рисунках 173-174  представлены отклонения 
Ш)(

Φδ , где 

Ш)(

Ш)(
Ш)(

100
Φ

Φ−Φ
=Φδ , %, где Ш)(Φ   выбирается из [153], а значение Φ  есть 

результат применения разработанной технологии при учете уравнения состояния 

реального газа, в функции aF . На рисунках 175-176  приведены отклонения Φδ , 

где 
Ш)(

)И(Ш)(

100
Φ

Φ−Φ
=Φδ , %  при определении: )И(Φ  есть результат применения 

разработанной технологии при учете уравнения состояния идеального газа. Из 

сравнения рисунков следует, что при условии МПа10МПа4 0 ≤≤ p в 

большинстве случаев справедливо неравенство ΦΦ << δδ Ш)(
, то есть значения 

давления и температуры в выходном сечении достаточно близки к 

соответствующим значениям давления и температуры, представленным в 

признанной справочной работе [153]. 

На рисунках 177-188 представлены значения параметров из множества 

{ }pcMInw Tv β,,,,, уп  и их относительных отклонений 
И)(

И)(

100
Φ

Φ−Φ
=Φδ ,%.  



 

 

259

 

  

 
 

 

 



 

 

260

 

 

  

  

 

 



 

 

261

 

 

  

  

 

 



 

 

262

 

 

 
 

 

 

 



 

 

263

Как показали результаты вычислений, справедливы неравенства 

%2,0%22,0 −≤≤− wδ , %01,0%16,0
уп

≤≤− Iδ ,  %23,0%29,0 −≤≤− Mδ , 

%05,0%004,0 ≤≤− pTβδ , %85,0%04,0
v

≤≤ cδ ,  %03,0%08,0 −≤≤− hδ , 

что подтверждается графиками рисунков. На рисунках 189-190 отображены 

графики относительных отклонений мольных долей веществ для варианта учета 

уравнения состояния реального газа. Как видно из графиков, относительные 

отклонения удовлетворяют двойному неравенству %27,0%26,0 ≤≤− wδ . Таким 

образом, результаты расчетов удовлетворяют известному положению работы [25] 

о незначительности отклонений.  

Анализ представленных графиков относительных отклонений также 

приводит к выводу - наибольшие значения относительных отклонений 

характерны для малых значений относительной площади, то есть получаемые 

данные согласуются с известными физико-химическим положениями о свойствах 

процессов вблизи минимального сечения сопла. 
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ЗАКЛЮЧЕНИЕ 

 

 

 

1. Обоснована актуальность разработки программно-информационных систем 

термодинамического расчета на основе применения вариационных 

принципов механики. 

2. На основе анализа известных положений теории ракетных двигателей и 

химической термодинамики впервые сформулированы фундаментальные 

основы математических моделей расчета параметров равновесных 

состояний продуктов сгорания в камере жидкостного ракетного двигателя, 

в наиболее полной мере соответствующих известным положениям 

термодинамики и основанные  на применении вариационных принципов 

механики. 

3. На основе  математического и функционального анализа математических 

моделей многокомпонентных смесей равновесно реагирующих веществ 

впервые сформулированы критерии разрешимости задач, оценки 

сходимости решения и адекватности результатов расчетов исходным 

положениям. 

4. Впервые сформулированы математические методы расчета 

термодинамических и теплофизических свойств многокомпонентных 

смесей равновесно реагирующих веществ, обеспечивающие решение 

экстремальных задач с использованием вариационных принципов механики 

с существенно более высокими скоростями вычислений и надежностью 

результатов расчетов. При этом впервые сформулировано положение о 

взаимосвязи математических моделей и математических методов решений, 

когда, с одной стороны, фундаментальные основы математических моделей 

представляются наиболее сжатым и непротиворечивым набором 

утверждений, а, с другой стороны, корректно выбранные математические 
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методы обеспечивают удовлетворение оставшихся неохваченными в 

постановках решаемых экстремальных задач положений.  

5. Применение разработанных программно-информационных систем, по 

которым получены Свидетельства о государственной регистрации 

программы для ЭВМ, для решения задач термодинамического расчета 

свойств многокомпонентных смесей равновесно реагирующих веществ в 

камерах сгорания и соплах ЖРД определило целесообразность 

рекомендации разработанных технологий к применению для исследования 

параметров продуктов сгорания для достаточно обширной области 

значений давлений и температур. Результаты исследований внедрены в 

практику работы ряда ведущих предприятий ракетно-космической отрасли. 

Полученные результаты представляются фундаментом перехода на 

функциональный уровень термодинамического исследования параметров 

процессов течения в сопле камеры жидкостного ракетного двигателя. 
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