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1 ВВЕДЕНИЕ

1.1 Введение

Актуальность. В современных авиационных, ракетных и космических системах при-

меняются транспортные средства и аппараты, вступающие в ударное взаимодействие с жид-

костью в процессе эксплуатации или на аварийных режимах работы (экранопланы, спуска-

емые капсулы и платформы с грузами, гидросамолеты).

Для эффективного проектирования подобных конструкций необходимо учитывать раз-

личные эффекты взаимодействия их с жидкостью и применять современные решения, спо-

собствующие сохранению прочности и надежности при уменьшении массы (слоистые кон-

струкции, композиционные материалы). Сложный характер движения жидкости в сочетании

с нелинейным поведением материалов конструкции исключает возможность аналитического

решения поставленной проблемы.

Применительно к задачам сброса грузов на воду на практике используются платформы

преимущественно прямоугольной или круглой формы, а при ударе различных конструкций

о воду форма днищ, как правило, клинообразная. Ко всему прочему, как было отмечено

выше, конструкция ударных поверхностей представляет собой набор слоев из различных

материалов.

Цель работы – исследовать динамические характеристики ряда слоистых элементов

конструкций (круговая и прямоугольная пластины, малокилеватый клин), при их верти-

кальном ударном взаимодействии с первоначально невозмущенной поверхностью идеальной

сжимаемой жидкости (воды). Исследуется начальный этап взаимодействия, когда гидроди-

намические давления достигают максимальных значений.

Для достижения указанной цели поставлены и решены следующие задачи:

- Разработать методику численного моделирования ударного взаимодействия слоистых

элементов конструкций с жидкостью с учетом воздушной прослойки в связной постановке;

- Исследовать влияние воздушной прослойки между элементом конструкции и жидко-

стью на процесс ударного взаимодействия элемента конструкции о поверхность жидкости;

- Исследовать влияние связности (взаимоучета деформаций тела, жидкости и воздуш-

ного слоя между ними) на процесс ударного взаимодействия элемента конструкции о поверх-

ность жидкости;

- Исследовать динамические характеристики ряда слоистых элементов конструкций

(круговой, прямоугольной трехслойных пластин, трехслойного малокилеватого клина) при
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их вертикальном ударе о первоначально невозмущенную поверхность идеальной сжимаемой

жидкости;

Научная новизна заключается:

- Разработана методика решения задач ударного взаимодействия слоистых элементов

конструкций с жидкостью, учитывающая влияние воздушной прослойки, между конструк-

цией и жидкостью, в связной постановке;

- Исследовано влияние воздушной прослойки между элементом конструкции и жидко-

стью на процесс удара конструкции о поверхность жидкости;

- Исследовано влияние связности на процесс удара конструкции о поверхность жидко-

сти;

- Решен ряд новых задача о вертикальном ударе слоистых элементов конструкций (кру-

говая, прямоугольная пластины, малокилеватый клин) о первоначально невозмущенную по-

верхность идеальной сжимаемой жидкости с учетом воздушной прослойки в связной поста-

новке. Проведен параметрический анализ динамических характеристик слоистых элементов

конструкций в зависимости от начальной скорости взаимодействия;

На защиту выносятся следующие положения:

- результаты исследования влияния воздушной прослойки между элементом конструк-

ции и жидкостью на процесс удара элементов конструкций о жидкость.

- результаты исследования связности (взаимоучета деформаций тела, жидкости и воз-

душного слоя между ними) на процесс удара элементов конструкций о жидкость.

- результаты исследования поведения ряда слоистых элементов конструкций (круговая

и прямоугольная пластины, малокилеватый клин) при их вертикальном ударе о первона-

чально невозмущенную поверхность идеальной сжимаемой жидкости (воды).

Достоверность результатов. Достоверность научных положений и выводов диссер-

тации базируется на комплексном применении современных математических методов ана-

лиза, удовлетворительном совпадении экспериментальных, аналитических и численных ре-

зультатов.

Личный вклад автора.

Автором разработана и верифицированна методика численного исследования ударного

взаимодействия слоистых элементов конструкций с жидкостью в связной постановке с уче-

том воздушной прослойки между конструкцией и жидкостью. Выполнен весь объем аналити-

ческих и численных работ. Обработаны и проанализированы результаты. Сформулированы

выводы по каждому разделу работы.

Публикации.
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Основные результаты опубликованы в работах [23-25] и [45-69], из них 5 – в изданиях,

предусмотренных перечнем ВАК.

1.2 Обзор литературы

Теория удара тел о жидкость начала интенсивно развиваться с конца 20-х и начала

30-х годов прошлого столетия в связи с рядом интересных задач.

В первую очередь конечно это задачи о посадке гидросамолетов. Разработкой и внедре-

нием "летающих лодок"в России занимался Д. Григорович. Первый гидросамолет конструк-

ции Григоровича М-1 был поднят в небо 1 июня 1914 года. А уже во время первой мировой

войны "летающие лодки"крепко вошли в состав вооруженных сил Российской армии и заре-

комендовали себя отличными морскими разведчиками и бомбардировщиками [44].

Параллельно с задачами приводнения гидросамолетов развивалось направление десан-

тирования грузов на грунт и воду, как с парашютом, так и без. В области безпарашютного

десантирования первые опыты проводились в начале 30-х годов. В Союзе этим занимался

П. И. Гроховский с группой энтузиастов. Кабину для безпарашютного десантирования на-

звали «авиабус». Самым первым изготовили «гидроавиабус» с лодочным днищем. В первых

испытаниях на Москве реке участвовали два таких аппарата, первый сначала нырнул, а

потом всплыл вверх днищем, второй коснулся поверхности реки под правильным углом и,

несколько раз подпрыгнув, развалился. Гроховский предлагал и что-то вроде морского авиа-

буса—десантную моторную лодку Г-48 для сбрасывания с ТБ-1 на бреющем полете. Лодка

вмещала 14 человек и вооружалась станковым «Максимом». Опытный образец построили и

испытали, но испытания оказались очень краткими. Отчет НИИ ВВС о них содержит всего

одну фразу: «При сбросе на воду разбился». В сентябре 1937 года испытали систему безпа-

рашютного сброса танка-амфибии Т-37 прямо на воду (Рис. 1). Опробовали три варианта

амортизационных приспособлений. В первом случае у амфибии промяло днище и вырвало

часть заклепок. Около 20 минут она держалась на воде, а потом затонула. Во втором и тре-

тьем случаях танки тонули сразу из-за трещин в корпусе. Идею сочли бесперспективной [79].

Так же в 30-е годы советский конструктор Б. П. Ушаков, разрабатывал идею крылатой

субмарины (Рис. 2). Проект долго рассматривался, ни раз дорабатывался, а в итоге так и не

был реализован [99].

С появлением новых технологий многие, казалось бы, фантастические идеи прошлых

лет получили второе дыхание. На смену гидросамолетам пришли экранопланы [32] и экра-

нолеты [102]. Вспомнили и о безпарашютном сбрасывании грузов [79]. В 2006 году была ис-
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Рис. 1. Сброса танка-амфибии Т-37 на воду

Рис. 2. Рисунок крылатой субмарины
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пытана полноразмерная модель беспилотной крылатой субмарины The Cormorant «Баклан»

(Рис. 3), разработанной компанией Skunk Works [99].

Рис. 3. Модель крылатой субмарины The Cormorant

Поразительные нововведения коснулись также и судостроения. «За последние 50 лет

скорости катеров Class 1 выросли с 50 км/ч до 250 км/ч. Конструкция тоже поменялась: со-

временные катера представляют собой настоящие шедевры инженерного искусства из компо-

зитных материалов, оснащенные сверхмощными двигателями и гидравлическими системами

управления» [31].

Яхты, катамараны и тримараны стали спортивнее и совершеннее. «Яхта должна иметь

не только самую передовую конструкцию, но еще и высокую прочность, использовать но-

вейшие технологии как движущую силу для достижения главной цели — предельной скоро-

сти» [109]. И даже прогулочные яхты класса «Микро» разрабатываются с особым вниманием

к прочности конструкции и использованием самых современных материалов и компоновоч-

ных схем [77].

Как видно, изделия, взаимодействующие с жидкостью, являются все более востребо-

ванными в современном мире. При проектировании подобных конструкций проводятся тща-

тельные предварительные расчеты, в том числе и расчеты удара конструкций о жидкость.
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В общей постановке задача о взаимодействии конструкций с жидкостью крайне слож-

на и сводится в итоге к задаче о взаимодействии двух произвольных сплошных сред. Чтобы

избежать чрезмерных математических трудностей, вводятся упрощения, конкретизирующие

задачу, что в отдельных случаях позволяет получить точное аналитическое решение. Основ-

ным упрощением является разделение задачи на две: задача о погружении абсолютно твер-

дого тела в жидкость, позволяющая определить гидродинамическое давление действующие

на тело, и задача об отыскании напряженно-деформированного состояния деформируемого

тела при действии на него, полученного гидродинамического давления.

Погружение тел в жидкость. При погружении произвольного тела в жидкость ха-

рактер распределения гидродинамического давления по смоченной поверхности тела, а так

же его величина определяются многими факторами: начальной скоростью удара, углом вхо-

да, массой тела, условиями сжатия водовоздушной среды в момент контакта поверхности

тела с водой, сжимаемостью жидкости, упругостью тела и другими. Во многих случаях,

когда скорость движения жидкости существенно меньше скорости звука, и различные точ-

ки поверхности тела не вступают одновременно в контакт с жидкостью, сжимаемостью и

весомостью жидкости можно пренебречь.

При отыскании решения задачи даже при оговоренных упрощениях возникают серьез-

ные математические трудности, которые обусловлены нестационарным характером движе-

ния жидкости при погружении тела, нелинейностью условий на свободной поверхности, а

также струйными явлениями и брызгообразованием, приводящими к разрывным движени-

ям.

Введение движения со скачкообразным изменением скорости оправдывается большими

упрощениями, которые оно вносит как в постановку задачи, так и в математические спосо-

бы ее решения. Механическая картина при рассмотрении удара обычно содержит наиболее

существенные и практически важные особенности движения с большими скоростями.

Общая задача об ударе твердого тела, плавающего на поверхности несжимаемой жид-

кости, исследована Л. И. Седовым [96, 97].

Получено большое количество конкретных результатов, как для плоских, так и для

пространственных течений в случае жестких тел, если ставится задача об ударе плавающего

тела.

Вообще говоря, явления непрерывного погружения и удара плавающих тел существенно

различны, и их нельзя отождествлять. Основное различие заключается в том, что в теории

удара плавающих тел игнорируется перемещение границ жидкости за время удара. Но стро-

гое решение задачи о погружении тела даже простейшей формы не удается довести до конца.
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Поэтому в большинстве практически важных задач эти трудности обходят путем построе-

ния приближенных решений, основанных для начальных этапов погружения на аналогиях с

ударом плавающих тел (с соответствующими модификациями).

Как уже отмечалось выше, большинство работ периода 30-х годов в основном относи-

лось к задачам о посадке гидросамолетов. Поэтому все теории строились применительно к

падению на воду весьма длинных призматических тел с малокилеватым днищем. В первых

работах Т. Кармана и В. Пабста о посадочном ударе [112, 113, 114] считалось, что присоеди-

ненная масса во время погружения в каждый данный момент равна присоединенной массе

плоской пластинки шириной b(t), равной ширине смоченной поверхности днища.

Следовательно, погружение тела заменялось обтеканием непрерывно расширяющейся

плоской пластинки, скорость расширения которой равна скорости увеличения ширины смо-

ченной поверхности тела, а скорость обтекания равна скорости погружения. При погружении

тела с большой скоростью поверхность жидкости вблизи смоченной границы тела поднима-

ется и сильно деформируется. Сила давления тела на жидкость существенно зависит от

брызговых струй, образующихся у поверхности тела.

Задача подобного рода о погружении клина с постоянной скоростью в жидкость впер-

вые рассмотрена Г. Вагнером [116], который ввел функцию æ, учитывающую эффект встреч-

ного движения жидкости.

Дальнейшее развитие эта теория получила в работах [73, 85, 86]. Методом Г. Вагнера

решено много практически важных задач из различных областей техники [98], его также

используют при исследовании погружения упругих конструкций [29] в жидкость.

В первых попытках учесть упругие деформации в задачах о проникании тел в жид-

кость авторы исходили из простых физических положений [86]. В связи с исключительной

аналитической трудностью решения задач взаимодействия при учете упругости конструкций

большое значение приобретают методы экспериментального решения этой проблемы.

Экспериментальные данные относятся в основном к удару и погружению пластин, кли-

на, конуса и сферы. Наиболее полно изучена задача о вертикальном входе в воду клино-

видного тела, составленного из упругих пластин. Получен ряд интересных теоретических и

экспериментальных результатов, которые находят практическое применение при расчете на

прочность в судостроении (задача слеминга).

Несимметричное проникание клина в несжимаемое невесомое жидкое полупростран-

ство при произвольном угле атаки исследовалось Б. С. Чекиным [106] (скорость проникания

постоянна). Используя метод конформных преобразований, автору удалось свести поставлен-

ную автомодельную задачу к решению некоторого нелинейного интегрального уравнения.
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Решение для симметричного входа клина получено ранее З. Н. Добровольской. Аналити-

ческое решение аналогичной автомодельной задачи для несимметричного тупого клина в

случае его вертикального входа с постоянной скоростью в сжимаемую жидкость получено

Я. П., Дворкиным [41].

Плоские несимметричные задачи о погружении твердых тел в идеальную жидкость

рассматривали А. В. Кузнецов и А. Ш. Маневич [71], А. Ш. Маневич [78].

Задачи о входе затупленных тел в воду рассматривались многими авторами. В случае

аналитического построения решений основными методами здесь являются методы теории

функций комплексного переменного (плоские задачи), интегральных преобразований и ме-

тод источников, и их комбинации. Применение аналитических методов к решению этого

класса задач наталкивается на значительные математические трудности, связанные с по-

движностью свободных границ и нелинейностью условий на них. Поэтому авторы для упро-

щения задачи (при использовании аналитических методов) ограничиваются рассмотрением

начальной стадии погружения, когда граничные условия сносятся на первоначально невоз-

мущенную плоскую свободную поверхность жидкости.

Различные вопросы, относящиеся к проблеме удара и погружения жестких тел в жид-

кость, рассматривались также в работах [6, 16, 18, 21, 23, 24, 25, 26, 27, 33, 70, 74, 80, 88, 93,

94, 95].

При учете упругости тела задача сильно усложняется. В результате гидроупругого вза-

имодействия изменяется ускорение центра тяжести всей системы, погружающейся в жид-

кость, и характер реакций.

Отметим, что проблема взаимодействия упругих тел с жидкостью полностью еще не ре-

шена. Найденные решения построены на приближенных моделях, и полученные результаты

справедливы только для начальных этапов погружения.

В последние десятилетия для исследования задач о погружении тел в жидкость активно

используются численные методы. Шахверди Г. Г. в работе [108] представляет разработанные

им численные методы и алгоритмы исследования процессов гидроупругого и гидроупруго-

пластического удара конструкций о жидкость. Также приводит решения ряда практических

задач, и сравнение их с результатами экспериментов и решениями, полученными другими

авторами, показывает влияние на динамику конструкции вязкости жидкости.

В работе [107] рассматривается моделирование входа в жидкость с использованием ме-

тода граничных элементов.

В работе [110] ударное взаимодействие конструкции с жидкостью исследуется с исполь-

зованием коммерческих программных кодов.
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Во всех работах, представленных выше, влияние воздушной прослойки между кон-

струкцией и жидкостью игнорировалось, хотя в ряде работа (например здесь [28] и

здесь [108]) отмечалось необходимость его учета.

При падении тел на воду между телом и свободной поверхностью жидкости может

образовываться прослойка воздуха, которая приводит к существенному изменению характе-

ристик погружения. Это явление особенно проявляется при плоском ударе.

К настоящему времени выполнен ряд теоретических [5, 7, 22, 82, 83, 111, 115] и экспе-

риментальных [8, 9, 115] исследований по учету влияния воздушной подушки на погружение

в идеальную жидкость плоских тел. Теоретические работы в основном относятся к падению

абсолютно жестких плоских пластин на поверхность идеальной несжимаемой жидкости.

При построении более точной математической модели удара плоского тела о жидкость

необходимо учитывать также и другие обстоятельства. В реальных условиях поверхность во-

ды покрыта сложной системой волн, поэтому толщина воздушной прослойки будет перемен-

ной и случайной величиной. Кроме того, поверхностный слой воды содержит нерастворенные

пузырьки воздуха, что приводит к увеличению сжимаемости жидкости.

До настоящего времени такой модели, учитывающей отмеченные выше факторы, еще

нет.

Экспериментальные данные позволяют сделать вывод, что величина максимальных

гидродинамических давлений существенным образом зависит от наличия воздушной про-

слойки и от упругости ударяющейся конструкции (тела).

Таким образом, к настоящему моменту большинство решенных задач в области удара

тел о жидкость относится к определению гидродинамических сил на твердые и деформи-

руемые тела. И хотя эти решения имеют большое теоретическое и прикладное значение (в

том числе и для численного моделирования), они игнорируют участие воздушного слоя в

процессе ударного взаимодействия конструкций с жидкостью. Исследование влияния воз-

душной прослойки на процесс ударного взаимодействия конструкций с жидкостью в полной

аэрогидроупругой (связной) постановке до сих пор не проведено.

Определение напряженно-деформированного состояния (НДС) тела. Задачи

об определении НДС тел различной формы под заданными нагрузками достаточно хорошо

изучены.

В последнее время значительное распространение получили трехслойные конструкции,

состоящие из двух несущих слоев и заполнителя, обеспечивающего их совместную рабо-

ту [30]. В условиях деформации изгиба трехслойные конструкции оказываются наиболее

рациональными, то есть близкими к оптимальным с точки зрения обеспечения минимума
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весовых показателей при заданных ограничениях на прочность и жесткость.

Проблемой теории слоистых конструкций занимались многие авторы [3, 37, 42, 84, 91,

92, 105].

Конструкции, имеющие слоистую структуру, широко применяются в современной тех-

нике. Эти конструкции обычно состоят из материалов с существенно различными физико-

механическими свойствами. Несущие слои из материалов высокой прочности и жесткости

предназначены для восприятия основной части механической нагрузки. Связующие слои,

служащие для образования монолитной конструкции, обеспечивают перераспределение уси-

лий между несущими слоями. Еще одна группа слоев предназначена для защиты от тепло-

вых, химических, радиационных и других нежелательных воздействий. Такое сочетание сло-

ев позволяет обеспечить надежную работу систем в неблагоприятных условиях окружающей

среды, создавать конструкции, сочетающие высокую прочность и жесткость с относительно

малой массой.

Значительный толчок к широкому распространению многослойных конструкций был

дан прогрессом в области новых композиционных материалов. Многие из этих материалов

имеют слоистую структуру; созданные из них конструкции следует рассматривать как мел-

кослоистые. Технологические приемы, применяемые при создании конструкций из компози-

ционных материалов (например, намотка и прямое прессование), таковы, что конструкция

естественно получается состоящей из ряда слоев. Так, оболочки, изготовленные методом

продольно-поперечной или перекрестной спиральной намотки, состоят из двух групп слоев

с различной ориентацией армирующих элементов.

Теорию многослойных конструкций можно трактовать как результат обобщений клас-

сической теории пластин и оболочек в теории трехслойных конструкций. В ряде случаев

многослойные элементы конструкций уже нельзя считать тонкими в смысле гипотез клас-

сической теории. При увеличении числа слоев и применении различных заполнителей су-

щественную роль начинают играть эффекты, связанные с работой отдельных слоев. Кроме

поперечных сдвигов и обжатия нормалей, в многослойных конструкциях часто приходится

учитывать моментные эффекты в несущих слоях, локальные формы потери устойчивости и

др.

Основы теории трехслойных пластин заложены еще в довоенные годы. К этому времени

относятся первые работы по механике многослойных конструкций. Так, А. В. Дятлов (1938

г.) рассмотрел составные стержни с непрерыно распределенными упругими связями, а С.

Г. Лехницкий (1941 г.) вычислил эффективные жесткости многослойных упругих пластин и

оболочек. Обзор основных результатов можно найти, например, в работе [2]. Существенный



14

вклад в развитие этой теории внесли А. Я. Александров, С. А. Амбарцумян, В. В. Болотин,

Л. Э. Брюккер, В. В. Васильев, К. З. Галимов, Э. И. Григолюк, Я. М. Григоренко, А. В.

Дятлов, В. И. Королев, Л. М. Куршин, С. Г. Лехницкий, Х. М. Муштари, Ю. Н. Новичков,

А. П. Прусаков, Г. А. Тетерс, С. П. Тимошенко, Н. Г. Ченцов, А. П. Чулков, M. P. Bieniek, A.

M. Freudenthal, J. K. Ebsiogly, A. C. Eringen, J. I. Foss, J. Mayers, L. M. Habip, E. J. Plantemma,

E. Reissner, J. Solvey, , K. P. Soldatos, M. Stein, C.-T. Wang и многие другие.

В 1963 г. предложен подход к построению механики многослойных конструкций [10], по-

лучивший развитие в ряде дальнейших публикаций. Особенность этого подхода— максималь-

ная алгоритмизация, достигаемая систематическим использованием вариационных принци-

пов, тщательным выбором системы основных понятий, обозначений и структуры уравне-

ний. Исходным пунктом по-прежнему является теория трехслойных пластин и оболочек.

Эта теория обобщается таким образом, что становится справедливой при произвольном (в

том числе бесконечном счетном) числе слоев. Теория развивается при достаточно общих

предположениях о характере работы каждого слоя; для одних слоев можно принять гипоте-

зу Кирхгофа-Лява, для других— гипотезу Тимошенко, для третьих—гипотезу Тимошенко,

обобщенную с учетом изменения длины нормалей. Столь же общий характер носят предполо-

жения о свойствах материалов и характере нагружения. Определяющие уравнения теории

оказываются дифференциальными по координатам, отсчитываемым в плоскости слоев, и

разностными по третьей координате, отсчитываемой по нормали к слоям. Такая структура

уравнений позволяет получить дальнейшие результаты. В частности, для некоторых типов

конструкций регулярной структуры удается отделить функции разностной переменной и по-

лучить, таким образом, эффективные аналитические решения, в которых общее число слоев

входит как параметр. Когда число слоев достаточно велико, конструкцию можно рассмат-

ривать как мелкослоистую. В этом случае полученные уравнения допускают предельный

переход, при котором разностная переменная становится непрерывной. В статье [11] этот

предельный переход впервые проведен на основе принципа энергетической континуализации

(размазывания, сглаживания); позднее принцип континуализации применен для получения

определяющих уравнений механики слоистых композитов [12].

Развитая таким образом теория занимает промежуточное место между теорией много-

слойных пластин и оболочек, основанной на гипотезах для пакета в целом (гипотезы Кирх-

гофа—Лява, Тимошенко и др.), и точными подходами, основанными на уравнениях теории

упругости. В теории многослойных конструкций не накладывается ограничений на суммар-

ную толщину пакета. Поэтому она применима, например, не только к пластинам, но и к тол-

стым плитам, пространству и полупространству. Теория естественным образом учитывает
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изменения метрических свойств отсчетных поверхностей при переходе от слоя к слою, по-

этому она пригодна, например, для расчета толстостенных цилиндров слоистой структуры.

Уравнения этой теории в одинаковой степени применимы к расчету многослойной сфериче-

ской оболочки и расчету шара слоистой структуры. Общая точка соприкосновения теории

многослойных конструкций с классической теорией упругости—континуализированный ва-

риант теории, разработанный для конструкций мелкослоистой структуры.

Проблемы использования кинематических гипотез для пакета в целом и для отдель-

ных слоев, влияние граничных условий и геометрических параметров при построении теории

упругих слоистых конструкций рассмотрены, например, в обзоре [35], содержащем подроб-

ные библиографические сведения.

Нестационарное поведение пластин и оболочек стало объектом интенсивных исследова-

ний с начала семидесятых годов прошлого века. В обзорной работе Новичкова [81] обсуждены

различные постановки динамических задач для многослойных конструкций. Отмечено, что

наиболее общим подходом для описания деформирования этих конструкций можно считать

применение для каждого слоя уравнений динамической теории упругости с формулировкой

краевых условий на лицевых и торцевых поверхностях и условий сопряжения на грани-

цах слоев. Однако такой подход оказывается достаточно сложным, его удается реализовать

лишь для неограниченных слоистых сред периодической структуры. Некоторые упрощения,

приводящие к достижению результата, получаются при учете мелкослоистости среды. Для

слоистых бесконечных сред удается использовать методы акустики и линейной оптики и на

основе этого получать эффективные решения. Применение этих результатов к механике сло-

истых конструкций почти невозможно из-за ограниченности объектов как по направлениям

в поверхностях слоев, так и по направлению, перпендикулярному к срединным поверхностям

слоев.

Для большинства многослойных конструкций характерно, что отдельные слои, а воз-

можно, и все, обладают широко развитыми реологическими свойствами. Последние, в свою

очередь, могут существенно влиять на процессы распространения нестационарных возмуще-

ний в механической системе, на ее деформирование. Можно указать лишь несколько работ,

в которых на основе динамических уравнений теории упругости исследуется нестационарное

поведение слоистых вязкоупругих конструкций.

Абросимов в рамках гипотезы Тимошенко для всего пакета предложил алгоритм чис-

ленного решения, основанный на методе конечных разностей. Им рассмотрены задачи неста-

ционарного деформирования композитных оболочек вращения при импульсных воздействи-

ях [1].
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В работах Анина и Садовского [4] приведены постановка, методика и результаты чис-

ленного решения задачи о динамическом деформировании многослойной упругопластиче-

ской плиты с учетом поверхностей расслоения.

Еще один подход изложен в работах Болотина и Новичкова [13]. Он предполагает, что

жесткие слои деформируются упруго, а пластические деформации возникают в заполните-

лях. Касательные напряжения поперечного сдвига по толщине мягкого слоя предполагаются

распределенными равномерно. Это позволяет учесть скольжение одного жесткого слоя отно-

сительно другого при применении модели идеального упругопластического тела для запол-

нителя. Принимается, что скольжение начинается одновременно по всему сечению мягкого

слоя. Здесь же для описания механического поведения композитов предлагается использо-

вать модель мелкослоистой среды, в физических уравнениях состояния которой вводятся в

общем случае операторы линейной вязкоупругости.

1.3 Выводы

1. Согласно проведенному анализу литературных источников, проблема ударного вза-

имодействия конструкций с жидкостью исследовалась на протяжении многих лет и остается

актуальной и по сей день.

Современные исследователи все шире используют численные методы, ибо они позво-

ляют решать задачи такого рода в полной (связной) аэрогидроупругой постановке, когда

уравнения для тела и жидкости решаются совместно.

Однако, влияние воздушной прослойки, между конструкцией и жидкостью, на про-

цесс ударного взаимодействия в полной связной постановке до сих пор не проведено. Нали-

чие воздушной прослойки между конструкцией и жидкостью может существенно сказаться

на значении и распределении давлений на конструкцию со стороны среды. Игнорирование

воздушной прослойки приводит к снижению эффективности проектирования конструкций

взаимодействующих с жидкостью.

В связи с этим необходимо:

1) разработать методику численного моделирования ударного взаимодействия кон-

струкций с жидкостью с учетом воздушной прослойки в связной постановке,

2) исследовать влияние воздушной прослойки на процесс ударного взаимодействия кон-

струкций с жидкостью,

3) исследовать влияние связности на процесс ударного взаимодействия конструкций с

жидкостью.
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2. Согласно проведенному анализу литературных источников, слоистые конструкции

становятся все более распространены в современной технике в связи с более эффективными

удельными параметрами.

Поведение слоистых конструкций под действием различных нагрузок достаточно по-

дробно изучено. Однако, и в отечественных, и в зарубежных источниках отсутствует решение

задач о взаимодействии слоистых конструкций с жидкостью с учетом воздушной прослойки

в связной постановке.

Учет связности, то есть взаимоучет деформаций тела, жидкости и воздушного слоя

между ними, может существенно сказаться на процессе удара и погружения, и, как следствие,

на динамических характеристиках и несущей способности конструкции.

Для эффективного проектирования конструкций вступающих в ударное взаимодей-

ствие с жидкостью необходимо учитывать взаимное влияние взаимодействующих сред. В

связи с этим необходимо:

1) провести исследование ударного взаимодействия слоистых элементов конструкций

с жидкостью. Применительно к задачам сброса грузов на воду, рассмотреть удар о воду

слоистых пластин круглой и прямоугольной формы. Применительно к задачам посадки гид-

росамолетов, рассмотреть удар о воду слоистого малокилеватого клина.

2) рассмотреть влияние воздушной прослойки и начальной скорости взаимодействия на

динамические характеристики слоистых элементов конструкций.
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2 ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ И ВЕРИФИКАЦИЯ

МЕТОДИКИ ИССЛЕДОВАНИЯ

2.1 Постановка задачи и описание метода исследования

Согласно выводам, сделанным в предыдущей главе, в работе исследуется поведение

слоистых элементов конструкций при вертикальном ударе о поверхность воды.

В данной главе ставится задача, проводится верификация математической (численной)

модели.

На примере сравнения аналитического и численного решения задачи о вертикальном

ударе круговой трехслойной пластины об идеальную сжимаемую жидкость исследуется вли-

яние связности.

На примере сравнения экспериментального и численного решения задачи о вертикаль-

ном ударе однослойной прямоугольной пластины об идеальную сжимаемую жидкость иссле-

дуется влияние воздушной прослойки.

Постановка задачи. В работе рассматривается вертикальный удар ряда слоистых

элементов конструкций (круговая и прямоугольная пластины, малокилеватый клин) о пер-

воначально невозмущенную поверхность идеальной сжимаемой жидкости (воды).

В первоначальный момент времени элемент конструкции находится на некотором рас-

стоянии от невозмущенной поверхности воды, со всех сторон окружен воздухом, т.е. между

элементом конструкции и поверхностью воды присутствует слой воздуха.

В начальный момент времени элемент конструкции приобретает начальную скорость и

далее под действием гравитационных сил падает на поверхность воды. Начальная скорость

пластины много меньше скорости звука в воде. Исследуется начальный этап взаимодействия,

когда возникают максимальные гидродинамические давления, и характеристики реакций

достигают предельных значений.

Задача решается в двухмерной плоскосимметричной (прямоугольная пластина беско-

нечного размаха по длине, малокилеватый клин) или осесимметричной (круговая пласти-

на) связной постановке (т. е. происходит взаимоучет деформаций пластины, жидкости и

воздушного слоя между ними). В осесимметричной постановке рассматривается симметрия

относительно оси вращения пластины. В плоскосимметричной постановке рассматривается

симметрия относительно центра пластины по ширине.

Пластина рассматривается как симметричного, так и несимметричного строения по

толщине. Слои пластины считаются однородными и изотропными, работающими в рамках
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закона Гука. Разрешающими уравнениями являются уравнения движения механики сплош-

ной среды.

Разрешающие соотношения в лагранжевых декартовых координатах представляют со-

бой:

уравнение сохранения массы:

ρ0V0
V

=
m

V
, (2.1)

где введены следующие обозначения:

ρ0, V0– начальная плотность и начальный объем,

m,V – текущая масса и текущий объем.

Уравнения движения:

ρẍ = ρFx +
∂σxx
∂x

+
∂σxy
∂y

+
∂σxz
∂z

,

ρÿ = ρFy +
∂σyx
∂x

+
∂σyy
∂y

+
∂σyz
∂z

, (2.2)

ρz̈ = ρFz +
∂σzx
∂x

+
∂σzy
∂y

+
∂σzz
∂z

,

где σ– тензор напряжений,

σqj – компоненты тензора напряжений (q, j = x, y, z),

ρ – текущая плотность,

Fj– компоненты объемных сил,

x, y, z– компоненты перемещений в соответствующих направлениях.

Соотношение для удельной энергии:

ϵ̇ =
1

ρ
(σxxε̇xx + σyyε̇yy + σzz ε̇zz + 2σxyε̇xy + 2σxz ε̇xz + 2σyz ε̇yz). (2.3)

где ϵ – удельная энергия,

ε– тензор деформаций,

εqj – компоненты тензора деформация.

Точкой традиционно обозначается частная производная по времени.

В общем случае материалы имеют сложный отклик на динамическую нагрузку. Рас-

сматриваемая модель материала разбивается на две части: уравнение состояния, которое

выражает изменение объема и описывается шаровым тензором, и соотношение для девиато-

ра тензора напряжений, которое выражает изменение формы:



20

σk = −p+ sk, (2.4)

где σk– главные напряжения (k = 1, 2, 3),

p– гидростатическое давление,

p = −1

3
(σ1 + σ2 + σ3),

sk – девиатор тензора напряжений.

Математически задача состоит в том, что в бесконечной плоскости, нижняя часть кото-

рой заполнена водой, а верхняя воздухом, на некотором расстоянии от поверхности воды на-

ходится слоистая пластина. Пластина является либо самостоятельным элементом конструк-

ции, либо составной частью клина (клин состоит из двух прямоугольных пластин).

Математическая модель пластины. В работе в качестве модели слоев пластин ис-

пользуются частные случаи уравнений (2.1)-(2.4) для двухмерной постановки. В соотноше-

нии (2.4) в качестве уравнения состояния для слоев пластин принимается:

p = Kµ, (2.5)

где K– мгновенный модуль объемной деформации,

µ– сжатие,

µ =
ρ

ρ0
− 1.

В качестве соотношения для девиатора для слоев пластин берется:

dsk = 2G(dεk −
dV

3V
), (2.6)

где G – модуль сдвига.

Гипотез о распределении перемещений по толщине пластины, приводящих к разделе-

нию на мягкие и жесткие слои, не вводится.

В качестве граничных условий сопряжения между слоями пластины рассматриваются

условия равенства перемещений.

В качестве граничных условий на внешней поверхности пластины рассматривается

условие равенства давлений со стороны окружающей среды напряжениям в слое пластины:
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(σ+
qj − σ−

qj)nj = 0,

nj - внешняя единичная нормаль,

а также на краях пластины задается граничные условия скорости.

В качестве начальных условий задается начальная скорость пластины.

Математическая модель воды и воздуха. В работе в качестве моделей воды и

воздуха используются частные случаи уравнений (2.1)-(2.4) для двухмерной постановки в

эйлеровых координатах.

Вода рассматривается как идеальная сжимаемая жидкость. В соотношении (2.4) в каче-

стве уравнения состояния принимается соотношение Ми-Грюнайзена, полученное с исполь-

зованием уравнения Ранкина-Гюгонио:

p = pH + Γρ(ϵ− ϵH), (2.7)

где pH , ϵH – давление и удельная внутренняя энергия Гюгонио,

pH =
ρ0c

2
0µ(1 + µ)

(1− (β − 1)µ)2
,

ϵH =
1

2

pH
ρ0

(
µ

1 + µ
),

c0 – скорость звука в покоящейся среде,

β = 1.75 – коэффициент, определяемый экспериментально,

Γ – коэффициент Грюнайзена.

Для воздуха в качестве уравнения состояния используется модель идеального полит-

ропного газа:

p = (γ − 1)ρϵ, (2.8)

где γ = 1.4 – показатель адиабаты.

Девиатор тензора напряжений в соотношении (2.4) как для воды, так и для воздуха

принимается равным нулю.

В качестве граничных условий между воздухом и водой, принимается условие равенства

давлений.
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Также, для исследования влияния воздушной прослойки, анализируется случай, когда

элемент конструкции в начальный момент времени соприкасается с невозмущенной поверх-

ностью воды.

Описание метода исследования. Исследование поставленной задачи проводится с

помощью коммерческого программного комплекса ANSYS AUTODYN.

Задача решается методом конечных элементов. Используется явная схема интегриро-

вания по времени.

Для моделирования пластины используются 4-х узловые элементы Лагранжа. Переме-

щения на элементе ищется по формуле:

xj(t) =
4∑

λ=1

ϕλx
λ
j (t), (j = x, y)

где ϕλ - функции формы:

ϕλ =
1

4
(1 + ξξλ)(1 + ζζλ),

xλj (t) – координата λ-ого узла в направлении j.

В явном методе решения мы начинаем с дискретизации исследуемой области сеткой ко-

нечных элементов с заданными свойствами материалов, нагрузками, граничными и началь-

ными условиями. Это начальное состояние мы интегрируем во времени, создавая движение

в узловых точках сетки.

Движение узлов создает деформацию элементов. Деформация меняет объем элементов

и плотность материала в них. Вычисляется скорость деформации, используя разные форму-

лировки элементов. Обобщенные законы используют скорость деформации материала для

получения напряжений. Напряжения трансформируются обратно в узловые силы, используя

разные формулировки элементов. Внешние узловые силы считываются с граничных усло-

вий, нагрузок и контактов (взаимодействия тел). Узловые силы делятся на узловые массы

для получения узловых ускорений. Ускорения явно интегрируются во времени для получе-

ния узловых скоростей. Узловые скорости явно интегрируются во времени для получения

узловых перемещений. Процесс повторяется до достижения временного момента заданного

пользователем.

Явный решатель использует центральную разностную схему по времени. После вычис-

ления сил в узлах сетки (полученных из внутренних напряжений, контактов или граничных

условий), узловые ускорения приравниваются силе деленной на массу, и имеют вид:
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b̈k =
Fk

m
+ ak, (2.9)

где:

b̈k - компоненты узловых ускорений (k = 1, 2, 3),

Fk - компоненты сил в узлах,

ak - компоненты ускорения тела,

m - масса, приписанная узлу.

Зная ускорение в момент α, скорость в момент α + 1
2

находится из:

ḃ
α+ 1

2
k = ḃ

α− 1
2

k + b̈αk∆t
α,

и наконец, расположение узлов в момент времени α + 1 вычисляется:

bα+1
k = bαk + ḃ

α+ 1
2

k ∆tα.

Для уверенной стабильности и точности решения, размер временного шага, использу-

емого при явном интегрировании, ограничивается условием Куранта. Это условие полагает,

что временной шаг ограничивается так, что волна напряжений не может пройти расстоя-

ние большее, чем характеристический размер самого маленького элемента. Таким образом,

критерий временного шага для стабильного решения имеет вид:

∆t ≤ f

[
h

c

]
min

, (2.10)

где

∆t -приращение временного шага,

f - фактор стабильности временного шага (= 0.9 по-умолчанию),

h - характеристический размер элемента,

c - скорость звука в элементе.

Уравнения сохранения массы, количества движения и энергии решаются для Эйле-

ровой сетки, используя метод Годунова второго порядка точности. Вычислительный цикл

для тел представленных в Эйлеровых координатах показан далее: начало цикла, вычисле-

ние скоростей деформаций, давлений и напряжений, вычисление импульса на поверхностях

ячейки, модификация количества движения, скорости и внутренней энергии ячейки, перенос

материала через ячейку. Далее, процесс повторяется.
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Описание методики исследования. В программном комплексе элементами Лагран-

жа строится прямоугольная область, по ширине и толщине соответствующая размерам пла-

стины. Область разбивается на конечные элементы так, чтобы по толщине на каждый слой

пластины приходилось целое количество элементов (по ширине их всегда приходится целое

количество). Каждому слою по толщине соответствует минимум три элемента. Затем элемен-

там соответствующим каждому слою пластины присваивается соответствующий материал,

из которого состоит данный слой. То есть, слоистая пластина моделируется как один слой

со скачкообразно меняющимися свойствами. Таким образом между слоями задается условие

равенства перемещений.

В зависимости от задачи в узлах сетки задаются начальные и граничные условия в виде

соотношений для скорости. В плоскосимметричной задаче симметрия задается относительно

центра пластины по ширине граничным условием в узлах на центре пластины: скорость в

направлении оси Х равна нулю (Рисунок 7, стр. 33). При таком граничном условии пластина

остается сжимаемой по толщине.

Для моделирования воздуха и жидкости используются элементы Эйлера.

В программном комплексе элементами Эйлера строится область, часть которой запол-

няется жидкостью (нижняя), а часть воздухом (верхняя). Область элементов Эйлера строит-

ся так, чтобы ее ширина была вдвое больше ширины (радиуса) пластины, глубина жидкости

равна ширине (радиусу) пластины. Верхняя часть области элементов Эйлера складывается

из расстояния между пластиной и жидкостью, а также еще некоторого расстояния так, чтобы

воздух окружал пластину со всех сторон (около половины ширины (радиуса) пластины).

На нижней границе области задается условие убегания волн (граничное условие

Transmit, случай бесконечной глубины), математически оно выражается как равенство дав-

лений нулю.

При построении сетки важным моментом для стабильности решения является выбор

размера конечных элементов. При моделировании ударного взаимодействия конструкций с

жидкостью с учетом воздушной прослойки, скорость звука в материале пластины и воздухе

может отличаться больше, чем на порядок. Из формулы (2.10) видно, что шаг по времени

обратно пропорционален скорости звука в среде. Для большей стабильности решения нужно

стараться строить сетку так, чтобы шаг интегрирования для разных частей модели как

можно меньше различался.

Следует отметить, что решение во всех случаях ищется с учетом гравитационных сил.

В связи с наличием разнообразных моделей описания поведения материалов и сложно-

стью отклика материалов на импульсное воздействие, необходимо проверять достоверность
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получаемых численно результатов. Для этого проводят верификацию численных моделей,

сравнивая полученные численно результаты с аналитическими решениями и эксперимен-

тальными данными.

2.2 Сравнение аналитического и численного решения задачи о

вертикальном ударе круговой трехслойной пластины об

идеальную сжимаемую жидкость

Как уже ранее отмечалось, в общей постановке задача о взаимодействии упругих кон-

струкций с жидкостью крайне сложна, поэтому вводятся упрощения, конкретизирующие

задачу, что в отдельных случаях позволяет получить точное аналитическое решение. Основ-

ным упрощением является разделение задачи на две: задача о погружении твердого тела в

жидкость, позволяющая определить гидродинамическое давление действующее на тело, и

задача об отыскании напряженно-деформированного состояния тела, под действием ранее

найденной гидродинамической нагрузки.

В этом подразделе рассматривается задача о вертикальном ударе круговой трехслойной

пластины об идеальную сжимаемую жидкость с аналитическим решением, а также прово-

дится сравнение с решением этой же задачи, полученным численно.

Предварительно сделаем ряд вспомогательных изысканий.

2.2.1 Исследование сходимости численного решения от размера элемента

Как известно, если взять слишком грубую конечно-элементную сетку, то результаты

решения будут неудовлетворительные. Проверим сходимость результатов от размера сетки.

Рассмотрим задачу о вертикальном ударе круговой пластины об идеальную сжимаемую

жидкость (воду). Задача решается численно, методом конечных элементов. Задача решается

в осесимметричной связной постановке.

В программном комплексе моделируется область радиусом 120 см и высотой 500 см.

Водой заполнены 400 см снизу, а остальное заполнено воздухом. В данном случае на границе

области задается условие полного отражения возмущений, так как рассматривается проме-

жуток времени, за который отраженная от границы области волна возмущений не успевает

вернуться обратно к пластине.

Пластина моделируется элементами Лагранжа, область элементами Эйлера. Матема-

тические модели пластины, воздуха и воды представлены выше в подразделе 2.1.
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В начальный момент времени пластина лежит на невозмущенной поверхности воды.

Радиус пластины 60 см, толщина 6 см. В качестве материала пластины взята стандартная

сталь (уравнением состояния принято соотношение (2.5), мгновенный модуль объемной де-

формации K = 1.59 · 1011 Па, плотность ρ = 7830 кг/м3). В начальный момент времени

пластина приобретает вертикальную скорость 5 м/с (начальная скорость задается в каждом

узле пластины). Край круговой пластины свободный.

Вид модели приведен на рисунке 4.

Рассмотрены три вида дискретизации пластины и области. Размеры сетки сведены в

таблицу 1. Сетка равномерная.

Результаты приведены в таблице 2. За эталон давления взято значение при размере

сетки области 0.25 см.

Рис. 4. Вид модели круговой пластины

Таблица 1. Размер сетки пластины и области в см

Пластина Область

2 1

1 0.5

0.5 0.25

Из таблицы 2 видно, что с уменьшением размера сетки максимальные давления сходят-

ся. Также видно, что уменьшается время достижения максимальных давлений, это объясня-

ется тем, что с уменьшением размера сетки, уменьшается шаг интегрирования по времени,
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Таблица 2. Результаты расчетов

Размер сетки области

(см)

Время достиже-

ния максимальных

давлений (мс)

Максимальные давле-

ния (Па)

Отклонения макси-

мальных давлений

(%)

1 18.067·10−3 9891000 3.448

0.5 9.8389·10−3 10257000 0.244

0.25 4.5167·10−3 10232000 0

и время достижения максимальных давлений стремится к нулю, что хорошо согласуется с

аналитикой (смотри далее в пункте 2.2.2).

2.2.2 Гидродинамическое давление на твердый диск

В работе [87] рассматривается осесимметричная задача о вертикальном ударе абсо-

лютно твердого диска о поверхность идеальной сжимаемой жидкости. В момент времени

t = 0 происходит удар твердого диска радиуса r по свободной поверхности идеальной сжи-

маемой жидкости, занимающей нижнее полупространство. Предполагается, что начальная

скорость много меньше скорости звука в невозмущенной жидкости. Решение ищется мето-

дом интегральных преобразований. В результате получена зависимость гидродинамической

силы, действующей на диск, от времени. В безразмерных переменных она имеет вид:

F (τ) = πr2ρwc

v(τ)− τ∫
0

v(χ) dχ+
1

4

τ∫
0

v(χ)(τ − χ) dχ

 , (2.11)

где τ - безразмерное время

τ =
ct

r
,

r - радиус диска,

ρw - плотность жидкости,

c - скорость звука невозмущенной жидкости,

F - сила, действующая на диск со стороны жидкости,

v - скорость диска.

Зависимость (2.11) справедлива в промежутке времени t = r/c.

В случае бесконечной массы диска можно принять, что скорость не изменяется по вре-

мени, тогда сила примет вид [28, 87, 108]:
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F (τ) = πr2ρwcv0

(
1− τ +

τ 2

8

)
. (2.12)

Найдем выражение для гидродинамической силы в случае конечной массы диска.

В случае конечной массы диска гидродинамическая сила выражается через неизвест-

ную функцию скорости диска. Для отыскания скорости диска воспользуемся уравнением

сохранения количества движения:

M
cdv

rdτ
= −F (τ) = −πr2ρwc

v(τ)− τ∫
0

v(χ) dχ+
1

4

τ∫
0

v(χ)(τ − χ) dχ

 . (2.13)

Пусть

b =
M

πr3ρw
.

Тогда из (2.13) получим (вынося минус из-под второго интеграла):

b
dv

dτ
+ v =

τ∫
0

v(χ) dχ+
1

4

τ∫
0

v(χ)(χ− τ) dχ. (2.14)

Пусть

τ∫
0

v(χ) dχ = Y (τ)− Y (0).

Тогда (2.14) примет вид:

b
dv

dτ
+ v = Y (τ)− Y (0) +

1

4

 τ∫
0

v(χ)χdχ− τ

τ∫
0

v(χ) dχ

 . (2.15)

Проинтегрируем по частям первый интеграл в правой части уравнения (2.15):

b
dv

dτ
+ v = Y (τ)− Y (0) +

1

4

[Y (χ)χ]τ0 −
τ∫

0

Y (χ) dχ− τ(Y (τ)− Y (0))

 . (2.16)

Пусть

τ∫
0

Y (χ) dχ = U(τ)− U(0).
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Тогда получим:

b
dv

dτ
+ v = Y (τ)− Y (0) +

1

4
(Y (τ)τ − U(τ) + U(0)− τ(Y (τ)− Y (0))) , (2.17)

b
dv

dτ
+ v = Y (τ)− Y (0) +

1

4
(−U(τ) + U(0) + τY (0)) . (2.18)

Дифференцируя (2.18) дважды по τ , перенося все в левую сторону и деля на b, получим:

d3v

dτ 3
+

1

b

d2v

dτ 2
− 1

b

dv

dτ
+

1

4b
v = 0. (2.19)

Уравнение (2.19) представляет собой обыкновенное дифференциальное уравнение с по-

стоянными коэффициентами и имеет решение в элементарных функциях [17, 101]. Характе-

ристическим уравнением уравнения (2.19) будет:

k3 +
1

b
k2 − 1

b
k +

1

4b
= 0. (2.20)

Уравнение (2.20) является кубическим уравнением. Приведем его к каноническому ви-

ду [15]:

λ3 + 3D5λ+ 2D6 = 0, (2.21)

где

λ = k +
D2

3D1

,

D1 = 1, D2 =
1

b
,D3 = −1

b
,D4 =

1

4b
,

3D5 =
3D1D3 − (D2)

2

3(D1)2
,

2D6 =
2(D2)

3

27(D1)3
− D2D3

3(D1)2
+
D4

D1

.

Число действительных корней уравнения зависит от знака дискриминанта:
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D = (D6)
2 + (D5)

3.

Выразим дискриминант через b:

D =
27b+ 8

1728b3
> 0 (так как b > 0) .

Так как дискриминант больше нуля, то уравнение (2.21) имеет один действительный

(λ1) и два комплексных сопряженных корня (λ2, λ3). Тогда корни уравнения (2.20) будут:

k1,2,3 = λ1,2,3 −
D2

3D1

.

Полное решение уравнения (2.19) имеет вид:

v(τ) = C1e
k1τ + eατ (C2 cos(βτ) + C3 sin(βτ)) , (2.22)

где

α =
k2 + k3

2
,

β = |k2 − k3
2i

|,

C1,2,3 — константы интегрирования,

i — мнимая единица.

В размерных единицах (2.22) будет иметь вид:

v(t) = C1e
k1ct
r + e

αct
r

(
C2 cos(

βct

r
) + C3 sin(

βct

r
)

)
. (2.23)

Начальные условия:

v(0) = v0,

dv(0)

dt
= 0, (2.24)

d2v(0)

dt2
= 0,

где v0 - начальная скорость.

Из (2.23) и (2.24) найдем константы интегрирования C1,2,3.
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Чтобы найти гидродинамическую силу, действующую на диск, в случае конечной массы

подставим (2.22) в (2.11), получим:

F (τ) = πr2ρwc[v(τ) + (
τ

4
− 1)(C1A1(τ) + C2A2(τ) + C3A3(τ))−

1

4
(C1A4(τ) + C2A5(τ) + C3A6(τ))], (2.25)

где

A1(τ) =

τ∫
0

ek1χ dχ,

A2(τ) =

τ∫
0

eαχ cos(βχ) dχ,

A3(τ) =

τ∫
0

eαχ sin(βχ) dχ,

(2.26)

A4(τ) =

τ∫
0

χek1χ dχ,

A5(τ) =

τ∫
0

χeαχ cos(βχ) dχ,

A6(τ) =

τ∫
0

χeαχ sin(βχ) dχ.

Интегралы (2.26) интегрируются в элементарных функциях [15]. Переходя после ин-

тегрирования к размерному времени, получим гидродинамическую силу, действующую на

диск конечной массы, в размерном виде:

F (t) = πr2ρwc[v(t) + (
ct

4r
− 1)(C1A1(t) + C2A2(t) + C3A3(t))−

1

4
(C1A4(t) + C2A5(t) + C3A6(t))]. (2.27)

Проанализируем полученные результаты.

Уже из формулы (2.11) видно, что давление на твердый диск в начальный момент

времени зависит только от свойств жидкости и начальной скорости диска. Также давление

одинаково на всей поверхности соприкосновения диска с жидкостью.
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На рисунке 5 изображено сравнение давлений действующих на диски, сделанные из раз-

ных материалов. Из рисунка видно, что на рассматриваемом временном интервале давления

от времени зависят линейно. Масса диска влияет только на угол наклона прямой. Чем мень-

ше масса, тем быстрее со временем убывает давление. Максимальное давление возникает в

начальный момент времени и для всех пластины одинаково.

Рис. 5. Сравнение давлений действующих на диски из разных материалов

Рис. 6. Сравнение давлений в центре пластины полученных по формуле 2.27 с полученными

в программном комплексе

На рисунке 6 представлено сравнение давлений в центре пластины, полученных по

формуле (2.27), с давлениями, полученными в программном комплексе, для пластины из
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пункта 2.2.1. Напомню, что в расчете по формуле (2.27) пластина считается твердой, а в

пункте 2.2.1 пластина рассматривается упругой и имеет место гидроупругое взаимодействие

с водой. Как видно из рисунка, давления близки, однако, пик давлений, полученных в про-

граммном комплексе, больше почти на 28% (для программного комплекса взяты давления

для сетки области размером 5 мм).

2.2.3 Аналитическое решение задачи о вертикальном ударе круговой

трехслойной пластины об идеальную сжимаемую жидкость

В данном пункте приводится решение задачи об ударе трехслойной круглой пласти-

ны (Рисунок 7) о поверхность идеальной сжимаемой жидкости. В принятой приближенной

постановке решение строится с использованием метода Бубнова и интегрального преобра-

зования Лапласа. Пластина является днищем некоторого цилиндрического сосуда. Перво-

начальная скорость удара v0 считается малой в сравнении со скоростью звука в жидкости.

Гидродинамическое давление на начальной стадии погружения определяется приближен-

но на основании известного решения В.Б. Поручикова для жесткого диска, полученного в

предыдущем пункте.

Рис. 7. Вид трехслойной пластины

Для вывода уравнений движения пластины использовался принцип Остроградского-

Гамильтона.

Рассмотрим трехслойную пластину несимметричного строения по толщине с жестким

трансверсально-изотропным сжимаемым заполнителем в цилиндрической системе коорди-

нат, основная плоскость которой совпадает со срединной плоскостью заполнителя.

Обозначим через r – радиус пластины, Hk – толщину k-ого слоя (k = 1, 2, 3), H = H1+

H2+H3 – полную толщину пластины; uk, wk – соответственно меридиональное перемещение и
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прогиб k-ого слоя; H3rR – абсолютный сдвиг поверхностей контакта заполнителя с внешними

слоями; Ek – модуль упругости k-ого слоя, G – модуль поперечного сдвига заполнителя, E0

– модуль упругости заполнителя в поперечном направлении. Введем безразмерные толщины

dk и жесткости γk, а также приведенные модуль упругости E и коэффициент Пуассона ν по

формулам:

dk =
Hk

H
, γk =

EkHk

1− ν2k

(
3∑

k=1

EkHk

1− ν2k

)−1

,

ν =
3∑

k=1

EkHkνk
1− ν2k

(
3∑

k=1

EkHk

1− ν2k

)−1

, E =
1− ν2

H

3∑
k=1

EkHk

1− ν2k
.

При выводе уравнений предполагается, что для внешних слоев справедливы гипотезы

Кирхгофа о прямой недеформируемой нормали. Коэффициент Пуассона материала запол-

нителя, характеризующий сокращение размеров в плоскости изотропии при растяжении в

поперечном направлении принимается равным нулю.

Распределение нормальных перемещений по толщине заполнителя аппроксимируется

линейной функцией поперечной координаты z:

w3 =
w1 + w2

2
+

z

H3

(w1 − w2) = w+ +
2z

H3

w−,

где

w+ =
w1 + w2

2
, w− =

w1 − w2

2
.

Тогда меридиональные смещения точек слоев uk с учетом формул выше могут быть

представлены в виде:

u1 = u+
H3

2
rR − (z − H3

2
)
∂w+

∂R
− (z − H3

4
)
∂w−

∂R
,

u2 = u− H3

2
rR − (z +

H3

2
)
∂w+

∂R
+ (z +

H3

4
)
∂w−

∂R
,

u3 = u+ zrR − z2

H3

∂w−

∂R
.

Вводя функции перемещения χ и ψ на основании [36, 39] получаем следующую раз-

решающую систему уравнений, описывающую поведение круглой пластины при ее ударе о

поверхность жидкости:
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D

[
(1− ϑH2

β
∆)∆∆χ+ δ1∆∆ψ

]
+ C1(1−

H2

β
∆)

∂2χ

∂t2
+ C4

∂2ψ

∂t2
+ C1

d2w−

dt2
= −p,

D

[
(ϑ2 −

ϑ3H
2

β
∆)∆∆χ− δ2∆∆ψ

]
− E0

H
δ3ψ + C3(1−

H2

β
∆)

∂2χ

∂t2
+ C5

∂2ψ

∂t2
+ C3

d2w−

dt2
= −p,

M
d2U

dt2
= G−

2π∫
0

r∫
0

p(t)RdRdη.

Здесь:

C1 =
3∑

k=1

ρkHk, C2 = ρ1H1 + ρ2H2 +
1

3
ρ3H3, C3 = ρ1H1 − ρ2H2,

D =
EH3θ0

12(1− ν2)
, C4 = C1θ4 − C3(θ1 + θ2), C5 = C3θ4 − C2(θ1 + θ2),

θ0 = θ1 + 2θ2 + θ3, θ1 = 3(c22 − c212), θ2 = 3(c23 − c12c13),

θ3 = 3(c33 − c213), c22 = d23(γ1 + γ2 +
1

3
γ3), c12 = d3(γ1 − γ2),

c23 = d3(γ1d1 + γ2d2), c13 = γ1d1 − γ2d2, c33 =
4

3
(γ1d

2
1 + γ2d

2
2),

β =
12Gd3(1− ν2)

Eθ1
, ϑ =

θ1θ3 − θ22
θ0θ1

, δ1 = θ4 − ϑ1(θ4 + θ5),

δ2 = ϑ1θ6 − ϑ2θ4, δ3 =
4(θ1 + θ2)

d3
, ϑ1 =

θ1 + θ2
θ0

,

ϑ2 =
θ4 + θ5
θ0

, θ4 = 3(c24 − c12c14), ϑ3 =
θ1θ5 − θ2θ4

θ0θ1
,

θ5 = 3(c34 − c13c14), θ6 = 3(c44 − c214), c14 =
1

d3
(c23 +

1

2
c22),

c24 = d3(c13 +
1

2
c12), c34 =

4

3
(γ1d

2
1 − γ2d

2
2) +

1

2
d3c13, c44 =

d23
4
(γ1 + γ2 +

1

5
γ3) + c23 + c33,
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где ρk – удельная плотность материала k-ого слоя, M – масса всей системы, U – пере-

мещение всей системы, как твердого тела.

Третье уравнение описывает приближенное движение центра масс системы под дей-

ствием внешней гидродинамической силы p, приложенной к первому слою пластины, прогиб

которого равен w1 = w+ +w− (под первым слоем подразумевается слой, соприкасающийся с

поверхностью жидкости при ударе). В любой момент времени после соударения абсолютное

перемещение произвольной точки пластины W равно:

W = U(t) + wk(r, z, t),

где wk(r, z, t) – прогиб k-ого слоя, обусловленный упругой деформацией пластины (по-

ложительный значения отсчитываются внутрь жидкости и совпадают с направлением пере-

мещения пластины U(t)).

Прогибы слоев, а также изгибающие моменты NR, LR и моменты поперечного сдвига

TR в цилиндрическом сечении пластины выражаются через функции перемещений в виде:

w+ = (1− H2

β
∆)χ+ θ4ψ, w

− = −(θ1 + θ2)ψ, TR = −Dϑ1(
∂2χ

∂R2
+
ν∂χ

R∂R
),

NR = −D(
∂2

∂R2
+

ν∂

R∂R
)

[
(1− ϑ1 −

ϑH2

6β
∆)χ+ δ1ψ

]
,

LR = D(
∂2

∂R2
+

ν∂

R∂R
)

[
(ϑ2 −

ϑ3H
3

β
∆)χ+ δ2ψ

]
.

Ограничиваясь начальным этапом взаимодействия, давление p можно представить в

форме:

p =
F (t)

πr2
,

где F (t) – определяется формулой (2.27).

Для свободно опертой по контуру круглой пластины граничные условия при R = r

имеют вид:

w+ = w− = NR = TR = LR = 0.

Условия для функций χ и ψ приближенно могут быть представлены в форме:

χ = ∆χ = ∆∆χ = ψ = ∆ψ = 0.
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В начальный момент времени при t = 0:

w+ = w− =
∂w+

∂t
=
∂w−

∂t
= 0,

dU

dt
= v0.

Система уравнений интегрируется методом Бубнова с использованием преобразования

Лапласа по времени t. При этом функции перемещений χ и ψ представляются в виде разло-

жения Фурье-Бесселя, удовлетворяющего граничным условиям задачи:

χ =
∞∑
j=1

χj(t)I0(βjR),

ψ =
∞∑
j=1

ψj(t)I0(βjR),

где I0(βjR)–функция Бесселя первого рода, βj – корень уравнения I0(βjr) = 0.

На рисунке 8 представлено сравнение аналитического решения поставленной задачи, с

решением полученным в программном комплексе для случая dU
dt

= const.

Рис. 8. Сравнение прогибов слоев, полученных из аналитического решения задачи (точки)

и в программном комплексе (сплошная линия). Красным цветом показаны прогибы первого

слоя, синим – второго.

Параметры расчетов:

τ =
ct

r
, W k =

wk

H
, k = 1, 2, E1 = E2, E3 = E0, γ1 = 0.697, γ2 = 0.298,



38

d1 = 0.07, d2 = 0.03,
H

2r
= 0.1,

v0
c

= 0.00666,
E1

E0

= 1.97 · 103, E1

G
= 5.52 · 103,

E0

G
= 2.8, ρ1 = ρ2,

ρ1
ρ

= 2.7,
ρ3
ρ

= 0.15,
M

ρr3
= 2.8.

Из рисунка видно, что прогибы полученные из аналитического решения и в программ-

ном комплексе, качественно совпадают, однако, количественно прогибы полученные в про-

граммном комплексе, учитывающие гидроупругое взаимодействие между пластиной и жид-

костью, существенно меньше.

На рисунке 9 показано сравнение давлений, действующих в центре пластины, получен-

ных по формуле (2.27) и в программном комплексе.

Рис. 9. Сравнение давлений, полученных по формуле 2.27 (сплошная линия) и в программном

комплексе (точки)

Как видно, давления в случае учета гидроупругого взаимодействия убывают значи-

тельно быстрее. Все дело в деформациях пластины. В пункте 2.2.2 проводилось сравнение

со стальным диском, который при взятой скорости соударения можно считать абсолютно

жестким, поэтому давления качественно хорошо совпадают с аналитическим решением.

В данном примере трехслойную пластину абсолютно жесткой считать нельзя, она де-

формируется, и за счет этого давления падают быстрее. Максимальные давления возникают

также в начальный момент времени, и разница между полученным максимальным давле-

нием в программном комплексе и по формуле (2.27) составляет почти 25%. Напомню, что в

пункте 2.2.2 разница составляла 28%.
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Таким образом, на основании сравнения аналитического и численного решений задач

о вертикальном ударе абсолютно твердой круговой и деформируемой круговой трехслойной

пластин об идеальную сжимаемую жидкость проведено исследование влияния связности на

процесс ударного взаимодействия конструкций с жидкостью.

Показано, что в случае когда тело можно считать абсолютно твердым, решение для

гидродинамических давлений близко к аналитическому. В случае же, когда тело является

деформируемым, необходимо учитывать гидроупругое взаимодействия тела с жидкостью, и

решать задачу в связной постановке.

2.2.4 Гидроупругое решение задачи о вертикальном ударе круговой

однослойной пластины об идеальную сжимаемую жидкость

В предыдущем пункте приведено сравнение аналитического и численного решений для

задачи об ударе круговой трехслойной пластины об идеальную сжимаемую жидкость. Пока-

зано, что для пластин, которые нельзя считать абсолютно жесткими, разница между несвяз-

ным и гидроупругим решениями может быть существенной.

Для большей уверенности в правильности решения, получаемого в программном ком-

плексе, в данном пункте проводится сравнение гидроупругих решений для задачи о верти-

кальном ударе однослойной круговой пластины об идеальную сжимаемую жидкость, полу-

ченных в программном комплексе и в работе [108].

Рассматривается осесимметричная гидроупругая задача о падении на поверхность жид-

кости круглой пластины опертой на жесткий контур. В работе [108] приведено решение для

параметров: радиус пластины 60 см, толщина 1 см, E = 2.1 ·1011 Па, ρ = 7850 кг/м3. Началь-

ная скорость 50 м/с (начальная скорость задается в каждом узле пластины). Погружение

происходит с постоянной скоростью 50 м/с (на крае пластины задается граничное условие

скорости).

В программном комплексе элементами Эйлера моделируется область радиусом 120 см и

глубиной 70 см. Область заполнена жидкостью. Размер элементов области 1 мм. Количество

элементов моделирующих область 840000.

Пластина моделируется элементами Лагранжа. Размер элементов пластины 2.5 мм.

Количество элементов моделирующих пластину 960. В начальный момент времени пластина

лежит на поверхности жидкости.

На рисунке 10 приведено сравнение решений (безразмерного прогиба в центре пластины

от безразмерного времени), полученных по разработанной методике и в работе [108].
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Рис. 10. Сравнение прогибов в центре пластины, полученных по разработанной методике

(сплошная линия) и в работе [108] (точки)

Из рисунка видно, что решения хорошо совпадают. Разница при t/∆t = 20 составляет

13%.

2.3 Сравнение экспериментального и численного решений задачи о

вертикальном ударе однослойной прямоугольной пластины об

идеальную сжимаемую жидкость

В этом подразделе приводится сравнение экспериментального (из работы [9], пункт 2.3.1)

и численного решения задачи о вертикальном ударе однослойной прямоугольной пластины

об идеальную сжимаемую жидкость.

2.3.1 Описание используемого эксперимента

В статье [9] приводятся результаты и описание экспериментального исследования плос-

кого удара прямоугольных пластин о воду. На поверхности пластины устанавливались элек-

тромагниты, общая мощность которых достаточна для подъема пластины. С помощью крана

и электромагнитов пластина поднималась на заданную высоту, после чего электромагниты

выключались, и пластина падала на поверхность воды. В средней части пластины на поверх-

ности взаимодействующей с водой вмонтированы мембранные датчики давлений. В процессе
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испытаний менялась высота падения пластины. Пластины изготавливались из пенопласта

ПС-1 с кажущейся плотностью 200 кг/м3 (другие характеристики материала в статье не

указаны).

Для численного моделирования пластины необходимы ее геометрические и механиче-

ские характеристики. Размеры пластины в плане 1.65 м × 0.55 м (толщина пластин в [9] не

указана). Вес пластины 40 кг. Недостающий геометрический параметр пластины (толщина)

легко найти, зная массу, плотность, длину и ширину:

H =
M

ρS
, (2.28)

где M - масса , ρ - плотность материала, S - площадь пластины, H - толщина пластины.

H =
40

200 · 0.907
= 0.22м.

Недостающие для моделирования характеристики материала найти сложнее. В рабо-

те [89] приведены модуль упругости и модуль сдвига для пенопласта ПС-1 с кажущейся

плотностью 100 кг/м3. В работе [100] приведен модуль упругости для интересующего нас

пенопласта. Чтобы найти модуль сдвига, сделаем допущение, что оба пенопласта обладают

одинаковым коэффициентом Пуассона.

E100 = 5.88 · 107 Па - модуль упругости на сжатие для пенопласта с кажущейся плотно-

стью 100 кг/м3.

E200 = 9.8 · 107 Па - модуль упругости на сжатие для пенопласта с кажущейся плотно-

стью 200 кг/м3.

G100 = 2.45 · 107 Па -модуль сдвига пенопласта с кажущейся плотностью 100 кг/м3.

Тогда коэффициент Пуассона ν равен:

ν =
E100

2G100

− 1 = 0.2.

Модуль сдвига для пенопласта с кажущейся плотностью в 200 кг/м3 равен:

G200 =
E200

2(1 + ν)
= 4.083 · 107Па.

Для моделирования эксперимента в программном комплексе необходим мгновенный

модуль объемной деформации K.

K =
E200

3(1− 2ν)
= 5.444 · 107Па.



42

В результате испытаний в [9] получены значения максимальных гидродинамических

давлений (в кг/см2) и время их действия в центре пластины от высоты падения. Переведен-

ные в Паскали, значения давлений и время их действия сведены в таблицу 3.

Таблица 3. Результаты эксперимента

Номер эксперимента Высота падения, м Ударные давления, Па Время действия давлений, мс

1 0.5 1.382·105 9

2 0.9 1.509·105 8

3 1.0 1.813·105 8.5

4 1.2 2.234·105 8

5 1.3 1.813·105 8

6 2.3 2.46·105 6.5

На рисунке 11 показана ксерокопия страницы статьи с фрагментом осциллограммы

испытаний.

Рис. 11. Фрагмент осциллограммы испытаний

В [9] делается вывод о том, что зависимость между ударными давлениями и скоростью
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удара близка к линейной.

Однако, в статье [9] получено по одному результату для каждого случая высоты па-

дения пластины, поэтому ни о какой статистической выборке не может идти и речи. По-

лученные результаты представляют исключительно научную ценность, как позволяющие

ориентировочно оценить уровень нагрузок, действующих на пластины со стороны воды.

2.3.2 Описание численного решения задачи

В программном комплексе в плоскосимметричной постановке моделируется вертикаль-

ное падение однослойной упругой прямоугольной пластины на идеальную сжимаемую жид-

кость. Полное моделирование падения пластины ресурсоемко, поэтому моделировалось па-

дение пластины с высоты в 0.1 м с заданной начальной скоростью, которая вычисляется в

зависимости от высоты падения (процесс расчета скорости приведен в пункте 2.3.3). В даль-

нейшем пластина под действием гравитационного ускорения продолжает падение до встречи

с жидкостью. Также моделируется случай, когда пластина лежит на поверхности воды и в

начальный момент времени приобретает скорость.

В программном комплексе моделируется область шириной 4 м и высотой 7 м. Область

заполняется элементами Эйлера 0.01 м × 0.01 м (400 элементов по ширине и 700 элементов

по высоте). Воздух занимает 1 м верхней части моделируемой области (в численном решении

с учетом воздушной прослойки воздух занимает 1.1 м). Количество элементов Эйлера, мо-

делирующих жидкость и воздух, равно 280000. Характеристики воды и воздуха приведены

в подразделе 2.1.

Пластина моделируется элементами Лагранжа размерами 0.028 м × 0.028 м (8 элемен-

тов по высоте и 20 элементов по ширине). Количество элементов, моделирующих пластину,

равно 160. Края пластины свободные. Характеристики пластины приведены в пункте 2.3.1.

На рисунке 12 представлен фрагмент конечно-элементной модели с учетом воздушной

прослойки. Цифрой 1 на рисунке 12 отмечена контрольная точка (геометрический центр

нижней поверхности пластины), в которой снимаются параметры гидродинамических дав-

лений.

На рисунке 13 представлен фрагмент конечно-элементной модели без воздушной про-

слойки. На рисунке 14 представлена вся область моделирования.
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Рис. 12. Фрагмент конечно-элементной модели с учетом воздушной прослойки

Рис. 13. Фрагмент конечно-элементной модели без воздушной прослойки

Рис. 14. Вид всей области моделирования

2.3.3 Определение скорости падающей пластины

В [9] автором высказано предположение, что для определения скорости соударения пла-

стины о жидкость по начальной высоте падения, формулой, полученной для тела, свободно

падающего под действием гравитационных сил, пользоваться нельзя (в силу наличия со-

противления воздуха). Для определения скорости падения пластины рассмотрим уравнение

свободного падения тела с учетом аэродинамического сопротивления воздуха:
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Mv̇ =Mg − Cx
ρairv

2

2
S, (2.29)

где M - масса, падающей пластины,

g - ускорение свободного падения,

Cx - коэффициент сопротивления воздуха,

ρair - плотность воздуха,

v - скорость, падающей пластины,

S - площадь пластины в плане.

Второе слагаемое в правой части уравнения есть сила аэродинамического сопротивле-

ния воздуха.

Разделим уравнение (2.29) на M и введем обозначения:

b = Cx
ρairS

2M
, (2.30)

k2 =
g

b
. (2.31)

Параметр b характеризует относительный вклад силы сопротивления воздуха. Чем

меньше b, тем меньше воздух влияет на падающее тело.

Тогда (2.29) примет вид:

dv

dt
= −b(v2 − k2), (2.32)

где t - время.

Разделяя переменные, получим:

dv

(v2 − k2)
= −bdt. (2.33)

Интегрируя, получим:

1√
−k2

arctg(
v√
−k2

) = C1 − bt. (2.34)

где C1 - постоянная интегрирования.
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C1 =
1√
−k2

arctg(
v0√
−k2

), (2.35)

где v0 - начальная скорость.

Выражение для v будет иметь вид:

v(t) =
√
−k2 tg(

√
−k2(C1 − bt)). (2.36)

Интегрируя по времени, получим:

x(t) =
1

b
ln(cos(

√
−k2(C1 − bt))) + C2, (2.37)

где C2 - постоянная интегрирования,

x(t) - перемещение.

C2 = x0 −
1

b
ln

(
cos(

√
−k2C1)

)
= x0 −

1

b
ln

(
cos

(
arctg(

v0√
−k2

)

))
, (2.38)

где x0 - начальное перемещение.

Найдем скорость в зависимости от пройденного перемещения. Для этого выразим время

из (2.37) и подставим его в (2.36). Получаем следующие выражения:

t(x) =

√
−k2C1 + arccos(e−b(C2−x))

b
√
−k2

, (2.39)

v(x) =
√
−k2 tg

(
− arccos(e−b(C2−x))

)
. (2.40)

Напомним, что скорость в зависимости от перемещения в случае свободного падения

тела без учета аэродинамического сопротивления воздуха, имеет вид:

v(x) =
√
v02 − 2g(x0 − x). (2.41)

На рисунке 15 приведен график зависимости скорости соударения от начальной высоты

падения.

Расчетные характеристики: M = 40 кг, Cx = 1.28, ρair = 1.225 кг/м3, S = 0.907 м2.
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Рис. 15. Скорость соударения в зависимости от начальной высоты падения

Из рисунка видно, что на рассматриваемых высотах отклонения незначительные, а при

сбросе грузов с парашютом скорость падения вообще постоянная. Однако, в приведенных

выше формулах не учитывается деформирование водной поверхности воздушной подушкой.

Рассмотрим подробнее параметр b. Из (2.30) видно, что в знаменателе стоит масса,

падающего тела (M = ρHS). Тогда для абсолютно твердого тела (и для упругого тела в

первом приближении) формула (2.30) примет вид:

b = Cx
ρair
2ρH

.

Откуда видно, что в первом приближении влияние силы сопротивления воздуха на

движение падающего тела не зависит от площади тела, а только лишь от высоты тела и его

плотности. Таким образом, чем больше плотность и высота, падающего тела, тем меньше

воздух влияет на его движение.

Отметим, что в приведенных выше формулах присутствует компонента
√
−k2, кото-

рая является величиной комплексной. Покажем, на примере формулы (2.37), что результат

итоговых вычислений строго действителен.

Для начала рассмотрим параметр C1. Вспомним [76], что арктангенс комплексного чис-

ла z = x+ iy имеет вид:

arctg(z) = − i

2
Ln(

1 + iz

1− iz
),

где Ln - комплексный логарифм [76], равный (без учета многозначности комплексного
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логарифма):

Ln(z) = ln(|z|) + iArg(z),

Arg(z) = arctg(
y

x
).

Возвращаясь к формуле (2.35), имеем:

C1 =
1√
−k2

arctg(
v0√
−k2

) =
1

ik
arctg(

v0
ik
) =

1

ik

(
− i

2
Ln(

1 + (iv0/ik)

1− (iv0/ik)
)

)
= − 1

2k
Ln

(
1 + (v0/k)

1− (v0/k)

)
.

Как видим, аргументом комплексного логарифма является действительное число, а

значит комплексный логарифм вырождается в обычный натуральный логарифм, и C1 явля-

ется строго действительной величиной, а arctg(v0/
√
−k2) = iX, где X = −1

2
ln(1+(v0/k)

1−(v0/k)
) тоже

является действительной величиной.

Рассмотрим теперь параметр C2, предварительно вспомнив [76], чему равен комплекс-

ный косинус:

cos(z) =
eiz + e−iz

2
.

Возвращаясь к формуле (2.38), имеем:

C2 = x0 −
1

b
ln

(
cos

(
arctg(

v0√
−k2

)

))
= x0 −

1

b
ln

(
cos(iX)

)
= x0 −

1

b
ln

(
e−X + eX

2

)
.

Таким образом, C2 также является действительной величиной.

Рассмотрим теперь формулу (2.37):

x(t) =
1

b
ln

(
cos
(√

−k2(C1 − bt)
))

+ C2 =
1

b
ln

(
cos(ik(C1 − bt))

)
+ C2.

Так как C1 и C2 величины действительные, то формула примет вид:

x(t) =
1

b
ln

(
e−k(C1−bt) + ek(C1−bt)

2

)
+ C2.

Таким образом, перемещения, расчитанные по формуле (2.37), являются строго дей-

ствительными. Аналогично проверяются и все остальные формулы.

По полученным выше формулам рассчитываются начальные характеристики для чис-

ленного моделирования падающей пластины с высоты 0.1 м. В численном решении значения
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начальных скоростей соударения рассмотрено для 18 случаев. Вычисленные характеристики

занесены в таблицу 4. За начальную скорость в численном эксперименте без учета воздушной

прослойки принималась скорость соударения.

Таблица 4. Характеристики численного решения

Номер экспе-

римента

Высота паде-

ния, м

Начальная

скорость, м/с

Скорость

соударения,

м/с

Время полно-

го падения, с

Время паде-

ния с 0.1 м,

с

1 0.5 2.792 3.12 0.32 0.034

2 0.9 3.938 4.174 0.429 0.025

3 1.0 4.174 4.397 0.453 0.023

4 1.2 4.608 4.81 0.496 0.021

5 1.3 4.81 5.003 0.517 0.02

6 1.4 5.003 5.188 0.536 0.02

7 2.3 6.467 6.608 0.689 0.015

8 2.7 7.012 7.14 0.747 0.014

9 3.0 7.39 7.511 0.788 0.013

10 3.5 7.974 8.085 0.852 0.012

11 4.0 8.511 8.614 0.912 0.012

12 4.5 9.01 9.105 0.968 0.011

13 5.0 9.476 9.565 1.022 0.011

14 - 20 21.773 - 0.005

15 - 30 29.202 - 0.0033

16 - 40 37.187 - 0.0025

17 - 50 45.437 - 0.002

18 - 100 88.004 - 0.001

2.3.4 Сравнение численного и экспериментального решений

В ANSYS AUTODYN в рассматриваемых точках нет как таковой функции давлений

действующих на тело, поэтому выше и ниже под давлениями, действующими на пластины,

понимается напряжения на внешней поверхности слоев, взаимодействующих с водой, дей-

ствующие по нормали к поверхности пластин.

Также в рассматриваемых точках программный комплекс выдает их полные переме-

щения. Для деформируемой пластины полные перемещения выражаются в виде:

up = uatt + udef ,

где

up — полные перемещения,
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uatt — перемещения тела, как абсолютно твердого,

udef — перемещения деформаций.

Однако, в связи с тем, что uatt нам неизвестно, просто отнять от полных перемещений

перемещения тела, как абсолютно твердого, и за вычетом получить перемещения деформа-

ций (как раз, интересующие нас больше всего) не выйдет. Перемещения деформаций — это

отклонения тела от первоначальной (недеформируемой) формы, то есть была балка пря-

мая, стала кривая, вот это отклонение от первоначальной прямизны и есть перемещения

деформаций. Поэтому перемещения деформаций ищутся следующим образом: какая-то точ-

ка выбирается нулем, и от ее перемещений отнимаются перемещения всех остальных точек.

Получившиеся перемещения и выражают отклонения формы тела от первоначальной.

В данной работе за нуль выбирается точка в центре пластины (клина). Для несущих

слоев выбирается точка на их внешних поверхностях, а для заполнителя выбирается — на его

средней линии. Затем от перемещений центральной точки вычитаются перемещения осталь-

ных точек на той же поверхности. Поскольку пластина падает сверху вниз, то на графике,

если остальные точки двигаются быстрее центральной, перемещения будут отрицательные,

а если медленней — то положительные. То есть график будет выгибаться в ту же сторону,

что и пластина.

Результаты моделирования сведены в таблицы 5 и 6. Из таблицы 5 видно, что давления,

полученные в численном решении с учетом воздушной прослойки, близки с давлениями,

полученными в [9]. Давления же без учета воздушной прослойки значительно выше.

На рисунке 16 изображены результаты из таблицы 5.

Из численного решения без учета воздушной прослойки видно, что гидродинамические

давления зависят от скорости соударения линейно. Наличие воздушной прослойки приводит

к колебанию пластины и поверхности воды до удара, т.е. к их неравномерному взаимодей-

ствию (номера 3,4,5,6,7 в таблице 5), и тем больше, чем меньше скорость, падающей пла-

стины. Также из рисунка 16 видно, что при увеличении скорости взаимодействия влияние

воздушной прослойки уменьшается.

Скорость удара, определяемая по полученным выше формулам, для случая с учетом

воздушной прослойки несколько завышена. Таким образом, если скорость удара принять

меньшей, то и график зависимости гидродинамических давлений от скорости, будет стре-

миться к линейному, что совпадает с результатами в [9].

Здесь хотелось бы остановиться подробнее на вопросе об определении скорости удара, в

случае учета воздушной прослойки между пластиной и жидкостью. На рисунке 17 представ-

лена зависимость гидродинамических давлений и скорости(с коэффициентом 50) в центре
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Таблица 5. Сравнение численного и экспериментального решений

Номер

экспе-

римен-

та

Скорость

соударения,

м/с

Давление в [3],

·105Па

Расчетные

давления

с учетом

воздушной

прослойки,

·105Па

Разница расчетных

давлений с учетом

воздушной прослойки

и экспериментом, %

Расчетные

давления

без учета

воздушной

прослойки,

·105Па

1 3.12 1.382 1.534 9.9 6.33

2 4.174 1.509 1.801 16.2 7.558

3 4.397 1.813 2.152 15.75 7.704

4 4.81 2.234 2.125 -5.13 8.584

5 5.003 1.813 2.279 20.5 8.67

6 5.188 - 2.127 - 8.75

7 6.608 2.46 3.089 20.4 10.877

8 7.14 - 2.711 - 11.736

9 7.511 - 3.2 - 12.344

10 8.085 - 3.756 - 13.29

11 8.614 - 4.12 - 14.161

12 9.105 - 4.466 - 14.958

13 9.565 - 4.604 - 15.717

14 21.773 - 18.173 - 36.208

15 29.202 - 29.819 - 45.3

16 37.187 - 44.778 - 56.523

17 45.437 - 58.525 - 69.234

18 88.004 - 136 - 140.28

Рис. 16. Зависимость гидродинамических давлений от скорости соударения
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пластины от времени для номера эксперимента 7. Из рисунка видно, что давление и скорость

изменяются плавно и, в случае наличия воздушной прослойки, как такового удара вообще

не происходит.

Если сравнить рисунок 17 с рисунком 11, то видно, что и качественно расчетная зави-

симость гидродинамических давлений совпадает с экспериментальной.

Рис. 17. Зависимость гидродинамических давлений и скорости в центре пластины от времени

В таблице 6 представлено сравнение времен действия ударных давлений, полученных

в эксперименте и в расчете. Время действия ударных давлений очень хорошо совпадает.

Таблица 6. Сравнение расчетного и экспериментального времени действия ударных давлений

Номер эксперимента Высота падения, м Время действия экс-

периментальных дав-

лений, мс

Время действия рас-

четных давлений, мс

1 0.5 9 9

2 0.9 8 8.6

3 1.0 8.5 8.5

4 1.2 8 7.8

5 1.3 8 7.5

6 2.3 6.5 6.6

Таким образом, проведено сравнение численного и экспериментального решений задачи

о вертикальном сбросе однослойной упругой пластины прямоугольной формы на воду. Рас-

смотрено влияние на гидродинамические давления скорости соударения пластины и жидко-
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сти, а также влияние воздушной прослойки на величину максимальных гидродинамических

давлений.

В результате получено, что в программном комплексе возможно адекватно моделиро-

вать сбросы грузов на воду. Значения максимальных величин гидродинамических давлений

и времени их действия близки к экспериментальным. Гидродинамические давления зависят

от скорости взаимодействия по линейному закону, что тоже хорошо согласуется эксперимен-

том [9].

На основании сравнения численных решений для случая с воздушной прослойкой и без

нее рассмотрено влияние воздушной прослойки на процесс ударного взаимодействия кон-

струкций с жидкостью. Показано, что на малых скоростях взаимодействия влияние воз-

душной прослойки существенно сказывается на величине максимальных давлений. Макси-

мальные давления при учете воздушной прослойки меньше в 3-4 раза. С ростом скорости

взаимодействия влияние воздушной прослойки уменьшается.

Также показано, что при учете воздушной прослойки давления и скорость пластины

изменяются плавно. Понятия скорости соударения при учете воздушной прослойки неопре-

делено.

2.4 Выводы

1. В второй главе проведена постановка задачи взаимодействия слоистых элементов

конструкций с жидкостью с учетом воздушной прослойки в связной постановке.

2. На основании метода конечных элементов разработана методика решения задач взаи-

модействия конструкций с жидкостью, учитывающая влияние воздушной прослойки между

телом и жидкостью, в связной постановке.

3. На примере задачи об ударе однослойной стальной круговой пластины о первона-

чально невозмущенную поверхность идеальной сжимаемой жидкости проведено исследова-

ние сходимости результатов решения в зависимости от размера конечно-элементной сетки.

4. Для задачи об ударе абсолютно твердого диска о поверхность идеальной сжимаемой

жидкости доведено до конца (для случая конечной массы диска) аналитическое решение

Поручикова для гидродинамической силы, действующей на диск. Получено, что максималь-

ное гидродинамическое давление зависит только от свойств жидкости и начальной скорости

диска и распределено равномерно по всей поверхности соприкосновения диска с жидкостью.

Проведено сравнение гидродинамического давления для дисков из разных материалов.

Гидродинамическая сила от времени зависит линейно. Масса диска влияет только на угол
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наклона прямой. Чем меньше масса, тем быстрее со временем убывает давление. Максималь-

ное давление возникает в начальный момент времени и для всех дисков одинаково.

Проведено сравнение давлений для однослойной стальной круговой пластины, которую

в первом приближении можно считать абсолютно твердой, найденных по формуле для аб-

солютно твердого диска, и полученных по разработанной методике. Показано, что ударные

давления, полученные по разработанной методике, хорошо согласуются с аналитическим ре-

шением.

5. Используя решение для гидродинамической силы действующей на абсолютно твер-

дый диск для случая диска конечной массы, найдено аналитическое решение задачи об ударе

трехслойной круговой пластины о поверхность идеальной сжимаемой жидкости.

Прогибы, полученные аналитически и по разработанной методике, качественно совпа-

дают. Однако, количественно прогибы, полученные по разработанной методике, учитыва-

ющие гидроупругое взаимодействие между пластиной и жидкостью, существенно меньше.

Происходит это потому, что трехслойную пластину абсолютно жесткой считать нельзя, она

деформируется, и за счет этого давления быстро убывают. Пик гидродинамических давле-

ний возникает также в начальный момент времени и хорошо совпадает с аналитическим

значением.

6. На основании сравнения аналитического и численного решений задач о вертикаль-

ном ударе абсолютно твердой круговой и деформируемой трехслойной круговой пластин

об идеальную сжимаемую жидкость проведено исследование влияния связности на процесс

ударного взаимодействия конструкций с жидкостью.

Показано, что в случае когда тело можно считать абсолютно твердым, решение для

гидродинамических давлений близко к аналитическому. В случае же, когда тело является

деформируемым, необходимо учитывать гидроупругое взаимодействия тела с жидкостью, и

решать задачу в связной постановке.

7. Проведено сравнение решений для осесимметричной задачи об ударе однослойной

прямоугольной пластины об идеальную сжимаемую жидкость, полученных по разработанной

методике и в работе [108]. Решения хорошо совпадают.

8. Проведено сравнение экспериментального и численного (по разработанной методике)

решений задачи о вертикальном ударе однослойной прямоугольной пластины об идеальную

сжимаемую жидкость. При численном решении рассмотрено два случая: с учетом и без

учета воздушной прослойки. Рассмотрено влияние на гидродинамические давления скорости

взаимодействия пластины и жидкости, а также влияние воздушной прослойки на величину

максимальных гидродинамических давлений.
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Показано, что ударные давления, полученные по разработанной методике, с учетом

воздушной прослойки как количественно, так и качественно хорошо согласуются с экспери-

ментальными. Время действия ударных давлений также хорошо совпадает с эксперименталь-

ным. Давления в случае без воздушной прослойки существенно выше экспериментальных.

Также показано, что максимальные гидродинамические давления зависят от скорости

взаимодействия пластины с жидкостью по линейному закону.

9. На основании сравнения численных решений для случая с воздушной прослойкой

и без нее рассмотрено влияние воздушной прослойки на процесс ударного взаимодействия

конструкций с жидкостью.

Показано, что на малых скоростях взаимодействия влияние воздушной прослойки су-

щественно сказывается на величине максимальных давлений. Максимальные давления при

учете воздушной прослойки меньше в 3-4 раза. С ростом скорости взаимодействия влияние

воздушной прослойки уменьшается.

Также показано, что при учете воздушной прослойки давления и скорость пластины

изменяются плавно. Понятия скорости соударения при учете воздушной прослойки неопре-

делено, поэтому в дальнейшем все зависимости будут строиться от начальной скорости.

10. В результате получено, что по разработанной методике возможно адекватно моде-

лировать ударное взаимодействие слоистых элементов конструкций с жидкостью с учетом

воздушной прослойки в связной постановке.
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3 ВЕРТИКАЛЬНЫЙ УДАР ОБ ИДЕАЛЬНУЮ

СЖИМАЕМУЮ ЖИДКОСТЬ СЛОИСТЫХ

КРУГОВОЙ ПЛАСТИНЫ, ПРЯМОУГОЛЬНОЙ

ПЛАСТИНЫ И МАЛОКИЛЕВАТОГО КЛИНА

В предыдущей главе поставлена задача работы и верифицирована численная методика

исследования.

В данной главе на ряде примеров продемонстрированы результаты исследования дина-

мических характеристик слоистых элементов конструкций, при их ударном взаимодействии

с идеальной сжимаемой жидкостью.

3.1 Вертикальный удар круговой пластины

В данном пункте рассматривается вертикальный задача об ударе трехслойной симмет-

ричной по толщине круговой пластины об идеальную сжимаемую жидкость (воду).

Применительно к рассматриваемому вопросу можно привести следующие, полученные

другими авторами, результаты, полезные при численном моделировании.

В работе [19] исследована задача об ударе круглого диска радиуса r о несжимаемую

жидкость бесконечной глубины и конечной глубины d. Там показано, что при d > 1.1r вли-

яние дна незначительно.

При ударе затупленных тел о поверхность жидкости, граница контакта будет расши-

ряться со сверхзвуковой скоростью. В таких условиях необходимо учитывать сжимаемость

жидкости [28].

В работе [14] показано для диска, падающего в цилиндрический бассейн радиуса R, что

при R > 2r влияние стенок незначительно.

3.1.1 Описание конечно-элементной модели

Трехслойная симметричная по толщине круговая пластина (Рисунок 18) диаметром

2r вертикально падает на идеальную сжимаемую жидкость. Толщина несущих слоев: H1

и H2, толщина заполнителя: H3. Далее везде под первым слоем понимается несущий слой

соприкасающийся с водой, под вторым слоем – несущий слой не соприкасающийся с водой.

Задача решается в осесимметричной постановке.
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Рис. 18. Модель трехслойной симметричной по толщине пластины в начальный момент вре-

мени

В программном комплексе моделируется область радиусом 2000 мм и высотой 1600

мм. Водой заполнено 105 см снизу, остальное заполнено воздухом. Область моделируется

элементами Эйлера. Размер элемента области 2.5 мм. Количество элементов, моделирующих

область, 512000. На нижней границе области задается условие свободного убегания волн, что

соответствует случаю бесконечной глубины.

Пластина моделируется элементами Лагранжа. Размер элемента пластины 10 мм. Ко-

личество элементов, моделирующих пластину, 2000. Расчет проводится при r = 1000 мм,

H1 = H2 = 40 мм, H3 = 120 мм. Сначала моделируется пластина толщиной H = 200 мм

из материала несущих слоев (Д16Т), а потом внутренние элементы, соответствующие запол-

нителю, заполняются материалом заполнителя (фторопласт-4). Таким образом, на границе

слоев между слоями трехслойной пластины задается условие равенства перемещений. Пла-

стина свободно падает на жидкость (край круговой пластины свободный).

В начальный момент времени пластина, находящаяся на расстоянии 5 см от невозму-

щенной поверхности воды, приобретает начальную скорость. Начальная скорость задается в

каждом узле пластины.

На рисунке 19 представлен фрагмент конечно-элементной модели.

Для несущих слоев используется материал Д16Т, а для заполнителя фторопласт-4.

Характеристики материалов, приведенные в таблице 7, взяты из [30].

Рассматриваются четыре случая: с учетом воздушной прослойки и без для пластин с

грузом и без него.

В случае отсутствия воздушной прослойки пластина в первоначальный момент време-
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Рис. 19. Фрагмент конечно-элементной модели

ни соприкасается с невозмущенной поверхностью жидкости. Для этого случая начальная

скорость является скоростью соударения.

Для случая с грузом, ко второму слою пластины жестко прикреплен груз. На рисунке 20

представлен фрагмент конечно-элементной модели пластины с грузом.

Рис. 20. Фрагмент конечно-элементной модели для случая с грузом

Расчеты проводятся для скоростей соударения: 5, 10, 15, 20 м/с.

Таблица 7. Характеристики материалов

Характеристики Д16Т Фторопласт-4

K, МПа 92140 4700

G, МПа 30750 90

ρ, кг/м3 2700 2150



59

3.1.2 Результаты расчетов

На рисунках 21-24 показаны прогибы первого и второго слоя пластины в зависимости

от времени и радиуса при начальной скорости 5 м/с.

a) b)

c) d)

Рис. 21. Прогибы первого слоя по радиусу пластины при начальной скорости 5 м/с: a) без

воздушной прослойки и без груза, b) без воздушной прослойки с грузом, с) с воздушной

прослойкой без груза, d) с воздушной прослойкой и с грузом.

Из рисунков видно, что в случае отсутствия груза средняя часть пластины тормозиться

больше, чем крайняя, и пластина принимает куполообразную форму.

Для случаев с грузом, пластина выгибается волной против направления движения, что
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a) b)

c) d)

Рис. 22. Прогибы первого слоя пластины от времени при начальной скорости 5 м/с: a) без

воздушной прослойки и без груза, b) без воздушной прослойки с грузом, с) с воздушной

прослойкой без груза, d) с воздушной прослойкой и с грузом.
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a) b)

c) d)

Рис. 23. Прогибы второго слоя по радиусу пластины при начальной скорости 5 м/с: a) без

воздушной прослойки и без груза, b) без воздушной прослойки с грузом, с) с воздушной

прослойкой без груза, d) с воздушной прослойкой и с грузом.
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a) b)

c) d)

Рис. 24. Прогибы второго слоя от пластины времени при начальной скорости 5 м/с: a) без

воздушной прослойки и без груза, b) без воздушной прослойки с грузом, с) с воздушной

прослойкой без груза, d) с воздушной прослойкой с грузом.
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является следствием инерции тяжелого груза.

Хорошо видно сильное различие в поведении пластины при учете воздушной прослойки,

как для случая с грузом, так и без него. Пластина совершает колебательные движения вокруг

невозмущенного положения, что для случая без воздушной прослойки не наблюдается.

Также хорошо видно, что второй слой пластины не в точности повторяет поведение

первого, и имеет ярко выраженный изгиб, как по, так и против направления движения.

На рисунке 25 приведено сравнение максимальных прогибов пластины в зависимости от

начальной скорости для разных случаев. Видно, что прогибы на рассматриваемом диапазоне

скоростей имеют линейную зависимость от начальной скорости. Прогибы пластины в случае

без груза и без воздушной прослойки и в случае с грузом и с учетом воздушной прослойкой

очень близки. Можно сделать вывод, что, чем больше жесткость системы пластина-среда,

тем меньше прогибы.

Рис. 25. Сравнение максимальных прогибов пластины в зависимости от начальной скорости

Чтобы определить сжатие слоев нужно от перемещения одного слоя отнять перемеще-

ния другого, предварительно приведя их к одной системе координат. Нужно отнимать от

перемещения убегающих слоев перемещение догоняющих слоев, тогда сжатие будет тради-

ционно выражаться отрицательными значениями, а растяжение положительными.

В таблицу 8 занесены показатели максимальных сжатия и растяжения пластины по оси

Z (в поперечном направлении) в зависимости от начальной скорости, а также деформации

пластины (сжатие отнесенное к первоначальной толщине пластины ∆H
H

).
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Таблица 8. Сжатие заполнителя

Расчетный

случай

Начальная

скорость, м/с

Максимальное

сжатие, мм

Деформации

сжатия

Максимальное

растяжение,

мм

Деформации

растяжения

Без груза, без

воздушной

прослойки

5 0.171 8.55 · 10−4 0.175 8.75 · 10−4

10 0.349 17.45 · 10−4 0.339 16.95 · 10−4

15 0.533 26.65 · 10−4 0.465 23.25 · 10−4

20 0.722 36.1 · 10−4 0.658 32.9 · 10−4

C грузом, без

воздушной

прослойки

5 0.262 13.1 · 10−4 0.158 7.9 · 10−4

10 0.523 26.15 · 10−4 0.307 15.35 · 10−4

15 0.782 39.1 · 10−4 0.435 21.75 · 10−4

20 1.04 52 · 10−4 0.595 29.75 · 10−4

Без груза, c

воздушной

прослойкой

5 0.0662 3.31 · 10−4 0.0521 2.61 · 10−4

10 0.177 8.85 · 10−4 0.19 9.5 · 10−4

15 0.751 37.55 · 10−4 0.811 40.55 · 10−4

20 1.013 50.65 · 10−4 0.933 46.65 · 10−4

C грузом, c

воздушной

прослойкой

5 0.115 5.75 · 10−4 0.06 3 · 10−4

10 0.6 30 · 10−4 0.7 35 · 10−4

15 1.145 57.25 · 10−4 1.386 69.3 · 10−4

20 1.673 83.65 · 10−4 2.467 123.35 · 10−4

На рисунке 26 показана зависимость сжатия пластины в поперечном направлении от

времени для разных случаев. Сплошной линией показано сжатие всей пластины, точками —

только заполнителя. Как видно из графиков, сжатию подвергается в основном заполнитель.

На рисунке 27 показано сравнение максимального сжатия заполнителя в поперечном на-

правлении в зависимости от начальной скорости для разных случаев. Можно сделать вывод,

что сжатие на рассматриваемом участке скоростей от начальной скорости зависит линейно.

Наличие груза существенно сказывается на сжатии пластины в направлении оси Z.

Как уже отмечалось выше давление на пластину со стороны воды можно найти, как

напряжения, действующие по нормали к поверхности пластины. Однако, если пластина изги-

бается относительно слабо, то есть если направляющие косинусы нормали близки к единице,

то можно без особой ошибки принять за давления, напряжения, действующие по глобальной

оси Z. На рисунке 28 показаны направляющие косинусы (в процентах от единицы) поверх-

ности пластины в зависимости от времени при начальной скорости 20 м/с (как видно из

рисунка 25, пластина при такой скорости изгибается максимально сильно).

Из рисунка 28 видно, что все косинусы близки к единице, и в дальнейшем за давления

принимаются напряжения на поверхности пластины, взаимодействующей с водой, действу-

ющие по оси Z.

На рисунке 29 приведены напряжения по оси Z в разных слоях пластины при начальной
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a) b)

c) d)

Рис. 26. Сжатие пластины в зависимости от времени: a) без воздушной прослойки и без груза,

b) без воздушной прослойки с грузом, с) с воздушной прослойкой без груза, d) с воздушной

прослойкой с грузом.
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Рис. 27. Сжатия заполнителя в поперечном направлении от начальной скорости

скорости 20 м/с. Напряжения на внешней границе 1 слоя есть давления. Как видно, в случае

без воздушной прослойки максимальные давления возникают в начальный момент времени

и постепенно затухают. Максимальны давления для случая с грузом и без одинаковы.

В случае с воздушной прослойкой, давления нарастают постепенно, имеют явно выра-

женный пик, а затем затухают. Также из рисунка видно, что высокие напряжения по оси Z

возникают в заполнителе (как сжимающие так и растягивающие).

Хорошо видно, что с грузом, как для случая с воздушной прослойкой, так и без нее,

напряжения во втором слое пластины значительно выше, чем без груза.

На рисунке 30 показаны напряжений в радиальном направлении.

Из рисунка видно, что максимальные растягивающие напряжения возникают на внеш-

ней границе второго слоя, а максимальные сжимающие — на внешней границе первого. Од-

нако, на внешней и внутренней границах второго слоя, также возникают весьма высокие

сжимающие напряжения.

Также видно, что при наличии воздушной прослойки радиальные напряжения возрас-

тают более, чем в два раза.

Радиальные напряжения во втором слое, также как и напряжения по оси Z, при наличии

груза возрастают. В целом при наличии груза второй слой становится более напряженным.

На рисунке 31 показаны напряжения по Мизесу в зависимости от времени. Из рисунка

видно, что для всех случаев максимальные эквивалентные напряжения возникают на внеш-
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a) b)

c)
d)

Рис. 28. Направляющие косинусы в зависимости от времени: a) без воздушной прослойки и

без груза, b) без воздушной прослойки с грузом, с) с воздушной прослойкой без груза, d) с

воздушной прослойкой с грузом.
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a) b)

c) d)

Рис. 29. Напряжения по оси Z от времени: a) без воздушной прослойки и без груза, b) без

воздушной прослойки с грузом, с) с воздушной прослойкой без груза, d) с воздушной про-

слойкой с грузом.
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a) b)

c) d)

Рис. 30. Напряжения по оси R от времени: a) без воздушной прослойки и без груза, b)

без воздушной прослойки с грузом, с) с воздушной прослойкой без груза, d) с воздушной

прослойкой с грузом.



70

a) b)

c) d)

Рис. 31. Напряжения по Мизесу от времени: a) без воздушной прослойки и без груза, b)

без воздушной прослойки с грузом, с) с воздушной прослойкой без груза, d) с воздушной

прослойкой с грузом.
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ней границе второго слоя, однако, достаточно высокие напряжения возникают и на внешней

границе первого.

При наличии груза второй слой существенно более напряжен, чем первый, что позво-

ляет внести в конструкцию пластины асимметрию по толщине.

На рисунке 32 показано сравнение максимальных напряжений по Мизесу для разных

случаев в зависимости от начальной скорости. Как видно, напряжения от начальной скоро-

сти, на рассматриваемом диапазоне скоростей, зависят линейно. Видно, что наличие груза и

воздушной прослойки существенно влияет на максимальные напряжения.

При относительно малых начальных скоростях взаимодействия (5 м/с) максимальные

эквивалентные напряжения достигаются для случая с грузом и без воздушной прослойкой.

Однако, напряжения для случая с грузом и с воздушной прослойкой в зависимости от на-

чальной скорости растут существенно быстрее.

Рис. 32. Максимальные напряжения в зависимости от начальной скорости

В итоге, при решении задач ударного взаимодействия слоистых элементов конструкций

с жидкостью необходимо учитывать, как наличие воздушной прослойки, так и груза.

3.2 Вертикальный удар прямоугольной пластины

В данном пункте рассматривается вертикальный удар трехслойной симметричной по

толщине прямоугольной пластины об идеальную сжимаемую жидкость (воду).
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Применительно к рассматриваемому вопросу можно привести следующие, полученные

другими авторами, результаты, полезные при численном моделировании.

В работе [43] М. В. Келдыш исследовал задачу об ударе жесткой пластины шириной 2r

о несжимаемую жидкость конечной глубины d. Им было показано, что при d > 5r влияние

дна уже незначительно.

3.2.1 Описание конечно-элементной модели

Трехслойная симметричная по толщине прямоугольная пластина (Рисунок 18) шириной

2r вертикально падает на сжимаемую жидкость. Толщина несущих слоев: H1 и H2, толщина

заполнителя: H3.

В программном комплексе моделируется область шириной 2000 мм и высотой 3100 мм.

Водой заполнено 200 см снизу, остальное заполнено воздухом. Область моделируется эле-

ментами Эйлера. Размер элемента области 2.5 мм. Количество элементов, моделирующих

область, 992000. На нижней границе области задается условие свободного убегания волн,

что соответствует случаю бесконечной глубины.

Пластина моделируется элементами Лагранжа. Размер элемента пластины 10 мм. Ко-

личество элементов, моделирующих пластину, 2000. Расчет проводится при r = 1000 мм,

H1 = H2 = 40 мм, H3 = 120 мм. Сначала моделируется пластина толщиной H = 200 мм

из материала несущих слоев (Д16Т), а потом внутренние элементы, соответствующие запол-

нителю, заполняются материалом заполнителя (фторопласт-4). Таким образом, на границе

слоев между слоями трехслойной пластины задается условие равенства перемещений. Пла-

стина свободно падает на жидкость (граничные условия на краю свободные).

В начальный момент времени пластина, находящаяся на расстоянии 5 см от невозму-

щенной поверхности воды, приобретает начальную скорость. Начальная скорость задается в

каждом узле пластины.

На рисунке 33 представлен фрагмент конечно-элементной модели.

Для несущих слоев использован материал Д16Т, а для заполнителя фторопласт-4. Ха-

рактеристики материалов, приведенные в таблице 7.

Расчеты проводились для начальных скоростей : 5, 10, 15, 20 м/с.

3.2.2 Результаты расчетов

На рисунках 34-37 показаны прогибы первого и второго слоя пластины в зависимости

от времени и ширины при начальной скорости 10 м/с.
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Рис. 33. Фрагмент конечно-элементной модели

Из рисунков видно, что, для расчетного случая без воздушной прослойки, средняя часть

пластины тормозиться больше, чем крайняя, и пластина принимает вогнутую форму, а для

случая с воздушной прослойкой, что пластина совершает колебательные движения около

невозмущенного положения.

На рисунке 38 приведены максимальные прогибы пластины в зависимости от начальной

скорости. Из рисунка видно, что максимальные прогибы имеют линейную зависимость от

начальной скорости.

На рисунке 39 показана зависимость сжатия пластины по оси Z от времени. Сплош-

ной линией показано сжатие всей пластины, точками — только заполнителя. Как видно из

графиков, сжатию подвергается в основном заполнитель.

В таблицу 9 занесены показатели максимальных сжатия и растяжения пластины в по-

перечном направлении (по оси Z) в зависимости от начальной скорости, а также деформации

пластины (сжатие отнесенное к первоначальной высоте пластины ∆H
H

).

На рисунке 40 показано максимальное сжатие заполнителя в поперечном направлении

в зависимости от начальной скорости. Сплошной линией показано сжатие, точками — рас-

тяжение. Как видно из графиков, на рассматриваемом участке начальных скоростей сжатие

и растяжение от начальной скорости зависят линейно.

На рисунке 41 показаны направляющие косинусы (в процентах от единицы) поверх-

ности пластины в зависимости от времени при начальной скорости 20 м/с (как видно из

рисунка 38, пластина при такой скорости изгибается максимально сильно).

Из рисунка 41 видно, что все косинусы близки к единице, и в дальнейшем за давления
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а) б)

Рис. 34. Прогибы первого слоя по ширине пластины: a) без воздушной прослойки, b) с воз-

душной прослойкой.

а) б)

Рис. 35. Прогибы первого слоя от времени: a) без воздушной прослойки, b) с воздушной

прослойкой.
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а) б)

Рис. 36. Прогибы второго слоя по ширине пластины: a) без воздушной прослойки, b) с воз-

душной прослойкой.

а) б)

Рис. 37. Прогибы второго слоя от времени: a) без воздушной прослойки, b) с воздушной

прослойкой.
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а) б)

Рис. 38. Максимальные прогибы пластины в зависимости от начальной скорости: a) без воз-

душной прослойки, b) с воздушной прослойкой.

а) б)

Рис. 39. Сжатие пластины по оси Z от времени: a) без воздушной прослойки, b) с воздушной

прослойкой.
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Таблица 9. Сжатие заполнителя

Расчетный

случай

Начальная

скорость, м/с

Максимальное

сжатие, мм

Деформации

сжатия

Максимальное

растяжение,

мм

Деформации

растяжения

Без

воздушной

прослойки

5 0.167 8.35 · 10−4 0.183 9.15 · 10−4

10 0.342 17.1 · 10−4 0.354 17.7 · 10−4

15 0.527 26.35 · 10−4 0.540 27.0 · 10−4

20 0.719 35.95 · 10−4 0.713 35.65 · 10−4

C воздушной

прослойкой

5 0.04 2 · 10−4 0.035 1.75 · 10−4

10 0.1 5 · 10−4 0.09 4.5 · 10−4

15 0.38 19 · 10−4 0.42 21 · 10−4

20 0.67 33.5 · 10−4 0.74 37 · 10−4

а) б)

Рис. 40. Сжатие заполнителя по оси Z от начальной скорости: a) без воздушной прослойки,

b) с воздушной прослойкой.
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а) б)

Рис. 41. Направляющие косинусы при начальной скорости 20 м/с: a) без воздушной прослой-

ки, b) с воздушной прослойкой.

принимаются напряжения на поверхности пластины, взаимодействующей с водой, действу-

ющие по оси Z.

а) б)

Рис. 42. Напряжения по оси Z при начальной скорости 10 м/с: a) без воздушной прослойки,

b) с воздушной прослойкой.

На рисунке 42 приведены напряжения по оси Z в разных слоях пластины при начальной

скорости 10 м/с. Напряжения на внешней границе 1 слоя есть давления. Как видно, для

случая отсутствия воздушной прослойки, максимальные давления возникают в начальный

момент времени и постепенно стухают.

С учетом воздушной прослойки, максимальные давления нарастают постепенно по мере
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приближения к поверхности жидкости. Также из рисунка видно, что высокие напряжения

по оси Z возникают в заполнителе (как сжимающие, так и растягивающие).

На рисунке 43 показаны напряжений по оси Х. Из рисунка видно, что, для случая

отсутствия воздушной прослойки, максимальные растягивающие напряжения возникают на

внешней границе второго слоя, а максимальные сжимающие — на внешней границе первого.

Также из рисунков 34-37 и рисунка 43 видно, что выгибание второго слоя в разных

направлениях, как в случае круговой пластины, не наблюдается. Для случая с воздушной

прослойкой, максимальные растягивающие напряжения возникают на внешней границе пер-

вого слоя, а максимальные сжимающие — на внешней границе второго.

а) б)

Рис. 43. Напряжения по оси X при начальной скорости 10 м/с: a) без воздушной прослойки,

b) с воздушной прослойкой.

На рисунке 44 показаны напряжения по Мизесу. Из рисунка видно, что без воздушной

прослойки максимальные эквивалентные напряжения возникают на внешней границе второ-

го слоя, однако, достаточно высокие напряжения возникают и на внешней границе первого.

Разница между ними составляет почти 9 %.

С учетом воздушной прослойки, максимальные эквивалентные напряжения возникают

на внешней границе первого слоя, однако, достаточно высокие напряжения возникают и на

внешней границе второго. Разница между ними составляет почти 1 %.

На рисунке 45 показаны напряжения в зависимости от начальной скорости. Из рисун-

ка видно, что напряжения на рассматриваемом участке начальных скоростей от начальной

скорости зависят линейно.
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а) б)

Рис. 44. Напряжения по Мизесу при скорости соударения 10 м/с: a) без воздушной прослойки,

b) с воздушной прослойкой.

а) б)

Рис. 45. Максимальные напряжения в зависимости от начальной скорости: a) без воздушной

прослойки, b) с воздушной прослойкой.

3.3 Вертикальный удар малокилеватого клина

В данном пункте рассматривается вертикальный удар трехслойного симметричного по

толщине малокилеватого клина об идеальную сжимаемую жидкость (воду).
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3.3.1 Описание конечно-элементной модели

Трехслойный симметричный по толщине клин (Рисунок 46) c шириной каждой пласти-

ны (составляющей половину клина) r вертикально падает на сжимаемую жидкость. Толщина

несущих слоев: H1 и H2, толщина заполнителя: H3.

Рис. 46. Модель трехслойного симметричного по толщине клина в начальный момент взаи-

модействия с жидкостью

Моделирование задачи проводится в плоскосимметричной постановке. В программном

комплексе моделируется область шириной 2000 мм и высотой 3100 мм. Водой заполнено 200

см снизу, остальное заполнено воздухом. Область моделируется элементами Эйлера. Размер

элемента области 5 мм. Количество элементов, моделирующих область, 248000. На нижней

границе области задается условие свободного убегания волн, что соответствует случаю бес-

конечной глубины.

Пластина клина моделируется элементами Лагранжа. Размер элемента пластины 10

мм. Количество элементов, моделирующих пластину, 2000. Расчет проводится при r = 1000

мм, H1 = H2 = 40 мм, H3 = 120 мм. Сначала моделируется пластина толщиной H = 200 мм

из материала несущих слоев (Д16Т), а потом внутренние элементы, соответствующие запол-

нителю, заполняются материалом заполнителя (фторопласт-4). Таким образом, на границе

слоев между слоями трехслойной пластины задается условие равенства перемещений. Клин

свободно падает на жидкость (граничные условия на краю свободные).

Ввиду наличия симметрии относительно оси Z1, рассматривалась только половина кли-

на. Симметрия вводилась путем запрещения перемещений в направлении X1 на оси симмет-

рии клина.

В начальный момент времени клин, соприкасающийся с невозмущенной поверхностью

воды, приобретает начальную скорость. Начальная скорость задается в каждом узле пла-
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стины.

На рисунке 47 представлен фрагмент конечно-элементной модели.

Рис. 47. Фрагмент конечно-элементной модели

Для несущих слоев использован материал Д16Т, а для заполнителя фторопласт-4. Ха-

рактеристики материалов, приведенные в таблице 7.

Расчеты проводились для начальных скоростей: 5, 10, 15, 20 м/с.

3.3.2 Результаты расчетов

На рисунках 48-51 показаны прогибы первого и второго слоя клина в зависимости от

времени и ширины для случая начальной скорости 5 м/с.

Рис. 48. Прогибы первого слоя клина по ширине при начальной скорости 5 м/с в разные

моменты времени
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Рис. 49. Прогибы первого слоя клина в зависимости от времени при начальной скорости 5

м/с

Рис. 50. Прогибы второго слоя клина по ширине клина при начальной скорости 5 м/с в

разные моменты времени
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Рис. 51. Прогибы второго слоя клина в зависимости от времени при начальной скорости 5

м/с

Из рисунков видно, что свободные концы пластин клина совершают колебательные

движения около первоначальной невозмущенной формы. Максимальный прогиб достигается

в направлении движения.

Рис. 52. Максимальные прогибы клина в зависимости от начальной скорости
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Рис. 53. Сжатие клина по оси Z от времени

На рисунке 52 приведены максимальные прогибы пластин клина в зависимости от на-

чальной скорости. Из рисунка видно, что максимальные прогибы имеют линейную зависи-

мость от начальной скорости.

На рисунке 53 показана зависимость сжатия клина по оси Z от времени при начальной

скорости 5 м/с.

В таблицу 10 занесены показатели максимальных сжатия и растяжения клина по оси

Z в зависимости от начальной скорости, а также деформации клина (сжатие отнесенное к

первоначальной высоте клина ∆H
H

).

Таблица 10. Сжатие пластин клина

Начальная

скорость, м/с

Максимальное

сжатие, мм

Деформации

сжатия

Максимальное

растяжение,

мм

Деформации

растяжения

5 0.094 4.7 · 10−4 0.06 3 · 10−4

10 0.31 15.5 · 10−4 0.29 14.5 · 10−4

15 0.57 28.5 · 10−4 0.492 24.6 · 10−4

20 1.383 69.5 · 10−4 0.987 49.35 · 10−4

На рисунке 54 показано максимальное сжатие клина по оси Z в зависимости от началь-

ной скорости.

На рисунке 55 приведены напряжения по оси Z в разных слоях клина для случая на-

чальной скорости 5 м/с. Напряжения на внешней границе 1 слоя есть давления. Как видно,
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Рис. 54. Сжатие клина по оси Z от начальной скорости

давления нарастают со временем и достигают максимума, когда клин несколько погружен в

воду, а затем стухают.

Рис. 55. Напряжения по оси Z для начальной скорости 5 м/с

На рисунке 56 показаны напряжений по оси Х. Из рисунка видно, что максимальные

растягивающие и сжимающие напряжения возникают на внешней границе второго слоя.

На рисунке 57 показаны напряжения по Мизесу. Из рисунка видно, что максимальные
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Рис. 56. Напряжения по оси Х для начальной скорости 5 м/с

эквивалентные напряжения возникают на внешней границе второго слоя, однако, достаточ-

но высокие напряжения возникают и на внешней границе первого. Разница между ними

составляет почти 21 %.

Рис. 57. Напряжения по Мизесу для начальной скорости 5 м/с

На рисунке 58 показаны максимальные напряжения в зависимости от начальной ско-

рости.
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Рис. 58. Максимальные напряжения в зависимости от начальной скорости

3.4 Выводы по главе

С помощью разработанной методики получено решение ряда задач о взаимодействии

трехслойных элементов конструкций с жидкостью.

Рассмотрено 4 случая: без воздушной прослойки и без груза, без воздушной прослойки

с грузом, с воздушной прослойкой без груза, с воздушной прослойкой с грузом.

Получен численный набор данных, характеризующий изменение динамических харак-

теристик рассмотренных элементов конструкций в зависимости от начальной скорости, для

всех случаев.

На основании анализа данных получены следующие результаты:

1. Прогибы пластины существенно зависят от жесткости системы пластина-среда. Так в

случае без воздушной прослойкой прогибы значительно меньше, чем с ней, так как жесткость

системы пластина-воздух меньше, чем жесткость пластина-вода. Груз придает пластине до-

полнительную жесткость, что также уменьшает прогибы.

2. При наличии груза пик сжатия заполнителя больше пика растяжения в 1.5 раза.

Сжатие пластины с грузом также в 1.5 больше сжатия пластины без груза. Сравнение для

разных случаев соударение показывает, что учет воздушной прослойки и груза может суще-

ственно сказаться на сжатии пластины.
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3. В случае отсутствия воздушной прослойки максимальные гидродинамические давле-

ния для пластины с грузом и без одинаковы. Максимальные давления возникают в началь-

ный момент времени.

В случае с воздушной прослойкой максимальные давления нарастают постепенно. За

счет учета воздушной прослойки давления значительно меньше, чем для случая без учета

воздушной прослойки.

4. Показано, что наличие груза и воздушной прослойки существенной влияет как на

уровень, так и на характер распределения напряжений.

В расчетном случае с грузом максимальные напряжения возникают во втором несущем

слое, и они существенно больше, чем напряжения в первом несущем слое, что в перспективе

позволяет внести асимметрию по толщине в конструкцию пластины.

Наблюдается высокий уровень осевых напряжений по всей толщине пластины, что мо-

жет быть причиной расслоения. В дальнейших исследованиях необходимо более точно смо-

делировать взаимодействие между слоями пластины.

Сравнение максимальных эквивалентных напряжений для случаев с грузом и без гру-

за, с учетом воздушной прослойки и без нее позволяет сделать вывод, что самые высокие

напряжения возникают при учете как груза, так и воздушной прослойки, и их необходи-

мо учитывать при проектировании конструкций вступающих в ударное взаимодействие с

жидкостью.

5. Показано, что основные динамические характеристики рассмотренных элементов

конструкций: прогибы элементов конструкций, деформации пластин и клина, давления, дей-

ствующие на конструкции со стороны воды, напряжения в элементах конструкций имеют

линейную зависимость от начальной скорости взаимодействия. Так как это справедливо для

всех рассмотренных элементов конструкций, можно сделать вывод, что данная зависимость

проявляется в общем при ударном взаимодействии тел с жидкостью.

6. В дальнейших исследованиях необходимо более точно смоделировать взаимодействие

между слоями пластин, а также рассмотреть поведение материалов пластин за пределами

закона Гука.

Возможно усовершенствовать модель жидкости: известно, что в поверхностных слоях

жидкости растворены пузырьки воздуха, что увеличивает сжимаемость жидкости. К тому

же, поверхность жидкости покрыта сетью небольших волн, что может привести к перерас-

пределению гидродинамических давлений на поверхности пластин и напряжений в них.

Также следует выяснить функциями чего являются коэффициенты линейной зависи-

мости динамических характеристик от начальной скорости взаимодействия.
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4 ОСНОВНЫЕ ВЫВОДЫ

1. На основании метода конечных элементов разработана методика решения задач взаи-

модействия конструкций с жидкостью, учитывающая влияние воздушной прослойки между

телом и жидкостью, и гравитационных сил, в связной постановке.

2. Для случая конечной массы диска доведено до конца аналитическое решение Пору-

чикова для гидродинамической силы, действующей на диск, для задачи об ударе абсолютно

твердого диска о поверхность идеальной сжимаемой жидкости.

3. На основании решения для гидродинамической силы, действующей на абсолютно

твердый диск, для случая диска конечной массы, получено аналитическое решение задачи

об ударе трехслойной круговой пластины о поверхность идеальной сжимаемой жидкости.

4. С использованием разработанной методики исследовано влияние воздушной прослой-

ки между конструкцией и жидкостью на процесс удара элементов конструкции о жидкость.

5. С использованием разработанной методики исследовано влияние связности задачи

взаимодействия конструкций с жидкостью на процесс удара элементов конструкции о жид-

кость.

6. С помощью разработанной методики исследовано поведение ряда слоистых элемен-

тов конструкций при их вертикальном ударе о первоначально невозмущенную поверхность

идеальной сжимаемой жидкости. Проведен параметрический анализ динамических характе-

ристик элементов конструкции в зависимости от начальной скорости взаимодействия.
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5 СПИСОК ОБОЗНАЧЕНИЙ

Ниже представлен список основных обозначений, которыми автор пользуется в работе.

x, y, z — декартовы координаты,

t — абсолютное время,

m — масса узла (элемента),

F — сила,

ρ — плотность,

a — ускорение,

v — скорость,

u — перемещение,

w — прогиб,

c — скорость звука,

V — объем,

σ — тензор напряжений,

ε — тензор деформаций,

ϵ — удельная энергия,

p — давление,

s — девиатор тензора напряжений,

K — мгновенный модуль объемной деформации,

µ — сжатие,

G — модуль сдвига,

E — модуль Юнга,

H — толщина пластины,

S — площадь пластины,

M — масса пластины,

n — нормаль к поверхности пластины,

ν — коэффициент Пуассона,

g — ускорение свободного падения (≃9.81 м/с2),

A,B,C,D,R, U,N, L, T,W, b, k, d, q, f, h, λ, α, β, χ, ψ, γ,Γ — различные коэффициенты (в

каждом подразделе имеют свои значения),

e — экспонента (≃2.718),

π — отношение периметра окружности к диаметру (≃3.14),

τ — безразмерное время,
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r — радиус (ширина) пластины.

i — мнимая единица.
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