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ОБЩАЯ ХАРАКТЕРИСТИКА РАБОТЫ 

 

Быстрые темпы развития современных видов транспорта, аэрокосмиче-

ской, судостроительной, автомобильной и авиационной отраслей промышленно-

сти диктуют всё более высокие требования к точности расчетов напряженно-де-

формированного состояния конструкции при различного рода нестационарных 

воздействиях в условиях контактного взаимодействия. Эта область в настоящее 

время относится к числу наименее исследованных. Решение подобного рода за-

дач осложняется необходимостью учета начальных условий, смешанным и нели-

нейным характером граничных условий, а также, в ряде случаев, неизвестностью 

заранее области контакта, которая зависит от времени.  Повышенный интерес к 

этим вопросам объясняется с одной стороны достаточно широким крутом их 

практического приложения, а с другой – открытостью многих вопросов в теории 

контактных задач. 

Актуальность работы Тема диссертационной работы актуальна в фунда-

ментальном отношении, поскольку, как следует из приведенного в первой главе 

литературного обзора, нестационарные задачи для тонких оболочек и упругих 

тел в настоящее время мало исследованы. Также актуальным направлением, раз-

витым в диссертации, является разработка и создание новых численно-аналити-

ческих методов решения задач о нестационарном контактном взаимодействии 

упругих тел. В практическом плане актуальность исследований определяется по-

требностями различных отраслей промышленности в создании методов расчета 

контактных напряжений в процессе нестационарного взаимодействия оболочек 

и упругих тел.  

В настоящей диссертационной работе дана математическая постановка, 

разработаны и реализованы методы решения задач о нестационарном контакт-

ном взаимодействии тонких упругих цилиндрических и сферических оболочек с 

упругим полупространством и другими оболочками. Построены решения задач 

о нестационарных функциях влияния для цилиндрических и сферических оболо-

чек с учётом и без учёта упругого заполнителя в плоской, осесимметричной и 
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пространственной постановках соответствующих задач. Разработаны и реализо-

ваны методы, подходы и оригинальные алгоритмы решения нестационарных 

контактных задач для тонких оболочек и упругих тел. 

Целями работы являются разработка математических постановок неста-

ционарных контактных задач для тонких оболочек и упругих тел, построение ме-

тодов и подходов к решению, создание и реализация эффективных численно-

аналитических алгоритмов решения новых нестационарных контактных задач, 

получение и анализ решений этих задач в плоской, осесимметричной и простран-

ственной постановках. 

Научную новизну работы составляют следующие результаты. 

1. Математические постановки нестационарных контактных задач для тон-

ких цилиндрических и сферических оболочек и упругих тел. 

2. Нестационарные функции влияния для цилиндрических и сферических 

оболочек в плоской, осесимметричной и пространственной постановках. 

3. Нестационарные функции влияния для цилиндрических и сферических 

оболочек с упругим заполнителем в плоской и осесимметричной постановках. 

4. Развитие и обобщение метода решения задач о нестационарном контакт-

ном взаимодействии деформируемых тел, основанного на принципе суперпози-

ции и методе функциях влияния. 

5. Решение на базе разработанного метода новых нестационарных контакт-

ных задач с подвижными границами для тонких оболочек и упругих тел. 

Практическая значимость. Полученные в работе результаты и разрабо-

танные алгоритмы могут быть использованы в различных отраслях промышлен-

ности с целью создания методик расчета напряженно-деформированного состо-

яния упругих тел и оболочек в процессе нестационарного контактного взаимо-

действия. 

Методы исследования. В основу работы положен аппарат поверхностных 

функций влияния для нестационарных операторов, описывающих динамику кон-
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тактирующих тел в рамках линейных моделей [1-40]. Указанный подход позво-

ляет получить интегральные соотношения на граничных поверхностях и тем са-

мым снизить размерность задачи. Для решения полученных систем разрешаю-

щих функциональных уравнений разработаны и реализованы оригинальные чис-

ленно-аналитические алгоритмы, основанные на методе механических квадра-

тур. Для вычисления сингулярных интегралов разработаны специальные квадра-

турные формулы, учитывающие сильные особенности ядер соответствующих 

интегральных операторов. Созданы итерационные процедуры, позволяющие 

учесть эффекты отслоения граничных поверхностей взаимодействующих тел и 

выход перемещений за границы области контакта, а также уточнить положения 

границ области контакта с учётом деформируемости граничных поверхностей. 

Достоверность полученных результатов обеспечивается математически 

строгой и физически корректной постановкой задач, применением апробирован-

ных математических методов решения нестационарных задач механики дефор-

мируемого твёрдого тела, анализом сходимости предложенных алгоритмов ре-

шения. Полученные результаты в частных случаях полностью совпадают с из-

вестными результатами других авторов и не противоречат имеющимся физиче-

ским представлениям. 

Апробация работы. Результаты научных исследований, составляющие 

предмет диссертации, докладывались на: 

– IV-ХХVI ежегодных Международных симпозиумах «Динамические и 

технологические проблемы механики конструкций и сплошных сред имени А.Г. 

Горшкова» (г. Москва, 1998-2020); 

– VIII- XII Всероссийских съездах по фундаментальным проблемам теоре-

тической и прикладной механики (г. Пермь 2001, г. Нижний Новгород 2006, 

2011; г. Казань 2015, г. Уфа 2019 гг.); 

– III-VII Международных научных школах-семинарах «Импульсные про-

цессы в механике сплошных сред» (г. Николаев, 1999, 2001, 2003, 2005, 2007); 
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– ХХ Международной конференции «Математическое моделирование в 

механике сплошных сред на основе методов граничных и конечных элементов» 

(г. Санкт-Петербург, 2003); 

– III Всероссийской конференции по теории упругости с международным 

участием (г. Ростов-на-Дону, 2004); 

– III Международной научно-практической конференции «Проблемы без-

опасности на транспорте» (г. Гомель, 2005); 

– Международной конференции «Интегральные уравнения и их примене-

ния» (г. Одесса, 2005); 

– II Всероссийской научной конференции по волновой динамике машин и 

конструкций (г. Н. Новгород, 2007 г.); 

– Международной конференции «Научно-технические проблемы прогно-

зирования надежности и долговечности конструкций и методы их решения» (г. 

Санкт-Петербург, 2008); 

– II международной научной конференции «Современные проблемы меха-

ники и математики» (г. Львов, 2008); 

– Международной конференции, посвященной 70-летию ректора МГУ 

В.А. Садовничего «Современные проблемы математики, механики и их прило-

жений» (г. Москва, 2009); 

– Международной научной конференции «Импульсные процессы в меха-

ники сплошных сред» (г. Николаев, 2009); 

– Второй международной конференции «Проблемы нелинейной динамики 

деформируемого твердого тела» (г. Казань, 2009); 

– Международной научной конференции «Теория оболочек и мембран в 

механике и биологии: от макро- до наноразмерных структур» (г. Минск, 2013); 

– III Международной научно-практической конференции «Проблемы и 

перспективы развития транспортных систем и строительного комплекса» (г. Го-

мель, 2013); 

– VII Всероссийской (с международным участием) конференции по меха-

нике деформируемого твердого тела (г. Ростов-на-Дону, 2013); 
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– IX Международной научной конференции «Математические проблемы 

механики неоднородных структур» (г. Львов, 2014); 

– VIII Всероссийской конференции по механике деформируемого твердого 

тела (г. Чебоксары, 2014); 

– Ежегодных научных конференциях «Ломоносовские чтения» (г. Москва, 

2014-2020); 

– I-V Международных научных семинарах «Динамическое деформирова-

ние и контактное взаимодействие тонкостенных конструкций при воздействии 

полей различной физической природы» (г. Москва, 2014-2016); 

– X Всероссийской школе-семинаре «Математическое моделирование и 

биомеханика в современном университете» (г. Ростов-на-Дону, 2015); 

– Научных конференциях «Проблемы прочности, динамики и ресурса» (г. 

Нижний Новгород, 2017-2019); 

– XV International conference «Dynamical system modeling and stability inves-

tigation» (г. Киев, 2011); 

– 23rd International Congress of Theoretical and Applied Mechanics (Beijing, 

China, 2012); 

– International conference "Shell structures: theory and applications" (Gdansk, 

Poland, 2017); 

– 24rd International Congress of Theoretical and Applied Mechanics (Montreal, 

Canada, 2016); 

– First International Conference on Theoretical, Applied and Experimental Me-

chanics (Cyprus, Greece, 2018); 

– Second International Conference on Theoretical, Applied and Experimental 

Mechanics (Corfu, Greece, 2019). 

Публикации. По теме диссертации опубликовано 114 научных работ, в 

том числе 40 научных статей в изданиях, рекомендованных ВАК Министерства 

науки и высшего образования Российской Федерации, из них 27 в изданиях, вхо-

дящих в международные реферативные базы данных и системы цитирования 



 
 

8 
 

WoS и SCOPUS, а также получено 2 Свидетельства о государственной регистра-

ции программы для ЭВМ. 

Структура и объем работы. Диссертация состоит из введения, пяти глав, 

заключения и списка литературы, включающего 284 наименования. Общий 

объем диссертации составляет 300 страниц, включая 117 рисунков и 3 таблицы. 

 

СОДЕРЖАНИЕ РАБОТЫ 

 

В первой главе приведён аналитический обзор научных работ, связанных 

с темой диссертационного исследования, приведены математические постановки 

нестационарных контактных задач для оболочек и упругих тел, включающие 

уравнения движения, кинематические и физические соотношения, начальные 

условия, граничные условия и условия контакта. Выделены вопросы, касающи-

еся определения области контакта в нестационарных контактных задачах с по-

движными границами. Указан способ сведения математических постановок не-

стационарных контактных задач к системам разрешающих уравнений. Приве-

дены функции влияния для упругого полупространства. 

Основным результатом первой главы является система разрешающих 

уравнений нестационарных контактных задач с подвижными границами для обо-

лочек и упругих тел, одно из которых (основание) в начальный момент времени 

полагается неподвижным, а другое (ударник) – движется с заданной начальной 

скоростью 0V  и в начальный момент времени входит в контакт с основанием. 

При записи всех уравнений и соотношении в диссертации использована 

следующая система безразмерных величин (штрихом обозначены размерные па-

раметры) 
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где L  – характерный линейной размер, c  – характерная скорость, 
 , 

  – ха-

рактерные упругие постоянные;   1,2,3ix i   – пространственные координаты; 

u , w  – векторы перемещений упругого заполнителя и оболочки; 

t ,   – размерное и безразмерное время,  ,   – упругие постоянные Ламе мате-

риала заполнителя; 0 , 0  – упругие постоянные Ламе материала оболочки; 0  

– плотность материала оболочки, 1c , 2c  – скорости продольных и сдвиговых волн 

в материале заполнителя, 10c , 20c  – скорости продольных и сдвиговых волн в ма-

териале оболочки, 
ij  – компоненты тензора напряжения,  1 2 3, ,p p pp  – век-

тор контактного давления, h  – толщина оболочки.  

Основное разрешающее интегральное уравнение вытекает из принципа су-

перпозиции и граничных условий  

    0 ,  ,Tf  A p V x x  (1) 

где  A p  – интегральный оператор, ядром которого является разность функций 

влияния взаимодействующих тел 

          2 1

10

, , , , , , , , .

T

N
i i

i

i

dt t t p t ds





    
  Ap G x ξ G x ξ ξ n  

Здесь  f x  – функция, определяющая положение границы ударника в началь-

ный момент времени,  1 2 3, ,x x xx ,  1 2 3, ,   ξ  – вектор-строки координат не-

которой одной и той же координатной системы, которая в общем случае может 

быть криволинейной (число координат может быть от единицы до трех и опре-
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деляется размерностью задачи по пространственным переменным), 
 i k

G  – функ-

ции влияния ударника и основания, индекс  1  соответствует ударнику,  2  – 

основанию, 
T  – область контакта, которая в общем случае может быть много-

связной с зависящим от времени положением границ 
T . 

Функции влияния  , , ,i tG x ξ , 1.. 3i N   ( N  определяется размерностью 

задачи) для определенного линейно деформируемого тела G , ограниченного по-

верхностью G   (или кривой G    в случае, если область, занимаемая 

упругим телом, двумерная), являются решениями соответствующих начально-

краевых задач для упругого тела или оболочки при специальном типе правых 

частей уравнений движения. Математическая постановка этих начально-краевых 

задач включает:  

– уравнения движения тела относительно системы координат 1 2 3Ox x x  со 

специальной правой частью 

   ,  ,  0,i

i G   L G f x  (3) 

где x  L L L  – матрица линейных дифференциальных операторов уравнений 

движения, при этом xL  – матрица дифференциальных операторов по простран-

ственным переменным, а L  – матрица дифференциальных операторов по вре-

мени; 

– нулевые начальные условия 

 
0

0

0,  0;
i

i





 



G
G  (4) 

– граничные условия   

   ,i

i
G
B G g  (5) 

где B  – матрица-оператор граничных условий, вид которого зависит от их типа 

граничных условий, if  ig – вектора, все компоненты которых равны нулю за ис-

ключением i -й, которая совпадает с дельта-функцией Дирака  , , t  x ξ . В слу-

чае оболочки 0i g , а для упругого тела – 0i f . 
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Далее везде будем полагать, что в начальный момент времени вектор ско-

рости ударника коллинеарен внешней нормали к поверхности основания, что ис-

ключает его вращение в процессе контактного взаимодействия. 

Для определения положения границ области контакта 
T  в нулевом при-

ближении к (1) добавляются уравнения прямолинейного движения ударника как 

абсолютно твердого тела 

 
 1

T

Tm ds


 u p  (6) 

и кинематическое соотношение для определения границ области контакта из 

условия пересечения недеформированных граничных поверхностей ударника и 

основания. 

 
   1 2

,
T T

T T
 

u u  (7) 

где m  – масса ударника; 
 1

Tu , 
 2

Tu  – перемещения границ ударника и основания 

как абсолютно твердых тел. 

В некоторых случаях уравнение движения (6) удобно записать в интеграль-

ной форме  

 
   1

0 .T Tm  u V A p  (8) 

Здесь  TA p  – интегральный оператор следующего вида: 

   
 0

.

T

T

t

t dt ds





   A p p  

Итак, система разрешающих уравнений нестационарных контактных задач 

с подвижными границами включает интегральное уравнение (1), уравнение дви-

жение ударника как абсолютно твёрдого тела (6) или (8) и кинематическое соот-

ношение (7) для определения области контакта в нулевом приближении. 

Для уточнения положения границ области контакта можно использовать 

итерационную процедуру. Опишем принцип её работы. 
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На нулевой итерации положение границ области контакта 
0 T   опреде-

ляется из условия (7) с использованием уравнения движения ударника как абсо-

лютно твёрдого тела (8). 

Затем из уравнения (1) находится распределение контактного давления по 

области контакта 
0p  в нулевом приближении. После этого определяются распре-

деления нормальных перемещений границ ударника и основания в нулевом при-

ближении    1

0 ,w x ,    2

0 ,w x : 

 

           

         

1 1

0 0

10

2 2

0

10

, , , , , , ,

, , , , , , .

T

T

N
i

i

i

N
i

i

i

w dt t p t ds V f

w dt t p t ds









 
      

 
 

 
   

 
 

 

 

x G x ξ ξ n x

x G x ξ ξ n

 (9) 

После этого область контакта уточняется с помощью условий 

 
         

1

1 2

0 0 0 33,0, , ,   , 0.w w p


      x x x  (10) 

Множество точек области контакта 1 , в которых выполняются условия 

(10) является областью контакта в первом приближении. 

Затем на каждой итерации с номером 1j   выполняются следующие опе-

рации: определяется распределение контактного давления jp  в j -том приближе-

нии из решения (1), в котором T j   и проводится уточнение области контакта 

с помощью условий (10). 

По достижении заданной точности  , которая может определяться, напри-

мер, по норме    , sup ,f f  
x

x x , работа итерационной процедуры прекраща-

ется. 

Описанный итерационный алгоритм уточнения области контакта позво-

ляет учесть такие эффекты как частичное отслоение граничных поверхностей в 

зоне контакта, а также выход перемещений за её границы [2-4, 38]. 
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Вторая и третья главы посвящены нестационарным функциям влияния 

для цилиндрических и сферических оболочек. Приведены постановки нестацио-

нарных задач о функциях влияния для цилиндрических и сферических оболочек 

в плоской, осесимметричной и пространственной постановках задач. Дано их ре-

шение и проведено исследование функций влияния. Найдены функции влияния 

для цилиндрических и сферических оболочек без учёта и с учётом наличия упру-

гого заполнителя в плоской и осесимметричной постановке [1-4, 7, 15, 19, 21, 24]. 

Для описания движения оболочек используется модель С.П. Тимошенко [35], а 

для заполнителя – известные уравнения линейной теории упругости. Построены 

пространственные функции влияния для цилиндрических и сферических оболо-

чек [12, 20, 31, 38].  Решены плоские, осесимметричные и пространственные не-

стационарные задачи о воздействии давления на оболочки с учётом и без учета 

упругого заполнителя [19-21, 24]. 

Постановки нестационарных задач о функциях влияния для цилиндриче-

ских и сферических оболочек в плоской, осесимметричной и пространственной 

постановках задач включают уравнения (3)-(5). Матриц линейных дифференци-

альных операторов xL  конкретизируется в соответствии с размерностью задачи, 

выбранной моделью оболочки и системой координат. В рассматриваемых зада-

чах матрица-оператор L  – диагональная. Её диагональные элементы являются 

вторыми производными по времени. В случае наличия в оболочке заполнителя 

система уравнений движения (3) дополняется уравнениями движения упругого 

заполнителя. Цилиндрическая оболочка полагается бесконечно длинной. Кон-

такт между заполнителем и оболочкой происходит в условиях свободного про-

скальзывания. 

Для решения поставленных задач применяются интегральные преобразо-

вания Лапласа по времени, Фурье по пространственным координатам, а также 

аппарат разложений в ряды Фурье по системам собственных функций. 

Предложен и реализован оригинальный аналитический алгоритм обраще-

ния совместных интегральных преобразований Фурье и Лапласа, основанный на 
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связи интегрального преобразования Фурье и ряда Фурье на переменном интер-

вале [12, 31]. Исследована практическая сходимость рядов разложений для функ-

ций влияния. 

На рис. 1 представлены графики пространственной функции влияния 

 , ,wG z  , соответствующей нормальным перемещениям w  цилиндрической 

оболочки в различные моменты времени. Решение задачи найдено в системе ко-

ординат Oz ,  ,z   , ( , ]    связанной с осью оболочки. Безразмерные 

параметры задачи соответсвуют тонкой оболочке, выполненной из стали 

0.53, 0.005   . 

  
1   4   

Рис. 1. Пространственные распределения функции влияния для цилиндриче-

ской оболочки. 

 

В соответствии с принципом суперпозиции нормальные перемещения обо-

лочки при воздействии на её боковую поверхность D  нормального давления 

 , ,p z   определяются по формуле 

      
0

, , , , , , .w

D

w z dt G z t p t dS



              (11) 

Рассмотрим действие на покоящуюся в начальный момент времени обо-

лочку нестационарного давления вида (  H   – функция Хевисайда):  
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*

* *

*

, , sin sin

,

z
p z H z H z z

z

H H H

    
                

        

 (12) 

что соответствует внезапному приложению к оболочке давления, распределен-

ного по области   * *, :0 , 0D z z z       по закону 
* *

sin sin
z

z

    
   

   
. 

При этом в формуле (11) поверхностный интеграл заменяется повторным: 

      
* *

0 0 0

, , , , , , .

z

ww z dt d G z t p t d



                (13) 

Для вычисления интеграла в (13) используем квадратурную формулу ме-

тода прямоугольников: 

     

     

* *

1 1 1

, , , , ,  , , ,

, , , , , , , ,

N M K

t ijk ijk t

i j k

ijk w t ijk t

z
w z G z P K

M N

G z G i z j k P i j k

   

  

   


              

              



 (14) 

где  t   – обозначает целую часть числа. 

В расчетах принято * *6, 1z    . Параметры материала и оболочки те 

же, что и ранее. 

На рис. 2 представлены пространственные распределения нормальных пе-

ремещений по поверхности оболочки в различные моменты времени.  С учётом 

предварительного исследования практической сходимости, в расчетах по фор-

муле (14) принимается 20, 20N M  . Шаг по времени 0.05t  . 
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                1                                      1.5                                      2   

Рис. 2. Пространственные распределения нормальных перемещений в различ-

ные моменты времени  

 

В случае пространственной задачи для сферической оболочки дифферен-

циальные операторы системы (3), не обладают свойством инвариантности по ме-

ридиональной координате  0,   вследствие наличия переменных коэффици-

ентов, зависящих от этой координаты. Также отметим, что ввиду многообразия 

дифференциальных операторов по пространственным переменным, порождаю-

щих систему (3), использование аппарата разложений в ряды Фурье в этом слу-

чае представляет значительные трудности, связанные с определением полных 

систем ортогональных собственных функций.  

С целью преодоления указанных выше сложностей предложено [12, 20, 31] 

использовать специальные представления для перемещений и углов поворота 

сферической оболочки. По своему предназначению они аналогичны известным 

представлениям решений в теории упругости – цель их использования состоит в 

приведении исходных уравнений, не разрешимых с помощью традиционных ме-

тодов математической физики, к уравнениям, поддающимся решению с приме-

нением известных методов. В случае сферической оболочки использование 

предложенных представлений приводит исходные уравнения движения к новой 

эквивалентной системе уравнений, которая поддается решению с помощью раз-

ложений в ряды по сферическим функциям. 
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Рассмотрим процесс нестационарного пространственного движения сфе-

рической оболочки типа Тимошенко под воздействием внешнего давления [20]. 

С использованием построенной пространственной функции влияния 

 , , , ,wG       для сферической оболочки нормальные перемещения оболочки 

даются формулой 

 
     

    
0

, , , , , , , , ,

, : , , 0 .

ww dt G t p t dS

p





           

       

 
 (15) 

Для вычисления интеграла (15) используем метод квадратур. На трехмер-

ную пространственно-временную область  0,   наносим сетку с шагом t  по 

времени и шагами  ,   по угловым переменным. Самим переменным и функ-

ции давления ставим в соответствие дискретные аналоги: 

   1 1,  ,  ,  , , .k t i l i ilk i l kt k i l p p t                

Область   приближенно заменяем объединением элементарных прямо-

угольников ilD : 
,

il

i l

D   (рис. 3.4.1). При этом граница области   заменяется 

кусочно-постоянной ломаной линией  . 

 

Рис. 3. Дискретизация трехмерной пространственно-временной области инте-

грирования 
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Интеграл (15) приближенно заменяем кубатурной формулой метода весо-

вых коэффициентов 

 

 

 
1

11 1

0 0 0

, , ,

, , , , sin .

i

k

k il

LK I

ilk ilk

k i l

t

ilk

t D

w p J

J dt G t d d


 

  

   

         



 

  (1.1.16) 

Интегралы 
ilkJ  вычисляем аналитически с использованием первообразной 

 , , , ,wG       функции  , , , , sinwG        по переменным  ,    и  : 

   

     

     

 

1 1 1 1 1

1 1 1 1 1

1 1

, , , , , , , , sin ,

, , , , , , , , , , ,

     , , , , , , , , , , ,

     , , , , , ,

w w

ilk w k i l w k i l w k i l

w k i l w k i l w k i l

w k i l w k

G dt d G t d

J G G G

G G G

G G

    

    

 

              

                  

                  

         

  

 , , ,

,  .

i l

k k tt K

 

      

 

Отметим, что при вычислении перемещений с использованием описанного 

алгоритма нет необходимости в дискретизации угловых переменных   и  .  

В качестве примера рассмотрим воздействие на оболочку давления 

   p H H   , где  H   – функция Хевисайда,  H   – характеристическая 

функция области. В расчетах полагаем,    6, 3 0, 6     , а материал обо-

лочки – сталь, чему соответствуют параметры 1 40  , 1 1  , 2 0.588  . 

На рис. 4а,б изображены распределения нормальных перемещений по ме-

ридиональной координате   при 12    и осевой координате   при 4    

соответственно в различные моменты времени: сплошные кривые соответствуют 

времени 0.1  , штриховые – 0.3  , а штрихпунктирные – 0.5  . Графики по-

строены в полярных системах координат с углами   и   относительно недефор-

мированных сечений оболочки. 
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                              а)                б) 

Рис. 4. Распределения нормальных перемещений по меридиональной и осевой 

координате 

 

На рис. 5 проиллюстрировано сравнение распределений нормальных пере-

мещений сферической оболочки с упругим заполнителем по углу   в момент 

времени 0.5   в случае осесимметричной задачи при воздействии внешнего 

нормального давления      8 cos .p H H        Сплошная кривая соответ-

ствует оболочке с заполнителем, а штриховая – пустой оболочке.  В качестве ма-

териала заполнителя использован алюминий. Соответствующие безразмерные 

параметры: 0.025  , 0.504 , 1 0.98  , 2 0.476  . 

 

 

 

 

 

 

 

Рис. 5. Сравнение распределений нормальных перемещений пустой оболочки и 

оболочки с заполнителем. 
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В четвёртой главе рассмотрены плоские и осесимметричные нестацио-

нарные контактные задачи с подвижными границами для цилиндрической и сфе-

рической оболочки и упругого полупространства, а также для двух цилиндриче-

ских или сферических оболочек с учётом наличия в них упругого заполнителя.  

Для решения нестационарных кантатных задач для оболочек и упругого 

полупространства разработаны два метода. Первый из них справедлив только 

для сверхзвукового этапа взаимодействия. На этом этапе скорость расширения 

границы области контакта больше либо равна максимальной скорости распро-

странения волн в оболочке и в полупространстве. При этом перемещения не вы-

ходят за границу зоны контакта. Для этого этапа задача сведена к бесконечной 

системе интегро-дифференциальных уравнений относительно коэффициентов 

разложения искомых функций в ряды по собственным функциям цилиндриче-

ских и сферических оболочек (тригонометрическим функциям в случае цилин-

дрической оболочки или полиномам Лежандра и Гегенбауэра в случае сфериче-

ской оболочки). Решение задачи строится в декартовой прямоугольной системе 

координат Oxz . Ось Oz  направлена вглубь полупространства, а Ox  – вдоль его 

невозмущённой свободной поверхности. При решении задачи используется ин-

тегральная формула связи контактного давления с нормальными перемещени-

ями [1-3, 15]. 

Второй метод разработан для произвольного этапа нестационарного кон-

тактного взаимодействия. Здесь разрешающей является система интегральных 

уравнений относительно контактного давления, которая решается численно с ис-

пользованием специальных квадратурных формул, позволяющих учитывать син-

гулярные особенности ядер интегральных операторов. Построена разностная 

схема для разрешающей системы уравнений и численный алгоритм решения [41, 

42]. При этом используется итерационная процедура (9), (10), позволяющая 

уточнить положения границ области контакта с учётом деформируемости гра-

ничных поверхностей ударника и основания, а также учесть возможный частич-

ный отрыв граничных поверхностей и выход перемещений за границы области 

контакта [2, 4, 7, 19, 27, 34]. 
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В качестве примера рассмотрим вертикальный удар круговой цилиндриче-

ской оболочки, выполненной из стали, по стальному упругому полупространству 

( 0.492 ,
1 1.034  , 

2 0.552  , 
0 0.3m   – безразмерная погонная масса обо-

лочки, 0 0.05V  ). 

На рис. 5 представлено сравнение распределений контактного давления по 

области взаимодействия для момента времени 0.06  . Сплошная кривая соот-

ветствует итерационному методу с использованием процедуры (9), (10), пунк-

тирная – нулевой итерации. 

 

Рис. 5. Распределение контактного давления по области взаимодействия для 

момента времени 0.06  . Сплошная кривая соответствует итерационному ме-

тоду с использованием процедуры (9), (10), пунктирная – нулевой итерации. 

 

Процесс внедрения оболочки в полупространство изображен на рис. 6. Хо-

рошо видно, что при достаточно большом   начинают появляться зоны отслое-

ния граничных поверхностей оболочки и полупространства (кавитация). Также 

имеет место выход перемещений за границу области контакта ( w  – нормальные 

перемещения оболочки, zu  – нормальные перемещения границы полупростран-

ства). 
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Рис. 6. Пространственно-временное распределение нормальных перемещений 

на границе упругого полупространства. 

 

Кривые на рис. 7 показывают распределение нормальных перемещений 

оболочки по координате x   при принятии в качестве материала полупростран-

ства меди ( 0.488 , 
1 1.347  , 2 0.72  , 

0 0.3m  , 0 0.05V  ). Сплошные кри-

вые относятся  к оболочке, пунктирные – к полупространству. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  

Рис. 7. Распределение нормальных перемещений на границе полупространства 

в различные моменты времени (материал оболочки – сталь, материал полупро-

странства – медь). Сплошные кривые соответсвуют оболочке, пунктирные – 

границе полупространства. 
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В этой же главе приведены постановки задач о нестационарном контакт-

ном взаимодействии двух цилиндрических или сферических оболочек с учётом 

наличия в них упругого заполнителя, получены системы разрешающих уравне-

ний. Построены и реализованы численно-аналитические алгоритмы решения 

[19]. Проведён анализ влияния упругого заполнителя на процесс нестационар-

ного контактного взаимодействия. 

В качестве примера расчёта рассмотрим процесс нестационарного кон-

тактного взаимодействия двух стальных сферических оболочек с упругими за-

полнителями, выполненными из стали. Одна из оболочек (основание) в началь-

ный момент времени покоится, а другая (ударник) движется с начальной скоро-

стью 0 0.17V  . Примем следующие значения безразмерных  

параметров: 0 1R  , 1 0.6R  , 3

1 8.6 10   , 3

2 9.6 10   , 01 11 01 11 1       , 

02 12 02 12 0.53       . ,  0,1mR m   – радиусы оболочек. В обозначениях  

1 2 1 2,  ,  ,  ,  m m m m mR      индекс 0m   относятся к оболочке-основанию, а с индек-

сом 1m   – к оболочке-ударнику. 

Распределения давления по области контакта в различные моменты вре-

мени представлены на рис. 8. Здесь сплошная кривая соответсует моменту вре-

мени 0.1  , пунктирная – 0.2  , штрихпунктирная – 0.3  . 

 

Рис. 8. Распределения давления по области контакта в различные моменты вре-

мени. 
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Положения границ ударника и основания представлены на рис. 9. Сплош-

ные кривые соответсвуют моменту времени 1  , пунктирные – 0.6  , 

штрихпунктирные – 0.3  . Графики изображены в декартовой прямоугольной 

системе координат Oxz , плоскость 0z   которой совпадает с общей касательной 

плоскостью к оболочкам в момент начала контактного взаимодействия. 

 

Рис. 9. Положения границ ударника и основания в различные моменты вре-

мени. 

 

Сравнения графиков положения границ оболочки-ударника и оболочки-ос-

нования с учётом заполнителя (сплошные кривые) и без заполнителя в момент 

времени 1   представлено на рис. 10. Видно, что наличие заполнителя оказы-

вает значительное влияние. 
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Рис. 10. Положения границ ударника и основания с учётом (сплошные кривые) 

и без учёта (пунктирные кривые) заполнителя. 

 

Пятая глава посвящена решению пространственной контактной задачи с 

подвижными границами для абсолютно твердого тела и цилиндрической обо-

лочки [12, 31, 36]. 

Полагаем, что в начальный момент времени 0   с покоящейся оболочкой 

входит в контакт абсолютно жесткий ударник, ограниченный гладкой выпуклой 

поверхностью. Полагаем, что вектор начальной скорости ударника 0V  коллине-

арен оси Ox  (рис. 11) и направлен к центральной оси оболочки. Таким образом, 

рассматривается случай бокового удара. 

Полагаем, что контакт между ударником и оболочкой происходит в усло-

виях свободного проскальзывания (  D   – область контакта, граница которой 

зависит от времени.):  

 
     

     

, , 0,  , ;  

, , 0,  , .

p z z D

p z D

     

      
 (17) 
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Рис. 11.  

 

Первоначально оболочка находится в недеформированном состоянии, что 

соответствует нулевым начальным условиям: 

 
0 0

.
 

 w w 0  (18) 

В линейной постановке задачи условия контакта ставим на фиктивной смо-

ченной поверхности, в качестве которой используем плоскую область    , 

принадлежащую плоскости  , касательной к поверхностям оболочки и удар-

ника в начальный момент времени (рис. 11).  

В предположении о малости размера пятна контакта   diam 1    

можно положить 

    sin ,  , .y y z      (19) 

Тогда на поверхностях ударника и полупространства с учётом условий сво-

бодного проскальзывания (17) справедливы следующие соотношения 

  
   

 
   

 
   , , ,

, , , , ,  , , 0,Ty z y z y z
w y z u y z p y z

     
      (20) 

где  , ,Tu y z   – перемещение граничной поверхности ударника. 

Положим, что положение поверхности, ограничивающей ударник, в теку-

щий момент времени   задаётся явным уравнением в системе координат Oxyz : 

 
     

 

, , , ,

0 0,

T c

c

x u y z f y z u

u

    


 (21) 



 
 

27 
 

где функция  ,f y z  определяет положение поверхности, ограничивающей 

ударник, в нулевой момент времени 0  ,  cu   – перемещение центра масс 

ударника по оси Ox .    

Основное разрешающее интегральное уравнение (1) относительно иско-

мого контактного давления  , ,p y z   в этом случае принимает вид:  

    
 

   
0

, , , , , ,w c

t

dt G y z t p t dS f y z u





             (22) 

где  , ,wG y z   – пространственная функция влияния для цилиндрической обо-

лочки, найденная в главе 2. 

В уравнении (22) кроме контактного давления неизвестными являются 

также область контакта     и перемещение центра масс ударника  cu  . 

Для получения замкнутой системы сначала определим соотношение для 

определения положения границы области контакта    . Она определяется из 

условия пересечения поверхности ударника с плоскостью  : 

    , 1.cf y z u    (23) 

Перемещение центра масс ударника определяется уравнением его движе-

ния, записанным в интегральной форме  

      
 

0

0

1
, , ,c

t

u V t dt p y z t dS
m





        (24) 

Уравнения (22)-(24) составляют замкнутую систему. Для её решения ис-

пользуем численно-аналитический алгоритм, основанный на методе механиче-

ских квадратур с использованием итерационной процедуры уточнения границ 

области контакта. 

В качестве примера рассмотрим нестационарное контактное взаимодей-

ствие круговой цилиндрической оболочки, радиуса 1R   и толщиной 0.025h   

с абсолютно твердым ударником, ограниченным поверхностью, имеющей форму 

параболоида вращения: 
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  2 2, 1.f y z y z    

В качестве материала оболочки примем сталь со следующими характери-

стиками: 7850   кг/м3, 111.15 10   Па, 
107.69 10   Па, чему советуют без-

размерные параметры: 0.53 , 
611.3 0   . 

На рис. 12 изображены распределения контактного давления по коорди-

нате   (с учётом предположения о том, что y  ) в момент времени 0.3   при 

начальной скорости ударника 
0 0.01V  . Сплошная кривая соответствует коорди-

нате 0z  , штриховая – 0.15z  , штрихпунктирная – 0.3z  .  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Рис. 12. Распределение контактного давления по угловой координате, 

00.3,  0.01V   . 

 

Пространственное распределение нормальных перемещений оболочки в 

момент времени 0.6  при 0 0.1V   представлены на рис. 13. Для наглядности 

значения нормальных перемещений увеличены в 10 раз. 
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Рис. 13. Пространственное распределение нормальных перемещений, 

00.6,  0.1V   . 
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Основные результаты и выводы 

 

1. Дана математическая постановка нестационарных контактных задач для 

тонких цилиндрических и сферических оболочек с заполнителем и без него и 

упругого полупространства при учете подвижности границ и многосвязности об-

ласти контакта. 

2. Развит и обобщен метод решения таких контактных задач, основанный 

на использовании функций влияния, включающий итеративный процесс для 

определения области контакта. Доказана эффективность применяемого подхода 

к решению за счёт существенного снижения размерности исследуемых задач. 

3. Построены и исследованы нестационарные двумерные и пространствен-

ные функции влияния для цилиндрических и сферических оболочек с заполни-

телем и без него. 

4. Построено решение нестационарных двумерных контактных задач с по-

движными границами для цилиндрических или сферических оболочек и упру-

гого полупространства. Предложено и реализовано два подхода, справедливые 

на сверхзвуковом и произвольном этапе контактного взаимодействия. Прове-

дено сравнение и показано совпадение результатов, полученных и использова-

нием этих подходов. 

5. Получены решения нестационарных контактных задач для двух цилин-

дрических или сферических оболочек с учётом упругого заполнителя. Проведен 

анализ влияния наличия заполнителя на процесс контактного взаимодействия. 

6. Для произвольного временного интервала разработан и реализован ал-

горитм решения пространственной нестационарной контактной задачи с по-

движными границами для цилиндрической оболочки и абсолютно твёрдого 

ударника, ограниченного гладкой выпуклой поверхностью. Получены и проана-

лизированы результаты расчётов. 
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