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ОБЩАЯ ХАРАКТЕРИСТИКА РАБОТЫ 

 

Актуальность темы. В современном мире жесткие условия эксплуатации 

объектов из новых композиционных материалов, диктуют высокие требования 

к точности исследования (расчета) напряженно-деформированного состояния, 

поэтому использование классической теории пластин и оболочек (классических 

инженерных теорий)  становится затруднительно. В связи с этим в инженерной 

практике наиболее приемлемо использовать уточненные (неклассические) 

теории (Рэлея-Лява, Бишопа, Миндлина-Германа, Тимошенко), которые 

учитывают дисперсионные, а иногда и нелинейные эффекты. 

Кроме того, анализ причин технических аварий объектов показывает, что 

огромного их числа можно было избежать при наличии необходимых средств 

неразрушающего контроля и диагностики состояния составных элементов 

конструкций. 

 Задачи о распространении продольных и изгибных волн находят свое 

применение в следующих областях: 

1. Расчеты напряженно-деформированного состояния, решение задач 

устойчивости элементов современных конструкций, рассматривающиеся 

в виде составных систем, в машиностроении. 

2. Расчеты мощных ультразвуковых и виброударных установок, с учетом 

влияния нелинейных эффектов. Нелинейность также учитывается в 

задачах акустодиагностики. 

3. Проверка конструкций на наличие скрытых дефектов – метод 

неразрушающего контроля. Данный метод применим при производстве 

материалов и на стадии эксплуатации конструкций. Направленные 

упругие волны могут распространяться на значительные расстояния без 

существенного затухания, что позволяет проводить дефектоскопию в 

труднодоступных местах. 

Диссертационная работа проводилась по программе ФНИ 

Государственных академий наук на 2013-2020гг. (Раздел 3 «Технические 

науки». Подраздел 30 «Методы анализа и синтеза многофункциональных 

механизмов и машин для перспективных технологий и новых человеко-

машинных комплексов. Динамические и виброакустические процессы в 

технике»). По теме 0055-2014-0002, № госрегистрации 01201458047. Развитие 

теории нелинейной волновой динамики и виброакустики машин и ее 

приложение к анализу устойчивости распределенных механических систем с 

высокоскоростными движущимися нагрузками, созданию методов и средств 

диагностики конструкций на ранних стадиях повреждения и разработке 

высокоэффективных адаптивных систем виброзащиты машин. (Научный 

руководитель: профессор Ерофеев В.И.) 

и при поддержке: 

– Гранта Российского научного фонда  «Динамика и устойчивость систем 

«грунт-рельсовая направляющая – высокоскоростной движущийся объект» с 
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учетом эффектов излучения волн и накопления повреждений в материалах 

конструкций»  (РНФ №14-19-01637 (конкурс «Проведение фундаментальных 

научных исследований и поисковых научных исследований отдельными 

научными группами»); руководитель: профессор Ерофеев В.И.); 

– Гранта Российского фонда фундаментальных исследований «Исследование 

объемных и поверхностных волн в составных элементах конструкций на основе 

уточненных моделей для акустической диагностики механических 

неоднородностей при неразрушающем контроле изделий» (РФФИ № 16-38-

00426 мол_а; руководитель: аспирант Архипова Н.И.); 

– Гранта в рамках государственных заданий в сфере научной деятельности по 

теме «Оптимизация энергетических и вибрационных характеристик 

регулируемых автономных электромеханических систем с новым классом 

адаптивных полупроводниковых преобразователей» (№8.2668.2014/К; 

руководитель: профессор Ерофеев В.И.). 

Цель работы  
состоит в исследовании дисперсионных, диссипативных и нелинейных 

эффектов, проявляющихся при распространении продольных и поперечных 

волн в составных элементах конструкций. 

В соответствии с изложенной целью в работе поставлены и решены следующие 

задачи: 

– Выбор математических моделей, описывающих продольные и поперечные 

колебания составных стержней и пластин. 

– Выполнение аналитических и численных решений ряда задач о 

распространении упругих волн в составных элементах конструкций. 

– Выявление соотношений, связывающих характеристики исследуемых 

математических моделей стержней и пластин с параметрами уточненных 

(неклассических) моделей. 

Научная новизна 

Научная новизна работы заключается в следующем: 

– Впервые предложен и теоретически обоснован подход, позволяющий 

исследовать динамику составных элементов конструкций, основанный на 

применении уточненных моделей стержней и пластин. 

– Впервые определено, что математическая модель, описывающая продольные 

колебания составного стержня, по своим дисперсионным свойствам 

эквивалентна модели Миндлина-Германа. 

– Получено, что составная струна, совершающая поперечные колебания, 

эквивалентна балке Тимошенко с натягом; составная мембрана эквивалентна 

пластине Тимошенко с натягом. 

– Проведен анализ дисперсионных и диссипативных свойств волн, 

распространяющихся в составном стержне с вязкоупругой силой контактного 

взаимодействия. 
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– Впервые показано, что в составном стержне могут существовать нелинейные 

уединенные стационарные волны, и исследованы особенности их 

распространения. 

– В рамках математической модели составной мембраны с учетом 

геометрической нелинейности получены и исследованы одномерные и 

двумерные солитоны, а также представлены различные формы нелинейных 

периодических колебаний. 

Практическая значимость 

Дисперсионные и диссипативные зависимости, связывающие параметры 

упругих волн, могут найти применение при разработке методов расчета 

элементов конструкций на прочность, устойчивость. 

Значение проводимых исследований будет способствовать разработке новых 

методов и средств неразрушающего контроля материалов и элементов 

конструкций для предприятий разных отраслей промышленности. 

Методы исследования 

 При проведении исследований использованы методы механики 

сплошных сред, теории колебаний и волн. 

Достоверность полученных результатов и выводов подтверждается их 

согласованностью с общими положениями механики сплошных сред, теории 

колебаний  и волн, а также согласованностью результатов расчетов с 

известными экспериментальными данными. 

На защиту выносятся 

 – Результаты исследований распространения продольных волн, в том числе 

существование нелинейных уединенных стационарных волн в составном 

стержне. 

– Математические модели, описывающие поперечные колебания в составной 

струне и составной мембране с линейно-упругими силами контактного 

взаимодействия. 

– Анализ качественно различных случаев поведения солитонов в составной 

мембране. 

Апробация работы 

Результаты работы докладывались и обсуждались: на международной 

инновационно-ориентированной конференция молодых ученых и студентов, 

(14-17 декабря, 2011, Москва), на X Всероссийском совещании-семинаре 

«Инженерно-физические проблемы новой техники», (17-19 апреля, 2012, 

Москва), на IX Всероссийской научной конференции им. Ю.И. Неймарка 

«Нелинейные колебания механических систем», (24-29 сентября, 2012, Нижний 

Новгород), на Седьмой Всероссийской конференции «Необратимые процессы в 

природе и технике»,  (29-31 января, 2013, Москва), на 18-й Нижегородской 

сессии молодых ученых «Технические науки», (19-22 марта, 2013, Нижний 

Новгород), на международной научной конференция «Теория оболочек и 

мембран в механике и биологии: от макро- до наноразмерных структур», (16-20 

сентября, 2013, Минск, Республика Беларусь),  на 2-й Всероссийской научной 
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конференции «Механика наноструктурированных материалов и систем», (17-19 

декабря, 2013, Москва), на 19-й Нижегородской сессии молодых ученых 

«Технические науки», (18-21 марта, 2014 ,Нижний Новгород), на XLII 

международной конференции “Advanced Problems in Mechanics (APM-2014)”, 

(June 30 - July 5, 2014, St. Petersburg, Russia), Proceedings of International 

Conference on Informatics, Networking and Intelligent Computing (INIC 2014, 16-

17 November, 2014, Shenzhen, China), на Восьмой Всероссийской конференции  

«Необратимые процессы в природе и технике»,( 27-29 января, 2015, Москва), на 

III Международном научном семинаре «Динамическое деформирование и 

контактное взаимодействие тонкостенных конструкций при воздействии полей 

различной физической природы» (19-21 октября, 2015, Москва), на 

Всероссийской конференции, посвященной 95-летию со дня рождения А.Г. 

Угодчикова и 40-летию Научно-исследовательского института механики 

Нижегородского государственного университета им. Н.И. Лобачевского 

«Проблемы прочности, динамики и ресурса» (16-19 ноября, 2015, Нижний 

Новгород), на X Всероссийской научной конференции им. Ю.И. Неймарка 

«Нелинейные колебания механических систем», (26-29 сентября, 2016, Нижний 

Новгород), на V Международном научном семинаре «Динамическое 

деформирование и контактное взаимодействие тонкостенных конструкций при 

воздействии полей различной физической природы» (17-19 октября, 2016, 

Москва). 

Работа была поддержана стипендией академика Г.А. Разуваева,  а также 

почетным дипломом «За наиболее интересное научное сообщение» на XXIII 

международной инновационной конференции молодых ученых и студентов 

(Москва, 2011г.),  дипломом 3 степени министерства образования 

Нижегородской области на 18-й Нижегородской сессии молодых учёных в 

2013г,  дипломом 3 степени министерства образования Нижегородской области 

на 19 Нижегородской сессии молодых учёных в 2014г. 

Публикации 

По материалам диссертации опубликовано 23 научных работ, 4 из которых[1-4] 

- статьи из перечня журналов, рекомендуемых ВАК РФ. 

 

СОДЕРЖАНИЕ РАБОТЫ 

 

Во введении дана общая характеристика работы, обоснована ее актуальность, 

сформулированы основные цели, задачи и положения, выносимые на защиту, 

определена практическая значимость работы. 

 

Глава 1.  Некоторые уточненные модели, описывающие распространение 

продольных и изгибных волн в стержнях и пластинах 

Глава носит обзорный характер. В главе представлены три уточненные теории 

продольных и изгибных колебаний стержней и изгибных колебаний пластин. 

Показано, что  на высоких частотах при изучении продольных нормальных 
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волн в стержне следует пользоваться моделью Миндлина-Германа. Так же 

рассматривается уточненная теория изгибных колебаний стрежня, введенная 

С.П. Тимошенко. Дополнительно показано, что результаты, относящиеся к 

стержням, распространяются на пластины. 

             

Глава 2. Продольные волны в составном стержне. 

Во второй главе рассматривается распространение одномерных 

продольных волн по бесконечному составному стержню. Составной стержень 

представляет собой совокупность двух стержней, находящихся в контакте друг 

с другом. Сила контактного взаимодействия предполагается линейно-упругой. 

Показано, что продольные колебания составного стержня можно описать 

уравнением Миндлина-Германа продольных колебаний некоторого 

гипотетического стержня. Определено, что энергия упругих волн и по 

составным элементам конструкций переносится с групповой скоростью. 

 Дополнительно показано, что уточненная стержневая модель Миндлина-

Германа может быть применена для описания динамических процессов в 

составных элементах конструкций, с вязкоупругими силами контактного 

взаимодействия. 

В этом случае движение стержней описывается системой уравнений: 
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где iu  – продольные перемещения частиц срединных линий стержней, iii ρ,S,E  

 2,1i   – их параметры   (модули Юнга, площади поперечных сечений и 

плотности), 1R,R  – коэффициенты упругого и вязкого взаимодействия 

стержней. 

Замечено, что продольные колебания составного стержня можно описать 

уравнением Миндлина-Германа продольных колебаний некоторого 

гипотетического стержня: 
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



 





 (2.2) 

Здесь  )t,x(u – продольные перемещения частиц стержня, H – толщина стержня, 

ρ  - плотность материала, 
ρ

μλ
Сl


 ,

ρ

μ
Cτ   - скорости продольных и 

сдвиговых волн, μλ, - константы Ламэ, 21, - корректирующие коэффициенты, 

позволяющие увеличить частотный диапазон применимости модели. 
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Показано, что параметры гипотетического стержня выражаются через 

параметры исходных стержней. Решено уравнение (2.2) и выполнен переход к 

дисперсионным зависимостям.  

Качественный вид дисперсионных зависимостей  kω  приведен на рис.2.1а 

при 5,0;1,0δ;25,0d  .  

 
a) 

 

 
б) 

 
в) 

Рис. 2.1. Дисперсионные характеристики вязко-упругой среды: 

а – зависимость частоты от действительной части волнового числа; б – 

частотная зависимость мнимой части волнового числа; в – частотная 

зависимость отношения действительной части волнового числа к мнимой 

На рис. 2.1б приведены зависимости мнимых частей k  волнового числа k  от 

частоты ω . В низкочастотном диапазоне коэффициент затухания k   зависит от 

частоты волны, а в высокочастотном диапазоне затухание становится частотно-

независимым, так как в этом случае усиливается влияние дисперсионных 

эффектов. 

На рис.2.1в приведены частотные зависимости отношения    kIm/kRe . 

Неравенству 
 
 

1
kIm

kRe
  соответствуют области частот, где процесс 

распространения волны преобладает над процессом ее затухания. 

Рассмотрен частный случай, при 0δ  . Качественный вид дисперсионных 

зависимостей  kω приведен на рис.2.2. 
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Рис. 2.2. Дисперсионные характеристики упругой среды 

Сравнение  дисперсионных зависимостей в обоих случаях показывает, что 

диссипация оказывает влияние на дисперсионные свойства волн только в 

низкочастотном диапазоне. В высокочастотном диапазоне диссипация не 

проявляется, так как дисперсионные ветви при 0  и при 0 выходят на 

одинаковые асимптоты. 

В главе также изучается формирование и поведение локализованных волн 

(солитонов) деформации в составном нелинейно-упругом стержне.  

В каждом из стержней учтена геометрическая и физическая нелинейность, 

тогда динамика системы описывается  уравнениями: 
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u
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2

2
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2

2

2
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1

2

112

1

2

1
111

 

(2.3) 

где 2,1 - коэффициенты, характеризующие их геометрические и физические 

нелинейности. 

Система (2.3), при переходе к безразмерным величинам 
Т

t

X

x
 y=

u

u
U=

0

 τ;; ;  

22

11

Sρ

Sρ
1γ  и  с учетом обозначений 

D

γ
Т;Х;

Sρ

Sρ
CCD

2
2

22

112

1

2

2


 , сведена к 

нелинейно-обобщенному уравнению Миндлина-Германа: 

0
у

U

у

Uu

D

S

S
CC

у

U

DR

CCSρ

у

U

R

)CC(SρU

R

DSρ

у

UU

2

2

022
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1
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



























































τγτγτ

 

(2.4) 

Проведен анализ показывающий, что частными решениями уравнения (2.4) 

являются нелинейные уединенные стационарные волны (солитоны).   

На рис.2.3 (а,б) приведены зависимости амплитуды и ширины солитона от его 

скорости. 
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а) 

 

2

1

2

211

2
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2
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2
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


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




 
 

б) 

Рис. 2.3. а – зависимость амплитуды (кривая 1) и ширины (кривая 2) солитона 

положительной полярности от его скорости; б – зависимость амплитуды 

(кривая 1) и ширины (кривая 2) солитона отрицательной полярности от его 

скорости. 

Глава 3. Поперечные волны в составной струне и составной мембране 

В третьей главе исследована задача о поперечных колебаниях составной 

струны: 






























2

2

2

2122

2

2

2

2

1

2

1212

1

2

1

x

u
N)uu(R

t

u

x

u
N)uu(R

t

u

 (3.1) 

где 
2,1

  - погонные плотности, N1,2 – натяжения струн. 

Показано, что вышеуказанная задача сводится к задаче об изгибных колебаниях 

эквивалентного стержня модели Тимошенко с натяжением: 





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t
I

0
x

kGF
x

u
)kGFN(

t

u
F

2

2

2

2

2

2

2

2

 
(3.2) 

Здесь u - поперечные отклонения срединной линии стержня,   - угол поворота 

поперечного сечения балки,  - объемная плотность, E,G - модули сжатия и 

сдвига, N – натяжение, F – площадь поперечного сечения, I – момент инерции, 

k – поправочный коэффициент Тимошенко.  

Из (3.2) следует, что погонная плотность стержня равна сумме плотностей 

обеих струн, а натяжение стержня складывается из натяжений струн.  

Также рассматривается совокупность двух  нелинейно-упругих струн, 

находящихся в контакте друг с другом: 
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(3.3) 

Проведен анализ показывающий, что в нелинейно-упругой струне могут 

формироваться нелинейные уединенные стационарные волны (солитоны). 

В случае  а<0, b>0 , 
4

5
v1 2

2  . На рис.3.1 приведены зависимости амплитуды и 

ширины солитона от его скорости.  

  
Рис. 3.1 Зависимость амплитуды (кривая 1) и ширины (кривая 2) солитона 

положительной полярности от его скорости. 

 В случае а>0, b<0, 
4

5
v1 2

2  . Зависимости амплитуды  и ширины 

солитона от его скорости приведены на  рис.3.2.  

  

Рис. 3.2  Зависимость амплитуды (кривая 1) и ширины (кривая 2) солитона 

отрицательной полярности от его скорости. 

В главе показано, что составная мембрана эквивалентна пластине 

Тимошенко с натягом. Так же исследована задача о поперечных колебаниях 

составной мембраны с учетом геометрической нелинейности,  получены и 

исследованы одномерные и двумерные солитоны, а также представлены 

различные формы нелинейных периодических колебаний. 

В главе исследована задача о поперечных колебаниях составной мембраны: 
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(3.4) 

Система сводится к одному уравнению относительно поперечного смещения 

1
u . Показано, что аналогичное уравнение получено при распространении 

теории Тимошенко для стержней на пластины. Также система сводится к 

бигармоническому уравнению, из которого получены дисперсионные 

зависимости. 

Качественный вид дисперсионных зависимостей )k,k(
yx

  приведен на рис.3.3. 

 
Рис. 3.3 Зависимость частоты волны от волновых чисел 

Из рисунка 3.3 видно, что купол, выходящий из начала координат движется 

вперёд по оси  , расплываясь в стороны по осям 
yx

k,k . С ростом 
yx

k,k  

парабола )k,k(
yx

  растёт до определенного предела, постоянно расплываясь в 

стороны и двигаясь вперёд, приводя к крестообразной структуре. 

В случае пересечения поверхности вращения плоскостью yk , на дисперсионной 

плоскости  xk, , существуют две дисперсионные ветви, одна из которых 

выходит из начала координат и приближается к горизонтальной асимптоте. 

Вторая ветвь выходит из точки 
21

12 )(R




  и с увеличением частоты 

приближается к наклонной асимптоте xk   

Также рассматривается задача о поперечных колебаниях составной 

мембраны с учетом геометрической нелинейности: 
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(3.5) 
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При переходе к безразмерным величинам и с учетом преобразований 

система (3.5) сведена к модифицированному уравнению Кадомцева-

Петвиашвили: 
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Решения модифицированного уравнения получены в виде одномерных и 

двумерных солитонов. Представлены нелинейные колебания, которые имею 

пилообразную форму, описываются дельта-амплитудой. Как частный случай 

представлен вид сепаратрисного решения. Также изображены нелинейные 

колебания, которые не имеют линейного вырождения.  

В заключении приводятся основные результаты и выводы по работе. 

Основные результаты диссертации: 

1. Предложен подход к исследованию динамики составных элементов 

конструкций, основанный на применении уточненных моделей стержней и 

пластин, и сходстве дисперсионных зависимостей. 

Выявлено, что составной стержень, совершающий продольные колебания по 

своим дисперсионным свойствам эквивалентен модели Миндлина-Германа. 

Составная струна, совершающая поперечные колебания,  эквивалентна балке 

Тимошенко с натягом. Составная мембрана эквивалентна пластине Тимошенко 

с натягом. 

2. В рамках математической модели составного стержня с вязкоупругой 

силой контактного взаимодействия проведен анализ дисперсионных и 

диссипативных свойств волн, показывающий, что в низкочастотном диапазоне 

коэффициент затухания зависит от частоты, в высокочастотном диапазоне 

усиливается влияние дисперсионных эффектов, а коэффициент затухания 

становится частотно-независимым. 

3. В результате проведения аналитических исследований показано, что в 

нелинейно-упругом составном стержне могут существовать нелинейные 

уединенные стационарные волны (солитоны). Исследование зависимости 

между основными параметрами (амплитудой, скоростью, шириной) солитона 

показывает, что поведение нелинейных уединенных волн может быть как 

классическим, когда с ростом скорости уединенной стационарной волны ее 

амплитуда возрастает, а  ширина уменьшается, так  и неклассическим, когда с 

ростом скорости волны ее амплитуда убывает, а  ширина возрастает. 

4. Показано, что поперечные колебания составной мембраны с учетом 

геометрической нелинейности можно описать модифицированным уравнением 

Кадомцева-Петвиашвили, решения которого получены в виде одномерных и 

двумерных солитонов. Проведен расчёт параметров волн (амплитуды, 

пространственной частоты) и представлены различные формы нелинейных 

периодических волн. 
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