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Аннотация. В работе рассматривается тепломассоперенос в окрестности передней кри-
тической точки затупленного конуса при обтекании его высокоскоростным диссоциирующим 
потоком воздуха на основе приближенно-аналитического решения полных уравнений погра-
ничного слоя в переменных Дородницына – Лиза. Определяются конвективные и диффузи-
онные потоки теплоты, подводимые к поверхности затупления, а также температура поверх-
ности из баланса конвективно-диффузионных, лучистых и тепловых потоков, отводимых теп-
лопроводностью внутрь тепловой защиты летательного аппарата. Получены результаты 
численных расчетов тепловых потоков к телу и температур поверхности тела в широком 
диапазоне чисел Маха набегающего потока и константы скорости рекомбинации атомарной 
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Abstract. The work considers heat and mass transfer in the vicinity of the anterior critical point 
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convective and diffusive heat fluxes supplied to the blunting surface are determined, as well as the 
surface temperature from the balance of convective-diffusive, radiant and heat fluxes diverted by 
thermal conductivity inside the thermal protection of the aircraft. The results of numerical calcula-
tions of heat fluxes to the body and body surface temperatures in a wide range of Mach numbers 
of the incoming flow and the recombination rate constant of the atomic component on the catalyti-
cally active wall are obtained. 
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Введение 
Проектирование высокоскоростных лета-

тельных аппаратов (ЛА) предполагает, прежде 
всего, определение уровня тепловых потоков и 
температур в условиях аэрогазодинамического 
нагрева и выбор на основе этого теплостойких 
теплозащитных материалов, выдерживающих 
огромные динамические и тепловые нагрузки. 

Тепловое проектирование ЛА в условиях 
аэрогазодинамического нагрева предполагает 
решение задач вязкой теплогазодинамики на 
основе уравнений динамического, теплового и 
диффузионного пограничных слоев для опреде-
ления тепловых потоков от газа к телу и тепло-
проводности в теле с сопряжением на границе 
«газ – твердое тело». 

Сложность решения сопряженных задач теп-
лообмена и теплопроводности заключается в 
том, что для определения тепловых потоков от 
газа к телу необходимо решить задачу теплово-
го пограничного слоя с граничным условием в 
виде температуры стенки, которая неизвестна, 
но которая может быть определена из решения 
задачи теплопроводности в теле, для решения 
которой необходимо знать тепловые потоки к 
телу. Возникает замкнутый круг: без решения 
задачи теплопроводности невозможно решить 
уравнения теплового пограничного слоя, а без 
решения последних невозможно решить задачу 
теплопроводности. 

Для решения сопряженных задач теплогазо-
динамики и теплопроводности в теле вводится 
неизвестный параметр, в качестве которого при-
нимается температура поверхности тела [1–4]. 
Этот параметр определяется из граничных усло-

вий 4-го рода по А.В. Лыкову в виде непрерыв-
ности на границе «газ – твердое тело» темпера-
тур и проекций тепловых потоков на направле-
ние нормали к поверхности. После определения 
температуры поверхности последние подстав-
ляются в решения уравнений пограничного слоя 
и в решения задач теплопроводности. 

Особенностью решения задач аэродинамиче-
ского нагрева высокоскоростных ЛА является 
высокий уровень температур в ударном слое 
между ударной волной и затуплением, вслед-
ствие чего молекулы кислорода и азота воздуха 
диссоциируют на атомы с поглощением огром-
ной энергии, а на более холодной стенке атомы 
рекомбинируют в молекулы с выделением того 
же количества теплоты. Поэтому для упроще-
ния решения рассматривается бинарный поток, 
состоящий из легких компонентов – атомов и 
тяжелых – молекул. 

Для высокоскоростных ЛА тепломассопере-
нос в химически реагирующих пограничных 
слоях рассматривали во многих работах, 
например [5–8], в основном в приближении за-
мороженного пограничного слоя, когда ско-
рость образования новых компонентов очень 
мала и ею можно пренебречь. 

При этом если стенка является каталитичной 
к процессу рекомбинации атомов, выделение 
теплоты при рекомбинации ускоряется. Влия-
ние каталитичности стенки на уровень тепло-
вых потоков рассматривался в работах [8–11]. 

Решение сопряженных задач теплообмена и 
теплопроводности в условиях аэродинамическо-
го нагрева рассматривался в работах В.Ф. Фор-
малева, С.А. Колесника, Е.Л. Кузнецовой [2–4]. 
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В данной статье на основе применения пе-
ременных Дородницына – Лиза приближенно-
аналитическим методом решается система 
уравнений пограничного слоя для бинарной 
смеси газов с целью определения тепловых по-
токов и температур с учетом диссоциации и  
рекомбинации, излучения и отвода теплоты 
теплопроводностью внутрь тела в широком 
диапазоне чисел Маха набегающего потока на 
фиксированной высоте полета. Результаты поз-
воляют получить границы скоростей полета 
ЛА, при которых ЛА функционирует в услови-
ях отсутствия уноса массы (ablation). 

Постановка задачи 
Тепловые потоки и температура поверхности 

ЛА могут быть получены из решения следую-
щей системы уравнений динамического тепло-
вого и диффузионного пограничных слоев в ло-
кальной системе координат (рис. 1) относи-
тельно компонентов скорости ( ), ,u x y  ( ), ,v x y  
давления ( ),p x  плотности ( )ρ , ,x y  концентра-
ций бинарной смеси ,iС  1,2,i =  полной энталь-
пии ( ), :I x y   

 ρ ρ μ ;u u p uu v
x y x y y

 ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
+ = − +  ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ 

 (1) 

 0 ,p
y

∂
= −

∂
 ( );ep p x=   (2) 
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ur vr
x y

∂ ∂
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∂ ∂
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 ρ ,p RT=  ρ ,
ρ
i

i i i
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Рис. 1. Область передней критической точки затупленного 
конуса 

Давление на внешней границе пограничного 
слоя на затупленном конусе принимается по 
интерполяционной формуле В.В. Лунева [12] 

 ( ) 2 6

0 0 0
1 1.17sin 0.225sin .ep x x x

p R R
= − +   (9) 

Для определения распределения температур в 
теле необходимо по тепловым потокам ,wq  по-
лученным из решения системы (1)–(9), решить 
следующую задачу теплопроводности (рис. 1): 

 4

0

λ εσ ;
s

s
s ws w

s y

T T q
y =

∂
+ =

∂
  (10) 

 λ 0;s
y l

T
y =

∂
=

∂
  (11) 

     ρ λ ,s s
s s s

s s

T Tc
t y y

 ∂ ∂∂
=  ∂ ∂ ∂ 

 0 ,sy l< <  0;t >   (12) 

 ( ) нач,0 ,sT y T=   (13) 
где  

0
12

0

αλ ρ .w A
y

Tq D h
y y =

 ∂ ∂
= + ∂ ∂ 
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В соотношениях (1)–(13) введены следую-
щие обозначения: ,iC  1,2i =  – концентрация 
атомарной компоненты α,AC =  1i =  и концен-
трация молекулярной компоненты ,CΜ  2,i =  
причем 1 1 ;AC CΜ = − = − α  μ  – вязкость, R  – 
газовая постоянная бинарной смеси; 12D  – ко-
эффициент бинарной диффузии; Pr μ / λpc=  – 
число Прандтля; Pr/Le Sc=  – число Льюиса; 
Sc  – число Шмидта 12μ / ρ ;Sc D=  λpc ,    – теп-
лоемкость при постоянном давлении и тепло-
проводность; 0

ih  – энтальпия образования i -го 
компонента. ,ρ,λc  – теплоемкость, плотность, 
теплопроводность; ε  – степень черноты; ин-
декс « s » относится к твердому телу; « e » –  
к наружной границе пограничного слоя. 

Система уравнений (1)–(9) – существенно 
нелинейна, ее решение возможно только чис-
ленными методами, однако с помощью пере-
менных Дородницына – Лиза ее можно свести к 
нелинейной системе обыкновенных дифферен-
циальных уравнений (ОДУ), которая при неко-
торых упрощениях допускает приближенно-
аналитическое решение. Подставим в систему 
(1)–(9) эти переменные 

 0

0

ρ ρη ,
ρ2

y
e e

e

u r dy
x

= ∫  2
0

0

ρ μ ,
x

e e ex u r dx= ∫  (14) 

получим следующую систему ОДУ: 
– уравнение сохранения импульса 

     ( ) ( )2ρ2 0;
ρ

e e

e

duxDf f f f
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  (15) 

– уравнение концентраций 

 2 2
0

2 2 ;
ρρ μ

i ie i
i i

ie e e ie

xfC dC xwD C fC
Sc C dx u r C

′   ′ ′+ = −      
(16) 

– уравнение сохранения энергии 
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где штрихи обозначают обыкновенное диффе-
ренцирование по переменной η,  ρμ / ρ μ ,e eD =  

( ) ( )η η / ,e i ieC C C=  ( ) ( )η η / ,eI I I=  ( )ηf ′ =  
( )η / .eu u=   

Граничные условия: 
при ( )0 η 0 :y = =  

( )0 0;f ′ =  ( )0 ;wf f=  

 ( )0 / ;i iw iw ieC C C C= =   (18) 

при  ( )ηy → ∞ → ∞  или ( )η δ :x=  

( ) ef f′ ′∞ = 1;→  ( ) 0;ef f∞ = →  

 ( ) 1;i ieC C∞ = →  ( ) 1.eI I∞ = →   (19) 

Для приближенно-аналитического решения 
задачи (15)–(17) сделаем следующие допущения: 

– пограничный слой является бинарным с 
атомарной концентрацией αAC =  и молеку-
лярной 1 α;CΜ = −   

– газ является замороженным, то есть 0;iw =   
– числа Le  и Pr  примерно равны единице; 
– в правой части уравнения (15) 

12 ρ / ρ 0,ef − ≈  что можно предположить для 
окрестности критической точки, но не для кри-
тической точки; 

– в правых частях уравнений, содержащих 
,x  положить 0x ≈  (окрестность критической 

точки), а сомножители ,e

e

dux
u dx

 α ,
α

e

e

dx
dx

 e

e

dIx
I dx

 

– постоянны. 
При этих предположениях система уравне-

ний (15)–(17) трансформируется в систему: 

 ( ) 0;D f f f′′′ ′′⋅ + ⋅ =   (20) 

 ( )α α 0;D f′ ′+ =   (21) 

 ( ) 0.DI fI′′ ′+ =   (22) 

Интегрируя уравнения (20)–(22) с учетом 
граничных условий, формируя конвективный 

тепловой поток на стенке 
0
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∂
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 получим решение си-

стемы (20)–(22) 
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В конвективный (24) и диффузионный (25) 
тепловые потоки входит относительная функ-
ция тока ( )η ,f  которая при η 0=  равна нулю 

( )0 0,f =  то есть тепловые потоки (24), (25) 
равны нулю, что недопустимо. Однако ( )ηf  
можно разложить в ряд Тейлора по степеням 
переменной η  в окрестности η 0= , получим 
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В работе Г. Шлихтинга [13] затабулировано 
численное решение относительно ( )ηf  задачи: 

12 1 0;f ff f′′′ ′′+ − + =  

 ( )0 0;f =  ( )0 0;f ′ =  ( ) 1,f ′ ∞ =   (27) 

которая обработана методом наименьших квад-
ратов с получением функции 
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Формулы (24)–(30) определяют конвектив-
ные и диффузионные тепловые потоки в 
окрестности критической точки без учета кон-
станты Rk  скорости каталитической рекомби-
нации. 

Тепломассообмен в критической точке 
Формулы (24)–(30) не годятся для критиче-

ской точки, поскольку там 0,x =  ( )0 0f =  и 
уравнения пограничного слоя не выполняются. 
Поэтому в критической точке затупленного 
конуса тепловые и диффузионные потоки 
определяются непосредственно без решения 
системы (20)–(22). 

По закону Фика диффузионный тепловой 
поток в стенку равен 

 ( ) ( )12дифф
αρ ρα ,w w R w

w

q D k
y

 ∂
= = ∂ 

 (31) 

поскольку реакция рекомбинации является 
реакцией первого порядка, то есть α / y∂ ∂  
пропорциональна массовой концентрации 
( )ρα .w   

Разделив (31) на eα , используя равенство 
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переменные Дородницына – Лиза (14), соотно-
шения для критической точки 

 
0

2 ,
2

e e

x

u du
x dx =

=  0

0 00

1
ρ

e

x

du p
dx R=

= , (33) 

получим из (32) 

 ( )
( )

( )
( )

1/2

12

α 0 ρ μ α 0 .
η 2 / ρ

Re e w

e w

k
du dx D

 ∂
=  

∂   
  (34) 

Из точного решения уравнения (16) с правой 
частью при Pr 1≠  и 1D ≠  известно [6], что 

 ( ) ( )( )1/3α 0 0.47 1 α 0 ,Sс′ ≈ −   (35) 

где 12μ / ρSc D=  – число Шмидта. 
Тогда из (33)–(35) получим 

 

( ) ( )

( )

1/2

1

1/3
12

ρ μα 0 1
2 /

.
0.47 ρ

e e

e

R w

w

du dx

k

Sc D

−

  
= + ×  

   

× 


 (36) 
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Подставляя (36) в (34) и учитывая, что 
ρ μ ρ μ ,e e w w≈  а также 12ρ μ / ,wD Sc=  получим 
поток атомарной компоненты ( )α 0  в стенку в 
критической точке с учетом степени рекомби-
нации :Rk   

1/3α 0.47 ,
η

Sc∂
= ϕ

∂
 

   
( )

( )

11/22/3
00.4 2 / ρ μ

1 .
ρ

e e e

w R w

Sc du dx

k

−
−    ϕ = + 

  

  (37) 

Тогда 

( ) ( ) 0
12 12дифф

α 0 αρ ρ ,
ηw A

ww

q D D h
y

∂  ∂
= =  ∂ ∂ 

 

где 0
Ah  – теплота образования атомарной ком-

поненты. 
Аналогично из точного решения уравнения 

энергии (17) при Pr 1,≠  1D ≠  и 1Sc ≠  имеем [6] 

 ( ) ( )1/30 0.47Pr 1 0 .I I= −     (38) 

Используя соотношение 

 0
12

0

αλ ρ ,w A
y

Tq D h
y y =

 ∂ ∂
= + ∂ ∂ 

  (39) 

переменные Дородницына – Лиза (14), / ,eI I I=  
α α / α ,e=  получим конвективно-диффузион-
ный тепловой поток в критической точке для 
замороженного реагирующего течения вязкого 
газа с учетом рекомбинации атомарной компо-
ненты 

 
( )

( ) ( )

1/22/3

2/3

0.66Pr ρ μ /

α1 1 .

w e e e

e e
e w

e w

q du dx

hI h Le
I h

−  = × 
 ⋅

× − + ϕ − − 

 (40) 

Для определения температуры стенки необ-
ходимо составить баланс тепловой энергии, 
подводимой к стенке (40) и отводимой излуче-
нием и теплопроводностью вглубь тела 

( )

4

0

1/22/3

λ εσ

0.66Pr ρ μ /

s

s
s ws

s y

e e e

T T
y

du dx

=

−

∂
+ =

∂

 = × 

 

 ( ) ( )2/3 α1 1 ,e e
e w

e w

hI h Le
I h

 
× − + ϕ − − 

  (41) 

где ( ) .w pw w wh c T T=   

В стационарном случае отвод теплоты за 
счет теплопроводности можно приближенно 
оценить соотношением 

sнач

0

λ λ ,
s

ws s
s s

s y

T T T
l y =

− ∂
≈

∂
 

где l  – толщина тепловой защиты, sначT  – тем-
пература на внутренней границе тела. 

Результаты расчетов и их анализ 
На рис. 2–5 представлены результаты расче-

тов по формулам (40), (41) тепловых потоков и 
температур в критической точке затупленного 
тела в зависимости от чисел M∞  и высоты 

40H =  км полета и степени гетерогенной реком-
бинации при концентрациях атомарной компо-
ненты α 0.25e =  (рис. 2, 3) и α 0.5e =  (рис. 4, 5). 

 
Рис. 2. Изменения тепловых потоков в критической точке  
в зависимости от чисел Маха и скорости рекомбинации атомар-
ной компоненты для α 0.25= : 1 – 1Rk = ; 2 – 5; 3 – 10; 4 – 15 

 
Рис. 3. Изменение температуры в критической точке в зави-
симости от числа Маха и скорости рекомбинации атомарной 
компоненты для α 0.25 :=  1 – 1Rk = ; 2 – 5; 3 – 10; 4 – 15 

Как тепловые потоки, так и температуры по-
верхности существенно зависят от степени ка-
талитической рекомбинации .Rk  Так, при уве-
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личении Rk  от единицы до 5Rk =  тепловые по-
токи в критической точке увеличиваются почти 
линейно, то есть увеличиваются примерно в 5–6 
раз (кривые 1 и 2). При дальнейшем увеличении 

Rk  (кривые 3 и 4) рост тепловых потоков за-
медляется (становится ниже линейного), но все 
равно они достигают значительных величин, 
при которых возможен унос массы теплоза-
щитного материала. 

 
Рис. 4. Изменение тепловых потоков в критической точке  
в зависимости от чисел Маха и скорости рекомбинации атомар-
ной компоненты для α 0.5 :=  1 – 1Rk = ; 2 – 5; 3 – 10; 4 – 15 

 
Рис. 5. Изменение температур в критической точке в зависи-
мости от чисел Маха и скорости рекомбинации атомарной 
компоненты для α 0.5 :=  1 – 1Rk = ; 2 – 5; 3 – 10; 4 – 15 

Так, из рис. 3 видно, что для всех чисел M∞  
Rk  не может быть больше значения, равного 5, 

так как при M 25,∞ =  40H =  км, температура 
превышает 3000 К, то есть нагрев сопровожда-
ется фазовыми превращениями теплозащитного 
материала и уносу массы под действием сил 
трения газодинамического потока. 

Следует отметить, что тепловые потоки и 
температура поверхности слабо зависят от кон-
центрации атомарной компоненты α ,e  что под-
тверждается сравнением тепловых потоков на 
рис. 2 и 4 и рис. 3, 5 – для температур. 

Аналогичные результаты можно получить и 
для других высот полета. При этом если темпе-

ратуру ЛА в критической точке, как самой теп-
лонапряженной, ограничить температурой уно-
са массы, например 2500 K,wT ≤   то можно по-
строить зависимость Rk  от чисел M∞  для ши-
рокого диапазона высот. 

Показанные результаты практически совпа-
дают с численными результатами, полученны-
ми в работе П.В. Никитина, Е.В. Сотника [5]. 

Заключение 
Получены приближенно-аналитические ре-

шения задачи тепломассопереноса на основе 
применения переменных Дородницына – Лиза в 
критической точке затупленного конуса высо-
коскоростных летательных аппаратов с учетом 
диссоциации, рекомбинации, излучения и теп-
лоотвода внутрь тела. 

Получены результаты расчетов тепловых по-
токов и температур в критической точке затуп-
ленного конуса в широком диапазоне чисел 
M∞ , коэффициенты рекомбинации Rk  и коэф-
фициенты каталитической рекомбинации ато-
марной компоненты. Полученные результаты 
позволяют построить ограничение по числам 
M∞  и высотам полета, при которых ЛА функ-
ционирует в условиях отсутствия уноса массы с 
сохранением первоначальной геометрии, что 
важно для многоразовых ЛА и аппаратов, 
функционирующих длительное время на высо-
ких скоростях. 

Полученные аналитические решения можно 
использовать для экспресс-оценки тепловых 
потоков и температур, которые затем должны 
быть уточнены при численном решении урав-
нений диссоциирующего пограничного слоя. 
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