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Аннотация. Развита модификация метода обобщенных тепловых потенциалов примени-
тельно к решению краевых задач нестационарной теплопроводности в области с равномерно 
движущейся во времени границей. Классический подход нахождения неизвестной плотности 
потенциала из граничного условия задачи предполагает решение соответствующего инте-
грального уравнения Вольтерра второго рода для частично ограниченных областей или си-
стемы уравнений для конечных областей. Модифицированный подход заключается в предва-
рительном нахождении операционной формы потенциала и выявлении операционной плот-
ности потенциала, подлежащей нахождению. Благодаря указанному подходу аналитические 
решения задач теплопроводности имеют простейшую функциональную форму, удобную для 
проведения численных экспериментов. Рассмотрена серия конкретных иллюстративных задач 
нестационарной теплопроводности практического характера. Описан новый эффект влияния 
термоизолированной движущейся границы на тепловую реакцию нецилиндрической области. 
Высказано предположение о переходе кинетической энергии движущейся теплоизолирован-
ной границы в тепловую энергию области. 
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Abstract. A modification of the method of generalized thermal potentials is developed as applied to 
the boundary value problems solution of nonstationary heat conduction in a domain with a boundary 
uniformly moving in time. The classical approach to finding the unknown potential density from the 
boundary condition of the problem involves solving the corresponding Volterra integral equation of the 
second kind for partially bounded domains or a system of equations for finite domains. The modified 
approach consists in preliminary finding the operational form of the potential and identifying the opera-
tional density of the potential to be found. Due to this approach, analytical solutions to the heat con-
duction problems are of the simplest functional form, convenient for numerical experiments. The au-
thors considered a series of specific illustrative problems of non-stationary heat conduction of a practi-
cal nature, and described a new effect of the thermally insulated moving boundary impact on the 
thermal response of a non-cylindrical region. An assumption is made on the transition of the kinetic en-
ergy of a moving thermally insulated boundary into the thermal energy of the region. 
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Введение 
В книге «Уравнения математической физи-

ки» [1] А.Н. Тихонов и А.А. Самарский описали 
обобщенные тепловые потенциалы простого и 
двойного слоя как один из возможных аналити-
ческих методов решения краевых задач для 
уравнений параболического типа в области с 
движущимися границами, но одновременно от-
метили возникающие при этом технические 
трудности. Эдуард Михайлович Карташов при 
личной встрече с Александром Андреевичем 
Самарским познакомил академика с предло-
женной им модификацией метода для областей 
с равномерно движущейся границей при по-
строении функций Грина. А.А. Самарский тут 
же представил статью «Метод функций Грина 
при решении краевых задач для уравнений  
параболического типа в нецилиндрических 

областях» в РАН [2]. В данной статье строятся 
аналитические решения нового типа и отмеча-
ется ряд особенностей краевых задач в неци-
линдрических областях. 

Круг вопросов, при рассмотрении которых 
приходится сталкиваться с уравнением неста-
ционарной теплопроводности в областях с дви-
жущимися во времени границами (нецилиндри-
ческие области), весьма широк и включают как 
случаи, когда движение границ задано, так и 
более сложные, когда это движение требуется 
определить из дополнительных условий задачи 
(задачи Стефана и более сложные задачи) для 
уравнения теплопроводности со свободной гра-
ницей). Задачи указанного типа представляют 
особый интерес для теории роста кристаллов, 
теории плотин, механики почв, термики нефтя-
ных пластов, теории фильтрации, теории коле-
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баний, в электродинамических задачах, в про-
блеме теплового удара концентрированными 
потоками энергии и др. Сложность аналитиче-
ского решения такого рода задач определяется 
тем, что к ним непосредственно неприменимы 
классические методы дифференциальных урав-
нений математической физики [1, 3–6]. Остава-
ясь в рамках этих методов, не удается согласо-
вать решение уравнения теплопроводности с 
движением границ области. Для нахождения 
аналитических решений указанного класса кра-
евых задач необходимы специальные методы 
или модификация известных подходов. Настоя-
щая статья как раз и посвящена этому вопросу – 
модификации метода обобщенных тепловых 
потенциалов, имеющему особое значение в 
аналитической теплофизике для областей неци-
линдрического типа. 

Общая постановка 
рассматриваемых краевых задач 

для уравнений параболического типа 
Пусть tΩ  – нецилиндрическая область в 

фазовом пространстве ( 1n + )-измерений, се-
чение которой плоскостью-характеристикой 

0const 0t t= ≥ >  есть выпуклая область 
( )n

t tD D R∈  изменения 1 2( , ,..., );nM x x x  tS  – 
кусочно-гладкая поверхность, зависящая от 
времени 0t ≥  и ограничивающая область tD ; 
n  – внешняя нормаль к tS  (вектор, непрерыв-
ный в точках tS ), так что { tt M DΩ = ∈ =  

}, 0t tD S t= +  ≥ . Пусть ( , )T M t −  температурная 
функция, удовлетворяющая условиям задачи: 

     ( , ) ( , ), , 0,t
T a T M t f M t M D t
t

∂
= ∆ +  ∈  >

∂
 (1) 

 0 0 0( , ) ( ), ,t tT M t M M D= == Φ  ∈  (2) 

 1 2
( , )β β ( , ) ( , ),

, 0.t

T M t T M t M t
n

M S t

∂
+ = ϕ

∂
∈  ≥

 (3) 

Здесь 

 
0 1

0

0 2 2
1 2

( , ) ( ), ( ) ( ),

( , ) ( 0), β β 0.

t t

t

f M t C M C

M t C S t

∈ Ω  Φ ∈ Ω  

ϕ ∈ × ≥   + >
 (4) 

Искомое решение 

 
2 0

0

( , ) ( ) ( ),

grad ( , ) ( ).

tt

tM

T M t C C

T M t C

∈ Ω ∩ Ω

∈ Ω
 (5) 

В областях с движущимися границами, как и 
в случае областей канонического типа, также 
можно говорить о первой ( 1β 0= ), второй 
( 2β 0= ) или третьей (β 0, 1,2)i i> =  краевых 
задачах. Однако указанная эквивалентность в 
записи граничных условий сохраняется не все-
гда. В частности, условие теплоизоляции дви-
жущейся границы области [ ]0, ( ) , 0,x y t t∈  ≥  
где ( )y t  при 0t >  – непрерывно-дифференци-
руемая функция имеет вид [6] 

 ( )
( , ) ( ) ( , ) 0, 0x y t

T x t v t T x t t
x a =

∂ + =   > ∂ 
. (6) 

И для скорости движения ( ) ( ) /v t dy t dt= =  
0( ( ) const)y t= =  выражение (6) совпадает с 

классической записью тепловой изоляции не-
подвижной границы, вытекающей из закона 
Фурье в скалярной форме. 

Тепловые потенциалы 
Пусть tS∗ −  область, состоящая из концов 

отрезка [ ], ( ) , 0, ( ) 0.l y t l y t≥ >  Тепловым потен-
циалом простого слоя по прямой x l=  и обоб-
щенным тепловым потенциалом простого слоя 
по кривой ( )x y t=  называются, соответственно, 
интегралы 

     
2

1
1

0

(τ) ( )( , ) exp τ
4 ( τ)2 π τ

ta x lx t d
a tt

 Ψ −
Π = − −−  

∫ , (7) 

   
2

2
2

0

(τ) ( (τ))( , ) exp τ
4 ( τ)2 π τ

ta x yx t d
a tt

 Ψ −
Π = − −−  

∫ . (8) 

Тепловые потенциалы (7), (8) вне точки об-
ласти tS∗  являются решениями однородного 
уравнения теплопроводности 

2

2
( , ) ( , ) , ( ), 0,T x t T x ta l x y t t
t x

∂ ∂
=   < <   >

∂ ∂
 

дважды непрерывно дифференцируемыми по 
пространственной координате x  и непрерывно 
дифференцируемыми по времени t и удовле-
творяют нулевым начальным условиям. Имеют 
место следующие утверждения. 

1. В точках x∗  области tS∗  тепловые потен-
циалы ( , )i x tΠ  являются непрерывными функ-
циями точки x∗  и времени t 

 
0 0

( , ) ( , ) ( , )i i ix x x x
x t x t x t∗ ∗

∗
= − = +

Π = Π = Π . (9) 

2. Нормальная производная '
xiΠ  потенциа-

лов (7) и (8) при подходе вдоль нормали к точ-
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кам ( ,x t∗  ) боковой поверхности tS∗  области 
[ ], ( )l y t  изнутри и извне стремится к своим не-
прерывным значениям, определяемым, соответ-
ственно, равенствами 

 
0

( , ) ( ) ( , ) ,
2

i i i
x x

x t t x t
x x∗

+ ∗

→ +

∂Π Ψ ∂Π
= − +

∂ ∂
 (10) 

 
0

( , ) ( ) ( , ) ,
2

i i i
x x

x t t x t
x x∗

− ∗

→ −

∂Π Ψ ∂Π
= + +

∂ ∂
 (11) 

где ( , ) /i x t x∗∂Π  ∂   −  результат формального 
дифференцирования ( , )i x tΠ  в точке ( , )x t∗   под 
знаком интеграла ( , 1; ( ), 2)x l i x y t i∗ ∗=  =   =  = . 
Плотности тепловых потенциалов 1( )tΨ  и 

2 ( )tΨ  − неизвестные функции, которые опре-
деляются как решения интегральных уравне-
ний, полученных из удовлетворения граничным 
условиям задачи, причем в том виде, в каком 
они записаны под знаками интегралов (7) и (8). 
При этом конечный результат зачастую мало 
пригоден для числовых расчетов, если иметь  
в виду, что задача по определению неизвестных 
плотностей потенциалов в конечном счете сво-
дится к трудно разрешимой системе интеграль-
ных уравнений Вольтерра второго рода. Однако 
ситуация меняется, когда закон перемещения 
границы есть линейная функция времени 

( )y t l vt= + , что имеет место в многочисленных 
практических приложениях [6]. В этом случае 
возможно построение новой модифицирован-
ной методики применения тепловых потенциа-
лов, что приводит к новым (простейшим) функ-
циональным конструкциям в качестве аналити-
ческих решений тепловых задач, весьма 
удобным для численных экспериментов. 

Область [ ), , 0x l vt t∈ + ∞  ≥  

Поясним кратко суть подхода на примере 
решения довольно простой тепловой задачи, из 
которой наглядно будут видны традиционный и 
модифицированный приемы. Пусть имеется за-
дача: 

 
2

2 , , 0,T Ta x l vt t
t x

∂ ∂
=  > +  >

∂ ∂
 (12) 

 0( , ) 0, ,tT x t x l= =  ≥  (13) 
 ( , ) ( ), 0,x l vtT x t t t= + = ϕ  >  (14) 
 ( , ) , , 0.T x t x l vt t< ∞  ≥ +  ≥  (15) 

Ищем ( , )T x t  в виде обобщенного теплового 
потенциала простого слоя по кривой x l vt= + : 

  
2

0

(τ) ( τ)( , ) exp τ
4 ( τ)2 π τ

ta x l vT x t d
a tt

 Ψ − −
= − −−  

∫ . (16) 

Для определения неизвестной плотности 
( )tΨ  использует граничное условие (14), что 

дает интегральное уравнение Абеля  

 1
1

0

(τ)( ) τ,
2 π τ

tat d
t

Ψ
ϕ =

−∫  (17) 

где для упрощения обозначено 

 
2

1

2
1

( ) ( )exp ( / 4 ) ,

( ) ( )exp ( / 4 ) .

t t v a t

t t v a t

 ϕ = ϕ  
 Ψ = Ψ  

 (18) 

Находим решение уравнения (17) в виде 

1
1

0

(τ)2 1( ) τ,
τπ τ

t dt d
da t

ϕ
Ψ =

−∫  

а вместе с этим и искомое решение ( , ) :T x t   

   

2

0
τ 2

0
2 2

1 1 ( τ)( , ) exp τ
4 ( τ)π τ

1 (α) (α)
α 4τ α

(τ α)exp α.
4α

t x l vT x t d
a tt

d v
d a

v d

 − −
= − × −−  

 ϕ
× + ϕ × 

−  
 −

× − 
 

∫

∫  (19) 

Теперь рассмотрим новый подход. Пусть по-
прежнему решение ( , )T x t  имеет вид (16). 
Найдем  предварительно  операционную  форму  

0

( , ) ( , )exp( )T x p T x t pt dt
∞

= −∫  выражения (16): 

 2

1

( )( , ) exp
2

.
2

a x lT x p p
p a

vp
a

− = − × 
 

  ×Ψ −  
   

 (20) 

Теперь отчетливо видно, что неизвестную 
плотность 1( )tΨ  в классе изображений следует 
искать относительно того вида, в каком она по-
явилась в изображении решения ( , ).T x p  Ис-
пользуя далее граничное условие (14), из (17) и 
(18) находим: 

2

1

2

1

2

2 .
2 2

vp
a

v vp p
a a a

  Ψ − =  
   

    = − ϕ −    
     

 



ТЕПЛОВЫЕ ПРОЦЕССЫ В ТЕХНИКЕ. 2022. Т. 14. № 11 

 

 

486 THERMAL PROCESSES IN ENGINEERING 
 

Откуда решение задачи в операционной 
форме будет иметь следующий вид: 

2

1

1( , )
2

( )exp .
2

vT x p p
p a

v x lp p
a a

 = − × 
 

  −  ×ϕ − −    
     

 

Переходим в класс оригиналов, используя 
теорему Эфроса [6]. Окончательно получим: 

 
3/2

0
2

1 ( )( , )
( τ)2 π

( τ)(τ)exp τ.
4 ( τ)

t x l vtT x t
ta

x l v d
a t

− +
= ×

−

 − −
×ϕ − − 

∫
 (21) 

Нетрудно убедиться, что все условия задачи 
удовлетворяются.  Кроме того, сравнение вы-
ражений (19) и (21) (тождественных в смысле 
числа) показывает очевидное преимущество 
последнего при численной обработке. 

Запишем теперь общий результат для обла-
сти  , 0,x l vt t≥ +  ≥  где рассматривается задача: 

 
2

2 , , 0,T Ta x l vt t
t x

∂ ∂
=  > +  >

∂ ∂
 (22) 

 0( , ) 0, ,tT x t x l= =  ≥  (23) 

 1 2 3β β β ( ), 0,x l vt
T T t t
x = +

∂ + = ϕ  > ∂ 
 (24) 

 ( , ) , , 0,T x t x l vt t< ∞  ≥ +  ≥  (25) 
где 1 2 3β 0, β β 1=  = =  – в случае первой краевой 
задачи; 2 1 3β 0, β β 1=  = =  – в случае второй кра-
евой задачи; 1 2 3β 1,β β (h h= = = −    – относи-
тельный коэффициент теплообмена) – в случае 
третьей краевой задачи. Функцию ( , )T x t  ищем 
в форме обобщенного теплового потенциала 
простого слоя по кривой x l vt= +  (16). Уста-
навливаем операционную форму интегрального 
выражения (16), записанную в несколько ином 
виде с учетом (18): 

 
( , ) exp

2

,

a x lT x p p
p a

vp p
a

− = − × 
 

 ×Ψ − 
 

 (26) 

откуда вытекает операционная форма неизвест-
ной плотности потенциала. Повторяя приве-
денные выше рассуждения, находим следую-

щее базовое соотношение для операционного 
решения приведенной задачи: 

 

/ 2( , ) ( ) 1
/

exp ,

v aT x p p
p a

x l vp p p
a a

 = Θ − × 
 

−   × − ϕ −   
   

 (27) 

где 
1 для первой краевой задачи;

( ) 1/ / для второй краевой задачи;

для третьей краевой задачи.
/

p p a
h

h p a




Θ = −


 +

 

Выражение (27) включает в себя многочис-
ленные частные случаи граничной функции 

( )tϕ , представляющие практический интерес: 
однородные, импульсные, пульсирующие, пе-
риодические и др. Основным достоинством со-
отношения (27) является наиболее простая 
функциональная конструкция для решения 

( , )T x t , вытекающая из (27). Так, в случае пер-
вой краевой задачи решение имеет компактный 
вид (21). В случае второй краевой задачи в (24) 
решение имеет вид 

 0

2

0

τ( , ) ( ) τ
2 ( τ)

(τ) ( τ)exp τ.
4 ( τ)π τ

t

t

v x l vT x t d
a a t

a x l v d
a tt

∗ − − = ϕ τ Φ − − 

 ϕ − −
− − −−  

∫

∫
 (28) 

В случае третьей краевой задачи в (24) ре-
шение записывается в виде 

2

0

(τ) ( τ)( , ) exp τ
4 ( τ)π τ

th a x l vT x t d
a tt

 ϕ − −
= − − −−  

∫  

0
2

τ( ) ( τ)
2 ( τ)

exp ( τ) ( τ) τ,

tv x l vah h h a t
a a t

x l v h ah t d

∗    − −− + ϕ τ Φ + − ×      − 

 × − − + − 

∫   

где 2

0

( ) 1 ( ), ( ) (2 / π) exp( )
z

z z z y dy∗Φ = − Φ Φ = −∫  

– функция Лапласа. 
Рассмотрим в (29) частный случай гранич-

ной функции ( ) 1.tϕ =  Вычисляя в (29) интегра-
лы и переходя к безразмерным переменным 

/ ,z x l=  2Fo / ,at l=  Bi ,hl=  0 / ,v vl a=  найдем 

(29) 
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0

2
0 0 0

0

0
2

1 1 Bi( ,Fo)
2 2(Bi )2 Fo

1 Fo exp Fo ( 1)
2 Fo

2Bi 1Bi Fo
2( Bi) 2 Fo

exp Bi Fo ( 1)Bi) .

zT z
v

z v v z v

v z
v

z

∗

∗

∗

− = Φ + ×  + 
−   ×Φ − × − − −    

+ − − Φ + × +  
 × + − 

 

Заметим, что в случае равенства нулю скоро-
сти движения границы ( 0 0v = ) записанное со-
отношение переходит в известное решение, 
приведенное в [6]. Следующим обобщением 
предложенного подхода является переход к 
уравнению 

 
2

2
1 ( ), , 0
ρ

T Ta F t x l vt t
t cx

∂ ∂
= +  > +  >

∂ ∂
 (30) 

с однородным, но нестационарным источником 
теплоты. Задачу (30), (24), (25) рассмотрим в 
безразмерных (обобщенных) переменных 

/ ,z x l=  2= / ,F at l  / ,z x l=  
2Fo / ,at l=  Pe= / ,vl a  Bi ,hl=  

 0 0
2

0

(Fo) ( ) / , ( ,Fo) ( , ) / ,

(Fo) ( ) / (λ ),

t T W z T x t T

q l F t T

ϕ = ϕ  =  

=
 (31) 

где 0T −  выбранная температурная единица 
масштаба; λ −  теплопроводность материала 
(λ ρ).ac=  В новых переменных имеем 

 
2

2 (Fo), 1 PeFo, Fo 0,
Fo
W W q z

z
∂ ∂

= +  > +  >
∂ ∂

 (32) 

 Fo=0( ,Fo) 0, 1,W z z=  ≥  (33) 

     1 2 1 PeFo 3β β β (Fo), Fo 0,z
W W
z = +

∂ + = ϕ  > ∂ 
 (34) 

 ( ,Fo) , 1 PeFo, Fo 0,W z z< ∞  ≥ +  ≥  (35) 
где, как и выше, 1 2 3β 0, β β 1=  = =  – в случае пер-
вой краевой задачи; 2 1 3β 0, β β 1=  = =  – в случае 
второй краевой задачи; 1 2 3β 1,β β Bi= = = −  – в 
случае третьей краевой задачи. Решение ( ,Fo)W z  
ищем в виде 

 

Fo

0

Fo2

0

1 (τ)( ,Fo)
2 π Fo τ

( 1 Peτ)exp τ (τ) τ,
4(Fo τ)

W z

z d q d

Ψ
= ×

−

 − −
× − + − 

∫

∫
 (36) 

и далее сохраняются все рассуждения, касаю-
щиеся случая (22)−(25). В пространстве изоб-
ражений (по Лапласу) находим следующее ба-
зовое соотношение для операционного решения 
задачи 

Pe( , ) ( ) 1 exp ( 1)
2

χ( Pe ) ( Pe )
( Pe)

( ) ,

W z p p z p
p

p p q p p
p p

q p
p

   = Θ − − − ×   
 

 
× ϕ − − − + 

−  

+

(37) 

где 

1 2 3

2 1 3

1 2 3

1 для первой краевой задачи

(β 0, β β 1, χ 1);

1/ для второй краевой задачи
( ) (β 0, β β 1, χ 0);

Bi для третьей краевой задачи
Bi

(β 1, β β Bi, χ 1).

p
p

p




=  = =  =


−
Θ =  =  = =  =

   +
 =  = = −  =

 

Здесь также могут быть рассмотрены раз-
личные частные случаи задания в (32)−(35) 
граничной функции и функции источника. 
При этом решение имеет наиболее компакт-
ный вид для данного типа модельных задач. 
Например, для первой краевой задачи реше-
ние имеет вид   

Fo

3/2
0

1 1 PeFo( ,Fo) (τ)
(Fo τ)2 π
zW z − −

= ϕ ×
−∫  

[ ]

2

Fo

0

( 1 Peτ)exp τ
4(Fo τ)

1 exp Pe(1 PeFo)
2

1 Peτ(τ) Pe Fo τ τ
2 Fo τ

z d

z

z d∗

 − −
× − − − 

− − − ×

− − × ϕ Φ − − − − ∫

 

 
Fo Fo

0 0

1 1 Peτ(τ) τ (τ) τ.
2 2 Fo τ

zq d q d∗ − − − Φ + − ∫ ∫  (38) 

В случае однородных краевых функций 
0(Fo) const,ϕ = ϕ =  0(Fo) constq q= =  соотно-

шения (37), (38) дают 
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0

2

1( ,Fo)
2 2 Fo

1exp Pe( 1 Pe Fo) Pe Fo
2 Fo

zW z

zz

∗

∗

ϕ  − = Φ +  
 

−   + − − − Φ − −    

 

   [ ]

0 0

0
0

( 1) ( 1 2PeFo)1
2Pe2 Pe 2 Fo

exp Pe( 1 PeFo)

1 Pe Fo Fo.
2 F

q z q zz

z

z q

∗

∗

− − −− − Φ + × 
 

× − − − ×

− ×Φ − + 
 

 (39) 

Наиболее сложный случай – наличие в урав-
нении нестационарной теплопроводности неод-
нородного нестационарного источника теплоты 
с краевыми условиями (23)–(25) 

 

2

2 ( , ), ,

0 ( ( , ) 1 / ρ ( , )).

T Ta f x t x l vt
t x
t f x t c F x t

∂ ∂
= +   > +

∂ ∂

>  =

 (40) 

Здесь могут быть указаны различные подхо-
ды. В первом из них строится соответствующая 
функция Грина, и аналитическое решение зада-
чи выписывается через интегральное представ-
ление, содержащее функцию Грина и все неод-
нородности в исходной постановке задачи (ме-
тод функций Грина для нецилиндрических 
областей автор предполагает рассмотреть в по-
следующей публикации). Второй подход связан 
с тождественными преобразованиями. Постро-
им функцию 

0

2 2

1 (ξ, τ)( , ) ξ
2 π τ

( ξ) ( ξ 2 )exp exp τ,
4 ( τ) 4 ( τ)

t

l

fx t d
a t

x x l d
a t a t

∞

Ψ = ×
−

    − + − × − − −    − −     

∫ ∫
 

удовлетворяющую уравнению (40). Тогда 
функция ( , ) ( , ) ( , )x t T x t x tΘ = − Ψ  удовлетворяет 
однородному уравнению (22), и далее могут 
быть использованы выписанные соотношения 
для аналитических решений с преобразованны-
ми граничными функциями. Движущиеся гра-
ницы вызывают эффекты, которые проявляются 
при графическом изображении температурной 
функции. На рис. 1 приведены построенные по 
соотношению (39) зависимости ( ,Fo)T z  от Fo  
в сечении z = 2 при 0Pe=0, 1 ϕ =  и различных 
значениях 0.q   

 
Рис. 1. Зависимость температурной функции W(z,Fo) от без-
размерного времени Fo в случае температурного нагрева с 
постоянной температурой на границе и с источником тепло-
ты постоянной мощности в сечении z = 2 для φ0 = 1, Pe = 0 
при различных значениях мощности источника: 1 – q0 = 0;  
2 – q0 = 0.5; 3 – q0 = 1; 4 – q0 = 2; 5 – q0 = 3 

Характер кривых на рисунке является ти-
пичным для теплообмена в области 1z >  c 
внутренним однородным источником теплоты. 
Однако с появлением движения границы ситуа-
ция резко меняется, что отражено на рис. 2, по-
строенном также по соотношению (39) при тех 
же условиях. При 1 PeFoz > +  для сечения 

constz =  имеем 0 Fo ( 1) / Pe,z< < −  и при 
2,z =  как показывает рис. 2, в интервале 

Fo (0.1/ Pe)∈  существует момент времени, при 
котором температура достигает максимального 
значения. Последнее обстоятельство имеет 
важное прикладное значение в термомеханике 
при изучении теплового удара, приводящего к 
разрывам сплошности во внутренних слоях 
твердого тела.  

 
Рис. 2. Зависимость температурной функции W(z,Fo) от без-
размерного времени Fo в случае температурного нагрева с 
постоянной температурой на границе и с источником тепло-
ты постоянной мощности в сечении z = 2 для φ0 = 1, Pe = 0.35 
при различных значениях мощности источника: 1 – q0 = 0;  
2 – q0 = 0.5; 3 – q0 = 1; 4 – q0 = 2; 5 – q0 = 3 



ТЕПЛОВЫЕ ПРОЦЕССЫ В ТЕХНИКЕ. 2022. Т. 14. № 11   

 

 

THERMAL PROCESSES IN ENGINEERING 489 
 

Область [ ]0, , 0x l vt t∈ +   ≥  
Область в виде отрезка прямой с равномерно 

движущимся концом является наиболее слож-
ной для изучения, однако и для этого случая 
модифицированный метод доводит решение за-
дачи до конца. Для сокращения выкладок рас-
смотрим первую краевую задачу вида 

 
2

2 , 0 , 0,T Ta x l vt t
t x

∂ ∂
=   < < +   >

∂ ∂
 (41) 

 0( , ) 0, 0 ,tT x t x l= =   ≤ ≤  (42) 

 0 1( , ) ( ), 0,xT x t t t= = ϕ   >  (43) 
 2( , ) ( ), 0.x l vtT x t t t= + = ϕ   >  (44) 

 
Решение ( , )T x t  ищем в виде суммы тепловых потенциалов (7) и (8): 

 ( ) ( )
( )

( ) ( )
( )

22
1 2

0 0

Ψ τ Ψ τ τ
, exp τ exp τ

4 τ 4 τ2 π τ 2 π τ

t t x l va x aT x t d d
a t a tt t

   − −
 = − + − − −− −     

∫ ∫ , (45) 

где 1Ψ ( )t  и 2Ψ ( )t  – неизвестные плотности потенциалов, подлежащие нахождению. Выражение 
(33) запишем в пространстве изображений по Лапласу 

( ) ( ) ( )
0

, exp ,T x p pt T x t dt
∞

= −∫ , Re β 0p ≥ > , πarg
2

p < : 

 ( ) ( ) ( ) ( )2
1 3, exp Ψ exp Ψ γ

2 2
l xa x aT x p p p p p

p a p a
−    = − + − +        

, (46) 

где ( ) ( ) ( )2
3 2 exp γt t tΨ = Ψ , 

2
2γ

4
v
a

= . 

Таким образом, для нахождения оригинала ( ),T x t  из (46) необходимо искать изображения плотно-

стей относительно ( )1Ψ p  и ( )2
3Ψ γp +  

. Удовлетворяя в (45) граничным условиям, находим 

 

( ) ( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )
( )

( ) ( ) ( )

2
1 2

1
0 0

2 2
1 2

2
0 0

Ψ τ Ψ τ τ
τ exp τ ,

4 τ2 π τ 2 π τ

Ψ τ Ψ τ
exp τ exp τ τ .

4 τ 42 π τ 2 π τ

t t

t t

l va ad d t
a tt t

l vta a vd t d t
a t at t

 +
 + − = ϕ

− − −    


   + 
 − + − − = ϕ  −− −      

∫ ∫

∫ ∫
 (47) 

В пространстве изображений система интегральных уравнений (47) принимает вид 

 
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

2
1 3 1

2
1 3 3

Ψ exp Ψ γ .
2 2

exp γ Ψ γ Ψ ,
2 2

a a lp p p p
p p a

a l ap p p p
p a p

   + − + = ϕ       


    − + + + = ϕ       

 (48) 

где ( ) ( ) ( )2
3 2 exp γt t tϕ = ϕ . Исключая из системы функциональных уравнений (48) вначале ( )3Ψ p , 

а затем ( )1Ψ p , найдем 

 

2
1 1

2
3 1

exp ( 2γ) ( 2γ) exp( ) ( )

2( γ) 2
( γ) exp( ) ( ),

l lp p p p
a a

p p lp p p
a a a

   − + Ψ + − Ψ =    

+  = ϕ + − ϕ 

 (49) 

 

2
3 3

2
1 3

exp ( 2γ) ( 2γ) exp ( γ) ( )

2( γ) 2
( γ) exp ( γ) ( ).

l lp p p p
a a

p p lp p p
a a a

    − + Ψ + − + Ψ =       

+   = ϕ + − + ϕ    

 (50) 
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Обозначим [7] 

 
( ) ( )

( ) ( )

2
1 1

2
11

Ψ ,

,

p A p

p F p

=

ϕ =
  

( ) ( )

( ) ( )

2
3 3

2
33

Ψ ,p A p

p F p

=

ϕ =
 (51) 

и перепишем (49), (50) в виде  

 
( ) ( )

( ) ( ) ( )

1 1

3 1

2 γ 2exp 2γ exp

2 2γ exp γ exp ,

l lA p p A p
a a

l lp p F p p p F p
a a a

   − + − =   
   

    = + + −    
    

 (52) 

3 3
2 γ 2exp( ) ( 2γ) exp( ) ( )l lA p p A p

a a
− + − =  

 1 3
2 2( γ)exp ( γ) ( ) exp( ) ( ) .l lp p F p p p F p
a a a

  = + + + γ −  
  

 (53) 

С помощью подстановки [7] 

 ( ) ( )2exp
2 γ

i i
lA p p B p
a

 
=  

 
,  1, 3i =  , (54) 

уравнения (52) и (53) приводятся к уравнению с постоянными коэффициентами: 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2
1 1 3 1

22γ exp γ exp γ
2 γ

l lB p B p p p p F p pF p
a a a

    + − = − ⋅ + − + −    
   

, (55) 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2
3 3 1 3

22γ exp γ exp γ γ
2 γ

l lB p B p p p p F p pF p
a a a

    + − = − ⋅ + − + + −    
   

. (56) 

Непосредственной проверкой можно убедиться, что искомым частным решением функциональ-

ного уравнения ( ) ( ) ( )2 ΘB p B p p+ γ − =  является функция ( ) ( )
0
Θ 2

n
B p p n

∞

=

= − + γ∑ , если этот ряд 

сходится. Но ряд типа ( )( )2

0
exp

2 γn

l n d p
a

∞

=

  
− +  

   
∑ , к которому приводятся решения уравнений 

(55) и (56), сходится, так как 0
2 γ

l
a

> . Находим ( )iB p , 1, 3i =  , и далее из (51) и (54) находим ис-

комые изображения плотностей потенциалов (45) в виде (46): 

( ) 2
1 3

0

2 2 γ (2 2)( ) exp ( 1) (2 1)γ ( (2 1)γ)
n

l n lp n n p p n p n
a a a

∞

=

+   Ψ = − − + − + + ϕ + + +    
∑  

 2 2
1

0

2 2 γ 2exp ( 2γ ) ( 2γ ) ,
n

l nln p p n p n
a a a

∞

=

   + − − + ϕ +    
∑  (57) 

 

( ) ( ) ( )

( )( ) ( )( ) ( )

( )( ) ( )( )

2 2
3

0

2
1

0
2

3

2 12 2 γγ exp 1

2 2 γ 22 1 γ 2 1 γ exp 1

2 1 γ 2 1 γ .

n

n

n llp n p
a a a

l nlp n p n n n p
a a a

p n p n

∞

=
∞

=

 +  Ψ + = − − + − ×        
  × + + ϕ + + + − + − ×     

 × + + ϕ + +  

∑

∑  (58) 
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Выражения (46), (57), (58) дают операционное решение задачи: 
2

1
1

1 2 γ( , ) ( )exp exp ( 2γ )
n

x lT x p p p n p n
a p a

∞

=

   = ϕ − + − + ×   
   

∑  

 2
1

(2 ) (2 )exp exp ( 2γ )nl x nl xp p p n
a a

 + −     × − − ϕ + +          
 (59) 

 ( ) ( )( )
0

1 2 γexp 1 2 1 γ
n

l n n p n
p a

∞

=

 + − + ⋅ + + × 
 

∑   

( )( ) ( )( ) ( )( )2
3

2 1 2 1
exp exp 2 1 γ .

n l x n l x
p p p n

a a

    + − + +   × − − − ⋅ϕ + +               
 

Переходя в пространство оригиналов, получаем искомое интегральное представление аналити-
ческого решения ( ),T x t : 

 

( ) ( )
( )

( ) ( ) ( )
( )

( )( )
( )

( ) ( ) ( ) ( )( )
( )

2
2

13 2
0

2

23 2
0

2 21, exp
42 π

2 1 2 11 exp 1 .
42 π

tn

n

tn

n

x n l vt x n l vv l v
T x t n d

a a ta t

x n l vt x n l vv l v
n n d

a a ta t

=+∞

=−∞

=+∞

=−∞

 + + + + τ   + τ    = ϕ τ × − − τ − − τ− τ   
 + + + + + + τ   + τ    − ϕ τ × − + − τ − τ− τ   

∑ ∫

∑ ∫
 (60) 

Выражение (60) имеет смысл обобщенного решения для широкого класса граничных функций 
( )i tϕ  ( 1,2).i =  В частности, рассмотрим в (41)–(44) часто встречаемый на практике случай: начальное 

распределение температуры 0( ,0) ,T x T=  0 ,x l≤ ≤  а на границах (0, ) ,cT t T=  ( , ) ,cT l vt t T+ =  0.t >   
В безразмерных переменных / ,z x l=  2Fo / ,at l=  0 / ,v vl a=  [ ]0 0( ,Fo) ( , ) / ( )cW z T x t T T T= − −  соот-
ношение (60) принимает вид: 

 

1
2

0 0
0

2 2

1( ,Fo) exp( ) exp( ξ)
2 πFo

(2 ξ ) (2 ξ )exp exp ξ.
4Fo 4Fo

n

n
W z v n v n

n z n z d

=+∞

=−∞

= − − ×

    + − + + × − − −    
     

∑ ∫
 (61) 

 
На рис. 3 приведены графики изменения от-

носительной температуры (61) по длине стержня 
для разных значений Fo  и скорости 0.v  Приве-
денные графики могут служить в качестве но-
мограммы для практических расчетов. Расчеты 
выполнены с использованием подходов [8, 9]. 
Что касается области [ ]1 1 2 2, ,x l v t l v t∈ + +  0,t >  
то этот случай легко сводится к предыдущему, 
если ввести новые переменные, тогда 

0 00 ,z l v t≤ ≤ +  0,t ≥  где 0 2 1,l l l= −  0 2 1,v v v= −  
а ( , )W z t  удовлетворяет уравнению того же ти-
па, что и функция ( , ).T x t  Для других гранич-
ных условий специфические особенности мето-
да (7), (8) заключаются лишь в решении конеч-
но-разностного уравнения типа ( )F p b+ −  

( ) ( )F p C p− =  при нахождении неизвестных 
плотностей потенциалов и переходе к оригина-

 
Рис. 3. Изменение температурной функции (61) в зависимо-
сти от переменной длины стержня z для разных значений 
критерия Фурье и скорости v0  
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лу. Впрочем, необходимо подчеркнуть, что изу-
чаемая проблема является более сложной, чем 
это представляется на первый взгляд, и по су-
ществу ее решение находится в начале своего 
пути, если учесть, что для уравнения (41) в об-
ласти [ ]0, ,x l vt∈ +  0t ≥  можно говорить о де-
вяти типах граничных условий в постановке 
исходной задачи (и столько же для случаев цен-
тральной симметрии в шарообразной области и 
радиальной симметрии для полой цилиндриче-
ской – это те задачи, которые не получили даже 
начального развития), так что описанные в дан-
ной статье проблемы аналитической теплофи-
зики ждут своих исполнителей.  

Метод тепловых потенциалов можно исполь-
зовать также при нахождении аналитических 
решений сравнительно новых задач переноса 
(теплоты, массы) с интегральным граничным 
условием, встречающимся при моделировании 
ряда процессов экологии, биологии, физики 
плазмы [10]. Рассмотрим задачу: 

 
2

2 , 2 ( ), 0,T Ta x a y t t
t x

∂ ∂
=  >  >

∂ ∂
 (62) 

 
( ,0) 0, 0,

( , ) , 0, 0,
T x x

T x t x t
=  ≥  

< ∞  ≥  ≥
 (63) 

 
2 ( )

( , ) 2 ( ), 0,
a y t

T x t dx a y t t
∞

=  >∫  (64) 

где ( )y t  −  известная функция времени. Иско-
мое решение запишем в виде теплового потен-
циала (8) 

2

0

2 (τ)(τ)( , ) exp τ,
4 ( τ)τ

t x a y
T x t d

a tt

   −ϕ   = −
 −−  ∫   (65) 

где неизвестная плотность потенциала ( )tϕ  
подлежит нахождению. Подставляя (65) в (64) и 
вводя новые переменные / 2 ( ) ,z x a y t =    

'τ ,y t=  получим: 

 

1 '

'
1 0

2'

2
'

'

( )

1

( )
( )( )exp 1.

(1 )

y tt dz
y

y y tz
y ty t dy

t y

∞
ϕ

×
−

  
 −   × − = 

− 

∫ ∫
 (66) 

Меняя порядок интегрирования и вычисляя 
внутренний интеграл по ,z  получаем: 

'

1
' '

'
0

( )1
( ) 2 ( )( )( ) 1 ,

π1

y y t
y t y ty ty t dy

tt y

  
−  

  ϕ − Φ =  −  
∫ (67) 

где ( )zΦ  −  функция Лапласа. Рассмотрим в 
(67) случай ( )y t vt=  ( const).v =  Тогда соот-
ношение (67) дает свертку  

0

2(τ) 1 ( τ τ ,
π

t

v t d vt ϕ − Φ − = ∫  

операционное решение которой приводит к ре-
зультату  

2 2 2

2( )
π

11 ( ) exp( ) .
2 π

t v

v tv t v t v t v t

ϕ = ×

  × + + + Φ + −    

 (68) 

Пусть далее ( ) β (β const).y t t=   =  Тогда 
(67) приобретает вид 

 
1 '

' '
'

0

1 2 1( ) 1 β β ,
π1

y
y t dy

ty

  −  ϕ − Φ =
  −  

∫  (69) 

откуда следует, что ( ) / ( const)t C t Cϕ =   =   

 

1
1 ''

' '
0

12 β 1 β
π 1

ydyC
y y

−
   −   = − Φ   −    
∫ . (70) 

Вычислим интеграл (70). Для этого исполь-
зуем достаточно редкий интеграл 

 
1

2 2 2
2

0

4 1( ) 1 exp (1 ) ,
π 1

z z t dt
t

 Φ = − − + +∫   (71) 

что дает следующий результат:  

[ ] [ ]{ } 11 2β 1 (β) 1 πβexp(β ) 1 (β) ,
π

C
−−= + Φ − − Φ   

а вместе с этим – весьма полезные для этого 
класса вычислений интегралы, отсутствовав-
шие в известных справочниках интегрального 
исчисления: 

1 ' '

' '
0

1
1 β

1

y dy

y y

  −  − Φ =
  −  

∫  

 [ ] [ ]{ }21 1 (β) 1 πβexp(β ) 1 (β) ,
2

+ Φ − − Φ  (72) 

 

[ ][ ]

1 ' 2'
2

'' '
0

2

( )
exp β

1(1 )

= πexp(β ) 1 (β ) 1 (β) .

z ydy
yy y

z

 − − =
− −  

− Φ + Φ

∫  (73) 



ТЕПЛОВЫЕ ПРОЦЕССЫ В ТЕХНИКЕ. 2022. Т. 14. № 11   

 

 

THERMAL PROCESSES IN ENGINEERING 493 
 

Новый эффект влияния движущейся 
теплоизолированной границы 
на тепловую реакцию области 

Э.М. Карташов обнаружил указанный эф-
фект при изучении проблемы теплового удара 
упругого полупространства с движущейся теп-
лоизолированной границей. В данной статье 
опишем теплофизическую составляющую эф-
фекта. 

Ранее было приведено условие теплоизоля-
ции движущейся границы области [ ( ), ),x y t∈ ∞  

0t ≥  в виде соотношения (6). Пусть ( , )T x t  есть 
решение задачи: 

 
2

2 , , 0 ( const),T Ta x l vt t v
t x

∂ ∂
=   > +   > =

∂ ∂
 (74) 

 0 0( , ) , ;

( , ) , , 0,
tT x t T x l

T x t x l vt t
= =   ≥

< ∞   ≥ +   ≥
 (75) 

 ( , ) ( , ) 0, 0.
x l vt

T x t v T x t t
x a = +

∂ + =   > ∂ 
 (76) 

Особенность этой задачи заключается в том, 
что при постоянной начальной температуре, 
отличной от нулевой, отсутствии в (74)–(76) 
внешних и внутренних источников теплоты и 
при наличии движущейся теплоизолированной 
границы нет явных причин для появления в 
области градиента температуры. Стохастиче-
ский анализ указанного эффекта, проделанный 
авторами в [11], приводит к выводу, что имен-
но движущаяся теплоизолированная граница 
создает удивительный эффект появления в об-
ласти градиента температуры или, другими 
словами, кинетическая энергия движения гра-
ницы переходит в тепловую энергию области. 
Запишем (74)–(76) в переменных ( ,Fo) :z  

/ ,z x l=  2Fo / ,at l=  [ ]0 0( ,Fo) ( , ) / ,W z T x t T T= −  
Pe = / :vl a   

 
2

2 , 1 PeFo, Fo 0,
F
W W z

z
∂ ∂

=  > +  >
∂ ∂

 (77) 

 Fo 0( ,Fo) 0, 1,

( ,Fo) , 1 PeFo, Fo 0,

W z z

W z z
= =  ≥  

< ∞ ≥ +  ≥
 (78) 

 

1 PeFo

1 PeFo

( ,Fo)

(Pe) ( ,Fo) ( 1) ,

Fo 0.

z

z

W z
z

W z

= +

= +

∂
=

∂
 = − − − 

>

 (79) 

Операционное решение задачи (77)–(79) ав-
томатически выписывается из (27) и имеет вид 

    2
Pe( Pe / 2)

( , ) exp ( 1)
( Pe)

p
W z p z p

p p
−  = − − −

. (80) 

Оригинал этого выражения есть: 

2

( ,Fo) Pe Fo/π

( 1) 1 1exp
4Fo 2 2 Fo

W z

z z∗

= ×

 − − × − − Φ +   
  

 

+ 2 Pe 1FoPe ( 1)
2 2

z − − +  
 ×  

[ ] 1exp Pe( 1 PeFo) Pe Fo
2 Fo
zz ∗ − × − − − Φ − 

 
. (81) 

Графики функции (81) в сечении 4z =  при 
разных значениях Pe  представлены на рис. 4. 

 
Рис. 4. Зависимость температурной функции (81) от без-
размерного времени Fo при условии теплоизоляции на рав-
номерно движущейся границе в сечении z = 4 для различ-
ных Pe: 1 – Pe = 0.16; 2 – Pe  = 0.3; 3 – Pe  = 05; 4 – Pe  = 0.6; 
5 – Pe  = 0.65 

Следует отметить, что изложенный в статье 
подход касался краевых задач для уравнения (1), 
однако фактически могут быть рассмотрены и 
уравнения вида 

 
2( , ) ( , )

grad ( , ) ( , ),

T a T M t b T M t
t

v T M t F M t

∂
= ∆ − +

∂

+ +

 (82) 

поскольку подстановкой 

3
2 2

1

( , )

1 1( , )exp ,
2 4 i

i

T M t

W M t rv b v t
a a =

=

  
= − − +      

∑  
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где 1 2 3v v i v j v k= + +  ( const),iv =  2 const,b =  
,r xi y j zk= + +  уравнение (82) сводится к 

случаю 

( , ) ( , ).W a W M t F M t
t

∗∂
= ∆ +

∂
 

Здесь ( , )F M t∗ −  новая (известная) функция. 

Заключение 
Получена серия аналитических решений 

краевых задач нестационарной теплопроводно-
сти для частично ограниченной и конечной об-
ластей с равномерно движущейся границей. 
Решения получены на основе модификации ме-
тода тепловых потенциалов простого слоя в ви-
де функциональных конструкций нового вида, 
удобных для проведения численных экспери-
ментов. Описан новый эффект влияния движу-
щейся теплоизолированной границы на тепло-
вую реакцию области. Следующий шаг – пере-
ход к математическим моделям для уравнений 
гиперболического типа [12]. 
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